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English Abstract

In this document, we present the notion of ultrafilter and study some of its proper-
ties and applications. Firstly, the manuscript begins with a general study of filters and
ultrafilters, and compare them with some other more broadly extended mathematical
concepts such as topology or nets. Next, ultrafilters are applied as relevant tools in
some other areas of Mathematics, such as Analysis or Combinatorics. The last chap-
ter consists of an application of ultrafilters to Social Sciencies and more particularly
to the Arrow’s Imposibility Theorem.






Introduccion

El concepto de ultrafiltro nace a principios del siglo XX introducido por Riesz, y
su uso se extendi6 rapidamente entre los circulos matematicos, de la mano de figu-
ras como Banach, Tarski o Bourbaki. Los ultrafiltros formalizan una serie de ideas
conceptuales, por ejemplo, dado un conjunto establecer cuales de sus subconjuntos
tienen mucho “peso”, o cuales son “muy grandes”.

Pero la relevancia de los ultrafiltros puede ir mucho mas alla. Los ultrafiltros tam-
bién pueden usarse para generalizar nociones de convergencia topologica. Aqui la
palabra topologica significa que dicha convergencia se expresa en términos cualita-
tivos. Digase, un objeto es convergente o no lo es. Aunque a primera vista parezca
una limitacion, permite el uso de dicha herramienta para el estudio matematico de
“tendencias” en contextos donde no procede el concepto clasico de convergencia de
una sucesion numérica.

Este documento busca introducir al lector a los ultrafiltros (pasando previamente
por los filtros), estudiando propiedades generales y comparandolos con otras estruc-
turas matematicas mas extendidas, y posteriormente aplicarlos en ramas y problemas
varios de la Matematica, justificando el interés de tal objeto.

El desglose por capitulos es el siguiente:

El capitulo primero es el de mayor extension. Se definen los ultrafiltros, se de-
muestran las propiedades principales y se comparan con la topologia y las redes.

El capitulo segundo usa los ultrafiltros como herramienta para el estudio de di-
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versas cuestiones del Analisis, en particular generalizar conceptos como el de limite
de una sucesion.

El capitulo tercero se vale de los ultrafiltros para construir la llamada Compac-
tificacion de Stone-Cech de los nimeros naturales, notada AN, el cual es un espacio
compacto en el que los naturales son densos de tal forma que toda aplicacion con
dominio los nimeros naturales e imagen contenida en un conjunto compacto (por
ejemplo, toda funcion acotada de N en R) se extienda a una continua en todo el espa-

cio ON.

El capitulo cuarto lo constituyen algunas aplicaciones a la Combinatoria, y mas
particularmente a la Teoria de Ramsey en grafos y en los numeros naturales.

El capitulo quinto ilustra una nueva utilidad de los ultrafiltros aplicandolos a las
Ciencias Sociales, probando el conocido como Teorema de Imposibilidad de Arrow.



Notacidon y simbologia

N denota al conjunto de los nimeros naturales.
R denota al conjunto de los nimeros reales.

El operador légico de conjuncion se escribe mediante el simbolo A. La expresion
P A @) significa se dan simultaneamente las premisas Py Q.

El operador légico de disyuncion se escribe mediante el simbolo V. La expresion
PV @ significa se da la premisa P o la premisa Q.

Dado un conjunto X se denota por P(X) al conjunto de sus partes, es decir, al
conjunto de los subconjuntos de X.






1 Generalidades

| Definicién 1.1 (Filtro). Sea S un conjunto cualquiera. Decimos que una familia F
de subconjuntos de no vacios de S es un filtro si verifica las siguientes propiedades:

a) V¢ FyX € F;
b) Fl,FQGf:FlmFQGI;
O (FEF)ANFCF) — F' e F.

| Definicién 1.2.  Sea F un filtro. Una familia de conjuntos Fy C F es una base del
filtro F si:

F={FCS : FyC F paraalgin Fy € Fy}.

Proposicion 1.1.  Si C es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de S entonces
C es un una base de algun filtro si y sélo si:

[(Cl, Cg € C) — (Cg - Cl N 02 para algan Cg € C)]
Demostracion. Considérese la siguiente familia de subconjuntos de S:
F={F CS :CCF paraalginC elemento deC},

es decir, la familia formada por los elementos de C y todos los conjuntos que contie-
nen a dichos elementos. Veamos que F es un filtro.

Para probar la propiedad a) de la Definicién 1.1 sean Fy, Fy, € F,y sean C; y Cy
elementos de C tales que C; C F; y Cy C F;. Se tiene entonces que existe C'3 € C
con C3 C (7 N C5 y como consecuencia:

Cs CC1NCy CFNF,
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de lo que se deduce Fy N Fy € C.

Para probar la propiedad b) de la Definicion 1.1,sea F' € Fy F' O F. Por hipotesis
existe C' € C con C' C F,es decir: C C F C F’, de donde I’ € F, concluyendo que
F es un filtro.

El filtro F tiene por base C de manera inmediata por definicion.

Proposicion 1.2.  Si S es un conjunto y {F; },c; es una familia de subconjuntos de S
que verifica la propiedad de la interseccion finita, existe un filtro que extiende a la
familia.

Demostracion. Considérese la familia asociada siguiente:

C= { ﬂ F;, : los indices i), definen subconjuntos finitos de I},

k=1

es decir, el conjunto de las intersecciones finitas de elementos de la familia {F; };c;.
Entonces C esta en las condiciones de la Proposicion 1.1, ya que la interseccion de
elementos de C es un elemento de C de manera inmediata, concluyendo la existencia

del filtro deseado.
I

| Definicién 1.3. Dados dos filtros F y F> tales que F1 2 JF; se dice:
» F, es mas fino que F,
» F, es mas grueso que J;.

| Definicion 1.4 (filtro de Fréchet). Dado S un conjunto infinito definimos su filtro
de Fréchet asociado como el siguiente conjunto:

{F C S : S\F es finito}.

| Definiciéon 1.5 (filtro de Fréchet real). Denominamos filtro de Fréchet real al
filtro de R que tiene por base:

C ={(a,+o0) : a € R}.



1. GENERALIDADES 9

| Definicién 1.6 (filtro principal). Un filtro F se dice principal si existe Ay €
P(X) tal que F = {A € P(X) : Ay C A}. En ese caso, se dice que F es el filtro
principal basado en Ay. Cuando se conoce de antemano el conjunto Ay el filtro prin-

cipal basado en Ay se denota F(Ay).

En caso contrario se dice que el filtro J es no principal o el filtro F es libre.

Cuando Ay = {x}, es decir, que el filtro es principal basado en un conjunto unitario,

se escribe F (xq) para denotar al filtro F ({zo}).

Una propiedad relativamente directa de los filtros principales es la siguiente:

Observacion 1.1.  Si A C B entonces el filtro basado en A es més fino que el filtro
basado en B, por lo que se tiene la relacion F(A) 2O F(B)

Para probarlo basta con considerar F' € F(B) y observar que se tiene la cadena
de inclusiones F' C B C A, probando F' € F(A).

La observacion previa tiene ademas una version reciproca:

Observacion 1.2.  Si F(A) y F(B) son dos filtros principales tales que F(B) es mas
fino que F(A), entonces se tiene la relaciéon B C A.

Basta observar que A € F(A) C F(B), y por definicién se ha de verificar B C A.

| Definicion 1.7 (Ultrafiltro). Un filtro F se dice que es un ultrafiltro si no hay un
filtro mas fino que lo contenga.

Un ejemplo facil de ultrafiltro es el siguiente:

Ejemplo 1.1. Dado xy € X, si F(xo) es el filtro basado en x( entonces F(x() es un
ultrafiltro. Es mas, un filtro principal basado en A es un ultrafiltro si y solo si A es
unitario.

Un filtro basado en un conjunto unitario es ultrafiltro porque si hubiese un filtro
G mas fino habria de verificarse {z(} € F(z¢) C G, probando que {z¢} € G. Conse-
cuentemente para cada F' € G se tiene {zq} N F' # (), por lo que 2y € F para cada
F € G, probando G C {F : zg € F'} = F(x¢) y se sigue que el ultrafiltro principal
es mas fino que G.
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Un filtro principal basado en un conjunto A no unitario no puede ser principal,
puesto que si A no es unitario existe B contenido estrictamente en A y gracias a la
Observacion 1.1 F(B) es mas fino que F(A). Como B no puede ser un elemento del
filtro F(A) pero es un elemento de F(B), la contencion es estricta, contradiciendo la
maximalidad del ultrafiltro.

El siguiente resultado se le conoce como el Principio del Ultrafiltro, y es de
mucha importancia en la rama de Fundamentos de la Matematica:

| Teorema 1.1 (Principio del Ultrafiltro). Todo filtro F en un conjunto X esta
contenido en un ultrafiltro G también en X.

Para demostrarlo seran necesarias las siguientes herramientas algebraicas:

| Definicién 1.8 (Orden parcial). en un conjunto X un orden parcial es una relacion
~ que verifica:

L. x~zx
2.x~yey~ximplicar =y
3. x~yeyn~ zimplicaxr ~ z.

en tales condiciones se suele denotar por < a la relaciéon ~, y al par (X, <) un conjunto
parcialmente ordenado.

| Definicién 1.9 (Cadena). En un conjunto parcialmente ordenado (X, <) un sub-
conjunto C se dice una cadena si para cualesquiera x,y € C se verificax <y oy < x.

Lema 1.1 (Lema de Zorn). Si(X,<) es conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadena C tiene una cota superior, entonces existe un elemento maximal en X.

Demostracion (Teorema 1.1). Vamos a usar el Lema de Zorn. Consideremos el con-
junto de los filtros mas finos que F y en dicho conjunto consideramos el orden parcial
F1 < JF; si se verifican las contenciones F C F; C Fp C P(X).

Sea entonces una cadena C = {F, : a € A}. Considérese el conjunto siguiente:
G =, Fa. Es obvio que F, C G para todo oy que F C G, por tanto so6lo falta por
probar que G es efectivamente un filtro.
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1) O ¢ F porque por definicién no es elemento de ningun filtro de la cadena y
X € G porque es elementos de F € C.

2) Sean Ay B elementos de G, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existen oy y ap indices tales que A € F,, y B € F,, con F,, < F,,. En particular
se verifica que tanto A como B son elementos de F,,, y por ser este filtro se tiene

ANBeF,, CG.

3) Sean F' € Gy F' O F. Entonces existe a con F' € F,, pero por ser filtro
tenemos I € F, C G.

Por tanto G es un filtro. Como toda cadena tiene un elemento maximal, existe un
elemento maximal en el conjunto de los filtros mas finos que F, y tal elemento es el
ultrafiltro deseado.

Lema 1.2. Si F es un ultrafiltro las siguientes condiciones son equivalentes:

a) F esun ultrafiltro no principal
b) Ningun conjunto finito es un elemento de F

Demostracion. El esquema de la demostracion es probar no b) implica no a) seguido
de no a) implica no b).

Supongamos que F contiene algun conjunto finito S = {s1, 59, - , s, }, enton-
ces si {s,} € F el ultrafiltro es principal de manera directa. En caso contrario Sy
X \ {sn} son simultineamente elementos del ultrafiltro y por tanto su interseccién
también. Como la interseccion es el conjunto {si, sg,- - , $,_1}, aplicando el mismo
argumento inductivamente llegamos a que algin conjunto unitario {s;} debe ser un
elemento del ultrafiltro, haciéndolo principal.

Si F es principal, gracias al Ejemplo 1.1 tiene que estar basado en un conjunto
unitario, en particular uno de sus elementos es un conjunto unitario, negando la pro-

piedad b).
|

| Teorema 1.2. Un filtro F es un ultrafiltro en X si y sélo si para todo subconjunto E
de X setiene E € F 6 X \ E € F.
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Demostracion.  Supongamos que JF es un ultrafiltro. Sea entonces F' un elemento de
F cualquiera (y por tanto ha de ser no vacio). Por ser no vacio tiene interseccion no
vacia con E' 6 E°. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que F' N E # ().

Consideremos entonces la familia G := {FF N E : F € F}. Es un ejercicio sen-
cillo comprobar que dicha familia verifica las condiciones de la Proposicion 1.1, y por
tanto es base de un filtro G que claramente debe de ser mas fino que F. Al ser F un
ultrafiltro necesariamente se tiene / = G y conello ¥ € F.

Continuemos con la implicacion inversa. Supongamos por reduccion al absurdo
que existe G un filtro estrictamente mas fino que F. Entonces existe A € G tal que
A ¢ F.Por la condicién hipoétesis tenemos A° € F C G, pero en tal caso Ay A° son
simultineamente elementos del filtro G, contradiciendo la propiedades a) y b) de la
Definicion 1.1.

|

Observacion 1.3 (Caracterizacion de ultrafiltros). Dada F una familia no vacia de
subconjuntos de algtin espacio S tenemos que F es un ultrafiltro si y solo si verifica
las siguientes tres condiciones:

a) 0 ¢ F.
b) Si F; y F; son elementos de F entonces £} M F; también lo es.
¢) Paratodo £ C S obien I € F o bien E¢ € F.

Corolario 1.1.  Si Ay, Ay, -+ -, A, es una familia de subconjuntos disjuntos de S tales
que su union es un elemento de un ultrafiltro 7 en S entonces existe exactamente un
ien{l,2,--- ,n}talque A; € F.

Demostracion. En primer lugar, en tales condiciones, de existir un A; con 4; € F
debe de ser nico, puesto que si fuesen A; y A; elementos diferentes del ultrafiltro,
A; C Af de donde A; y AY son simultaneamente elementos del ultrafiltro, contradi-
ciendo el Teorema 1.1.

Nos queda por probar que existe al menos un A; que esté en el ultrafiltro. Proce-
damos por induccién. Para n = 1 el resultado es inmediato puesto que la afirmacién
la union es un elemento del ultrafiltro se reduce a A, € F.

Supdngase cierto el resultado para un cierto n y veamos que también es cierto
para n + 1. Sean Ay, Ay, -+, A, A1 tales que la union de todos ellos es un ele-
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mento del ultrafiltro. Considérese A = LI, A,,. Se tiene entonces de forma inmediata

AUA,, € F.

Sifuese A, € F se concluye la prueba. En caso contrario, debe darse A5, € F
por el Teorema 1.1. Se puede comprobar facilmente la igualdad:

A= <GA> N (AS,,).

Y como son ambos objetos entre paréntesis elementos del ultrafiltro, su intersec-
ciéon A también lo es por el segundo apartado de la Definicion 1.1. Aplicando la hipé-
tesis de induccion a A se concluye la tesis buscada.

Una cuestion interesante es plantear si es posible caracterizar los ultrafiltros prin-
cipales. Cuando el conjunto S sobre el que se construye el ultrafiltro es finito es in-
mediato que todos los ultrafiltros son de la forma F(z) para algiin x de S. Cuando el
conjunto es infinito aparecen nuevos ultrafiltros “no triviales”.

Observacion 1.4.  Si S es infinito, entonces existen ultrafiltros no principales.

Efectivamente, consideremos F el filtro de Frechet. Por el Teorema 1.1 esta conte-
nido en un ultrafiltro G. Sea « € S, entonces {z} ¢ G, ya que el conjunto S \ {z} es
un elemento de F y este esta contenido en G.

Lema 1.3. Un ultrafiltro es libre si y solo si contiene al filtro de Frechet.

Demostracion. La implicacion a derecha se debe a que en caso contrario existiria un
conjunto finito S = {s1, S2,- - , s, } tal que X \ S no es un elemento del ultrafiltro
y gracias a la propiedad c) de la Observacién 1.3 se sigue que S si es un elemento
del ultrafiltro. Hemos llegado a una contradiccion con el Lema 1.2 y la implicacién a
izquierda es inmediata.

En general, conocer explicitamente un ultrafiltro no principal es dificil. Para ilus-
trar este hecho, existen resultados de matematica fundacional que establecen la im-
posibilidad de probar la existencia de ultrafiltros no principales en N usando sélo la
axiomatica de Zermelo-Fraekel y el llamado axioma de eleccion dependiente.
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Es mas, en matematica fundacional se sabe que el principio del ultrafiltro es equi-
valente al axioma de eleccién, lo que ilustra que los ultrafiltros son “altamente no
constructivos”. Dichos resultados se encuentran en [14], p.151. Para una demostraciéon
consultese [11].

Observacion 1.5. En general, los ultrafiltros quedan muy binariamente divididos en
ultrafiltros “muy trivales” (los principales) y ultrafiltros “nada triviales” (1os no prin-
cipales).

Sorprendentemente, a pesar de que los ultrafiltros no principales son dificiles de
conocer explicitamente, se puede demostrar un resultado que nos da informaciéon muy
precisa sobre ‘“cuantos hay”:

| Teorema 1.3.  Si S es un conjunto infinito y 3S es el conjunto de los ultrafiltros en
S, entonces existe una biyeccion

BS «— P(P(9)).

Dicho resultado se referencia en [14] y se prueba en [3] ademés de en [1] p. 117.

Dicho teorema presenta el siguiente sorprendente resultado como corolario:
| Teorema 1.4. Sean S un conjunto infinito, 3.5 el conjunto de los ultrafiltros en S y

QS el conjunto de los filtros en S. Entonces existe una biyeccion

BS +— QS

Sera necesario el siguiente resultado:

| Teorema 1.5 (Teorema de Schoder-Bernstein:). Si A y B son conjuntos tales
que existen aplicaciones inyectivas (también llamadas inyecciones) de A en B y de B en
A, entonces existe una biyeccion entre A y B.

Demostracion (Teorema 1.4). Se tiene de manera inmediata la siguiente cadena de
inyecciones:

8BS < 08 <L P(P(X)) s S

donde i es la inclusion correspondiente y f es la inyecciéon dada por el Teorema 1.3.
Se concluye facilmente que existen inyecciones de 3.5 en 1S y viceversa, por lo que
gracias al Teorema de Berstein existe la biyeccion.
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Observacion 1.6.  El Teorema 1.4 no es cierto cuando S es finito no vacio. En tal ca-
so sabemos que |5S| = |5/, ya que todos los ultrafiltros son principales de manera
inmediata. Para el caso de los filtros, sabemos que tenemos uno diferente por cada

subconjunto de S, de donde |Q2S| > |P(S)| = 21°! > |S]|.

Para concluir la seccidon, vamos a enunciar dos resultados hermanos de los cuales
solo demostraremos el segundo, puesto que como se vera posteriormente, los argu-
mentos de la segunda demostracién se pueden “rescatar” para la primera.

Proposicion 1.3.  Sean dos conjuntos X e Y, una aplicaciéon f : X — Y y F un filtro
en X, entonces la familia:

f(F) = {J(F) : F e F)

define una base de un filtro en Y, al que en ocasiones nos referiremos como filtro
imagen.

Proposicion 1.4. Sean dos conjuntos X e Y, una aplicaciéon f : X — Y y F un
ultrafiltro en X, entonces la familia:

FF) = {(F) : F e F)

define un ultrafiltro en f(X), al que en ocasiones nos referiremos como ultrafiltro
imagen.

Demostracion. Usaremos la caracterizacion de la Observacion 1.3.

En primer lugar, se verifica facilmente que X € f(F)y 0 & f(F).

Seguidamente, sean G1 y Gy en f(F)y sean F} y F, dos elementos de F tales que
f(F1) = Gy y f(Fy) = Gs. Entonces por ser F filtro F; N F, es un elemento de F 'y
consecuentemente un elemento de f(F) es f(F1 N Fy) C f(F1) N f(Fy) = G1 NG,
probando que la interseccion G; N G5 es un elemento de f(F') por la propiedad b) de
la Definicion 1.1

Para el apartado final sea A un subconjunto de f(X) y sea A° = f(X) \ A
Definimos B := f~!(A), teniendo de forma directa B° := X \ B = f~1(A°). Por
ser F ultrafiltro o bien B € F o bien B¢ € F. Debido a las igualdades f(B) = Ay
f(B€) = A° se tiene de forma inmediata A € f(F) o A° € f(F).

|
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Observacion 1.7.  Observemos que en el resultado para filtros se ha afirmado que el
conjunto filtro imagen define una base de filtros para el conjunto Y al completo
mientras que en segundo resultado se ha afirmado que el filtro imagen es un filtro
para la imagen de la aplicacion. Dichas afirmaciones son intercambiables y los re-
sultados son ciertos, pero se ha incluido “una de cada una” para enfatizar la libertad
de eleccion.

Proposicion 1.5. Sean dos conjuntos X e Y, una aplicacion f : X — Y y F un
(ultra)filtro en X, entonces la familia:

f(F)={ACY : f YA eF}

define un (ultra)filtro en Y, al que en ocasiones nos referiremos como (ultra)filtro
imagen.

Demostracion. Probaremos el caso F filtro. Bastara con comprobar que dicha familia
tiene por base la definida en la Proposicion 1.3.

Sea A € f(F).Sea ' = f~!(A), que por hipotesis es un elemento de . Entonces
f(F) = f(F7'(A)) C A, luego A es un elemento del filtro definido por la base de la

Proposicion 1.3.

Sélo resta por comprobar que todo elemento del conjunto {f(F) : F € F}
estd en nuestro nuevo f(F). Sabemos F' C f~!(f(F)), luego si F' € F se sigue
f7Yf(F)) € F,dedonde f(F) € f(F), concluyendo la equivalencia.

La demostracion para el caso F ultrafiltro es totalmente analoga.

Observacion 1.8. Los argumentos dados en la demostracion de la Proposicion 1.5 en
realidad demuestran que los filtros imagen de la Proposicion 1.3 y la Proposicion 1.5
son el mismo, y por tanto las definiciones son equivalentes. Lo mismo para el caso de
los ultrafiltros imagen.

1.1 Aplicacion y relaciones con la Topologia

Comenzaremos dando una introduccion breve a los conceptos basicos de la Topo-
logia y algunos resultados fundamentales.
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| Definicién 1.10. Sea X un conjunto. Una familia T de subconjuntos de X se dice
que es una topologia sobre X si verifica las siguientes propiedades:

1. 0,X er;

2. SiU yV son elementos de T entonces U NV también lo es;

3. Si{U;}icr es una coleccion arbitraria de elementos de T entonces U;c ;U; también
lo es.

Si se dan tales condiciones a los elementos de T se les [lama conjuntos abiertos de la
topologia, y a los complementarios en X de dichos conjuntos de les llama los conjuntos
cerrados de la topologia. Al par (X, T) se le llama espacio topoldgico.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico y el contexto no da lugar a confusion, se hara
referencia al espacio como simplemente X.

Algunas de las nociones importantes de la rama son las siguientes:

| Definicién 1.11 (Conjunto compacto). Sean X es un espacio topolégico y K un
subconjunto suyo. Decimos que K es compacto si para cualquier familia {U;};c; de

abiertos de la topologia con K C U, U; existe una seleccion finita de elementos de la
familia {U;,,U,,,--- .U, } tales que K C Up_, U, .

| Definicién 1.12 (Punto interior). Sea X un espacio topologico y sea x un elemento
del mismo. Decimos que un conjunto E es un entorno de x si existe un abierto U con
x € U C E. Al conjunto {x € E : FE esentornodex} se le denomina el interior de
E, y se denota int(E).

| Definicion 1.13.  Si X es un espacio topolégico, denotamos por U, a la familia de
conjuntos que son entornos abiertos de x.

Observacion 1.9. La familia de los entornos de x es un filtro que tiene por base U,.

| Definicién 1.14.  Sea X un espacio topolégico y F' un subconjunto cualquiera del
mismo. Denotamos por F y denoninamos por clausura de F' al conjunto:

{zxeX VU eU, UNF #(}.

Un resultado importante de equivalencia de compacidad es el siguiente:

Proposicion 1.6. Sea X un espacio topologico y K un subconjunto suyo. Entonces
K es compacto si y solo si toda coleccién {F;};c; de cerrados contenidos en K que
verifica la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no vacia.
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Una topologia sobre un conjunto es habitualmente percibida como una de las es-
tructura mas generales posibles sobre la que estudiar nociones como la convergencia
de sucesiones o la continuidad de una aplicacion, que admiten la siguiente expresion
en términos de la topologia:

| Definicién 1.15 (Limite de una sucesién). Sea X un espacio topologico y sea
{a:n}neN una sucesion en dicho conjunto. Decimos que = es un limite de la sucesion si
para cada U entorno abierto de x, existe ny (que depende de U) tal que {xy, }n,>n, estd
contenido en U. En tales condiciones se dice que la sucesion {x,, }ncn converge a x.

| Definicion 1.16 (Aplicaciéon continua). Sean (X, 7x) e (Y, 7y) espacios topolégi-
cosysea f : X — Y unaaplicacion entre ambos. Seax € X, decimos que f es continua
en x si para cada V' abierto de 1y con f(x) € V existe U € 7x con f(U) C V. Decimos
que f es continua si para cada V' abierto de 7y existe U € 7x con f(U) C V.

Proposicion 1.7.  Sean (X, 7x) e (Y, Ty) espacios topologicos y sea f : X — Y una
aplicacion entre ambos. Entonces f es continua en z si y solo si para cada V' € 1y
con f(z) € V se verifica que (V') es entorno abierto de z. Ademés, f es continua
siy solo si para cada V' € 7y se verifica (V) € 7x.

De ahora en adelante para referirnos a una aplicaciéon continua haremos referen-
cia a la definicién que mas comoda resulte en el contexto.

Finalmente, pasamos a definir nociones de convergencia usando filtros y ultrafil-
tros, para ilustrar las similitudes con la topologia, e incluso se demostraran algunos
resultados de “paralelismo” entre ambas estructuras.

| Definicién 1.17.  Dado un filtro F decimos que F converge a x si U, C JF. Cuando
es asi escribimos F — x.

Un buen resultado para mostrar el interés de los ultrafiltros es la siguiente equi-
valencia de la compacidad, nocién topoldgica de importancia dificil de exagerar:

| Teorema 1.6. Sea X un espacio topologico, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) X es compacto;
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b) Todo ultrafiltro en X es convergente.
Demostracion. Usaremos la caracterizacion proporcionada por la Proposicion 1.6.

Supongamos cierto a). Sea F un ultrafiltro y sean A;, As, - - , A, elementos del
mismo. Tenemos de forma directa N?_; A; O NI, A; # (). Es decir, la familia (Z) AeF
verifica la propiedad de la interseccion finita, y por compacidad de X, tienen intersec-
cién no vacia. Sea € NycrA. Por ser v € A para todo A del ultrafiltro, para cada V/
entorno abierto de x se tiene ANV # (). Consecuentemente tiene sentido considerar
la base de filtros:

B={ANV :AeF,Vel,}

Debido alainclusion F C B, el ultrafiltro debe de estar contenido en el filtro gene-
rado por la base, pero la condicion de ser filtro maximal implica que han de coincidir,
concluyendo B C F.

Lo anterior justifica que todo abierto V' entorno de x verifica V. = XNV € B C F,
probando la convergencia del ultrafiltro.

Supdngase ahora que se verifica b). Sea {C; } una familia de cerrados con la propie-
dad de la interseccion finita. En particular se verifican las hipotesis de la Proposicion
1.2, existe un filtro F que contiene a la familia y en virtud del Teorema 1.1 podemos
imponer que F sea ultrafiltro. En particular cada C; de la familia es un elemento del
ultrafiltro.

La hipotesis b) nos asegura que existe x € X con U € F para cada U entorno de
x. Se ha de verificar © € C; para cada C; de la familia. Si no fuese asi, existiria C; con
x ¢ C;, es decir, z € Cf. Como los C; son cerrados, los Cf son abiertos y por tanto
entornos de x, lo que implicaria C € F, contradiciendo C; € F.

Como z € () para cada i, se sigue de forma directa que la familia tiene intersecciéon
no vacia.

| Definicion 1.18 (Punto de acumulacién). Dado un filtro F en un conjunto S
decimos que x € S es un punto de acumulacion siVF € F yVU € U, se tiene
F NU # (). Alternativamente:

WS ﬂf.
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Observacion 1.10. Notese que J — x implica que x es un punto de acumulacion de
F, pero el reciproco no es cierto en general.

| Teorema 1.7. El filtro F tiene a x como punto de acumulacion si y solo si existe G
un filtro mas fino que F que converge a x

Demostracion. Supongase en primer lugar que F tiene a x como punto de acumula-
cion. Entonces por definicion U N F' # () para todo U entorno de = y todo F' elemento
del filtro. Se puede comprobar facilmente entonces que

{(UNF :Uel,, FeF}

es una base de un filtro G mas fino que F. Efectivamente, todos los entornos del punto
son elementos del filtro al ser U = U N X € U, N F un elemento de la base, todo
F e Fverifica ' = X N F' € U, N F y la caracterizacion de la Proposicion 1.1 es facil
de comprobar.

Supoéngase ahora que existe G un filtro mas fino que F que converge a . Por de-
finicion de ser mas fino todo F' elemento del filtro F es elemento de G. Por definicion
de convergente a = todo U entorno del punto también es un elemento de G. Por la
propiedad b) de la Definicion 1.1 la interseccion U N F' € G es no vacia. Por la gene-

Observacion 1.11.  Si F — x entonces el G al que hace referencia el teorema es el

ralidad de U y F' ha de ser x punto de acumulacién de F.

propio F, puesto que un conjunto siempre es mas fino que él mismo. Es cuando F no
converge a x cuando obtenemos un filtro “estrictamente” mas fino.

La siguiente bateria de tres resultados justifica el interés de los conceptos previos
y valida el uso de los filtros como herramienta para el estudio de propiedades topolo-
gicas tales como la continuidad o la clausura.
| Teorema 1.8. SiE es un subconjunto de X entonces:

v € E <= [3F filtro tal que (E € F) A (F — )]

Demostracion. Supongamos que x es un elemento de la clausura de F, definimos
entonces la base de filtros:

{UNE :Uecl,}
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el filtro F asociado a dicha base ha de verificar de forma directa £ € F y F — .

Para la implicacion reciproca, supongamos que F es un filtro que converge a = y
verifica F/ € F. Por la Observacion 2.1 sabemos que x es un punto cluster de F, lo que

| Teorema 1.9. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion del
primero en el segundo. Entonces, dado xq € X se tiene:

por definicién implica en particular z € E.

f es continua en xy <= [V.F filtro se tiene (F — x¢) = (f(F) — f(z0))]

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es continua en z,. Sean entonces
F un filtro que converge a x y V' € V(). Por la continuidad de la aplicacion se
tiene f~!(V) es un entorno abierto de = en X, implicando que es un elemento de F.
Entonces por la Proposicién 1.5 el entorno V' es un elemento del filtro imagen f(F),
y por tanto dicho filtro converge a f (o).

Probemos el reciproco. Sea F el filtro en X que tiene por base los entornos abiertos
de z¢. Por hipétesis f(F) — f(xo), es decir, (usando la definicion de la Proposicion
1.3) dado cualquier V' entorno de f(z() existe un elemento /' de F con f(F) C V,
y por tanto, dado U un entorno abierto de x con U C F tenemos f(U) C V, lo que
prueba la continuidad de f en el punto.

|

Proposicion 1.8.  Sean { X, }, una coleccioén de conjuntos arbitraria y F un filtro en
el producto formal [ [, X,. Entonces:

[F — xg enll, X,] <= [I1o(F) — I, (x0) en X, para todo o]

Demostracion. La implicacion de izquierda a derecha es una mera aplicacion del Teo-
rema 1.9 recién demostrado, considerando f como la aplicaciéon proyeccion pertinen-
te.

Para la implicacion inversa, considerese un entorno abierto basico de zy en I1, X,
que son de la forma N_ 117" (U}) donde Uy es un entorno abierto de I1,, (o). Por
hipétesis I1,, (F) — I1,, (z0) en X,,, lo que se traduce en U;, € I1,,, (F) para todo k,
es decir, para cada k existe algin Fy, € F con Il,, (F) C Uy. En tal caso se tienen:
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ﬁFkGJ_"

k=1
m Fr C ﬂ I, (Uy)
k=1 k=1

concluyendo N}_, 17! (U,) € F. Es decir, nuestro entorno abierto original es un ele-
mento del filtro. Por la generalidad de dicho entorno basico se deduce que todo con-
junto abierto que contenga a x es un elemento del filtro y con ello ' — x.

| Definicién 1.19 (Limite de una funcién por un filtro). Sea X un conjunto sobre
el que tenemos definido un filtro F, Y un espacio topolégico, f : X — Y una aplicacion
eyo € Y. Se dice que yo es un limite de f por el filtro F y se denota

@) =5 v

si f71(V') es un elemento del filtro F para todo V entorno de yy. En los casos en los que
dicho limite es unico se denota

lim._f () = yo.

x—F

Observacion 1.12.  Con la Definicién 1.19 si interpretamos una sucesion {x,, },, como
una funcién f : N — X tal que f(n) = x,, el limite de la sucesion por el filtro
JF consiste en un punto x verificando que para cada V' entorno de z; el conjunto
{n : x, € V} ha de ser un elemento del filtro.

Cuando {x,}, es una sucesién en un espacio topolégico X tal que f : N — X
definida por f(n) = x,, verifica que x € X es su limite por un ultrafiltro, escribimos:

lim z,, = x.
n—F

Como consecuencia del Teorema 1.6 y la Observacion 1.12 se sigue de forma directa
el siguiente corolario:

Corolario 1.2.  Si {x,}, es una sucesién en un conjunto compacto X y F es un ul-
trafiltro en los naturales, siempre existe el limite de la sucesion por el ultrafiltro.
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Observacion 1.13. Si F(ng) es un ultrafiltro principal, el limite de la sucesion {x,},
por el ultrafiltro es z,,,,.

La Observacion 1.13 se reduce a observar que para cada V' entorno de z,,, tenemos
no € {n : x, € V},y por tanto dicho conjunto es un elemento del ultrafiltro.

Observacion 1.14. Como consecuencia de la Observacion 1.13, los ultrafiltros que ha-
cen “interesante” el estudio de la convergencia de sucesiones son los ultrafiltros no
principales.

Lema 1.4. Sea {x,}, una sucesidén en un espacio topolégico X con limite x. Sea F
un ultrafiltro no principal en los naturales. Entonces x es el limite de la sucesion por

el ultrafiltro F.

Demostracion. Sea V' un entorno de z. Por definicion de limite en el sentido usual
se verifica que existe ny con z,, € V para cada n > ng. Es decir, que el conjunto
A :={n : n > ng} esun subconjunto de B := {n : x, € V}. El complementario
de A es claramente finito y por tanto A es un elemento del filtro de Frechet. Por
la Observacion 1.5 A es también un elemento del ultrafiltro F, y con ello B € F,
probando la convergencia.

El siguiente resultado es una formalizacion de la afirmacion la convergencia via
filtros generaliza la convergencia estandar:

| Teorema 1.10. Si F es un ultrafiltro no principal en N, {x,,}, es una sucesion en
un espacio topologico X y x es un limite de la sucesion por el ultrafiltro, entonces existe
una subsucesion convergiendo a x con la definicion estandar.

Demostracién. Sea V entorno de z. Por definicién de convergencia f~1(V) € F.
Como F no contiene elementos finitos gracias al Lema 1.3, tenemos que f~' (V') es un
conjunto infinito para cada V' entorno de x. Se sigue que x es un punto de acumulacién
de la sucesion y por tanto es limite de alguna subsucesion de {z,,}.

El siguiente resultado es consecuencia nuevamente del Teorema 1.6:

Corolario 1.3. Supongamos que existe una aplicacion f : X — Y, donde Y es
un espacio topologico compacto y X es un conjunto con un ultrafiltro F definido.
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Entonces existe un yp € Y que es el limite de f por el ultrafiltro F. Es mas, si Y es
Hausdorff dicho limite es unico.

Demostracion. Considérese en Y el ultrafiltro f(F) dado por la construccion de la
Proposicion 1.3. Gracias al Teorema 1.6 el ultrafiltro es convergente a algin punto
Yo € Y. Es decir, para cada V' entorno de y, se tiene V' € f(F), pero por construcciéon
ello equivale a la existencia de un elemento U del ultrafiltro F tal que f(U) C V, 1o
que implica U C f1(f(U)) C f~1(V), es decir, que (V) es un elemento de F.

Para la unicidad sera suficiente el siguiente argumento: supongase que un filtro
que por comodidad se denotara también F convergiese a dos puntos z, y diferentes en
un espacio X de Hausdorft. Entonces existen dos entornos U, y U, de ambos puntos
tales que U, N U, = (. En tal caso al menos uno de los dos entornos no puede ser
elemento del filtro F, contradiciendo que el filtro converga a ambos puntos simulta-

Observacion 1.15.  En particular, si {x, },, es una sucesion en un conjunto compacto

neamente.

y fijamos un ultrafiltro definido sobre los numeros naturales, existe un tnico limite
de la sucesion por el ultrafiltro.

Observacion 1.16. Los argumentos aportados para probar que si Y es Hausdorff el
limite de la funcion por el ultrafiltro es dnico se trasladan sin dificultad para probar
que si X es un espacio topologico de Hausdorft sobre el que fijamos un ultrafiltro
convergente entonces el limite es inico.

Proposicion 1.9.  Sean X un conjunto, F un filtro en X, Y y Z dos espacios topologi-
cosy f: X — Yyg: X — Z dos aplicaciones. Considérese el producto topolo-
gico habitual Y x Z y la aplicaciéon F': X — Y x Z dada por F(z) = (f(z), g(x))
para cada x € X. Siexisten yy € Y tal que y, es el limite de f por el filtro Fy 2y € Z
tal que 2 es el limite de g por el filtro F, entonces (o, 29) € Y X Z es el limite de F'
por el filtro F.

Demostracion. Sea W C Y x Z un entorno del punto (yo, 29). Por definicién de
topologia producto existen U entorno de yy y V' entorno de 2, talesque U x V' C V.
Por ser 9 un limite de f por el filtro se tiene f~(U) € F, y analogamente g~ (V) €
F. Entonces ha de ser f~}(U) N g~ ' (V) € F, de donde concluimos F~'(IW) D
fFAU)Ng (V) y FH(W) e F.

|

Proposicion 1.10.  Sea X un conjunto y F un filtro en X. Sean Y y Z dos espacios
topolégicos, f : X — Y una aplicacion tal que yy € Y es un limite de f por el filtro
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y g : Y — Z una aplicacion continua en yo. Entonces zy = ¢(yo) es un limite de

g o f para el filtro F.

Demostracion. Sea W C Z un entorno de 2. Por la continuidad de g existe V C Y
un entorno de y, tal que g(V) C W. Por ser y, limite de f por el filtro F se tiene
Y V) € Fyyalser (go f)"Y(W) = f~1(g7*(W)) 2 f~}(V) obtenemos que
(g o f)~1(W) es un elemento del filtro y por tanto 2, es limite por f de F.

Proposicion 1.11.  Sea X un conjunto y F un filtro en X. Sean f;,f, : X — R
dos aplicaciones tales que fi(x) < fy(x) para cada x € X. Supongamos que existen
Y1, Yo € R tales que y; = lim,_, = f1(x) e yo = lim,_, = fo(x). Entonces y; < 1.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que fuese y; > y,. Sea r =
(y1 —y2)/3 y considérense los abiertos V; = (y; —r,y1+7)y Vo = (y2—7,y2+7). Por
construcciéon V; N Vy = (). Por definicién de limite se han de verificar f; ' (V}) € F
y f5 1(Va) € F. Por definicién de filtro se tiene f; (Vi) N £, *(Va) # . Sea x un
elemento de la interseccion f; (Vi) N f, (V3). Debe de verificarse fo(z) < yp +7 <
y1 —r < fi(x), contradiciendo fi(x) < fo(x).

1.2 Comparacion y relaciones con las redes

De manera analoga a la seccion anterior, comenzaremos dando un repaso general
por el concepto de red y algunos de los resultados mas troncales.

| Definicion 1.20 (Conjunto dirigido). Un conjunto A se dice que es un conjunto
dirigido si existe una relacion < definida sobre A que verifica:

a) A < A\ paracada \ € A;
b) Si )i, Ao y A3 son elementos de A tales que \1 < Ay y Ao < A3 entonces \; < Ag;
c) Si A1 y A\ son elementos de A existe \3 € A con Ay < A3 y Ao < A5,

| Definiciéon 1.21 (Red). Una red en un conjunto X es una aplicacion f : A — X
donde A es un conjunto dirigido. Normalmente, si \ € A\ se denotara por x al elemento
f(A) y la red per se se denotara por (x) xea-
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Cuando el contexto no dé lugar a confusion se denotara () para hacer referencia
alared (x))xea.

| Definicién 1.22 (Subred). Una subred asociada a una red f : A — X es una
aplicacion g : M — X tal que g = f oy, donde p : M — A es una aplicacion con
dominio un conjunto dirigido que es creciente y cofinal. Es decir:

1. p(my) < p(ms) en A simy < mg en M;
2. Para cada \ € A, existem € M con A < p(m).

Normalmente, si i € M se denotara por xx, para denotar al elemento g(j1) =
f(@(1)), y denotaremos a la subred per se como (xx,,)uens-

Cuando el contexto no dé lugar a confusion denotaremos (x,) para denotar a la
subred (), ) enm-

El siguiente paso sera definir una nocién de convergencia en términos de redes:

| Definiciéon 1.23 (Red convergente). Sea () una red en un espacio topolégico
X yseax € X. Decimos que (x,) es una red convergente a x, y lo denotamos por
Tx — , si para cada U entorno abierto de x existe un \g € A tal que x) € U para
cada A > \g.

En estas circustancias se dice que tenemos una red residual en U.

| Definicion 1.24 (Punto de acumulacién de una red). Dada una red (x)) en un
espacio topologico X yx € X, decimos que x es un punto de acumulacion de la red
si para cada U entorno abierto de x y para cada \ € A existe \¢ > A conx), € U.

Finalmente, pasamos a enunciar una serie de resultados que exponen la similitud
entre las redes y los filtros. Dichos resultados se enunciaran sin demostracion, pero
pueden encontrarse con prueba incluida en [15].

| Teorema 1.11. Una red (x)) un punto de acumulacién en x si y sélo si posee una
subred convergente a x.
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| Teorema 1.12. Si E es un subconjunto de X entonces:
rv € E <= [Existe una red (v,) en E con x) — z].

| Teorema 1.13. Sean X e Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion del
primero en el segundo. Entonces dado x( € X se tiene:

[ es continua en £y <= [(x))ren converge a xy implica que (f(x)))ren converge a f(xg)].

Proposicion 1.12.  Sea (x))xea una red en un producto I1,c 4 X,,. Entonces la red con-
verge al punto z siy sélo si para cada « de A la red proyeccion (7, (z)))ren converge

amq (o).

| Definicién 1.25. Una red () en un conjunto X se dice una ultrared si para cada
subconjunto E de X se tiene que la red es residual en E o bien es residual en X \ E.

| Teorema 1.14. Si (€x)ren es una ultrared en X y existe una aplicacion f : X — Y
entonces (f(x)))rea es una ultrared en'Y'.

Dadas las fuertes similitudes entre las redes y los filtros es natural preguntarse si
existe una equivalencia entre ambos conceptos. La respuesta es parcialmente afirma-
tiva y se expondran relaciones explicitas entre ambos:

| Definicion 1.26 (filtro generado por una red). Sea (2))xeca una red en un con-
junto X. Definimos el filtro generado por la red a aquel que tiene por base el conjunto
formado por los siguientes elementos:

B>\0 = {l‘)\ A Z )\0}

Dicho conjunto se comprueba facilmente que verifica las condiciones de la Propo-
sicion 1.1 simplemente recordando que A es un conjunto dirigido. Por ejemplo, cuando
la red consiste en una sucesion, el conjunto base consiste en las colas de la sucesion,
y de hecho cuando la sucesion es la trivial (x,, = n) el filtro que obtenemos es el filtro
de Frechet.

Existe una construccién “reciproca” por la cual dado un filtro obtenemos una red
en algin conjunto dirigido, dada de la siguiente forma:

| Definicién 1.27 (red basada en un filtro). Sea F un filtro en un conjunto X.
Definimos la red basa en el filtro como aquella construida sobre el conjunto dirigido
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Ar={(z,F) : x € F € F} conlarelacion (x1, F1) < (xa, Fy) siysolosi F; C Fy y
definida mediante la aplicacion:
P A]: — X
(x, F) — .

Dichas definiciones verifican el siguiente resultado de “intercambio™:

| Teorema 1.15 (de equivalencia entre filtro y red).

a) Un filtro F converge al punto x si y solo si la red basada en el filtro converge a x.
b) Una red (x)) converge a x siy solo si el filtro generado por la red converge a x.

Demostracion. Sea JF un filtro convergiendo a x. Sea entonces U un entorno cual-
quiera de z y p un punto cualquiera del entorno. El elemento (p, U) es parte del con-
junto dirigido, y si (¢, V) es tal que (p,U) < (¢, V) entonces ¢ € V C U, es decir,
para todo elemento en el conjunto dirigido en la cola a partir de (p,U) se verifica
P(q,V) € U, lo que demuestra la convergencia.

Sea ahora (x)) una red que converge a x. Sea entonces U un entorno de x cual-
quiera. Por la convergencia de la red existe A\ con x) € U para todo A\ mayor o igual
a Ao, lo que implica By, C U, concluyendo que U es un elemento del filtro y por tanto
que el filtro converge a x.

Dichas transformaciones no son arbitrarias, sino que son “casi inversas” en el si-
guiente sentido:

Lema 1.5. SiF es un filtro, el filtro generado por la red basada en F es F.

Demostracion.  Por comodidad vamos a denotar por G al filtro generado por la red
basada en F.
FegeIcon{ry : A\> XN} CF
& Axo, Fy) conmg € Fy € Fy{d : (&, F) > (0, Fy)} C F
& I(wo, Fy) conzg e € Fy{# : 2 € FCF)} CF
< dFy e Feonky CF
& FeF.
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Sin embargo, existen redes diferentes que generan el mismo filtro. Por ejemplo,
las sucesiones (vistas como redes) (z,,)nen con , = 1/n € (Ym)m>2 con y,,, = 1/m.
Debido a que la condicién dada por los By son una condicién ‘en alguna cola” ese
elemento inicial de diferencia se puede comprobar que no afecta a la construccion del
filtro.

Sabemos que existe una inyeccion de los filtros en X en las redes en X que no
puede tener inversa, sin embargo, ello no implica que no exista una correspondencia
univoca entre filtros y redes.

Pensemos en la siguiente inyeccion basada en el Hotel infinito de Hilbert:

f*N—N
n——n-+1,

dicha aplicacion es claramente inyectiva pero sabemos que no puede ser invertible, ya
que no es sobreyectiva, sin embargo, claramente se ha de verificar que los naturales
son biyectivos a si mismos. El problema es que hemos hecho una mala eleccion de
inyeccion.

Lo mismo ocurre con la correspondencia entre filtros y redes. O bien existe una
correspondencia inequivoca o bien se verifica que el cardinal de los filtros es estricta-
mente menor al de las redes (en el sentido algebraico formal). Para concluir la cuestion
gracias al Teorema de Bernstein bastaria con encontrar una inyeccion del conjunto de
las redes en el de los filtros o bien demostrar la imposibilidad de tal inyeccion, pero
se desconoce cual de ambas opciones es cierta.






2 | Aplicacion al Analisis

Un resultado clasico del Analisis es el llamado Teorema de Hahn-Banach, el cual
presenta fuertes conexiones con los ultrafiltros por dos motivos principales. Comen-
cemos enunciando dicho resultado:

| Teorema 2.1 (de Hahn-Banach). Sea X un espacio vectorial sobre un cuerpo k,
donde k denotara o bien al cuerpo de los numeros reales o al de los niimeros complejos.
Sobre dicho espacio vectorial seap : X — [0,4+00) una seminorma, y sean M un
subespacio vectorial de X y f : M — k un funcional lineal tal que | f(m)| < p(m)
para cada m € M. Entonces existe f una extension del funcional a todo el espacio, que
también es lineal y tal que | f(x)| < p(x) para cadax € X.

Observacion 2.1. La aplicacion definida sobre el subespacio de las sucesiones con-
vergente, contenido en el espacio vectorial de las sucesiones acotadas, que a cada
sucesion le asocia su limite es un funcional lineal de norma uno. Por tanto, gracias al
Teorema de Hanh-Banach ha de existir una generalizacion del concepto de limite de
una sucesion que se aplique a todas las sucesiones acotadas (pero no tiene por qué ser
unico).

El Teorema de Hahn-Banach es usualmente demostrado usando el Lema de Zorn
(ver por ejemplo [13, capitulo 3]), que recordemos es equivalente al Principio del Ul-
trafiltro como comentamos en el capitulo uno ([14, p.151], [11]).

A continuaciéon vamos a usar la existencia de ultrafiltros no principales como he-
rramienta alternativa al Teorema de Hahn-Banach para la construcciéon de un limite
generalizado invariante por traslaciones, y por tanto un Limite de Banach, concepto
que pasamos a definir.

| Definicion 2.1. Un limite de Banach se define como una aplicacion lineal de (> en
R tal que si la sucesion es convergente con la definicion estandar el limite de Banach de
la sucesion coincide con el limite habitual, que sea invariante por traslaciones y que la
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imagen de una sucesion de (> cuyos elementos sean no negativos sea no negativa a su
vez.

Denotaremos por lim* a un limite generalizado. Es decir, una aplicacion de /> en
R que verifique las siguientes propiedades:

(A) Si{z,} es convergente entonces lim" x,, = lim x,;
(B) lim*(x,, + y,) = im™ x,, + Hm™ y,,;
(©) lim*(cz,) = ¢ im" x,,.

Definamos ahora las siguientes tres propiedades:

(D)

lim* z,| < Asi|z,| < Aparacadam =1,2,---.
(E) |[im™ z,,| < sup,, |z,|

(F) Si {z,} es una secuencia de nimeros no negativos entonces lim* z,, > 0.

A continuacién probamos el siguiente lema técnico:

Lema2.1. Enpresenciade (A), (B)y (C)las propiedades (D), (E) y (F) son equivalentes
entre si.

Demostracion. Para probar probar (D) implica (E) basta con tomar A = sup,, |,

Supongase ahora (E) y sea {z,,} una sucesién de niimeros reales no negativos
acotados. Sea entonces B un numero real verificando simultdneamente:

1. B > lim* z,,
2. B > x,, para todo m.

Dicho B existe puesto que el limite de Banach siempre existe y es finito y la suce-
sién es acotada. Entonces aplicamos (E) a la sucesion {y,} = {B — x, }:

| lim* y,,| < sup,, |B — x,| = sup,(B — x,) = B — inf x,,.
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Paralelamente, operando con el miembro mas a la izquierda:
lim*y,,| = |lim"(B — x,)]
= |lim* B + lim"(—z,)[*
= |B 4 lim*(—x,)|?
= |B — lim"z, |’

sk
= B —lim"x,,.

En resumen, B — lim*z, < B — infx,, lo que prueba 0 < infz, < lim*z,,
concluyendo el aserto.

Para probar (F) implica (D), sea A en las condiciones del enunciado y considérese
Yn = A — x,, > 0. Entonces:

0 <lim"y, =1lm*(A — z,) =lim" A — lim* z, = A — lim" z,,

de donde se sigue facilmente lim* z,, < A. Aplicando el mismo razonamiento a la
sucesion y,, = A + x,, se comprueba la desigualdad — lim* z,, < A, concluyendo (D).

Recordemos que en el capitulo uno probamos que, dado un ultrafiltro no principal
en los nimeros naturales, toda sucesion de numeros reales acotada tiene limite por
el ultrafiltro (véanse Corolario 1.2, Observacion 1.15 y Lema 1.4). Este limite sera el
candidato a ser limite generalizado como probaremos a continuacién (nétese que el
limite depende del ultrafiltro escogido).

| Teorema 2.2. Sea F un ultrafiltro no principal definido en los naturales. Definimos
la aplicacion de (*° en R dada por:

lim*z,, = lim z,
n—F

si{xy}n € €°°. Entonces lim” es un limite generalizado que ademas verifica (F).

Obsérvese que lim* x,, = z si y solo si para cada € positivo se verifica:

{n |z, —z|<e} eF

! Aplicando la propiedad (B)
2 Aplicando la propiedad (A)
3Aplicando la propiedad (C)



34 ULTRAFILTROS Y APLICACIONES

El Teorema 2.2 se demostrara valiéndonos de tal equivalencia, y dicha demostra-
cion se incluye a continuacion como el Lema 2.2 'y el Lema 2.3.

Lema 2.2. La aplicacion lim” es lineal en las sucesiones.

Demostracion. Sean {x,} e {y,} sucesiones con limites x e y respectivamente. Fi-
jemos € positivo. Queremos probar que ¢,z + ¢,y es un limite de {c,x,, + ¢,y,}. En
otras palabras, para cada € real positivo buscamos probar que si Z es el conjunto
{n : |(camn + cyyn) — (cox + cyy)| < €} entonces Z € F.

Por convergencia de las sucesiones {z,, },, € {y, }» sabemos que los conjuntos X =
{n :|z,—x| <e/2lcs|}eY ={n : |y,—y| < €/2|c,|} son elementos del ultrafiltro.
Se sigue X NY € F. Veamos X NY C Z.

Sean € XNY.Entonces | (¢, &y +cyyn) — (Coxtcyy)| < |cul|zn—2|+|cy||yn—y| <
€, de donde n € Z, como queriamos demostrar.
|

Lema 2.3. La aplicacion lim” verifica (F) y por tanto (D) y (E).

Demostracion.  Sea {x,} no negativa. Sea x < 0. Si ¢ = |z/2| se tiene |z,, — x| > €
para todo n, de donde X, = {n : |z, — x| < ¢} = 0 ¢ F. Como para un valor de €
el conjunto X, no es un elemento de F, x no puede ser limite de {z, }, probando que

Observacion 2.2. Los limites generalizados, si bien altamente satisfactorios, no tie-

el limite generalizado tiene que ser no negativo.

nen por qué ser invariantes por traslaciones, y por tanto no son limites de Banach
en general. Por ejemplo, supongamos que el ultrafiltro considerado posee el con-
junto {1,3,5, -} como elemento. Considérense entonces las sucesiones {z,} =
{1,0,1,0,1,--- }e{ym} = {0,1,0,1,0, - - - }. Se comprueba facilmente que lim* z,, =
1 pero lim* y,,, = 0.

Para construir un limite de Banach, realizamos la siguiente modificacion en el
Teorema 2.2:

| Teorema 2.3 (Limite de Banach). Sea {x,}, una sucesion de niimeros reales aco-
tadas. Sea {z,}, la sucesion definida por z, = (x1 + x2 + ... + x,,) /n. Definimos el
Limite de Banach de la sucesion, notado lim** x,, como:

g kK 4 *
lim™ z,, = lim" z,,
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Demostracion.  Se comprueba facilmente que dicha definicion ademas de verificar las
propiedades (A) a (D) verifica invariancia por traslaciones.

Los limites de Banach no son la inica aplicacion de los ultrafiltros al Analisis, sino
que ademas dar ultrafiltros en un conjunto esta ampliamente relacionado con dar me-
didas finitamente aditivas. Mas aun, tenemos el siguiente resultado de equivalencia:

Lema 2.4. Si X es un conjunto existe una biyeccioén entre los ultrafiltros de X y las
medidas finitamente aditivas {0, 1}-valuadas.

A modo de recordatorio, incluimos a continuacion la definicion de medida finita-
mente aditiva {0, 1}-valuada:

| Definicién 2.2.  Una aplicacion i : P(X) — {0,1} se dice que es una medida
finitamente aditiva {0, 1}-valuada si se verifica:

L u(X)=1
2. SiAy, Ay, -+, A, son disjuntos dos a dos entonces p(UPA;) = > 7 pu(A;).
Demostracion (Lema 2.4). Denotemos por 5.X al conjunto de los ultrafiltros en X y
7 X al conjunto de las medidas finitamente aditivas {0, 1}-valuadas en X . Considere-
mos las aplicaciones:
F:pX — X
G:vX — pX
p— G(n) = Fy

definidas por:

1 siAeF
Mf(A):{

0 siA¢F
F,={ACX : pu(4) =1}.
Comprobemos que la aplicacion F' esta bien definida:

Sea F un filtro. Veamos que F'(F) = pz verifica las condiciones de la Definicion
2.2.
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(1) X € F,luego por definicién pr(X) = 1. Se verifica la condicién 1.

(11) Sean Ay, Ao, --- , A, disjuntos dos a dos, y sea A = UA, tal que A € F. Por
el Corolario 1.1 existe exactamente un A; que es un elemento del ultrafiltro.
Supongamos (sin pérdida de generalidad) que tal A; es A;. Entonces pz(A) = 1
y > ur(A) = pr(Ar) + 5 pr(A;) = 14 0 = 1, verificando la condicion 2.
cuando A € F.

(1r1) Sean Ay, As,--- , A, disjuntos dos a dos, y sea A = UA; tal que A ¢ F. Si
fuese A; € F para algin i, por ser A; C A se tendria A € F. Concluimos
A; ¢ A para cada i. Se sigue ur(A) =0y > ur(A;) = >0 = 0, verificando

la condicidén 2. en el caso restante.

Sea 41 una medida finitamente aditiva {0, 1}-valuada. Veamos que G(p) = F,
verifica las condiciones de la Observacion 1.3:

a) p(0) =0,luego @ ¢ F,.

b) Sean A, B € F,,. Por definicion p1(A) = p(B) = 1. Veamos que u(AN B) = 1.
Sino fuese asi, seria /(AN B) = 0, de donde por la aditividad finita u(A\ B) =
u(B\ A) = 1.Porser A\ By B\ A disjuntos se seguiria ;((A\ B)U(B\ A4)) =
w(A\ B) + u(B \ A) = 2, contradiciendo que p sea {0, 1}-valuada. Luego
(AN B) =1y por definicién se ha de tener AN B € F,,.

¢) Sea I tal que £ ¢ F,,. Por definicion p(E) = 0, y por esr y finitamente aditiva
1 =pu(X) = p(E)+ u(E) = u(E°). Se sigue E° € F,.

Sdlo resta comprobar que son mutuamente inversas.

F(G(u)) = psiy solo sipara cada A C X se tiene F'(G(u))(A) =
gamos i(A) = 0. Entonces A ¢ F(u), de donde G(F'(1))(A) = 0.Si u(A) = 1 se
sigue A € F(u) y por tanto G(F'(u))(A) = 0.

G(F(F)) = F siy solo si paracada A C X setiene A € F & A € G(F(F)).
Supongamos A € F, entonces F'(F)(A) = 1, de donde A € G(F(F)). Supongamos
A ¢ F, entonces F'(F)(A) = 0, de donde A ¢ G(F(F)), concluyendo la demostra-

cion.
|



3 | Lacompactificacion de Stone-Cech

Una nocién importante en topologia general es la de compactificacion. La idea
grosso modo es que si un espacio topoldogico verifica ciertas condiciones entonces po-
demos encontrar otro espacio que lo contiene, que sea compacto y en el que el espacio
original sea denso. Un ejemplo clésico es la Esfera de Riemann, un espacio topoldgico
compacto en el que los numeros complejos son densos y que se construye afiadiendo
a dicho cuerpo un punto del infinito.

La idea de este capitulo es realizar una construccion parecida sobre los nimeros
naturales, que recibe el nombre de Compactificaciéon de Stone-Cech. Dicha exten-
sion, ademas de contener a los naturales de forma densa y ser compacta, verifica una
propiedad de extension muy interesante: toda aplicaciéon definida sobre los nimeros
naturales e imagen contenida en un espacio topologico compacto K se extiende a
una aplicaciéon continua definida sobre todo el espacio dado por la Compactificacion
de Stone-Cech, cuya imagen también est4 contenida en K.

Comencemos considerando el conjunto de todos los ultrafiltros construidos sobre
los naturales, y denotémoslo SN.

Es importante notar que existe una biyeccién “natural” entre N y los ultafiltros
principales de SN dada por © — F(x). Identificando los nimeros naturales con su
ultrafiltro principal asociado se deduce de forma inmediata N C SN, que era la pri-
mera de las propiedades que le exigiamos a nuestra compactificacion.

El siguiente paso consiste en definir una base de abiertos que nos permita dotar al
conjunto SN de una topologia bien definida y estudiar las propiedades que verifique.
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Prefijado A C N definimos su abierto asociado de la siguiente forma:

A*={FepN: Aec F}.

Dicho de otra manera, el conjunto A* consiste en todos los ultrafiltros que tengan
a A como elemento. Obsérvese que fijados F € SNy A € F se verifica F € A*, es
decir, F es un elemento de algiin A*. Por la generalidad de F se deduce facilmente que
la unién de todos los posibles A* coincide con SN. En resumen, hemos definido una
coleccién de conjuntos que recubren nuestro espacio objetivo. Con estos ingredientes
podemos finalmente enunciar y demostrar el primer resultado del capitulo:

| Teorema 3.1.  El conjunto B = {A* : A C N} forma una base de abiertos que dota
a N de estructura de espacio topologico compacto de Hausdorff. Ademas, en este espacio
el conjunto de los niimeros naturales es denso y los abiertos basicos son cerrados.

La demostracion de dicho resultado es tediosa e incluye muchas propiedades de
demostracion paralela, asi que se segmentara en varios lemas.

Lema 3.1. El conjunto B forma una base de abiertos valida, y sus elementos son
abiertos y cerrados.

Demostracion. Para probar que efectivamente tenemos una base para la topologia
valida necesitamos probar que dados A* y B* abiertos basicos su interseccion es abier-
ta. Para ello, sea F € A* N B*, queremos encontrar C* con F € C* C A* N B*.
Tomamos entonces C' = AN B, afirmamos C* = A* N B*.

Sea F € A* N B*. Es decir, se verifican simultineamente A € Fy B € F, de
donde C=ANBe FyFelC"

Para la contencion inversa, sea F € C*, entonces por ser C' C A tenemos A € F
y con ello F € A*. Por un motivo totalmente analogo concluimos F € A* N B*.

Para probar que los abiertos basicos son también cerrados probaremos la siguiente

propiedad: (A*)¢ = (A%)*.

Un ultrafiltro F es un elemento de (A*)¢ siy solo si A ¢ F, condicién que se
verifica si y solo si A° € F, que a su vez se da si y solo si F € A° completando la
demostracion.
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Observacion 3.1.  Es interesante recalcar que se ha demostrado una propiedad mas
restrictiva que la deseada, puesto que se ha concluido que la interseccion de conjuntos
abiertos basicos es un abierto basico, propiedad mas “fuerte” que ser abierto.

Lema 3.2. La topologia generada por el conjunto B hace al espacio topologico SN
compacto.

Demostracion. Nos valdremos de la caracterizaciéon dada por la Proposicion 1.6.

Sea I’ un cerrado de SN. Entonces, F' = (|J B;)® = [(B) para unos abiertos
basicos B;. Es decir, el conjunto cerrado [ tiene asociada una familia 7 de subcon-
juntos de N tales que F' consiste en todos los ultrafiltros que contienen a tal familia
como elementos.

Extendiendo el estudio previo a familias de cerrados, si { F; };c; es una coleccion de
cerrados con la Propiedad de la Interseccion Finita en SN, cada F; consiste en la agrupa-
cién de todos los ultrafiltros que contienen a una coleccién Fp, de subconjuntos de N.

La Propiedad de la Interseccion Finita significa exactamente que para cualquier co-
leccién finita de subindices {iy } se tiene:

F=(\F, #0,

por tanto existe un ultrafiltro F en la interseccion de los Fj, . En particular F € Fj,
para todo k, lo que es equivalente a la afirmacion existe un ultrafiltro que contiene como
elementos a toda una familia de subconjuntos naturales prefijada y dicho ultrafiltro
extiende a la familia formada por la unién de los UFF, . Se deduce que los elementos
de UFF, han de verificar la PIF en N para cualquier subconjunto finito de indices
{ix}. En particular la familia { Fp, };cs verifica la Propiedad de la Interseccién Finita en
N.

Aplicamos entonces la Proposicion 1.2, concluyendo la existencia de un filtro que
extiende a la familia U;c; FF,. Sea entonces G un ultrafiltro mas fino que dicho filtro.
Como dicho ultrafiltro extiende a la familia, en particular para cada ¢ € I se tiene
Fr, € G,dedonde G € F; por construccion. Deducimos que G esta en la interseccion

Lema 3.3. El espacio SN con la topologia generada por B verifica la propiedad de
Hausdorftf.

de todos los F; y por tanto la interseccion es no vacia, probando la compacidad.
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Demostracion.  Sean F y G dos ultrafiltros distintos, y sean A € Fy B € G con
AN B = (). Han de existir puesto que en caso contrario, cualesquiera dos elementos
de ambos filtros tendrian interseccion no vacia y podemos definir la base de filtros:

{ANB: AeF, Beg}

y dicha base nos permite construir un filtro mas fino que F y G, por ser ambos ultra-
filtros dicho filtro méas fino coincide simultaneamente con F y G, contradiciendo que
sean estos ultrafiltros diferentes.

Finalmente, ANB = () implica que A*NB* = (), por los mismos argumentos que se
presentaron en el segundo parrafo de la demostracion del Lema 3.1. En resumen, F €
A*y G € B* y dichos conjuntos son abiertos con interseccion vacia, demostrando el
aserto.

Lema 3.4. En el espacio SN con la topologia generada por B los nimeros naturales
son densos.

Demostracion. Bastara con probar que todos los abiertos basicos no vacios tienen
interseccion no vacia con los niumeros naturales.

Sea A un subconjunto no vacio de N y A* el abierto basico asociado. Sean € A,
entonces A es un elemento del ultrafiltro principal F(n), y por tanto F(n) € A*.
Como el ultrafiltro F(n) es un elemento del subconjunto de SN que identificamos
con los numeros naturales, hemos concluido el resultado.

La compactificacién de Stone-Cech verifica ademas la siguiente propiedad de ex-
tension universal:

| Teorema 3.2. Para cada f aplicacion definida sobre los naturales con imagen con-
tenida en un compacto K existe Jf una extension continua de f definida sobre SN,
resumido en el siguiente diagrama conmutativo:

N '3 AN

R \Bf

K
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Demostracion. Sabemos que tenemos una aplicacion

fN— K
n+— f(n)

que es continua por estar considerando el conjunto dominio con la topologia discreta.
Definimos entonces la siguiente funciéon analoga para los naturales identificados como
los ultrafiltros principales:

f:{F(n) :neN} — K
F(n) — f(n).

Sea F un ultrafiltro elemento de SN. Nuestro objetivo es definir 5 f (F). De manera
analoga a lo estudiado en el capitulo tercero, estamos en las condiciones del Corolario
1.2 'y existe un Unico elemento, que denotaremos y, tal que y es el limite de la funcién

f por el ultrafiltro F. Definimos S f(F) = y.

En primer lugar, probaremos que dicha definicion extiende a la funcién estandar.
Efectivamente, sea ny un nimero natural, y sea F(ng) el ultrafiltro de SN que iden-
fiticamos con dicho elemento. Gracias a la Observacion 1.13 el limite de la sucesion
es Bf(F(ng)) = xn, = f(no), probando que nuestra extension coincide con f en la
restriccion a los naturales.

Sea V un abierto en /. Veamos que anteimagen por nuestro candidato a extensiéon
es abierta.

Sea F € Sf 1 (V). Si F es principal ya sabemos que es un elemento del interior
de Sf~1(V), puesto que F € {n}* para algin n, y el tnico elemento de {n}* es el
ultrafiltro F. Se sigue Sf({n}*) = Bf(F) € V.

Si F no es principal buscamos A C N con F € A*y ff(A*) C V. Denotemos
por z al limite de {f(n)} por F, entonces z ha de ser un punto de acumulacién de
{f(n)}.Sea d unreal positivo tal que B(z,d) C V.Hade verifcarse A = f~!(B(z,4))
es infinito para cada .

Por definicion de limite por un filtro A € Fy F € A*. Ademassi G € A* se

tiene A € G, de donde el limite del ultrafiltro debe de ser un elemento de f(A). Es

decir, Bf(G) € f(A) C V. Deducimos que F tiene un entorno cuya imagen por [ f
est4 contenida en V, con ello F es un elemento del interior de 3f~!(V) para cada F
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elemento de tal conjunto, probando que la aplicacién es continua.

Dichas propiedades topoldgicas no son lo tnico destacable de la Compactificacion
de Stone-Cech. Por ejemplo, es posible ademas dotar al conjunto SN de una operacién
binaria interna, asociativa y con un elemento idempotente. Es mas, dicha operacion
es continua al fijar uno de los argumentos.

Procedamos paso a paso. La definicion de la operacion es la siguiente:

+: BN x SN — N
(F,G)— F+G,

donde F + G viene dada por:

{ACN:{neN: A-—negG}eF}

ydonde A—n={a—n:ac A}

Ejemplo 3.1. Considérense dos ultrafiltros principales F(n) y F(m), entonces su
suma es el ultrafiltro F(n + m). Efectivamente:

AcFn)+F(m)<={neN:A—neF(m)} e F(n)
<= ne{neN:A-—necF(m)}
< A—neF(m)
< meA-—n
—n+meA
< Ae F(n+m).

El siguiente lema nos dicen que la operacion esta bien definida:

Lema 3.5. Si F y G son ultrafiltros en N entonces F + G también lo es. Dicho de
otra forma, la suma de ultrafiltros es un ultrafiltro en el mismo conjunto y por tanto
la operacion binaria es interna.

Demostracion. Comencemos demostrando que F + G es una familia no vacia de
subconjuntos de N tal que () ¢ F + G.

{n: N—-negG}={n:NeG}=NecF,
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de donde N € F + G. De manera similar:
n:0-—negGl={n:0eG}=0¢7F,

de donde ) ¢ F + G.

Veamos ahora que la intersecciéon de elementos de la familia esta en la familia:

Sean Ay B elementos de F + G. Por definicion A’ :=={n : A—ne€ G} e Fy
B :={n : B—n € G} € F. Tenemos de forma directa A’ N B’ € F. Si probasemos
A'NB C{n: (AN B —n) e G} hemos terminado. Efectivamente:
meANB = A-m,B-mecg
— ((ANB)—m) € G
= me{n: ((ANB)—n) e g}

Finalicemos el lema probando que si A no es un elemento de la suma de ultrafiltros
entonces A° si lo es.

Efectivamente, si A ¢ F + G entonces X := {n : A—n € G} ¢ F, de donde
por ser F ultrafiltro X = {n : A —n ¢ G} € F. Valiéndonos de la propiedad
(A —n)¢ = A° — n concluimos X = {n : A°—n € G} € F, lo que por definiciéon
significa A° € F + G.

|

Lema 3.6. La operacion aditiva considerada es asociativa.

Demostracion.  Sean tres ultrafiltros F, G y ‘H. Observemos que por definicion se
tienen:

AeF+G+H) <= {n:A—ne(G+H)} eF
— {n:A-ne{BCN:{neN:B-neH}tegG}eF
—{n:{m:(A-n)—meH}eG}eF,

asi como:

Ae(F+G) +H<—={m : A—meH}e (F+Q9)
—{n:{m:A-meH})—neg}erF.

!Gracias a la igualdad de conjuntos (A —m)N (B —m) = (AN B) —m, que es facil de comprobar.
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En resumen, se tienen las siguientes equivalencias:

AeF+(G+H) <= {n:{m:(A-n)—meH}eG}eF,
Ae(F+G) +H={n:({m: A—meH}—n)eG}eF.

Por tanto, los conjuntos coinciden si se da la igualdad {m : A—n—m € H} =
{m : A—m € H} — n. Finalmente:

ze{m: A—meH}—n<—z+ne{m: A—mecH}
= A-r-ncH
< ze{m: A-—n—meH}

concluyendo la demostracion.

Nuestra operacion aditiva es “suave” en el siguiente sentido:

Lema 3.7. Para cada G fijado, la aplicacién +¢ : SN — (SN dada por +¢(F) =
F + G es continua.

Demostracion. Para probar la continuidad sera suficiente con probar que la anteima-
gen de un abierto basico es abierto basico. Efectivamente:

+5' (A ={F : F+Ge A%}
={F: AeF+G}
={F:{n: A—-negG}eF}
={n: A—neg}.

Lema 3.8 (de idempotencia). Existe un ultrafiltro idempotente, i.e existe ' € [N

con F + F = F.

Demostracion.  Sea A el conjunto de los semigrupos topoldgicos compactos no vacios
que estan contenidos en SN. Por ser SN € A se tiene que no es vacio.

A es un conjunto parcialmente ordenado cuyo orden parcial es la contencion.
Consideremos una cadena C en A. Se comprueba de forma inmediata que C verifica
la propiedad de la interseccion finita, y por ser SN compacto la intersecciéon NeecC
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no es vacia gracias a la Proposicion 1.6 (cada C' € C es cerrado por ser un conjunto
compacto en un espacio topologico de Hausdorff).

Se verifica que tal interseccion es cerrada por ser intereseccion arbitraria de con-
juntos cerrados, y por tanto es compacta por estar contenida en un compacto. Ademas
se verifica facilmente que es semigrupo por serlo cada C' € C y por ser cada elemento
de la interseccion elemento de todos los compactos de la cadena.

Por el Lema de Zorn existe un elemento minimal A. Veamos que todo F € A es
idempotente.

En primer lugar, A+ F es compacto para cada A por ser la operacion +» continua.
Ademas es un semigrupo, ya que si F; +F y Fo+F son elementos de A+ F entonces:

(FA+F)+(F+F)=(FA+F+F)+(F)e A+ F,

por ser Fi, F5 y F elementos de A, un semigrupo.
Por ser A grupo se tiene A+F C A,y por laminimalidad de A se sigue A+F = A.

Considérese ahora B={G € A : G+ F = F}.Porser F € A = A+ F debe de
existir G € A con G + F = F, por tanto B es no vacio.

B es semigrupo puesto que la suma de dos elementos del conjunto verifica:

Gi+G)+F=G+G+F)=G +F=F.

Como claramente B C A, por la minimalidad del segundo es B = A, y por tanto
en particular 7 € By conello F + F = F.
|

Una referencia general para el estudio del algebra de SN y sus elementos idempo-
tentes es [5].

Observacion 3.2. Los argumentos usados para probar el Lema de Idempotencia son
validos para cualquier semigrupo topologico compacto cuya suma al fijar uno de los
argumentos sea continua.

Observacion 3.3. Tal elemento F idempotente ha de ser no principal, puesto que por
el Ejemplo 3.1si F = F(n) entonces F + F = F(2n) # F(n).
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La existencia de elementos idempotentes y el hecho de que tal elemento no es un
ultrafiltro principal se utilizara fuertemente en el siguiente capitulo, donde estudiare-
mos aplicaciones de los ultrafiltros a la Teoria de Ramsey en los nimeros naturales.



4 | Algunas aplicaciones a la Teoria
de Ramsey

En este capitulo se van a estudiar algunos resultados clasicos de Teoria de Ramsey
cuya demostracion puede ser dada he incluso simplificada usando ultrafiltros. La Teo-
ria de Ramsey, en términos generales, estudia la aparicion de estructuras “notables”
para conjuntos lo suficientemente grandes. Nos centraremos en los niumeros naturales

y sus subconjuntos.

Un ejemplo de los problemas a estudiar es el siguiente: supongamos que tenemos
una propiedad de interés, y supongamos que coloreamos N con una cantidad fini-
ta de colores. jExiste algiin subconjunto monocromatico tal que todos sus elementos
verifiquen dicha propiedad?

Usando ultrafiltros no principales se demostraran el Teorema de Schur (1912) y
su generalizacion, el Teorema de Hindman [6]. Otros teoremas clasicos de Teoria de
Ramsey sobre los nimeros naturales pueden encontrarse por ejemplo en [9] y [12].

La idea en varios de dichos casos es valernos los ultrafiltros como herramienta de
filtro literal, digase, dado un conjunto potencialmente grande, considerar un ultrafiltro
en dicho conjunto y usarlo para cribar elementos verificando propiedades “buenas”.

| Teorema 4.1 (de Ramsey). Sea G un grafo infinito completo. Si sus aristas estén
coloreadas con un niimero finito de colores, entonces G posee un subgrafo monocromatico
con un niimero infinito numerable de vértices y completo.

Demostracion. Denotemos por V' al conjunto de vértices de GG. Por comodidad vamos
a denotar {1,2,--- ,r} al conjunto de los colores. Sea entonces F un ultrafiltro no
principal en V. Sea v € V un vértice cualquiera. Si denotamos por x(z, y) al color de
la arista {x, y}, para cada color k podemos considerar los conjuntos asociados:

ARy ={w eV : x(v,w) = k}.
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Los conjuntos de dicha familia son claramente disjuntos dos a dos y su unién es

v\ {v} € F.

Al ser F un ultrafiltro no principal, tenemos que {v} no puede ser un elemento
suyo y como consecuencia V' \ {v} € F.

Gracias al Corolario 1.1 existe exactamente un k, tal que A* (v) es un elemento

del ultrafiltro F.

A continuacién vamos a seguir una linea de razonamiento parecida para otra par-
ticion diferente. Para cada color k consideramos el conjunto:

BY = {v : A*(v) € F}

Sean ki y ks dos colores diferentes. Entonces B*' y B*2 son disjuntos entre ellos.
Efectivamente, si existiese un vértice v con v € B* N B*2 entonces serian A% (v) y
Ak2 (v) simultdneamente elementos del ultrafiltro, contradiciendo la discusion previa.

Sigamos con la demostracion probando que la unién de los B* considerando todos
los colores (que es un conjunto finito) es el espacio V.

Sea v € V cualquiera. Gracias a lo demostrado al inicio, sabemos que existe un
color k, con AFv (v) € F, pero entonces v € Bk, es decir, pertenece a un elemento
de la unioén.

En resumen, los B* definen una particién disjunta de V' € F, y por tanto existe
exactamente un B* con B* ¢ F.

A continuacién vamos a construir explicitamente nuestro subgrafo objetivo colo-
reado con el color k£ mediante el siguiente algoritmo inductivo: escogemos v; € B*
cualquiera. Vamos a razonar por induccion: supongamos escogidos vy, vy, - - - , v, de
tal manera que A*(v;) € F paratodo1 < | < ny x(vs,v;) = k siempre que
1 < s # t < n. Consideremos entonces el conjunto:

S=B"n|[{)A4"w)
=1

Entonces S' es una interseccion finita de conjuntos de F, y por tanto, S € F. Co-
mo JF no es principal, S ha de ser infinito. En particular, debe de existir un elemento
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en S\ {v1,vs, - ,v,}, que sera el que escojamos como v,, ;1. Para concluir falta pro-
bar A*(v,11) € Fy x(vi,vny1) = k paratodo 1 <1 < n.

La condicion A*(v,,,) € F se tiene por hipétesis, puesto que v,,; € S implica
vpy1 € B¥.Seal < < n,lacondicién x(v;, v,11) = k se tiene por ser v,, ., € A*(v;),
concluyendo la demostracion.

La conexion entre la Teoria de Ramsey y los ultrafiltros va mas alla, con resultados
como el siguiente:

Lema 4.1. Sea G una familia de subconjuntos no vacios de X. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

a) Dada una coloraciéon de X, existe un G € G monocromatico;
b) Existe un ultrafiltro 7 en X con la propiedad de que para cada A € F existe
GeGceonG C A.

Demostracion. En primer lugar, supéngase b) como hipdtesis. Sea la particién finita
de X dada por la coloracién, digase, X = LII' ; A;, donde A; es el conjunto de los
elementos de X coloreados con el color i. Usando el Corolario 1.1 existe exactamente
un A; con A; € F. Por ser cualquier G C A; monocromatico y existir un conjunto de
G verificando tal contencion, se sigue el resultado.

Para la implicacion reciproca, sea la siguiente familia:

B={ACX : ANG # 0 para cada G € G}.

Sea entonces B la familia formada por todas las intersecciones finitas de elemen-
tos de BB. Se verifica claramente que si A, B € B* entonces AN B € BTy X € B*.
Solo resta probar () ¢ B*. Sean A;, As, - - - Ay, elementos de B cualesquiera. Construi-
mos {Cs}gg{1’27... J} una particion de X en 2% conjuntos disjuntos dada por:

T € CSO S xc (miESQ Al) N (ﬂi¢‘go Alc)

Por hipétesis existe C's, y G € G con G C Cl,. Se verifica A; N G # () para cada
i, por lo que en particular Sy = {1,2,--- ,k} y G C N¥_, A;. Se deduce N¥_, A; no
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puede ser vacia y con ello existe un ultrafiltro 7 que extiende a 3. Fijemos A € F.Se
sigue A° ¢ F y por tanto A¢ ¢ B. Por definicion ha de existir G € G con A°NG = (),
lo que concluye G C A.

Con tal equivalencia es posible probar el Teorema de Schur:

| Teorema 4.2 (Teorema de Schur). Dada cualquier particion de los naturales en
un numero finito de subconjuntos, es posible encontrar niimeros naturales x ey tales que
x,Yy yz =T+ y estan todos en el mismo conjunto de la particion.

Demostracion. Sea X una coloraciéon de los naturales que defina la particion con-
siderada. Podemos entonces construir una coloracién de N? dada por X’(z,y) =
X(]z — y|). Por el Teorema de Ramsey existe un subconjunto infinito {x, o, -}
tal que X'(|x; — x|) = c para cada i # j y c prefijado. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad z; < 9 < 3. Tomamos * = x3 — 2 e y = T3 — 71, completando la
demostracion.

Dicho resultado admite una generalizacion conocida como Teorema de Hindman.
Dado A un subconjunto infinito de los nimeros naturales se define:

FS(A) = {Zx : BC A,|B| < oo}

zeB

el conjunto de las sumas finitas de elementos de A. Se puede demostrar el siguiente
resultado asociado:

| Teorema 4.3 (Teorema de Hindman). Dada una particion de los niimeros natura-
les en un niimero finito de subconjuntos, existe A un subconjunto infinito de los niimeros
naturales tal que F'S(A) esta contenido en uno de los elementos de tal particion.

Demostracion.  Fijemos una coloracion finita del grafo X'. Vamos a construir dos se-
cuencias: una de conjuntos no vacios tales que Ao 2 A; O Ay D ... y otra de elemen-
tos a; € A; para cadai > 1 tales que a; + A; C A; 1 para cada ¢ > 1 que ademaés
verifique X" es constante en Aj.

Fijemos un elemento idempontente F en SN (podemos gracias al Lema 3.8 y que
recordemos no es principal por la Observacion 3.3). Existe A, infinito con X constante
en Ag. Por ser F idempotente:

F=F+F={BCN:{neN:B-necF}eF},
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es decir, que para cada B € F se sigue B'={n € N : B—n € F} es también
un elemento de F. Por tanto BN B’ € F.

Seaa; € AgN Ap, ysea Ay = (AO N(Ag — al)) — {a1}. Se deduce A; C A de
manera directay a; + A; C Ay.

Se verifica A; € F, puesto que en caso contrario {a;} € F pero F no es principal.

Repitiendo el argumento de manera inductiva, dado A,, encontramos a,, 1 € A, N
Al tal que definiendo A, ;1 = A, N (A, — apy1) — {ani1} se sigue 4,1 C A,
g1+ Anp1 € Apy Apgr € F.

Tomamos A = {ay, as, -+ ,an, - - - }. Paraver que X' es constante en F'S(A) basta
con comprobar F'S(A) C Ay, que sera demostrado por induccién.

Por construccidn, si m es estrictamente mayor que n se verifica a,,, +a,, € A,,—1+
Ay, g An + Qnp, g Anfl g AO-

Sean ay,, Gn,, " , 4y, ,. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que verifi-
canny; > ng > ... > Ny > Ng4q. Por hipétesis de induccion a,,, + a,, + ... +ay, €
Ap,—1. Se sigue por tanto a,, + an, + ... + Ay, + apy,, € Appo1 +an,,, € Ay, +
Unyy € Anypi—1 € Ap, completando la induccion.

Otros resultados clasicos de teoria de Ramsey en N donde la aplicacion de los
ultrafiltros ha permitido simplificar las pruebas originales puede encontrarse en [5,
capitulo L5].

Una fuente interesante de informacién puede consultarse en el siguiente enlace:

https://joelmoreira.wordpress.com/2012/11/14/properties-of-ultrafilters-and-a-theorem-
of-hindman-on-arithmetic-combinatorics/






5 | Aplicacion al Teorema de Arrow

Kenneth Arrow fue un economista de alto
prestigio durante el siglo XX y laureado con el
Premio del Banco de Suecia en Ciencias Economi-
cas en Memoria de Alfred Nobel. Estudié Ciencias
Sociales y Matematicas, pero acabo especializan-
dose en Economia. Es conocido por el llamado
Teorema de Imposibilidad de Arrow. Dicho
teorema establece que dadas ciertas condiciones
“razonables” sobre un sistema democratico irre-
mediablemente surge la figura de un dictador. E1
resultado es generelmente percibido como anti-
intuitivo y presenta una gran piedra en el zapa-

to para los filosofos democratas. Si bien Arrow
no conocia la existencia de los ultrafiltros (o al
menos no los usé para su demostracion), estos se Figura 5.1: Kenneth Arrow.
pueden usar para demostrar el Teorema de Arrow

y de hecho generalizarlo, con interesantes consecuencias.

Mas especificamente, un sistema democratico (con la definicion de Arrow) con-
siste en un conjunto de candidatos C' de al menos tres elementos, un conjunto de
votantes V' (que generalmente se supone finito) y un algoritmo de eleccion de candi-
datos por parte de los votantes. Cada votante se dice que presenta, vota o jerarquiza
una preferencia, votacion o jerarquizacion, que no es mas que una enumeracioéon orde-
nada de los candidatos, de forma que dados dos candidatos cualesquiera o bien uno
ha sido jerarquizado sobre otro o bien el otro sobre el uno.

Sobre dichos conceptos se contruye el de funcién de bienestar social, abrevia-
da FBS y también denotada f, que es lo que interpretamos como el resultado global
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de la votacion. Arrow se plantea cuales son las propiedades que habria de verificar
un sistema de votacién de tal manera que fuese lo mas “perfecto” posible y estudiar
la viabilidad de tal sistema. Entre tales propiedades se encuentran la imposibilidad
de empates, que el resultado de la votacion presente una jerarquizacion de todos los
candidatos (y no solo el ganador) y algunas que podriamos considerar mas basicas.
Formalmente, se exige que f sea funcion, que su imagen esté compuesta por jerarqui-
zaciones y que ademas verifique las siguientes tres propiedades:

= Unanimidad (U): si todos los individuos presentan la misma preferencia, enton-
ces f también produce dicha preferencia.

= Alternativas irrelevantes (Al): la jerarquizacion relativa de dos candidatos ¢; y
¢, en la jerarquizacion salida de f sdlo depende de la jerarquizacion relativa de
1y ¢2 en cada votacion.

= Unanimidad Local (UL): si todos los individuos presentan preferencias tales que
¢y esta jerarquizado sobre ¢, entonces f produce una jerarquizacion tal que ¢,
esta jerarquizado sobre c;.

Con estos ingredientes pasamos a un analisis de los posibles agentes que generen
problemas en nuestra votacion:

| Definicién 5.1. Sea V un conjunto de votantes (no necesariamente finito). Dado
D C 'V decimos que es decisivo si cuando todos los v € D presentan una votacion 7 la
funcion de bienestar social | presenta la misma jerarquizacion .

En otras palabras, si D es un conjunto decisivo el resultado de la votacion puede
ser determinado Unicamente por D, sin que afecte al resultado la valoracion de los
votantes fuera del conjunto.

Lo deseable es que existan los menos conjuntos decisivos posibles, mas alla del
conjunto total. Un caso particularmente patologico es el siguiente:

| Definicién 5.2 (Dictador). Un elemento d de un conjunto de votantes V se dice
que es un dictador si al presentar d una jerarquizacion  la funcion de bienestar social
también presenta .

En otras palabras, que el resultado de la votacion depende de una persona uni-
lateralmente. Es importante destacar que el conjunto de candidatos no se restringe
a potenciales gobernantes exclusivamente, sino que en el contexto adecuado podria
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venir dado por un conjunto de medidas politicas y se busca votar cuales de dichas
medidas van a ser aprobadas.

El resultado mas importante del capitulo es el siguiente:

| Teorema 5.1. Sea V' un conjunto de votantes (posiblemente infinito). Sea f una fun-
cion de bienestar social que satisface las propiedades de Unanimidad y de Alternativas
Irrelevantes y supongase que existen al menos tres candidatos. Entonces F := {D C V :
D es decisivo} define un ultrafiltro.

Fl cual admite el Teorema de Arrow como corolario directo:

| Teorema 5.2 (de Arrow). Sea V' un conjunto de votantes finito. Sea f una funcion
de bienestar que satisface las propiedades de Unanimidad y Alternativas Irrelevantes
y supongase que existen al menos tres candidatos en la votacion. Entonces uno de los
elementos de V' es un dictador.

Para demostrar la version general nos remitiremos a la caracterizacion de la Obser-
vacion 1.3y probaremos cada una de las condiciones como un resultado por separado.
Dichos resultados seran el Lema 5.1, el Lema 5.2 y el Lema 5.3.

Para la demostracion seran importantes los siguientes objetos:

| Definicion 5.3. Decimos que D es un conjunto decisivo por bloques si cuando
todos los x € D presentan la misma votacion  y todos los x € D¢ presentan la misma
votacion T (donde m no es necesariamente igual a T) entonces f presenta como valor 7.

| Definicién 5.4. Decimos que D es un conjunto ij-decisivo si cuando para cuales-
quiera dos permutaciones w y T tales que T jerarquiza c; sobre c; y T jerarquiza c; sobre
cj, sitodox € D presentam y todox € D¢ presenta T entonces f jerarquiza c; sobre c;.

Observacion 5.1. Notese que no se ha probado que si D es ij-decisivo entonces tam-
bién sea ji-decisivo. Dicho de otra manera, no se ha probado la propiedad ij-decisivo
es conmutativo en el par (i, j). Dicho detalle es relevante en las siguientes demostra-
ciones y por tanto es importante tenerlo presente.

Proposicion 5.1.  Si D es decisivo por bloques entonces es decisivo.

Demostracion. Supongamos que D es decisivo por bloques pero no es decisivo. Por
definicion se tendria que existe una votacién 7 tal que 7 jerarquiza c; sobre ¢; y si
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todos los votantes de D presentan 7, f jerarquiza c; sobre ¢;. Sea ahora V; el conjunto
de votantes que no son de D que también han jerarquizado ¢; sobre c¢; y V5 el resto de
votantes (que por descarte han de haber jerarquizado c; sobre ¢;). Tenemos el siguiente
esquema de votacion:

’ Presentante ‘ Votacion ‘ Jerarquizacion ‘

D T c; sobre ¢;
Vi - c; sobre ¢;
Vs - c; sobre ¢;
f - c; sobre ¢;

Podemos reordenar las jerarquizaciones de los elementos de V; de tal manera que
se siga verificando que todos los votantes de V) sigan jerarquizando c; sobre c;, y
por Alternativas Irrelevantes el resultado de la votaciéon no es alterado. En particular
podemos imponer que todos los votantes de V; presenten 7, obteniendo la siguiente
modificacion de la tabla:

Presentante | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre ¢;
Vi T c; sobre ¢;
Vs - c; sobre ¢;
f - c; sobre ¢;

Por exactamente el mismo motivo la jerarquizacion de c; sobre ¢; de la funcion
de bienestar social no se ve afectada si todos los votantes de V5 presentan una deter-
minada votaciéon 7 tal que 7 jerarquiza c; sobre ¢;. Dicho de otra forma, tenemos el
siguiente esquema derivado:

Presentante | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre ¢;
i T c; sobre ¢;
Vs T c; sobre ¢;
f - c; sobre ¢;

Supongamos ahora que tomamos c¢;, distinto de ¢; y ¢;. Nuevamente, gracias a la
propiedad de Alternativas Irrelevantes podemos modificar las votaciones de tal mane-
ra que al no alterar el orden relativo de c; y ¢; el resultado relativo de ambas tampoco
es alterado. En particular vamos a suponer que 7 presenta c; sobre ¢, sobre ¢;, que V;
presenta 71, una votacion que jerarquiza c; sobre c; sobre ¢, y que V5 presenta una
votacion 7y que jerarquiza c; sobre ¢; sobre c;. Por la propiedad de Unanimidad Local,
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al presentar todas las votaciones c; sobre ¢ la funcion de bienestar social también lo
hara. Nuestro nuevo resumen de votaciones es el siguiente:

Presentante | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre ¢, sobre c;
i 75! c; sobre c; sobre ¢y,
Vo Ty c; sobre ¢; sobre ¢y,
f - c; sobre ¢; sobre ¢y,

Procedamos a ignorar la informacién relativa a c; en la tabla anterior:

’ Presentante ‘ Votacion ‘ Jerarquizacion

D T ¢k, sobre ¢;
i 5] c; sobre ¢,
Vo Ty c; sobre ¢,
f - c; sobre ¢,

Gracias a la propiedad de Alternativas Irrelevantes podemos modificar las permu-
taciones 7; y 7 de tal forma que ambas coincidan, sigan presentando c; sobre ¢, y
dichas modificaciones no afectan a la jerarquizacioén de c; y c;, en el resultado:

Presentante | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T ¢k, sobre ¢;
i T c; sobre ¢,
Vs T c; sobre ¢,
f - c; sobre ¢,

Pero dicho esquema contradice la premisa D decisivo por bloques, finalizando la

Observacion5.2.  Si D es decisivo, entonces es obviamente D es decisivo por bloques.
Consecuentemente, D es decisivo si y solo si es decisivo por bloques.

demostracion.

Lema5.1. El conjunto total de votantes es decisivo pero el vacio no. Es decir, V' € F

y0 ¢ F.

Dicha propiedad es muy elemental y no requiere demostracion. Sin embargo, la
siguiente si requerira de un cierto trabajo:

Lema 5.2. La interseccion de dos conjuntos decisivo es decisivo, i.e. si A, B € F
entonces AN B € F.
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Demostracion. Haganse dos observaciones:

1. Si M C V es decisivo entonces todo N C V con M C N también lo es.
2. Un subconjunto de votantes y su complementario no pueden ser simultanea-
mente decisivos.

La primera observacion es inmediata. La segunda es cierta puesto que en tal caso,
si D es conjunto de votantes que es decisivo simultaneamente a su complementario,
al presentar D una votacién que jerarquice c; sobre ¢; y D¢ una votacién que jerar-
quice c; sobre c;, f debe jerarquizar simultdneamente c; sobre ¢; y ¢; sobre c;.

Usando el Lema 5.3 de manera inductiva, tenemos que dada una particién disjunta
V =DyUDyU---U D, ha de ser exactamente un D, decisivo. Consecuentemente,
si hacemos la descomposicion:

V=(AUB)U(B\A)U(A\ B)U(ANB),

exactamente uno de los cuatro conjuntos es decisivo. Hagamos un estudio de cada
uno de los candidatos a conjunto decisivo por separado:

1. Gracias a la observacion primera A C AU B implica A U B decisivo. Debido a
la segunda observacion (A U B)° no es decisivo.

2. B\ A tampoco puede ser decisivo pues A C (B \ A)°, de donde (B \ A)¢ es
decisivo.

3. Analogamente A \ B no es decisivo.

4. Por descarte A N B es necesariamente decisivo.

Lema 5.3. Si F no es decisivo entonces F'° lo es. Dicho de otra manera, para todo
F CVsetiene '€ F o6 F¢e F.

Demostracion. Comencemos suponiendo que existen al menos tres candidatos dis-
tintos. Considérese la siguiente expresion equivalente para F:

F ={D CV : D es decisivo por bloques},

validada por la Observacion 5.2. Valiéndonos de dicha formulacion de F podremos
probar que si D ¢ F necesariamente D¢ € F.
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La afirmacion F es decisivo por bloques equivale a la siguiente lista de propiedades
para cada i, 7, k tres indices de candidatos:

D¢ es ij-decisivo
D¢ es kj-decisivo para cada k # 1, j
D¢ es ik-decisivo para cada k # i, j
D¢ es jk-decisivo para cada k # i, j
D¢ es ji-decisivo

A o e

D¢ es ki-decisivo para cada k # i, j

D no decisivo por bloques significa que existen ¢ # j y dos votaciones 7 y 7 tales
que 7 jerarquiza el candidato ¢; sobre el candidato c¢; mientras que 7 jerarquiza el
candidato c; sobre el candidato c; y si todos los votantes de D presentan 7 y todos
los votantes de D presentan 7 entonces la FBS jerarquiza el candidato c¢; sobre el
candidato c;.

Por Al siempre que todos los x € D jerarquizan c; sobre c¢; y todos los x € D¢ je-
rarquizan c; sobre ¢;, la salida por f jerarquiza c; sobre c;. Es decir, D¢ es ij-decisivo,
lo que se resume en la siguiente tabla:

Presentante | Permutacion ‘ Jerarquizacién

D T c; sobre ¢;
De T c; sobre ¢;
Resultado - c; sobre ¢;

Con lo anterior hemos probado la primera propiedad y pasamos a la segunda. Sea
k # i, j cualquiera, entonces D¢ Kkj-decisivo.

Efectivamente, si no fuese asi, existirian votaciones 7 jerarquizando c; sobre cy,
7 jerarquizando cj, sobre c; tales que si todos los € D¢ presentan 7 y todos los
x € D presentan 7 entonces f presenta c;, sobre c;. Por el mismo argumento que en
el parrafo anterior, D es jk-decisivo. Veamos que hemos llegado a una contradiccion:

Supéngase que todos los © € D€ presentan una votacion 7 que jerarquiza c; sobre
c; sobre ¢, y que todos los x € D presentan una votaciéon 7 que jerarquiza c; sobre ¢y,
sobre c;. En resumen, tenemos el siguiente esquema de votacion:
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Votantes | Permutacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre c;, sobre ¢;

De T c; sobre ¢; sobre ¢y,

Entonces por ser D jk-decisivo tenemos que:

(1) f presenta c;, sobre c;.

Paralelamente, por ser D¢ ij-decisivo:

(2) f jerarquiza c; sobre c;.

gracias a UL, al ser tanto m como 7 votaciones que jerarquizan c; sobre cy:

(3) f jerarquiza c; sobre cy.

Concatenando los tres 6rdenes relativos:

f jerarquiza c; sobre c; por (1), ¢; sobre ¢; por (2), y ¢; sobre ¢, por (3), lo que es
una contradiccion.

Concluimos que D¢ es kj-decisivo para todo k # 1, j.

Hasta ahora hemos probado las primeras dos afirmaciones de la lista.

Las siguientes propiedades, por similitud como las anteriores, se demostraran con
mucha mas brevedad.

Continuamos probando siguiente: D€ es ik-decisivo. Si no fuese asi, D seria
ki-decisivo y entonces, si se da la siguiente votacion:
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Votantes | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre ¢, sobre ¢;

De T ci, sobre c; sobre ¢;

Por ser D¢ ij-decisivo se sigue que f jerarquiza c; sobre ¢;, por ser D ki-decisivo la
FBS presenta c; sobre ¢, y por jerarquizar tanto 7 como 7 ¢, sobre ¢; el resultado de
la votacién también, llegando a contradiccion.

La siguiente propiedad de la lista afirma D¢ es jk-decisivo. Efectivamente, si no
fuese asi seria D k7j-decisivo. Si se da la siguiente votacion:

Votantes | Votacion ‘ Jerarquizacion

D T c; sobre c¢; sobre ¢y,

D¢ T ci, sobre ¢; sobre ¢;

La FBS jerarquizaria c; sobre c; por ser D kj-decisivo, cj, sobre c; por ser D¢
tk-decisivo y c; sobre c; por presentar todos los votantes c; sobre c;.

Afirmamos D¢ es ji-decisivo. Efectivamente, si no fuese asi, se comprueba que
D seria ¢j-decisivo. Sean entonces 7 una votacién que presente c; sobre ¢; sobre ¢, y
7 una votacion que presente c; sobre c; sobre c¢; y supongamos que todos los votantes
de D presentan 7 y todos los votantes de D¢ presentan 7. Es decir, que tenemos el
siguiente esquema de votacion:

Votantes | Votacion ‘ Jerarquizacion

D s c; sobre c; sobre ¢y,

D¢ T c; sobre ¢, sobre ¢;

entonces por ser D ij-decisivo se tiene que (1), f presenta c¢; sobre c;. Paralelamente,
por presentar ambos una votacién que jerarquiza c; sobre ¢ tenemos que (2) el re-
sultado presenta c¢; sobre ci. Finalmente, como ya sabemos que D¢ es jk-decisivo y 7
presenta ¢y, sobre ¢; (3) la FBS presenta ¢, sobre ¢;, llegando a una contradiccion.

Para acabar la demostracion, al ser D¢ tanto ij-decisivo como ji-decisivo, tenemos
que las variables 7 y j son mudas, y con ello los argumentos usados para demostrar las
propiedades 1) a 5) se adaptan facilmente para probar la propiedad 6), concluyendo
la demostracion.
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Entrando en el pantanoso terreno de las conclusiones e implicaciones, este ltimo
resultado tiene algunas de las mas interesantes.

Por ejemplo, el resultado rigido (hay un dictador absoluto) sélo es cierto las reglas
del sistema democratico son igualmente rigidas. Esto podria explicar por qué en las
democracias actuales nunca hay una correspondencia absoluta entre el nimero de
diputados y el porcentaje de votos, llegando a darse el caso de que un partido con mas
votos pierda frente a otro con menos. Al flexibilizar las condiciones en el sistema de
votacion se flexibiliza la naturaleza dictatorial.

También sabemos que en numerosos paises occidentales ciertas regiones disfru-
tan de una mejor relacion voto-representacion que otras. Una posible explicacion es
que debido a la naturaleza de ultrafiltro de los conjuntos decisivos, al ser un sector de
la poblacién un conjunto que no es parte del ultrafiltro, se le afiade un peso “artifial-
mente”.

Mas aun, la existencia de dictadores solo es veraz en conjuntos de votantes finitos.
Sin embargo, un sistema de votantes muy grande podria “falsear” su naturaleza fini-
ta para obtener resultados propios de sistemas de infinitos votantes. Algo similar al
caso de los ordenadores y sus sistemas de calculo real usando racionales de “muchos
decimales”. Dicho argumento explica el porqué no ha sido hasta la viabilidad tecno-
logica de votaciones en masa que la humanidad ha vivido bajo dominio de regimenes
absolutos. Al ser el nimero de votantes “pequerio” no se puede “trucar” la naturaleza
del sistema de votantes, dando lugar de forma natural a figuras dictatoriales.
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