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Resumen

En este trabajo estudiaremos el comportamiento del potencial de accién a lo largo de
una membrana celular, como ejemplo de autoorganizacion temporal en un sistema vivo.
Para comprender la fenomenologia del potencial de accién, simularemos, en primer lugar,
el modelo de Hodgkin y Huxley. Este modelo, pionero de los modelos biofisicos sobre
membranas excitables, explica los cambios que causan en el potencial de acciéon del axon
gigante de calamar, la aplicacion de corrientes sobre la membrana. Hodgkin y Huxley
proponen que el comportamiento del potencial se puede explicar en base a un circuito
eléctrico equivalente de la membrana, donde las conductancias i6énicas se determinan por
la ley de Ohm, describiendo el sistema por medio de cuatro ecuaciones diferenciales aco-

pladas.

En segundo lugar, estudiaremos el modelo de Fitz-Hugh Nagumo, que reduce las ecua-
ciones del modelo de Hodgkin y Huxley, con el fin de poder llevar a cabo un estudio

analitico del sistema reducido.

En una tercera etapa, y sobre el modelo de Fitz-Hugh Nagumo, realizaremos pertur-
baciones periddicas a la corriente externa que regula el impulso nervioso y observaremos
distintas respuestas en el sistema perturbado, desde desdoblamientos del periodo hasta

acoplamiento con el sistema auténomo.

Todas las simulaciones y figuras recogidas en esta memoria se realizaron usando el
software MATLAB.



Abstract

In this work, we will study the behavior of the action potential along a cell membra-
ne, as an example of temporary self-organization in a living system. To understand the
phenomenology of the action potential, we will simulate, in the first stage, Hodgkin and
Huxley model. This model is the pioneer of biophysical models of excitable membranes
and explains the changes caused in the action potential on the squid giant axon due to the
application of currents to the membrane. Hodgkin and Huxley propose that the behavior
of the potential can be explained using an equivalent electrical circuit of the membrane,
where the ionic conductances are determined by Ohm’s law, and the system is described

by a system of four coupled differential equations.

Secondly, we will study the Fitz-Hugh Nagumo model, which reduces the equations of
the Hodgkin and Huxley model, to be able to carry out an analytical study of the reduced

system.

In the third stage, and based on the Fitz-Hugh Nagumo model, we will aplicate pe-
riodic perturbances on the external current that regulates the nervous impulse, and we
will observe different responses in the disturbed system, from the unfolding of the period

until coupling with the autonomous system.

All simulations and figures collected in this work were performed using the MATLAB

software.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Autoorganizacion

A lo largo de la formacion de un fisico se estudia una infinidad de problemas, desde el
atomo de hidrégeno hasta el campo eléctrico generado por esferas cargadas. Ahora puede
uno preguntarse si las leyes y teorias formuladas para comprender los problemas anterio-
res estan acotadas al estudio de sistemas fisicos o si aquellas tienen validez a la hora de
estudiar la materia viva. En este contexto aparece la biofisica [1], rama de la ciencia que

tiene como labor el estudio de los seres vivos en el marco de la fisica.

La siguiente pregunta es conocer qué propiedades caracterizan un sistema bioldgico.
Aunque el concepto de “sistema biol6gico” es muy amplio, existe una caracteristica comun
a todos, la autoorganizacion, esto es la capacidad de un sistema de alcanzar un estado

de mayor orden debido a la interaccién de los elementos que lo componen.

La principal descripcion de autoorganizacion fue presentada por el fisico y quimico
ruso Ilya Prigogine en su teoria de “estructuras disipativas” [1]. En esta se expone que
en sistemas abiertos la disipacién de entropia se traduce en la apariciéon de orden. La
existencia de estructuras disipativas es posible en unas condiciones especificas. Para ello
es necesario que el sistema esté lejos del equilibrio termodinamico, junto con la existencia

de fluctuaciones y mecanismos de interaccion no lineal.
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Una vez tenemos una idea somera sobre qué es la autoorganizacion, es interesante
comentar los distintos tipos de orden que observamos en la naturaleza. Estos se pueden

clasificar segin el nivel en que aparecen.

= Espacial. Es muy comin observar la formacién de estructuras en el espacio que
tienen un cierto orden, conocidas como patrones. Dichos patrones pueden ser obser-
vados en plantas como por ejemplo el romanesco que presenta una estructura que

se repite a diferentes escalas (fractal).

= Temporal. Es bien sabido que los seres vivos presentan comportamientos ritmicos
ya sean dictaminados por si mismos (auténomos) o por agentes externos (no auténo-
mos). Algunos ejemplos serian la formacién de proteinas, el ciclo de vigilia-sueno o

el potencial de accion en una membrana celular.

= Espacio-temporal. En este caso intervienen la variaciéon temporal debida a las
relaciones entre las componentes del sistema y la variacion espacial como conse-
cuencia de los procesos de difusion [1]. El problema més caracteristico de este tipo

de autoorganizacion es el de la diferenciacion celular.

4
il
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Figura 1.1: Autoorganizacion a distintos niveles. (a) Modelo del drbol de Koch de los bronquios
comparado con unos bronquios reales [2]. (b) Activadores X y represores Y del estado de sueno
REM, presentan un caricter periddico a lo largo de una noche de suetio [3]. (¢) Formacién de

un patrén para distintos instantes de tiempo, usado en el estudio del moteado del pez globo [4].
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1.2. Modelado de sistemas

Como comentamos en la seccién anterior, los sistemas bioldgicos se muestran como
ejemplo de sistema complejo y organizado. Complejo debido al gran niimero de elementos
que lo constituyen y que son capaces de interaccionar entre ellos, dando lugar a la apa-
ricion de fendmenos emergentes, como nuevas estructuras u oscilaciones temporales. Esta
complejidad no se puede describir como la suma de los elementos, hay que entenderla
cuando se estudia el sistema como un todo. Y organizado, por las caracteristicas parti-
culares que tienen las restricciones a las que se ven sometidos los elementos del sistema,

tanto a nivel temporal como espacial.

En un estado de equilibrio, pequenas perturbaciones sobre el sistema implican pequenas
modificaciones en la estructura del sistema para adaptarse a las restricciones externas.
Pero, por ejemplo, si se tiene una membrana celular, esta puede excitarse mediante la
apertura y el cierre de canales especificos para ciertos iones a través de la membrana,
controlando asi la permeabilidad de la membrana y generando un mecanismo de inesta-
bilidades en la misma [5]. Por tanto, en el caso de una membrana excitable y en situacion
muy alejada del equilibrio termodindmico, una pequena variacién en el potencial de la
membrana puede dar lugar, no al amortiguamiento de dicha senal como cabria esperar,
sino a una amplificacion, e incluso mantenimiento, de la senal y a la aparicion de una
fenomenologia compleja como es el potencial de accién. Esta organizacion espontanea es

lo que ya definimos como autoorganizacién [1].

Para poder abordar el estudio de procesos de autoorganizacion en sistemas biolégicos,
necesitamos determinadas herramientas matematicas. Una forma de acercarnos a dicho
estudio lo constituye el enfoque determinista. Las variables aqui consideradas son a nivel
macroscopico y corresponden a los valores medios de las magnitudes que caracterizan el
proceso, por lo tanto, no podemos obtener ningiin tipo de informaciéon sobre las fluctua-
ciones que puedan surgir sobre dichos valores. Cuando el ntimero de elementos, compo-
nentes o particulas del sistema es muy alto este tratamiento es valido, y generalmente
las fluctuaciones son despreciables, coincidiendo entonces la descripcion macroscopica y
microscopica. Se dice entonces que el sistema esta bajo el limite termodinamico. En esta
aproximacion, es posible llevar a cabo una descripcion del sistema a través de un conjunto

de ecuaciones diferenciales acopladas ordinarias o en derivadas parciales [1].
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dX
— = Fx(X.t.)) (1.1)

La ecuaciéon anterior representa la evolucién del sistema en funcién de la evolucién
temporal de los valores medios de las magnitudes estudiadas, donde X es el valor medio
y A el conjunto de pardametros de los que depende el sistema. Al variar el valor de los

pardametros pueden llegar a observarse cambios en la fenomenologia del sistema [1].

Sin embargo, las fluctuaciones si pueden llegar a jugar un papel importante en los
sistemas alejados del equilibrio termodinamico. En este caso, el enfoque estocéstico, en el
que las variables y parametros del sistema se consideran como variables aleatorias, puede
ampliar el enfoque determinista y aproximarlo, en lo posible, a la fenomenologia real. La
aproximacion estocastica esta regida por los procesos de Markov recogidos en la ecuacion
maestra:

D) S )P0 = i)~ )Pl 02

En los procesos de Markov, la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado
n en el tiempo t solo depende del estado anterior del sistema, es decir, de cual sea el estado
del sistema en el tiempo ¢t — 1, no importando la historia del proceso, o sea, el estado en el
que haya estado el sistema en tiempos anteriores. El primer término del segundo miembro
de la ecuacion (1.2) es la probabilidad de que el sistema pase al estado n viniendo de un
estado n — 4 multiplicada por una funcién (w(n — i,t)) que cuantifica el peso de dicha
transicion; el segundo término es la probabilidad de que el sistema abandone el estado n

multiplicada por la funcién peso (w(n,t)).

En este trabajo llevaremos a cabo un estudio del comportamiento del potencial de
accion de una célula nerviosa reproduciendo los modelos de Hodgkin y Huxley, por un
lado, y Fitz-Hugh Nagumo, por otro. Ambos modelos usan ecuaciones diferenciales para

describir el fenémeno, utilizando, por tanto, un enfoque determinista.
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1.3. Potencial de accion

Durante el trabajo nos centraremos en el estudio de la neurona; en concreto vamos a
estudiar el potencial de accién que surge en la membrana de esta. Entender la dinamica
y el mecanismo que genera dicha senal eléctrica es de suma importancia pues esta es la

que hace posible el transporte de informacion interneuronal.

Dendritas

Terminal
del Ax6n

Vaina de

Mielina T ——

Ranvier

Nucleo

=~ Zona de disparo

Figura 1.2: Neurona y sus elementos [6].

El soma es el cuerpo central de la célula, de él parten dos elementos. Las dendritas,
ramificaciones encargadas de la recepcion de informacion y el axén, una estructura alar-
gada y de poco espesor encargada del transporte de informacién [7]. En algunos casos,
como en los vertebrados, enrolladas alrededor del axén se encuentran vainas de mielina!
que reducen la capacidad de la membrana y aumentan su resistencia (lo que mejora no-

tablemente la conduccion del potencial de accion).

Los nédulos de Ranvier son interrupciones periddicas de la vaina de mielina [8], dejan-
do expuesta la membrana del axén al liquido extracelular. Estos elementos regeneran el

potencial de accién en su avance por el axon.

Las neuronas, como cualquier otra célula, tienen membrana celular. Esta es una bicapa
formada por lipidos que delimitan la célula [7]. Los dos iones principales que intervienen
en el proceso de la estructura temporal del potencial de accién son el sodio y el potasio,

localizados principalmente en el exterior e interior de la membrana respectivamente.

LCapas formadas por células de Schwann.
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La existencia de una diferencia de concentracién entre el interior y exterior provoca la
aparicion de una diferencia de carga entre las superficies de la membrana. Dicha diferencia
de carga genera una diferencia de potencial entre las superficies de la membrana que se
mantiene gracias a los canales de sodio y potasio y a la bomba de sodio-potasio; este

potencial se conoce como potencial de reposo.

Desde el punto de vista eléctrico la membrana puede considerarse como un condensador
aproximadamente plano, ya que su espesor es mucho menor que las dimensiones celulares
[7]. Por convenio se toma como el electrodo positivo el exterior y como el negativo el
interior de la membrana. En estas condiciones podemos estimar el potencial en reposo,

que toma un valor en torno a —70 mV'.

1 +
Exterior N Na K+ -
K*
Na Na~ Na
Na~
Na Canal de Sodio Canal de Potasio p Perdidas
Na
Interior
K Kt S
K* K Na“
Na~ K+ K+ K+

Figura 1.3: Membrana celular en una neurona.

La membrana incorpora canales iénicos excitables, estos son proteinas que permiten
el flujo de un ion especifico a través de ellas bajo la accién de una corriente externa.
Destacan dos canales: el de sodio N, y el de potasio K, representados en la Figura 1.3.

Los procesos implicados en el potencial de accién son [5]:

1. Despolarizacion. En un inicio la membrana se encuentra en reposo, aproximada-
mente a —70 mV'. Al ser excitada por una corriente externa se abriran los canales de
sodio. Debido a la diferencia de concentracion entre el interior y el exterior se gene-
rard una corriente de sodio hacia el interior de la neurona, es decir, la permeabilidad

de la membrana para dicho ion aumenta.
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2. Repolarizacion; En torno a —40 mV los canales de sodio se desactivan de forma
gradual a medida que van activandose lentamente los canales de potasio, provocando

una corriente hacia el exterior del ion de potasio que repolariza la membrana.

3. Sobreexcitacion. Tras alcanzar el pico, los canales de sodio estan completamente
cerrados mientras que los de potasio siguen en proceso de cerrarse; esto hace que el

potencial alcance valores mas negativos que el del estado en reposo.

4. Refractariedad. Este periodo consta de dos fases, una primera en la que la célula
no puede excitarse llamada refractariedad absoluta, seguida de la refractariedad

relativa en la que puede ser estimulada bajo una senal externa grande.

60 -
40

201

vV (mV)

-20 -

-40 -

-60 -

-80

Tiempo (ms)

Figura 1.4: Potencial de accién y sus fases. Comportamiento obtenido mediante simulacién con

el modelo de Hodgkin y Huxley presentado en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Modelo de Hodgkin y Huxley

2.1. Presentacion del modelo

En el ano 1952 Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley propusieron el modelo
homoénimo. La finalidad del modelo era comprender los mecanismos que subyacen bajo la
aparicion del potencial de accién en el axén de calamar, por lo que recibieron el premio
nobel en 1963. Estas investigaciones demostraron que los cambios en la conductancia de
los canales de sodio y potasio debido a cambios en el voltaje de la membrana, eran los

causantes del potencial de accién [8] como ya anticipamos en la seccion 1.3.

Hodgkin y Huxley estudiaron el axén gigante de cala-
mar (Loligo pealei), ya que este puede llegar a tener una
longitud de 30 cm y un didmetro del orden de 1 mm, es
decir, unas 100 veces mayor que el didmetro de un axéon
de mamifero, lo que facilita la colocacién de electrodos

sobre el ax6n que permitan medir el potencial [7].

En el modelo se propone la descripcion del compor-

‘ ‘\ tamiento eléctrico de la membrana mediante un modelo

Figura 2.1: Alan Lloyd Hodgkin y simplificado que asocie sus funciones a distintos elemen-
Andrew Fielding Huxley [9]. tos de un circuito. Obtener el potencial de accién impli-

caria resolver el circuito resultante.

14
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Para empezar, podemos representar los canales como un pila y una conductancial
[5]. Por otro lado, la membrana puede describirse mediante un condensador ya que esta

formada por lipidos que la dotan con la capacidad de almacenar carga.
ouT
¥
lb’\" lL’\"a' lh

SORTORNTO

—_—Cu

Figura 2.2: Circuito equivalente a la bicapa. Observamos la capacidad de la membrana (C)y)

ademés de los canales i6nicos de Nf; K+ y de otros iones (/) menos dominantes [10].

Observando el circuito de la Figura 2.2 y aplicando la ley de nodos sobre el nodo de

salida se obtiene la ecuacion:

dv
C’ME =1-> Iim (2.1)

on

donde C'y; es la capacidad de la membrana, I es la intensidad externa impuesta so-
bre el circuito e I;,, es la corriente que circula por cada canal. Identificamos I;,, como
Gion(V' = Vien), siendo g;on la conductancia del canal y Vj,, el potencial umbral para la

activacién de dicho canal.

Reescribiendo la ecuacién (2.1) usando el modelo del canal i6nico como una conduc-

tancia y una pila tenemos la ecuacion:

dV
CME = ]_Zgion(v_v;on):

=14 gna+ (Vyer = V) + gK+(VK+ — V) +a(V,-V)

'Da cuenta de la permeabilidad de la membrana a dicho ion. Se mide en milisiemens partido de
mS )

cm?

centimetro al cuadrado (
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Las conductancias nos son constantes, dependen del voltaje y del tiempo. Para mode-
larlas Hodgkin y Huxley introdujeron las variables m, n y h que dan cuenta de la cantidad
de particulas activadoras de los canales de sodio, potasio y las represoras del canal de so-
dio, respectivamente [11]. Las tres variables son adimensionales y toman valores entre 0

y 1. Un andlisis més exhaustivo sobre las variables se encuentra en la referencia [10].

La dependencia de gx+ y de gy+ con estas nuevas variables fue obtenida de forma
experimental para que asi el modelo se ajustase lo mejor posible a los datos obtenidos

sobre el ax6n de calamar.

ion Gion gmer (25) | Vi(mV)

Na™ | gNatmaz B M3 120 115

K+ Okt mas T 36 12
pérdidas g 0.3 10.6

Tabla 2.1: Conductancia asociada a cada canal [11].

En el modelo de Hodgkin y Huxley se proponen las siguientes ecuaciones diferenciales

para la evolucién temporal de cada variable m, n y h.

(CZ =a;(V)(1—14) = 5;(V)i con i=m,n,h (2.2)

El primer término representa el incremento de la particula ¢; es proporcional al nimero
de particulas susceptibles a entrar en la neurona (1 —i) y a (a;(V)), una funciéon fenome-
nologica dependiente del voltaje. De forma similar, el segundo término es la disminucion
de i; esta depende de la cantidad de particulas susceptibles a salir de la neurona (i) y a
(6;(V)), una funcién fenomenologica dependiente del voltaje. La forma de dichas funcio-
nes fue estudiada por Hodgkin y Huxley mediante el procesado de datos experimentales
sobre el axén de calamar, como se recoge en [10]. La forma de estas funciones es expuesta
en la Tabla 2.2.
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particula a; (V) 5i(V)
m | Sy | e
n QLZ00IVSY) | (.125¢ 0
h 0.07¢" % | oo

Tabla 2.2: Funciones «; (V) y 8;(V) [11]. El término V, se corresponde con el potencial en reposo

de la membrana.

Por tanto, las ecuaciones que describen el modelo de Hodgkin y Huxley sobre el axén

de calamar son:

CMC?; =1 + 9Natmax h mS(VNa"" - V) + gK+maxn4<VK+ - V) + gl(w o V) (23)
dm
—r = n(V)(1=m) = B (V)m (2.4)
dn
= = 0u(V)(1=n) =B, (V)n (2.5)
Z’Z — an(V)(1 = h) = Bu(V)h (2.6)

2.2. Calculos y resultados

Para la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales (2.3)-(2.6) hemos hecho uso
de MATLAB aplicando el algoritmo de Euler. Antes de comenzar a analizar las soluciones

obtenidas, comentemos acerca del parametro externo y de las condiciones iniciales.

= Como ya se ha senalado antes, I es la intensidad con la que la membrana es excita-
da. Si aquella no es lo suficientemente grande no aparecera el potencial de accion.

Estudiaremos la dependencia del modelo de Hodgkin y Huxley con este parametro.

= Al trabajar con un sistema de ecuaciones diferenciales es necesario imponer condi-

ciones iniciales; estas vendran dadas por el estado en equilibrio de la membrana:

« El potencial de membrana en reposo puede ser calculado o medido de forma

experimental; su valor es aproximadamente: V, = —65 mV



« Para las variables mg, ng y hg se hace uso de la ecuacion (2.2), pero igualando

V (mV)

a cero las variaciones temporales pues el sistema esté en equilibrio [12].

40

20

ip = ai(Vr) =o;(V,) - Tai con i=m,n,h (2.8)
ERIUART AN o |

Potencial de acciéon

— =1 A
— =4 A
i 1=7u A
L ___74\_*—-’”
10 20 30 40 50 60 70

Tiempo (ms)

Figura 2.3: Simulacién del potencial de accién (V') para distintos valores de la intensidad. La
curva azul representa la excitacién provocada por una corriente de 1 pA. La naranja es la

obtenida con una corriente de 4 uA y la amarilla a una corriente de 7 uA.

En la figura 2.3 observamos el comportamiento del potencial de accién (V') con el
parametro [. Para diferentes valores del parametro obtenemos fenomenologias totalmente
distintas: para intensidades pequenas (como en el caso de I = 1 pA), los canales contro-
lados por voltaje no son excitados y el potencial permanece en reposo. Si la intensidad

es lo suficientemente grande como para excitar los canales se dispara el potencial de accion.

18
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Una vez estudiados la forma y el comportamiento del potencial de accién vamos a
analizar los resultados obtenidos para las conductancias. Nos interesa estudiarlas para
valores de I en los que aparece el potencial de accién por lo que excitaremos la membrana

con una intensidad de I =4 pA.

35 Conductancia de los canales en funcién del tiempo

Conductancia K+
Conductancia Na+

30

9Nat

N
(%)}
T

[~
o
T

Conductancia (mSIcmz)
&

10

10 15 20 25
Tiempo (ms)

o
(3]

Figura 2.4: Conductancia de los canales de sodio y potasio para I =4 uA

Representamos la evolucion temporal de las conductancias del sodio y potasio usando
las ecuaciones expuestas en la Tabla 2.1. Observamos el comportamiento ya mencionado
en teoria. Se da un réapido crecimiento de la conductancia de Na™*, mientras se enlentece el
crecimiento de la conductancia de K. Se puede observar que el maximo de conductancia
del potasio se encuentra unos milisegundos después que el del sodio y como consecuencia

de esto, aparece la zona de sobreexcitacion.
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Un efecto interesante es el observado para corrientes altas. Si las intensidades son
suficientemente grandes como para volver a excitar los canales tras el periodo de refrac-
tariedad, se obtiene una solucién periddica. Podemos introducir un concepto nuevo, el de
velocidad de disparo (v4), que viene a dar cuenta del niimero de potenciales de accién por
unidad de tiempo. Hemos contado el nimero de disparos que se producen para un valor

de la intensidad y lo hemos dividido entre el tiempo total que dura la simulacion. Para

un valor de la intensidad de 7 A observamos vy = 0.055 pf;—oss ~ 60 @.

La velocidad de disparo ha sido calculada para un valor de I = 7 A, pero hemos ob-
servado en la figura 2.3 que el nimero de potenciales de accién depende de la intensidad
y por lo tanto, la velocidad de disparo depende también de la intensidad suministrada.

Vamos entonces a calcular v, para simulaciones con una intensidad I en el intervalo (0-

300) pA.

v, (picos )

180

160

140

120

100

o
o

(=13
(=1

-9
[=]

20

Velocidad de disparo en funcién de la intensidad

50 100 150 200
Intensidad (u A)

Figura 2.5: Velocidad de disparo en funcién de la intensidad.
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En la Figura 2.5 se muestra la dependencia de la velocidad de disparo con la inten-
sidad. Se observa que v; aumenta con la intensidad hasta que alcanza una velocidad de
disparo maxima de 170 @ en torno a 160 pA; a partir de dicha intensidad la velocidad

de disparo decrece.

En esta seccion se ha presentado el concepto de velocidad de disparo. Esta juega un
papel fundamental en muchos procesos. Uno de ellos es la secrecién de hormonas en el
hipotélamo [13], donde se observa que un aumento en la velocidad de disparo se traduce

en una mayor secrecién de hormonas [14].



Capitulo 3

Modelo Fitz-Hugh Nagumo
(FHIN)

Hemos podido comprobar que el modelo propuesto por Hodgkin y Huxley (HH) resulta
muy util a la hora de describir la dinamica del potencial de accion en el axén de calamar
y reproduce con suficiente aproximaciéon lo observado en el laboratorio. Sin embargo, la
complejidad del modelo HH hace interesante la btisqueda de un modelo simplificado cuya

respuesta dindmica sea similar a la del modelo HH.

Trataremos por lo tanto de reproducir el comporta-
miento visto en el capitulo anterior: una corriente umbral
conseguia excitar la membrana y si la corriente era su-
ficientemente alta, se obtenia una senal periédica en el

tiempo.

El modelo simplificado que usaremos para estudiar la

excitabilidad sera el propuesto por Fitz-Hugh y Nagumo
Figura 3.1: Richard FitzHugh [15] (FHN) en 1962. Este es un sistema de ecuaciones dife-
y Jin-Ichi Nagumo [16] renciales no lineales de dos variables cuya forma es la

siguiente [17]:

t=folx,y) = —z(@-1)(r—a)—y+1 (3.1)
J=fey) = e+ By 3.2

22
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La primera cuestiéon que debemos atender es la interpretacién de los pardmetros y
variables. Gracias al estudio de la estabilidad del sistema entenderemos el papel de los
parametros «, § y . Comparando con el modelo HH veremos que z e y representan el
potencial de acciéon y una variable de relajacion, respectivamente, mientras que 7 introduce

distintas escalas de tiempo entre las variables.

3.1. Estudio de los parametros

Esté claro que el sistema a modelar es el mismo, el potencial de accién del axon de ca-
lamar; por lo tanto, las caracteristicas vistas en la secciéon 1.3 no varian. Recordemos que
la membrana se encuentra en reposo si los canales no estan excitados por una corriente
externa /. Podemos traducir esto como que la solucién de las ecuaciones (3.1) y (3.2) para
I = 0 sea Unica y estable. Para asegurar dicho comportamiento veremos qué condiciones
deben cumplir los parametros « y 3, introducidos en el modelo justamente para asegurar

la unicidad y estabilidad.

Vamos a empezar estudiando la condicién de unicidad; para ello vamos a calcular las
nulclinas del sistema, es decir, las funciones que caracterizan los estados estacionarios del

sistema.

0 = —z(z—1)(z—a)—y—y=—x(x—1)(r—a) (3.3)
0 = i($+7—6y)—>y:7;x (3.4)

La intersecciéon de ambas nulclinas nos da los estados estacionarios del sistema. Al ser
dicha interseccion un polinomio de tercer grado, obtendremos tres soluciones; podemos
buscar las condiciones que deben satisfacer los parametros para conseguir una tnica so-

lucién.

El polinomio interseccion de las ecuaciones (3.3) y (3.4) tiene la siguiente forma:

Ahora bien, buscar las soluciones del polinomio puede ser laborioso por lo que calcu-
lando la derivada podremos obtener una condicion de forma mas sencilla; procedemos de

la misma forma que en [17].
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La ecuacién f'(z) = 0 nos da los maximos y minimos locales, es decir, los puntos de

cambio de curvatura.

f’(x)——3x2+2(l+oz)x—<oz+;>—0 (3.5)

Los extremos son entonces las soluciones de la ecuacién de segundo grado (3.5):

—2(14a) + ¢4(1 +a)2-12(a+1)
—6

xTr =

Si las soluciones del polinomio (3.5) son imaginarias, implica que f(z) no cambia de

curvatura. Esto significa que corta una tinica vez el eje x (solucién tnica).

2_ (6] l 052 [0 l
A1+ o) 12( +6><O — (1+a) <3< +B> (3.6)

Una vez estudiada la unicidad de la solucién, vamos a analizar la estabilidad. Para ello
realizaremos una perturbacion 6X = (0x,0y) en torno al estado estacionario obtenido,

(20, Yo) [1]. Sustituyendo en el sistema de ecuaciones formado por (3.1) y (3.2), obtenemos:

d(zo+dz) _ dfz(z,y) dfz(z,y)
T — xo + 0T . (;t(; = d o+ ddTyéa: (3.7)
Yy — Yo + Oy (y(ii‘l‘ v f%ﬁi’y) Sy + fyéz,y) 5y

En la ecuacién (3.7) hemos utilizado el desarrollo en serie de Taylor en torno al estado
estacionario [1]. Si escribimos la ecuacién (3.7) en su forma matricial (X = J§X) obte-
nemos el Jacobiano, matriz 2 X 2 que contiene toda la informacion sobre la estabilidad

del sistema.

L (dlegi,y) df.rg,y)) B <_3x3+2x0(1+a) ~a —1)

dfy(zy)  dfy(z,y) 1 =8
dx dy T

T

Conocer la estabilidad alrededor del punto de equilibrio no es mas que resolver el
sistema matricial de la ecuacién (3.7). Proponemos una solucién del tipo exponencial,

§X = e, donde ) son los autovalores de la matriz.
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La estabilidad del estado dependera de cémo son los autovalores. De forma general los

autovalores son:

T+VT?—4A

A\ =
2

Donde A y T son el determinante y la traza del Jacobiano respectivamente. Podemos
estudiar todos los casos, pero el que nos interesa es en el que A > 0y T < 0 pues estos

corresponden a soluciones estables [1].

T:—3x3+2(1—|—a):vo—a—§ <0 (3.8)

T

B 9 1
A—;(3x0—2(1+a)aso—|—a)+; >0 (3.9)

Hemos estudiado qué valores pueden tomar los parametros a y § para que el modelo
FHN se ajuste al comportamiento observado en el potencial de accién del axén de ca-
lamar. Faltaria por comentar las constantes 7 y ~; esta ultima carece de interés fisico,
aunque su funcion es desplazar el punto de corte con el eje x, como se puede observar en

la ecuacion (3.4).

El parametro 7 introduce distintas escalas de tiempo [17] entre las variables z e y. Esto
significa que para valores de 7 grandes observaremos una variacion temporal de y pequena
(atendiendo a la ecuacién 3.2); lo que nos quiere decir que x es una variable de evolucion

rapida e y cambia de forma mas lenta.
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Espacio de fases

2.0

nulclina x
nulclina y
o Estado estacionario (xu,yu)

1.5

1.0

0.5

-0.5

-1.0

-1.5

-2.0
2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 3.2: Espacio de fases para valores de parametros que cumplen las condiciones de estabi-
lidad. « = —-1.7, 3=0.5,vy=0.7,1=0

3.2. Comparacion con el modelo de Hodgkin y

Huxley

Para comprender el significado de las variables dependientes en el modelo de Fitz-Hugh
Nagumo (FHN) nos vamos a apoyar en el modelo de Hodgkin y Huxley (HH), y busca-
remos equivalencias entre las variables V', m, n, h del modelo HH y las x e y del modelo
FHN. El primer problema con el que nos encontramos es que en el modelo HH trabajamos

con cuatro variables, mientras que en el modelo FHN solo hay dos.

Podemos dividir el espacio de las fases del modelo HH en dos subespacios (V,m) y
(h,n). Al representar las variables V frente a m y h frente a n obtenemos los dos diagramas

mostrados en la Figura 3.3.
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1.0

0.9

08

07

0.6

€05

04

03

0.2

01r

Subespacio (V,m) Subespacio (h,n)

0.8
0.8
0.7
0.7

0.6

0.5
0.5
0.4

0.4

0.0
-80.0

-20.0 0.0 20.0 40.0 60.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
V(mv) h

-60.0  -40.0

Figura 3.3: Subespacio de fases del modelo de Hodgkin y Huxley para los parametros del capitulo

anterior.

Si nos fijamos bien, la trayectoria en el subespacio (h,n) vista en la Figura 3.3 sufre

pequenas variaciones, h va entre 0.1 y 0.6 y n entre 0.3 y 0.8; en comparaciéon con la del

espacio (V,n) donde el ciclo abarca desde 0 hasta 1 para la variable m y —80 a 60 mV

para V. Observando la Figura 3.4 podemos suponer que la evoluciéon temporal de la suma

de ambas variables, h y n, es practicamente constante [12].

h+na 08 Wt (3.10)

Variables de apertura y cierre de canales

NI
NI N I

n(t)+h(t)

0.1 ‘ Apertura canal Na+ (m)

L/

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (ms)

Figura 3.4: En la evolucion temporal de n+h se observa que la suma oscila ligeramente alrededor

de 0.8.
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Con esto, hemos pasado de un sistema de 4 a 3 variables. Pero es necesario reducir més
el modelo por lo que debemos realizar otra aproximacion, esta vez sobre la variable m
[17]. Para esto, integramos las ecuaciones (2.2) para V constante, de donde obtendremos

soluciones de la forma

t

i(t) = io(V) + (io(V) —ig(V,))e 7ai

con t=m,n,h (3.11)

Identificamos ig como la ecuacién (2.8) solo que ahora estd evaluada para cualquier

valor de V', no solo para el potencial en reposo.

Nos interesa el término 74;. Este vale (oy (V) + 5; (V)™ y es conocido como el tiem-
po de activacién [12]. Para 74; pequenos, la ecuacién (3.11) decrece de forma rdpida
siendo i(t) practicamente constante. La dependencia de 74; respecto de V' se observa en

la siguiente figura:

Tan

r

Ah

Parametro de activacion (ms)

TAm

00 1 1 1 L T T
-80.0 -60.0 -40.0 -20.0 0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
Voltaje (mV)

Figura 3.5: Dependencia del tiempo de activacién con el voltaje

En la Figura 3.5 podemos comprobar que 74, < Tap,Tan VV. Como comentamos

antes, podemos aproximar el valor de m como:

(V)
(V) + Bn(V)

m(V,t) = mo(V) = (3.12)
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Usando las expresiones (3.10) y (3.12) obtenemos las ecuaciones del modelo de Hodgkin

y Huxley reducido.

dV
CM% =1+ gNa+max<Oa 8 — n>mg<v)(VNa+ - V) + gK+maxn4<VK+ - V) + gl(‘/l - V)

dn

T = V)1 =m) = B,(V)n

Podemos obtener las nulclinas para este nuevo sistema igualando a cero las derivadas
temporales. Tras hacer esto, podremos representar en el espacio de fases ambas nulclinas

y estudiar su comportamiento.
0=1 + gNa+max(07 8 — n)mg(v)(VNCﬁ - V) + gK+mazn4(VK+ - V) + gl(‘/l - V)

0=an(V)(1 =n) = Bu(V)n

Espacio de fases del modelo de Hodgkin y Huxley reducido

nulclinan
nulclina V

0.9

0.8

0.7

0.6

05

04

0.3

0.2

0.1

0.0 1 1 | | 1 1 | |
-100.0 -80.0 -60.0 -40.0 -20.0 0.0 20.0 40.0 60.0

V (mV)

Figura 3.6: Nulclinas del modelo de Hodgkin y Huxley reducido con I = 0 A, para los parame-

tros usados en el modelo HH sin reducir.
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Tras la discusion hecha en esta seccién podemos sacar algunas conclusiones relevantes

sobre las variables del sistema Fitz-Hugh Nagumo:

= Al comparar el diagrama de fases del modelo HH reducido mostrado en la Figura
3.6 con el diagrama del modelo FHN visto en la Figura 3.2, observamos un com-
portamiento similar en ambos. Por lo tanto, podemos inferir que la variable x del
modelo de FHN representa el potencial de accién (V') y la variable y representa la

refractariedad! (n).

» Las variables V' y m son rapidas; esto se observa en la Figura 3.5 ya que el tiem-
po de activacién de m es muy corto. Siguiendo el mismo razonamiento podemos

caracterizar n y h como variables lentas al tener tiempos de activacion mayores.

Recordemos que en el modelo FHN se introdujo la variable 7 que su funcién era jus-
tamente aportar distintas escalas de tiempo entre x e y, lo que es consistente con haber
caracterizado dichas variables con las variables V' y n del modelo HH, las cuales presentan

distintas escalas de tiempo.

3.3. Estudio dindmico del sistema

Una vez caracterizado todos los elementos del modelo FHN, es hora de estudiar la res-
puesta de este. Nos vamos a centrar en el tipo de respuesta que da el sistema en funcion

del parametro externo 1.

Lo primero es caracterizar el tipo de respuesta que tenemos. Para ver esto, volveremos
a estudiar la estabilidad del sistema solo que ahora para valores de I distintos de cero;

por lo tanto, las nulclinas tienen la forma:

y = —az(z—1)(r—a)+1 (3.13)
y = 7;:@ (3.14)

Una forma de estudiar las distintas fenomenologias del sistema es mediante los dia-
gramas de bifurcacion; estos estudian las soluciones y su estabilidad en funciéon de un

parametro de control.

!Caracterizamos n como la refractariedad ya que la apertura del canal de potasio era la causante de

dicho efecto.
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En la Figura 3.7 representamos el diagrama de bifurcaciéon para el parametro I. Se
observa que existen dos bifurcaciones?. En la Figura 3.7 se hace presente el hecho de que

en el intervalo de intensidades entre 0.8 y 1.9 la solucion es inestable.

151
———————————— )
! 1
! 1
10+ 1 1
I 1 oo
: . - -
[P
05+ ! e
.
1 . I'
| L]
| . 1
0.0 1 . :
< ! 1
1 . .
! 1
05 | . h
1 . .
1 o’
. 1
II ..o'. 1
1.0 - e L 1
o - lI !
po o \ :
151 . !
1
1
I ——
20 . . . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5

Figura 3.7: Diagrama de bifurcaciones en el espacio de parametros. Los puntos en el diagrama

representan el estado estacionario correspondiente x a la intensidad del eje x, la linea discontinua

representa la bifurcacién.

Por otro lado, es claro que el estado estacionario del sistema dependera ahora del valor
de la intensidad externa. Recordemos también que la estabilidad de la solucién del sistema
dependia de tres parametros: la traza, el determinante y el discriminante del Jacobiano;

todos dependientes de xy por lo que es conveniente estudiar dichas variables en funcién

de la intensidad.

En la figura 3.8 podemos observar que los signos del determinante (A), traza (7')
y discriminante (D) varian en funcién de la intensidad. Para intensidades menores que
0.8 o mayores que 1.9 el determinante es positivo y la traza negativa. Mientras que para
intensidades en el intervalo (0.8, 1.9) las soluciones presentan traza positiva y determinante

positivo. En ambas situaciones el signo del discriminante caracterizara si se trata de un

foco o un nodo [1].

2Puntos en el espacio de pardmetros para los cuales las soluciones del sistema cambian de comporta-

miento [1].
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En la Tabla 3.1 se recoge los distintos comportamientos en funcién de la intensidad [;
vemos que la informacion sobre el rango de intensidades en las que el sistema es inestable

es consistente con lo obtenido en el diagrama de bifurcaciones de la Figura 3.7.

3.5

A x10
—T
3.0 Discriminante (D)

Parametro

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
I(U.A)

Figura 3.8: Determinante y traza del Jacobiano en funcién de la intensidad. El determinante lo
hemos multiplicado por un factor 10 para visualizarlo mejor, lo que nos interesa ver es su signo,

no su valor.

I (U.A.) A | T | D Tipo de solucién
I €[-00,0.5]022,00] | >0 | <0 | <0 | Nodo asintéticamente estable
I€]05,080][1.9,22] | >0| <0 | >0 | Foco asintéticamente estable
1€[08,090[1.7,1.9] | >0|>0|>0 Nodo inestable
I€10.9,1.7] >0|>0]<0 Foco inestable

Tabla 3.1: Tipo de solucién en funcién de la intensidad suministrada.

Una vez comentada la fenomenologia, observemos la trayectoria que sigue el sistema
en el espacio de las fases zy y la evolucién del potencial de accién x(t) para tres valores

de la intensidad externa I.
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Espacio de fases Potencial de accion
7

20 201

ll / Trayectoria
1 1 = = ‘nulclina x
151 ! —- — ‘nulclinay 15+
1
1
1

0.5

-0.5

2.0 0.0 50.0 100.0 150.0 200.0
tiempo (U.A.)

Figura 3.9: Diagrama de fases y evolucién temporal de = para I = 0.5 U.A. Se observa que el
sistema tiende a un estado estable.

Espacio de fases Potencial de accién

1 , 201
1 ; Trayectoria
! ! = = ‘nulclina x
20r “ / = = ‘nulclinay 15
15F 10
1.0 - 0.5
> 051 x 0.0
0.0 - -0.5
-0.5 1.0
1.0 - \ 1.5 -
)
7
' \
5 i . . . . | . 2.0 . . . )
20 15 410 05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 50.0 100.0 150.0 200.0
X tiempo (U.A.)

Figura 3.10: Diagrama de fases y evolucién temporal de x para I = 1.2 U.A. El sistema es

excitado con una corriente externa y logra una excitaciéon de forma periédica.
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Espacio de fases 20 Potencial de accién
35 !‘ Traye'ctoria
\ = = 'nulclina x
v ,- — ‘nulclinay 15
30, ,
\ ’
\ /
251 77 1.0
\ .0
\ s
20F 7
\ i 0.5
\ 4 7
15+ \ s
\ v
> \ g ) x 0.0
101 \ , //
\
Mo ’ ,,
0.5+ ’ -0.5
’
’
0.0 ’
’ -1.0
’
05 7
’
’ 1.5
1.0 ’
. >
> \
/ \
15 . . . . . 20 . . . )
-2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 50.0 100.0 150.0 200.0
X tiempo (U.A.)

Figura 3.11: Diagrama de fases y evolucién temporal de = para I = 2 U.A. el resultado es similar
al de la Figura 3.9.

Nos interesa la region en la que la respuesta del sistema es periddica. Antes de continuar,

es conveniente comprobar que el modelo de Fitz-Hugh Nagumo es consistente con las

etapas del potencial de accién expuestas en la seccion 1.3.

Espacio de fases 20 Potencial de accién

—— Trayectoria
- — -nulclina x

= = 'nulclinay

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0
tiempo (U.A.)

Figura 3.12: Etapas del potencial de accién en el espacio de fases y en la evoluciéon temporal de
x para un valor de la intensidad [ = 1.2 U.A.

En la Figura 3.12 observamos paso a paso el proceso de formacion del potencial de
accion, partiendo del estado en reposo A.
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» A — B. Esta fase abarca la despolarizacién y repolarizacién de la membrana, el

potencial pasa del estado en reposo a alcanzar un maximo.

B — C'. Observamos la sobreexcitacion; recordemos que en esta fase el potencial

alcanza valores menores que el del estado en reposo.

C — D. Se corresponde con el periodo de refractariedad; la neurona no puede

excitarse durante el inicio de esta etapa.

D — FE. Finalmente, este tramo representa de nuevo la despolarizacién y repolari-

zacion. Al suministrarle una intensidad alta se obtiene una senal periddica.

Una vez alcanzado el punto E' el sistema repite infinitamente los dos tltimos pasos, es
decir, (E - C — D — FE — - -+). Esto representa una trayectoria cerrada en el espacio

de fases, conocida como ciclo limite.

Para terminar con esta seccién vamos a calcular la frecuencia del potencial de accién.
Para ello realizaremos la transformada de Fourier de la variable z(t) [18] lo que descom-
pondra la sefial en una suma de sinusoides de frecuencias nfy, donde n es un numero

positivo y fo la frecuencia fundamental .

fo

15 06"
1
0.5
0.5
- 04H
- 2
g 5
205l 260
05 // 3fo
A 0271 4fo
-
1.5 01
2 ‘ ‘ 0 .ILLM.LuJ L
200 300 400 500 600 700 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo (U.A)) Frecuencia (U.A.)
Figura 3.13: Evoluciéon temporal del po- Figura 3.14: Transformada de Fourier de
tencial de accién para una intensidad la serie temporal para el potencial de ac-
I1=1UA. cién obtenido con I =1 U.A.

En la Figura 3.14 observamos un pico de mucha amplitud que se corresponde con la fre-
cuencia fundamental que vale fo = 0.016 U.A. Los maximos que le siguen se corresponden

con el segundo, tercer y cuarto armonico.
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3.4. Modelo FHN frente a forzamiento periédico

Pasemos a estudiar ahora la respuesta que ofrece el sistema a una intensidad dependien-
te del tiempo; en nuestro caso, nos limitaremos a la perturbacion periddica del parametro

externo 1.
I(t) = Iy(1 + Asin(27 fit))

La perturbacién se hara en torno a Iy = 1 U.A. Como vimos en la Figura 3.14 la
respuesta para dicha intensidad es periddica, de periodo fy = 0.016 U.A. A es la ampli-
tud normalizada de la perturbacion, cuyo valor va entre 0 y 1, v f;, la frecuencia de la

perturbacion externa.

De la serie temporal del potencial de acciéon x(t), que resulta de perturbar arménica-
mente la corriente de entrada de la membrana, descartamos los datos de los primeros 200
instantes de tiempo para eliminar el régimen transitorio, asegurandonos asi que la serie
restante tenga un comportamiento invariante. El resto de los datos 2/(t) los escribimos

como z'(t) = 2/(t) + 0, donde z/(t) es el promedio temporal de z/(t), siendo # la fluctua-

cién, es decir, la desviacion de z/(t) respecto de 2/(t). El andlisis de la serie temporal lo

hacemos considerando 6.

Las herramientas que usaremos en nuestro analisis son la transformada rapida de Fou-
rier [19] y los mapas de recurrencia [1]. Estos métodos, tipicos de dindmica no lineal, son

utiles para clasificar el tipo de solucién que obtenemos.

El mapa de Poincaré consiste en representar un maximo frente al maximo anterior;
en nuestro caso el nimero de maximos seran N,,... En funcién del niimero de puntos de

corte que se observen en la suma de estos planos, el sistema puede clasificarse como:

= Si obtenemos un tinico punto esto nos asegura la existencia de un ciclo limite y

por lo tanto de una respuesta periodica.

= Observar varios puntos es indicativo de la aparicion de un desdoblamiento en el

periodo del sistema.
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= Si estos desdoblamientos son continuados puede observarse una curva continua,
lo que se traduce en una respuesta de periodo infinito y por lo tanto de un régimen

caotico.

Una vez explicado esto, estudiaremos las respuestas que da el sistema al ser perturbado
con distintas amplitudes (A) y frecuencias de entrada (f;,). Los valores de las amplitudes

y frecuencias con los que se perturba el parametro I vienen expuestos en la Tabla 3.2

Caso | A | fin
al |02 1fo
a2 |02 3f
a3 |02 3f
ad 0.2 2f
a5 |02]3f
a6 |02 1f,
a.7 02 4f0

Tabla 3.2: Distintos casos de la perturbacion de [

Comencemos analizando los casos correspondientes a una intensidad de baja amplitud
(0.2). En la Figura 3.15 se observan dos comportamientos, uno periédico pues en el mapa
de recurrencia aparecen puntos aislados y otro comportamiento son los desdoblamientos
en el periodo; en el caso a.1 observamos 4 maximos, en el caso a.2 hay 2 y para el caso

a.3, son 3 maximos.

Para los casos a.1 y a.2 el sistema presenta un comportamiento irregular. Esto se debe
a que en los mapas de Poincaré se observan 4 y 2 puntos lo que implica desdoblamientos
en el periodo del sistema, al estar muy concentrados los puntos, puede considerarse que la
periodicidad del sistema es practicamente pura (no presenta desdoblamientos). En contra-
posicion a esto, el espectro de Fourier no presenta picos tan bien definidos, caracteristico

de sistemas cadticos, como se observa en [18].
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Figura 3.15: De izquierda a derecha: Evolucién temporal, mapa de Poincaré y espectro de Fourier
de los casos a.1 (fi, = ifo), a.2 (fin= %fo) y a.3 (fin = %fo), para A =0.2.

Al analizar las soluciones con la transformada de Fourier vemos que la frecuencia fun-
damental de salida del sistema coincide con la frecuencia fundamental sin perturbar. Por
otro lado, la amplitud de picos en el espectro de Fourier correspondientes al arménico con

que es perturbado el sistema se ve aumentada.

Observando las Figuras 3.15 y 3.16 podemos inferir que para valores pequenios de la
amplitud A, obtenemos que la frecuencia fundamental de salida coincide con la frecuen-
cia fundamental sin perturbar. Esto es que para la mayoria de los casos a amplitudes

pequenas, la frecuencia del sistema no se ve practicamente afectada por la perturbacion.
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Realizaremos el mismo analisis para los casos en los que la perturbacién tiene una

mayor amplitud; estos son los casos de la Tabla 3.3.

Caso | A | fin
b1 |08 1fo
b2 | 08| ify
b3 08| 2f,
b4a 08| 2fo
b5 |08 Ify
b6 | 08| 2fo
b7 | 0.8 | Lf
b8 | 0.8 | L fy
b9 |08 | 2f

Tabla 3.3: Distintos casos de la perturbacién de [
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Figura 3.17: De izquierda a derecha: Evolucién temporal, mapa de Poincaré y espectro de Fourier
de los casos b.1 (fin, = if(]) y 0.2 (fin = %fo), para A =0.8.
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Figura 3.18: De izquierda a derecha: Evolucién temporal, mapa de Poincaré y espectro de Fourier
de los casos b.3 (fin = %fo) y b4 (fin = %fg), para A =0.8.

En las evoluciones temporales de b.1 y b.2 mostradas en la Figura 3.17 observamos
desdoblamientos en el periodo. Cabe destacar que el caso b.1 presenta oscilaciones a rafa-
gas [1]. En la Figura 3.18 representamos los casos 0.3 y b.4; observamos oscilaciones sin
desdoblamientos. Atendiendo a los mapas de recurrencia de las Figuras 3.17 ambos casos
presentan varios maximos por ciclo (3 y 2), mientras que en la Figura 3.18 se observa un

solo punto, lo que se traduce en un solo maximo por ciclo.

Un comportamiento comun a los casos anteriores se observa en el espectro de Fourier.
Para los casos desde b.1 hasta b.4 observamos que las frecuencias de salida coinciden con
las de entrada. Esto quiere decir que el sistema logra acoplar su oscilacion a la impuesta

por la perturbacion.
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de los casos b.5 (fin, = %
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Figura 3.20: De izquierda a derecha: Evolucion temporal, mapa de Poincaré y espectro de Fourier
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En las Figuras 3.19 y 3.20 presentamos la evolucién temporal, el mapa de recurrencia

y la transformada de Fourier de los casos que faltaban por mostrar de la Tabla 3.3.

En la evolucién temporal y el mapa de recurrencia observamos que a medida que au-
mentamos la frecuencia de la perturbacion, surgen desdobles sucesivos en el periodo del
potencial de accion, es decir, el nimero de maximos por ciclo aumentan. Por otro lado,
a diferencia de los casos b.1-b.4, ahora no observamos el acoplo entre la senal de entrada
y la del sistema. Es mas, en los casos b.5-b.9 la frecuencia de salida del sistema es menor

que la frecuencia con la que es perturbada el sistema.

Tras haber analizado las soluciones de algunos estados perturbados del sistema, presen-
tamos las siguientes tablas a modo de resumen. Estas recogen la amplitud y la frecuencia
de la perturbacion, el nimero de maximos por ciclo y la frecuencia de salida junto con

alguno de sus armoénicos.



44 CAPITULO 3. MODELO FITZ-HUGH NAGUMO (FHN)

Caso | A | fin | Npaz | fouwr fundamental | f,,, arménicos
al [02]1f | 4 fo 2 fo, 2fo
a2 [02]1f| 2 fo 3o 3o, 20
a.3 0.2 %fo 3 fO %f07 %va 2f07 %fO
ad [02]2f | 2 fo 2fo, 4fo
a5 |02 3f| 4 fo 5o 3o
a6 |02 1f| 3 8 o 3o 5 fo
a7 [02]4f | 4 fo 2fo, 4fo

Tabla 3.4: Resultados de las simulaciones para una amplitud de 0.2 del sistema perturbado.

Caso | A | fin | Npaz | four fundamental | f,,; armonicos
bl | 08| ifo | 3 ifo fo

b.2 |08 | 3fo | 2 5o Jfo, 2fo

b3 |08 | 3fy | 1 2 fo 3o

ba 08| 2f | 1 3 fo 5 fo

b5 | 08| Ify | 2 2 fo 3fo. Tfo

b6 | 08| 2f | 3 2 fo 5o, B fo
b7 | 08| Bf | 4 2 fo = fo: 5fo
b8 |08 | Xf | 5 5 £, % fo, 2 fo
b9 |08 | 25| 6 8 fo ¥ fo, Y5.fo. B fo

Tabla 3.5: Resultados de las simulaciones para una amplitud de 0.8 del sistema perturbado.

Alrededor de 1985, K. Aihara, G. Matsumoto y M. Ichikawa estudiaron de forma
experimental qué ocurria al estimular el axén gigante de calamar mediante oscilaciones
periddicas [20]. Los resultados obtenidos en la investigacién fueron desdoblamientos en
el periodo del potencial de accién y la observaciéon de caos para ciertas frecuencias de
entrada. La respuesta que da el potencial de accién alterna entre sincronizada (como
hemos observado en nuestro modelo FHN) y cadtica como se observa en la Figura 3.21
extraida del trabajo [20]. Esto podria indicar que entre los valores de la frecuencia de
entrada con los que hemos perturbado el sistema pueden existir frecuencias que lleven

nuestro sistema a un régimen cadtico.
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Podemos finalemte calcular la frecuencia de salida frente a la de entrada a pasos de
frecuencia de entrada pequefios; esto es representado en la Figura 3.22. Se puede observar
que para frecuencias de entrada altas, la frecuencia de salida satura a un valor, este es el

de la frecuencia fundamental del sistema f, = 0.016 U.A..
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Figura 3.22: Frecuencia del potencial de acciéon en funciéon de la frecuencia de perturbacion del

sistema.
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Llegados aqui, existen dos vias para continuar con el estudio del sistema. Una seria
mantenerse a un nivel temporal. Por ejemplo, analizar los patrones formados al acoplar
dos sistemas descritos por el modelo Fitz-Hugh Nagumo [21] lo que resulta en un sistema

del tipo:

£ = —wv(r—1) (v —a) —yp+1

) 1

vy = —(z1+7 — i)
T1

dy =~y (1y— 1) (12— @) — 1 — O (s — 1)
1

yo = —(z2+ 72— Payo)
T2

donde O es el término de acoplo entre ambos sistemas. En funcién de lo fuerte que sea el

acoplamiento entre ambas neuronas, el sistema acoplado presentara distintas respuestas.

Término de acoplo © = 0.1 Término de acoplo © = 0.5 Término de acoplo © = 0.9
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Figura 3.23: Respuesta temporal del potencial de accién en ambas neuronas para distintos valores
de acoplo. Para ay = —=1.2, 1 = 0.8, 7 = 0.7, 1 =6, I = 0.7 (U.A.) y ag = —1.7, 55 = 0.5,
Y2 = 07, Ty = 12.5.

Es interesante el trabajo [17], donde se introduce y se estudia el concepto de neuronas
acopladas. Se analiza no solo el acoplo entre dos neuronas, sino entre un anillo de neuronas

acopladas de forma aleatoria, mediante el uso de las redes neuronales del tipo small-world.

Otra via seria introducir un término de difusion en las ecuaciones del modelo, lo que
significaria que tanto el potencial de accién como la variable de refractariedad dependerian
de las coordenadas espaciales ademas del tiempo. Esto provocaria la aparicion de patrones

espaciales que evolucionarfan con el tiempo, como es estudiado en [22].
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Conclusiones

En este trabajo hemos hecho una introduccion al estudio del comportamiento del po-
tencial de acciéon a través de la membrana de una neurona. Elegimos dicho estudio como

ejemplo de autoorganizacion en un sistema biolégico.

Para llevar a cabo el estudio, hemos simulado el modelo clasico de Hodgkin y Huxley
sobre el potencial de acciéon del axén gigante de calamar, reproduciendo sus resultados.
Para ello, hemos integrado numéricamente las ecuaciones no lineales del modelo usando
el algoritmo de Euler implementado en MATLAB. Los resultados muestran que el po-
tencial de accion se dispara cuando la intensidad de corriente que atraviesa la membrana
es suficientemente alta. Para intensidades pequenas, los canales i6nicos controlados por
el voltaje no son excitados y el potencial permanece en reposo. Sin embargo, para in-
tensidades mas altas que un umbral aparece un comportamiento peridédico del potencial
de accién. Esto nos permite obtener la velocidad de disparo del potencial de accién en

funcién de la corriente.

Posteriormente, hemos simulado el modelo de Fitz-Hugh Nagumo, que reduce las ecua-
ciones del modelo de Hodgkin y Huxley, con el fin de poder llevar a cabo un estudio
analitico de la estabilidad del sistema reducido. Los resultados del modelo de Fitz-Hugh
Nagumo reproducen los procesos de formacion del potencial de accion: despolarizacion y

repolarizacion de la membrana, sobreexcitacién y refractariedad.

Por 1ltimo, y sobre la base del modelo de Fitz-Hugh Nagumo, hemos realizado pertur-

baciones periddicas sobre la corriente externa que regula el potencial de accién y hemos

47
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observado distintas respuestas en el sistema perturbado, desde desdoblamientos en el pe-
riodo hasta acoplamiento con el sistema auténomo, pasando por algin comportamiento
irregular. Para distinguir los diferentes comportamientos que aparecen en el sistema per-
turbado hemos usado algunas de las herramientas tipicas de la dindmica no lineal, como

son el mapa de Poincaré y la transformada rapida de Fourier.
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