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Departamento de F́ısica Atómica, Molecular y Nuclear

Mayo 2022
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2.3.1. Parte angular y de esṕın . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3.2. Parte hiperradial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4. Densidades de probabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.4.1. Densidades de probabilidad en coordenadas hiperesféricas . . . . . . 24

2.4.2. Densidades de probabilidad en coordenadas de Jacobi . . . . . . . . 27

2.5. Observables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5.1. Contenido de dineutrón y cigar-like . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1. Introducción

En este trabajo vamos a estudiar algunas propiedades de núcleos exóticos que admiten

una descripción de tres cuerpos. En particular, nos centraremos en sus densidades de

probabilidad. En esta sección se introduce el problema a tratar y se resumen los objetivos

del trabajo.

1.1. Núcleos halo y sistemas Borromeos

Los núcleos atómicos son sistemas constituidos por A nucleones: Z protones y N neutro-

nes. Según su Z y N , a un núcleo se le puede asignar una posición en la carta de Segrè.

Los más de tres mil núcleos conocidos que la componen están confinados entre las ĺıneas

de evaporación de neutrones y protones. No pueden existir núcleos ligados más allá de

estas. Sólo algunos cientos tienen vidas medias y enerǵıas de ligadura elevadas, los cuales

se consideran estables y definen el llamado valle de estabilidad, que es una franja central

alejada de ambas ĺıneas de evaporación. El resto de núcleos son inestables y se suelen

denominar exóticos. En la figura 1 se muestra la carta de Segrè para Z ≤ 10 y N ≤ 16 [1].

Los núcleos exóticos en la zona de núcleos ligeros pueden presentar uno o más neutrones

(o protones) débilmente ligados y un subnúcleo o estructura mucho más ligada que se de-

nomina core. Los nucleones débilmente ligados, llamados nucleones de valencia, presentan

funciones de onda con largas colas, lo que implica una probabilidad de presencia mayor de

lo habitual en zonas alejadas del core. En ese caso se habla de núcleos halo, llamados aśı

por el tenue halo de materia que representa su peculiar distribución de densidad [2, 3].

Para tener un halo apreciable, los nucleones tienen que ocupar estados de bajo momento

angular, cuyas funciones de onda son más extensas.

Los núcleos halo presentan propiedades cualitativa y cuantitativamente diferentes a los

núcleos estables, llegando a cuestionar los enfoques convencionales del Modelo de Capas y

Hartree-Fock [4]. Algunas de estas propiedades son: gran sección eficaz de interacción [1, 5],

nuevos números mágicos [6] y la extremadamente pequeña enerǵıa de separación de uno

o dos nucleones. Mientras que cerca del valle de estabilidad esta es de 6 − 8 MeV, en
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Figura 1: Carta de Segrè para Z ≤ 10 y N ≤ 16. Se muestran núcleos estables (gris), no

ligados (amarillo) y ricos en protones (rojo) y neutrones (azules). Se marcan con uno o

dos anillos los núcleos halo de uno o dos nucleones respectivamente [1].

estos núcleos se pueden encontrar valores inferiores a 1 MeV [2]. Adicionalmente, los

núcleos halo suelen presentar una probablidad de excitación dipolar eléctrica al continuo

anormalmente grande [7, 8].

Ejemplos de núcleos halo ligeros son 11Be, que tiene un neutrón débilmente ligado, y 6He

y 11Li, que cuentan con dos de ellos. Los núcleos halo de dos neutrones, gracias a su

estructura core + n + n, pueden modelarse como un sistema Borromeo de tres cuerpos,

evitando abordar el problema más complejo de A nucleones. Un sistema Borromeo es

un sistema ligado de tres cuerpos cuyos subsistemas binarios son no ligados [1, 4]. Cabe

mencionar que no todos los núcleos Borromeos han de ser halo, débilmente ligados y/o

exóticos. Ejemplos de ello son 12C (α+α+α) y 9Be (α+α+n), que son núcleos estables.

El núcleo 11Li fue el primer caso observado de núcleo con un halo asociado neutrones

débilmente ligados [2]. Tanto 6He (α + n + n) como 11Li (9Li + n + n) son ejemplos

claros de núcleos halo de dos neutrones y han sido modelados como sistemas de tres

cuerpos durante décadas. Adicionalmente, se trata de los núcleos halo más estudiados

experimentalmente [9]. Por ello, constituyen ejemplos ideales para familiarizarse con el

formalismo de los armónicos hiperesféricos (método que se introducirá en la sección 2)

5



y con las herramientas utilizadas en sistemas cuánticos de tres cuerpos en general. Para

simplificar el trabajo, se supondrá que el core de 6He y 11Li es inerte. En el caso de 6He, esta

aproximación es válida ya que la part́ıcula alfa tiene una enerǵıa de excitación muy elevada

(≈ 20 MeV). Para el 11Li, en principio esta simplificación no está tan justificada, pero sigue

siendo razonable por la escala de enerǵıas: sus dos neutrones de valencia tienen una enerǵıa

de separación inferior a 0,5 MeV, y para excitar el core se necesitaŕıan aproximadamente

2,7 MeV[10, 11].

1.2. Objetivos

Este trabajo tiene dos partes. La primera consiste en familiarizarse con el formalismo de

armónicos hiperesféricos para la solución de la Ecuación de Schrödinger en sistemas de tres

cuerpos y su aplicación a núcleos atómicos. Se busca utilizar procedimientos análogos a los

conocidos en Mecánica Cuántica de sistemas de dos cuerpos para obtener densidades de

probabilidad en sistemas de tres cuerpos. En la segunda parte, más práctica, se pretende

estudiar y comparar densidades de probabilidad y observables de 6He y 11Li a partir

funciones de onda dadas. Para ello, se plantea generar programas deMatlab® para tratar

con las densidades de probabilidad asociadas a diferentes coordenadas. Dado que los

escogidos son núcleos halo, se espera que estas densidades de probabilidad concuerden

con funciones de onda extensas. Veremos que en estos núcleos la función de onda presenta

un máximo asociado a distancias pequeñas entre los neutrones de valencia, que llamamos

dineutrón, y que podemos cuantificar y comparar.

2. Metodoloǵıa y desarrollo de contenidos

2.1. Sistemas de coordenadas de Jacobi

Para abordar un problema de tres cuerpos en un espacio tridimensional, se puede comenzar

planteando un sistema de nueve coordenadas: tres para cada cada una de las tres part́ıculas

estudiadas; una por cada grado de libertad del conjunto. Sin embargo, tres grados de
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libertad pueden asociarse al movimiento del centro de masas, que no nos interesa en este

caso. Se enfoca el problema, entonces, con seis coordenadas espaciales.

En Mecánica Cuántica se utiliza el sistema de coordenadas de Jacobi para describir dichos

seis grados de libertad restantes. En la figura 2, se observa que el sistema de coordenadas

de Jacobi i se caracteriza por describir la posición relativa de los cuerpos j y k a través de

rxi
, y la posición del cuerpo i con respecto al centro de masas de j y k a través de ryi . Las

posiciones de los tres cuerpos con respecto a un origen de coordenadas común cualquiera

son ri, rj y rk, siendo i, j, k una permutación par de 1, 2, 3. Estas están relacionadas con

las posiciones relativas a través de las siguientes expresiones:

rxi = (rj − rk), (1a)

ryi =

(
ri −

mjrj +mkrk

mj +mk

)
. (1b)

A partir de estas definiciones, se pueden introducir las coordenadas de Jacobi. Como

se ha dicho anteriormente, se trata de dos sets de coordenadas esféricas: {xi,yi} ≡

{xi, θxi, ϕxi, yi, θyi, ϕyi}. Puede observarse un paralelismo con las coordenadas esféricas

habituales, pues las coordenadas θxi, ϕxi, θyi, ϕyi se corresponden con los ángulos polares

y azimutales convencionales referidos a los ejes a los que pertenecen rxi y ryi respectiva-

mente. Sin embargo, xi e yi no son las distancias relativas rxi y ryi. Están relacionadas

con ellas según

xi = rxi

√
axi

m
, (2a)

yi = ryi

√
ayi
m
, (2b)

donde m suele tomarse como con la unidad atómica de masas y axi y ayi son las masas

Figura 2: Sistemas de coordenadas de Jacobi 1, 2 y 3 [1].
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reducidas de los subsistemas (constantes de escala):

axi
=

mjmk

mj +mk

, (3a)

ayi =
mi(mj +mk)

mi +mj +mk

. (3b)

A partir de las coordenadas de Jacobi se definen nuevas coordenadas que permiten expre-

sar el hamiltoniano y las funciones de onda del sistema de una forma conveniente. Se trata

de las coordenadas hiperesféricas: {ρ, αi, θxi
, ϕxi

θyi , ϕyi}, que conservan las cuatro coorde-

nadas angulares del sistema de Jacobi, pero convierten las dos coordenadas radiales, xi e

yi en una coordenada hiperradial, ρ (hiperradio), y otra angular, αi (hiperángulo). Estas

son las ecuaciones que describen la transformación:

ρ2 = x2i + y2i , (4a)

tanαi =
xi
yi
, (4b)

xi = ρ senαi, (4c)

yi = ρ cosαi. (4d)

Cabe aclarar que ρ ∈ [0,+∞) y no depende del sistema de Jacobi, mientras que αi ∈

(0, π/2). Se define un conjunto Ωi para englobar todas las coordenadas angulares: Ωi ≡

{αi, θxi
, ϕxi

θyi , ϕyi}. Es conveniente definir la forma del elemento de volumen, que será

necesario para integrar posteriormente:

d3xid
3yi ≡ x2i y

2
i sen θxi

sen θyidxidyidθxi
dθyidϕxi

dϕyi ≡

≡ ρ5(senαi)
2(cosαi)

2 sen θxi
sen θyidρdαidθxi

dθyidϕxi
dϕyi ≡

≡ ρ5(senαi)
2(cosαi)

2dρdαidx̂idŷi ≡ ρ5(senαi)
2(cosαi)

2dρdΩi.

(5)

En la expresión anterior se han usado las ecuaciones (4) y la expresión que relaciona dxidyi

con dρdαi a través del Jacobiano de la transformación:

dxidyi =

∣∣∣∣∣∣
∂yi
∂ρ

∂y
∂αi

∂xi

∂ρ
∂xi

∂αi

∣∣∣∣∣∣ dρdαi = ρdρdαi. (6)

Análogamente, a partir de las ecuaciones (2), se pueden relacionar dxidyi y drxi
dryi :

dxidyi =

√
axi
ayi

m
drxi

dryi . (7)

Los sistemas estudiados en este trabajo, 6He y 11Li, son del tipo core+ n+ n, por lo que

es útil utilizar un sistema de coordenadas de Jacobi en el que rx conecte a los neutrones

8



entre śı, y ry, al centro de masas del subsistema de dos neutrones con el core. Por este

motivo, durante el resto de la memoria se utilizará el sistema de Jacobi 3, y se omitirán

los sub́ındices que lo distinguen de los sistemas 1 y 2.

2.2. Hamiltoniano de un sistema de tres cuerpos

Para analizar las densidades de probabilidad y los observables de interés de los siste-

mas estudiados, es necesario calcular las funciones de onda resolviendo la ecuación de

Schrödinger. Por ello, es necesario obtener los autoestados y los autovalores del hamilto-

niano del sistema. Un desarrollo extenso sobre sistemas de tres cuerpos en coordenadas

hiperesféricas puede encontrarse en las referencias [1] y [12]. En coordenadas de Jacobi,

con T̂ operador enerǵıa cinética y V̂ operador potencial, el hamiltoniano se expresa como:

Ĥ(x,y) = T̂ (x,y) + V̂ (x,y). (8)

El operador enerǵıa cinética se puede expresar como una suma de las enerǵıas cinéticas

asociadas a cada uno de los sets de coordenadas esféricas de Jacobi, x e y [1]:

T̂ (x,y) = t̂x(x) + t̂y(y) = − ℏ2

2m

[(
1

x

d2

dx2
x− l̂2x

x2

)
+

(
1

y

d2

dy2
y −

l̂2y
y2

)]
, (9)

donde l̂2x y l̂2y son los operadores momentos angular orbital asociados a {θx, ϕx} y {θy, ϕy}

respectivamente. Nótese que con la presente definición, los autovalores de l̂2x y l̂2y no inclu-

yen ℏ2. Consequentemente tampoco los autovalores de sus proyecciones incluirán ℏ.

Se puede expresar el operador enerǵıa cinética en coordenadas hiperesféricas mediante las

ecuaciones (4) aplicando la regla de la cadena para funciones multievaluadas [1]:

T̂ (ρ,Ω) = − ℏ2

2m

[
∂2

∂ρ2
+

5

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2
∂2

∂α2
+

1

ρ2
4 cot (2α)

∂

∂α
− l̂2x
ρ2 sin2 α

−
l̂2y

ρ2 cos2 α

]
. (10)

Se introduce el operador hipermomento, K̂(Ω), cuyo cuadrado viene dado por

K̂2(Ω) = − ∂2

∂α2
− 4 cot (2α)

∂

∂α
+

l̂2x
sin2 α

+
l̂2y

cos2 α
, (11)

y permite reescribir el operador enerǵıa potencial de una forma más compacta:

T̂ (ρ,Ω) = − ℏ2

2m

[
∂2

∂ρ2
+

5

ρ

∂

∂ρ
− 1

ρ2
K̂2(Ω)

]
. (12)
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Es interesante reescribir los términos t̂x(x) y t̂y(y) para observar el paralelismo que existe

con la ecuación (12):

t̂x(x) = − ℏ2

2m

[
∂2

∂x2
+

2

x

∂

∂x
− l̂2x
x2

]
, (13a)

t̂y(y) = − ℏ2

2m

[
∂2

∂y2
+

2

y

∂

∂y
−
l̂2y
y2

]
. (13b)

El operador potencial se expresa a partir de términos a dos cuerpos (correspondientes a

cada uno de los tres subsistemas binarios) y un término a tres cuerpos:

V̂ (ρ,Ω) = V̂12 + V̂23 + V̂13 + V̂3b. (14)

Los tres términos binarios se ajustan para reproducir los datos experimentales disponibles

de los subsistemas a los que se refieren, mientras que el término a tres cuerpos se puede

ajustar a alguna propiedad del sistema de tres cuerpos, como la enerǵıa de ligadura del

sistema [1].

Cada uno de los potenciales binarios se expresa como una suma de términos que modelan

la interacción entre los dos cuerpos implicados. Además del término central, que depende

exclusivamente de la distancia entre las dos part́ıculas del subsistema, las interacciones

pueden incluir términos adicionales como el esṕın-órbita, esṕın-esṕın, o el operador ten-

sorial estándar en el caso de la interacción nucleón-nucleón.

2.3. Autoestados del hamiltoniano

Una autofunción del hamiltoniano de un sistema tres cuerpos, asociada al autovalor ενj

(donde ν indica el nivel energético, siendo ν = 0 el estado fundamental), con momen-

to angular total j y proyección µ, en coordenadas hiperesféricas, puede escribirse de la

siguiente forma [1]:

ψνjµ(ρ,Ω, σ) = ρ−5/2
∑
β

χνj
β (ρ)Yjµ

β (Ω, σ). (15)
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Conviene aclarar la forma de las funciones implicadas en notación de Dirac:

|ν; jµ⟩ → ψνjµ(ρ,Ω, σ), (16a)

|νβ; jµ⟩ → ρ−5/2χνj
β (ρ)Yjµ

β (Ω, σ), (16b)

|νβ; j⟩ → χνj
β (ρ), (16c)

|β; jµ⟩ → Yjµ
β (Ω, σ). (16d)

Las coordenadas de esṕın son representadas por σ. Expresamos la función de onda como

un sumatorio de términos que difieren en β porque para cada momento angular total j

estudiado, puede existir más de una combinación de números cuánticos compatible. A esta

combinación de números cuánticos se le llama canal: β =
{
K, lx, ly, l, Sx, jab

}
. El número

cuántico l es el resultado de acoplar lx y ly, mientras que Sx es el resultado de acoplar

s1 y s2, que son los espines de las part́ıculas 1 y 2. Acoplar l y Sx da como resultado

jab. Por último, K es un número cuántico relacionado con los autovalores del operador

hipermomento, cuyo cuadrado se define en la ecuación (11).

Toda la parte angular y de esṕın de la función de onda total está incluida en funciones

de la forma

Yjµ
β (Ω, σ) =

{[
Υ

lxly
Kl (Ω) ⊗ ϕSx(σx)

]
jab

⊗ κS3(σ3)

}
jµ

. (17)

Las funciones Υ
lxly
Klml

(Ω) son los armónicos hiperesféricos, análogos a los armónicos esféricos

en el caso de seis dimensiones espaciales y calculables anaĺıticamente. Estas funciones

son autoestados del operador hipermomento al cuadrado, como se verá en el siguiente

apartado. La dependencia con el esṕın del subsistema neutrón-neutrón (cuerpos 1 y 2),

caracterizado por la coordenada x, viene dada por ϕSx(σx). Por último, κS3(σ3) almacena

la dependencia con el esṕın del core (part́ıcula 3).

La parte hiperradial de la función de onda viene dada por las funciones χνj
β (ρ) y el factor

global ρ−5/2. Estas funciones, a diferencia de los armónicos hiperesféricos, requieren de

métodos numéricos para obtenerse.
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2.3.1. Parte angular y de esṕın

Los armónicos hiperesféricos contienen toda la dependencia angular de la función de onda.

Pueden expresarse como el producto directo de la parte hiperangular de la función de onda,

φ
lxly
K (α), y los armónicos esféricos, Y mx

lx
(x̂) y Y

my

ly
(ŷ), acoplados a l y ml:

Υ
lxly
Klml

(Ω) = φ
lxly
K (α)

[
Ylx(x̂) ⊗ Yly(ŷ)

]
lml

. (18)

Las ecuaciones (17) y (18) esbozan el esquema de acoplamiento de momentos angulares

que se lleva a cabo en este sistema, pero no lo describen en su totalidad. Es conveniente

analizar los momentos angulares implicados y sus acoplamientos en detalle. Los momentos

angulares de partida, antes de realizar ningún acoplamiento, son S1, S2, S3 (momentos

angulares de esṕın asociados a cada uno de los tres cuerpos), lx y ly (momentos angulares

orbitales asociados a x e y).

El número cuántico Sx está asociado a los autovectores del operador Sx, que es la suma

de S1 y S2, momentos angulares de esṕın para las part́ıculas 1 y 2:

Sx = S1 + S2 ≡ S1 ⊗ I+ I ⊗ S2. (19a)

|σx⟩ ≡ |σ1, σ2⟩ = |σ1⟩ ⊗ |σ2⟩ . (19b)

El operador Sx actúa sobre el subespacio asociado a las coordenadas de esṕın σx ≡

{σ1, σ2}, que surge del producto directo de los subespacios asociados a σ1 y σ2 por se-

parado. Para generar este subespacio, se puede usar la base de autovectores comunes del

conjunto completo de observables que conmutan (CCOC) {Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ1z , Ŝ2z}:

|s1s2;m1m2⟩ ≡ |s1m1⟩⊗ |s2m2⟩ , (20)

con si = 1/2 y mi ∈ {−1/2, 1/2}, (i = 1, 2). Sin embargo, se usará la base acoplada,

formada por autovectores comunes del CCOC {Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x, Ŝxz}, que cumple:

Ŝ2
1 |s1s2;SxmSx⟩ = s1(s1 + 1) |s1s2;SxmSx⟩ , (21a)

Ŝ2
2 |s1s2;SxmSx⟩ = s2(s2 + 1) |s1s2;SxmSx⟩ , (21b)

Ŝ2
x |s1s2;SxmSx⟩ = Sx(Sx + 1) |s1s2;SxmSx⟩ , (21c)

Sxz |s1s2;SxmSx⟩ = mx |s1s2;SxmSx⟩ , (21d)
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donde los números cuánticos asociados al momento angular total (Sx) y su proyección en

z (mx), están sujetos a las siguientes condiciones:

|s1 − s2| ≤ Sx ≤ (s1 − s2), (22a)

mSx = m1 +m2. (22b)

Las dos bases presentadas están relacionadas a través de la siguiente expresión:

|s1s2;Sxmx⟩ =
∑
m1

∑
m2

⟨s1s2;m1m2|s1s2;Sxmx⟩ |s1s2;m1m2⟩ , (23)

donde ⟨s1s2;m1m2|s1s2;Sxmx⟩ son coeficientes de Clebsch-Gordan. Usando la representa-

ción de coordenadas de esṕın, obtenemos la función que aparece en la ecuación (17) como

parte de las funciones Y lxly
β (Ω, σ):

ϕSx(σx) = ⟨σx|s1s2;Sxmx⟩ . (24)

Trabajando en el subespacio de coordenadas esféricas angulares, {θx, ϕx, θy, ϕy}, que equi-

vale a {x̂, ŷ}, se define l, fruto del acoplamiento de lx y ly:

l = lx + ly ≡ lx ⊗ I+ I ⊗ ly, (25a)

|θx, ϕx, θy, ϕy⟩ = |θx, ϕx⟩⊗ |θy, ϕy⟩ ≡ |x̂⟩⊗ |ŷ⟩ = |x̂, ŷ⟩ . (25b)

Para generar este subespacio, se puede usar una base de autovectores comunes al CCOC

{l̂2x, l̂2y, l̂xz , l̂yz}, que cumple las siguientes propiedades:

l̂2x |lxly;mxmy⟩ = lx(lx + 1) |lxly;mxmy⟩ , (26a)

l̂2y |lxly;mxmy⟩ = ly(ly + 1) |lxly;mxmy⟩ , (26b)

lxz |lxly;mxmy⟩ = mx |lxly;mxmy⟩ , (26c)

lyz |lxly;mxmy⟩ = my |lxly;mxmy⟩ , (26d)

con li ∈ N0 y mi = 0,±1, ...,±li para i = x, y. Es conveniente recordar que los elementos

de las bases de autovectores comunes de {l̂2x, l̂xz} y {l̂2y, l̂yz} por separado son los armónicos

esféricos asociados a x e y, luego:

⟨x̂, ŷ|lxly;mxmy⟩ = Y mx
lx

(x̂)Y
my

ly
(ŷ). (27)
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Estos aparecen en la ecuación (18), en la que se aclara que se utilizará la base acoplada,

es decir, de autovectores del CCOC {l̂2x, l̂2y, l̂2, l̂z}. Cumple las siguientes propiedades:

l̂2x |lxly; lml⟩ = lx(lx + 1) |lxly; lml⟩ , (28a)

l̂2y |lxly; lml⟩ = ly(ly + 1) |lxly; lml⟩ , (28b)

l̂2 |lxly; lml⟩ = l(l + 1) |lxly; lml⟩ , (28c)

lz |lxly; lml⟩ = ml |lxly; lml⟩ , (28d)

donde los números cuánticos l y su proyección, ml, han de cumplir

|lx − ly| ≤ l ≤ (lx − ly), (29a)

ml = mx +my. (29b)

Las autofunciones de la base acoplada que genera el subespacio {x̂, ŷ}, pueden expresarse

utilizando la representación de posiciones:[
Ylx(x̂) ⊗ Yly(ŷ)

]
lml

= ⟨x̂, ŷ|lxly; lml⟩ . (30)

Además, se pueden expresar como una combinación lineal de la base sin acoplar a través

de los coeficientes de Clebsch-Gordan:

|lxly; lml⟩ =
∑
mx

∑
my

⟨lxly;mxmy|lxly; lml⟩ |lxly;mxmy⟩ , (31)

Conviene recordar que los armónicos esféricos cumplen las siguientes condiciones de orto-

normalidad (i = x, y):∫ 2π

0

dϕi

∫ π

0

sen θidθi
[
Y mi
li

(θi, ϕi)
]∗
Y

m′
i

l′i
(θi, ϕi) = δlil′iδmim′

i
. (32)

Por tanto, las funciones fruto del acoplamiento de los armónicos esféricos asociados a x e

y cumplen:∫
dx̂

∫
dŷ

[
Ylx(x̂) ⊗ Yly(ŷ)

]∗
lml

[
Yl′x(x̂) ⊗ Yl′y(ŷ)

]
l′m′

l

= δlxl′xδlyl′yδll′δmlm
′
l

(33)

Los armónicos hiperesféricos, como se indica en la ecuación (18), almacenan la dependencia

angular al completo. En la representación de posiciones son:

Υ
lxly
Klml

(Ω) = ⟨α|Klxly⟩ ⟨x̂, ŷ|lxly; lml⟩ = ⟨Ω|Klxly; lml⟩ , (34)
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donde |Ω⟩ = |α⟩⊗ |x̂, ŷ⟩ y ⟨α|Klxly⟩ = φ
lxly
K (α). Los armónicos hiperesféricos son au-

tovectores comunes del CCOC {K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, l̂z}, y constituyen una base del espacio de

coordenadas angulares {Ω}, y cumplen las siguientes propiedades:

K̂2 |Klxly; lml⟩ = K(K + 4) |Klxly; lml⟩ , (35a)

l̂2x |Klxly; lml⟩ = lx(lx + 1) |Klxly; lml⟩ , (35b)

l̂2y |Klxly; lml⟩ = ly(ly + 1) |Klxly; lml⟩ , (35c)

l̂2 |Klxly; lml⟩ = l(l + 1) |Klxly; lml⟩ , (35d)

lz |Klxly; lml⟩ = ml |Klxly; lml⟩ . (35e)

Las funciones φ
lxly
K (α) están relacionadas con el operador hipermomento, cuyo cuadrado

se define en la ecuación (11), y tienen la forma:

φ
lxly
K (α) = N

lxly
K (sinα)lx(cosα)lyP

lx+
1
2
,ly+

1
2

n (cos 2α), (36)

donde P a,b
n es un polinomio de Jacobi de orden n,

P a,b
n (z) =

Γ(a+ n+ 1)

n!Γ(a+ b+ n+ 1)

n∑
m=0

(
n

m

)
Γ(a+ b+ n+m+ 1)

Γ(a+m+ 1)

(
z − 1

2

)m

, (37)

y N
lxly
K es una constante de normalización:

N
lxly
K =

[
2n!(K + 2)(n+ lx + ly + 1)!

Γ(n+ lx + 3/2)Γ(n+ ly + 3/2)

]1/2
. (38)

El orden de los polinomios de Jacobi, n, no es arbitrario. Está relacionado con K, y por

ello también con el canal, β, a través de

K = 2n+ lx + ly, n ∈ N. (39)

Se puede deducir que K toma valores desde lx + ly hasta infinito aumentando de 2 en

2 unidades. Que el número cuántico K pueda tomar un número infinito de valores im-

plica que el número de canales que contribuyen a la función de onda es infinito. Por

obedecer las ecuaciones (35), los armónicos hiperesféricos cumplen las siguiente relación

de ortonormalidad:

⟨Klxly; lml|K ′l′xl
′
y; l

′m′
l⟩ =

∫
(senα)2(cosα)2dΩ

[
Υ

lxly
Klml

(Ω)

]∗
Υ

l′xl
′
y

K′l′m′
l
(Ω) =

= δKK′δlxl′xδlyl′yδll′δmlm
′
l
.

(40)
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Con estas últimas definiciones, toda la parte angular de la función de onda queda descri-

ta, y se puede avanzar hacia los últimos acoplamientos necesarios para obtener la parte

angular y de esṕın al completo.

El número cuántico jab está asociado a los autovectores del operador jab, que es la suma

de l y Sx:

jab = l + Sx ≡ l ⊗ I+ I ⊗ Sx, (41a)

|Ω, σx⟩ = |Ω⟩⊗ |σx⟩ . (41b)

El operador jab actúa sobre el espacio de coordenadas {Ω, σx}. Para generar este subes-

pacio, se puede usar la base de autovectores comunes del CCOC {K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x,

l̂z, Ŝxz}:

|KlSx;mlmSx⟩ ≡ |K(lxly)l(s1s2)Sx;mlmSx⟩ ≡ |Klxly; lml⟩⊗ |s1s2;SxmSx⟩ . (42)

Sin embargo, se usará la base acoplada, formada por autovectores comunes del CCOC

{K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x, ĵ

2
ab, ĵabz}, que puede desarrollarse en función de los vectores de la

ecuación (42) mediante los coeficientes de Clebsch-Gordan implicados:

|KlSx; jabmjab⟩ ≡ |K(lxly)l(s1s2)Sx; jabmjab⟩ =

=
∑
ml

∑
mSx

⟨KlSx;mlmSx|KlSx; jabmjab⟩ |KlSx;mlmSx⟩ .
(43)

El número cuántico jab y su proyección, mjab , han de cumplir

|l − Sx| ≤ jab ≤ (l − Sx), (44a)

mjab = ml +mSx . (44b)

En la representación de posiciones, se tiene que[
Υ

lxly
Kl (Ω) ⊗ ϕSx(σx)

]
jabmjab

= ⟨Ω, σx|KlSx; jabmjab⟩ (45)

El momento angular total del núcleo estudiado viene dado por j, y su proyección, por µ.

El número cuántico j está asociado a los autovectores del operador j, que es la suma de

jab y S3:

j = jab + S3 ≡ jab ⊗ I+ I ⊗ S3, (46a)

|Ω, σ⟩ = |Ω, σx⟩⊗ |σ3⟩ . (46b)
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El operador j actúa sobre el espacio de coordenadas {Ω, σ}. Para generar este subespacio,

se puede usar la base de autovectores comunes del CCOC {K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x,

ĵ2ab, Ŝ
2
3 , ĵabz, Ŝ3z}:

|Kjabs3;mjabms3⟩ ≡ |K(lSx)jabs3;mjabms3⟩ ≡ |KlSx; jabmja,b⟩⊗ |s3ms3⟩ . (47)

Sin embargo, se usará la base acoplada, formada por autovectores comunes del CCOC

{K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x, ĵ

2
ab, Ŝ

2
3 , ĵ

2, ĵz}, que puede desarrollarse en función de los vectores

de la ecuación (47) mediante los coeficientes de Clebsch-Gordan implicados:

|Kjabs3; jµ⟩ ≡ |K(lSx)jabs3; jµ⟩ =

=
∑
mjab

∑
ms3

⟨Kjabs3;mjabms3|Kjabs3; jµ⟩ |Kjabs3;mjabms3⟩ .
(48)

En las ecuaciones (42) y (47) se han introducido abreviaturas para simplificar la forma

de los vectores en notación de Dirac. Conviene deshacer esas abreviaturas momentánea-

mente para apreciar que todos los números cuánticos que caracterizan los canales, β ={
K, lx, ly, l, Sx, jab

}
, están ya incluidos en la base acoplada final. Asimismo, se introdu-

ce una nueva notación más intuitiva que tiene esto en cuenta. La base de autovectores

comunes del CCOC {K̂2, l̂2x, l̂
2
y, l̂

2, Ŝ2
1 , Ŝ

2
2 , Ŝ

2
x, ĵ

2
ab, Ŝ

2
3 , ĵ

2, ĵz} se expresa como:

|β; jµ⟩ = |Kjabs3; jµ⟩ = |K((lxly)l(s1s2)Sx)jabs3; jµ⟩ (49)

Se puede observar que todos los números cúanticos que aparecen en la forma extendida

de la base, |K((lxly)l(s1s2)Sx)jabs3; jµ⟩, pertenecen a β, a excepción de s1, s2 y s3, que se

omiten por ser constantes en los casos abordados en este trabajo.

El número cuántico j y su proyección, µ, han de cumplir

|jab − s3| ≤ j ≤ (jab − s3), (50a)

µ = mjab +ms3 . (50b)

En la representación de posiciones, se puede finalmente expresar la parte angular y de

esṕın de la función de onda al completo como se indicaba inicialmente en la ecuación 17:

Yjµ
β (Ω, σ) =

{[
Υ

lxly
Kl (Ω) ⊗ ϕSx(σx)

]
jab

⊗ κS3(σ3)

}
jµ

= ⟨Ω, σ|β; jµ⟩ . (51)

Estas funciones, por ser autovectores de los operadores asociados a los números cuánticos

de β, cumplen la propiedad de ortonormalidad:

⟨β; jµ|β′; jµ⟩ = δββ′ . (52)
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Para los casos estudiados en este trabajo, estados jπ = 0+ de 6He y 11Li, se considerará

que el esṕın del core (4He y 9Li) es s3 = 0. Es conocido que 9Li no puede tener espin nulo,

al ser un núcleo con número impar de protones (Z = 3) y par de neutrones (N = 6). Sin

embargo, se hace esta aproximación para simplificar el desarrollo y los cálculos [13]. Al

asumir s3 = 0, el acoplamiento dado por la ecuación (46) se reduce a j = jab y mjab = µ.

Ya que los estados estudiados son 0+, se cumplirá j = jab = mjab = 0. Esto es de esperar

porque las dos part́ıculas restantes, dos neutrones, tienden a acoplarse a la configuración

de menor enerǵıa, es decir, a esṕın cero y momento angular orbital cero. El acoplamiento

con el momento angular de la tercera part́ıcula, nulo, da lugar al momento angular total

nulo del nucleo. Podŕıa haber, sin embargo, contribución al estado fundamental por parte

de otros estados de acoplamiento.

Los canales compatibles con los sistemas estudiados cumplirán β = {K, lx, ly, l, Sx, jab} =

{K, lx, ly, l, Sx, 0}. Dado que j = jab = 0 y que jab = l + Sx, l y Sx tienen que acoplarse

a cero. Por otro lado, paridad positiva (π = 1) implica:

(−1)lx+ly = 1. (53)

A estas condiciones se les debe añadir el principio de Pauli, que impone que la función

de onda sea antisimétrica ante el intercambio de neutrones (fermiones) idénticos. Siendo

Tx = 1 el isosṕın de la pareja de neutrones, se tiene:

(−1)lx+Sx+Tx = −1 =⇒ (−1)lx+Sx = 1. (54)

Las condiciones dadas por las expresiones (53) y (54) y la necesidad de acoplar l y Sx a

cero limitan los canales compatibles con los estados estudiados. Si se tiene en cuenta que

Sx sólo puede ser 0 ó 1 (al provenir del acoplamiento de s1 = 1/2 y s2 = 1/2), se puede

separar el problema en dos más sencillos.

El caso Sx = 0 implica, teniendo en cuenta l ∈ N0, que l = 0. Además, la ecuación (54),

con Sx = 0, da lugar a que lx sea par. Acoplar lx y ly a l = 0 sólo es posible con lx = ly.

Por último, aplicar π = 1 (ecuación (53)) permite deducir que ly ha de ser par, al igual

que lx.

El caso Sx = 1 implica l = 1. La ecuación (54) sólo deja disponibles los valores impares

de lx. Acoplar lx y ly a l = 1 conlleva |lx − ly| ≤ 1, y la ecuación (53) obliga a ly a ser
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impar (por ser lx impar). Como consecuencia, |lx − ly| ≠ 1, luego de nuevo |lx − ly| = 0.

Este conjunto de condiciones, tanto para Sx = 0 como para Sx = 1, dan lugar a un número

infinito de canales compatibles con el problema estudiado, debido a que K = 2n+ lx+ ly,

con n ∈ N0. En la tabla 1, a modo de ejemplo, se muestran todos los canales compatibles

con los estados 0+ de 6He y 11Li para un valor máximo de K dado por Kmax = 10.

K lx ly l Sx jab

0, 2, ..., 10 0 0 0 0 0

4, 6, 8, 10 2 2 0 0 0

8, 10 4 4 0 0 0

2, 4,...,10 1 1 1 1 0

6, 8, 10 3 3 1 1 0

10 5 5 1 1 0

Tabla 1: Canales (β) compatibles con los estados 0+ de 6He y 11Li con Kmax = 10.

2.3.2. Parte hiperradial

La parte hiperradial de función de onda no tiene una expresión anaĺıtica, a diferencia de

la parte angular. Sin embargo, existen métodos para estimar estas funciones.

Uno de ellos consiste en resolver un sistema de ecuaciones acopladas que se puede obtener

a partir de la ecuación de Schrödinger,

Ĥ(ρ,Ω)ψνjµ(ρ,Ω, σ) = ενjψ
νjµ(ρ,Ω, σ). (55)

Separando las partes de enerǵıa cinética y potencial del hamiltoniano y utilizando la

función de onda de la forma que indica la ecuación (15), se obtiene:

T̂ (ρ,Ω)ρ−5/2
∑
β′

χνj
β′ (ρ)Yjµ

β′ (Ω, σ) + V̂ (ρ,Ω)ρ−5/2
∑
β′

χνj
β′ (ρ)Yjµ

β′ (Ω, σ) =

= ενj ρ
−5/2

∑
β′

χνj
β′ (ρ)Yjµ

β′ (Ω, σ).
(56)

La forma expĺıcita del operador enerǵıa cinética, que se muestra en la ecuación (12), y la

relación K̂2(Ω)Yjµ
β′ (Ω, σ) = K(K + 4)Yjµ

β′ (Ω, σ) permiten reorganizar el término cinético
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de la ecuación de Schrödinger:

T̂ (ρ,Ω)

[
ρ−5/2

∑
β′

χνj
β′ (ρ)Yjµ

β′ (Ω, σ)

]
= ρ−5/2

∑
β′

T̂U(ρ)

[
χνj
β′ (ρ)

]
Yjµ

β′ (Ω, σ), (57)

con

T̂U(ρ) = − ℏ2

2m

[
d2

dρ2
− 15/4 +K(K + 4)

ρ2

]
. (58)

Se puede continuar el desarrollo aplicando la ecuación (57) en la expresión (56), y operando

sobre el resultado con el bra asociado a la parte angular, ⟨β; jµ|, por la izquierda. La parte

angular de las funciones mostradas en la ecuación (56), por tanto, también tendrá que

escribirse en notación de Dirac:

⟨β; jµ| ρ−5/2
∑
β′

T̂U(ρ)

[
χνj
β′ (ρ)

]
|β′; jµ⟩+ ⟨β; jµ| V̂ (ρ,Ω)ρ−5/2

∑
β′

χνj
β′ (ρ) |β′; jµ⟩ =

= ⟨β; jµ| ενj ρ−5/2
∑
β

χνj
β (ρ) |β; jµ⟩ .

(59)

Esta ecuación es una suma de tres elementos de matriz, que constituyen tres integrales

sobre todo el subespacio angular, {Ω}. Por tanto, las funciones y operadores que dependen

exclusivamente del hiperradio, ρ, se comportan como constantes:

ρ−5/2
∑
β′

T̂U(ρ)

[
χνj
β′ (ρ)

]
⟨β; jµ|β′; jµ⟩+ ρ−5/2

∑
β′

χνj
β′ (ρ) ⟨β; jµ| V̂ (ρ,Ω) |β′; jµ⟩ =

= ενj ρ
−5/2

∑
β′

χνj
β′ (ρ) ⟨β; jµ|β; jµ⟩ .

(60)

Aplicando las relaciones de ortonormalidad indicadas en la ecuación (52), reorganizando

los términos, y expresando T̂U(ρ) según (58), se llega a la expresión[
− ℏ2

2m

(
d2

dρ2
− 15/4 +K(K + 4)

ρ2

)
− ενj

]
χνj
β (ρ) +

∑
β′

χνj
β′ (ρ)V

jµ
ββ′(ρ) = 0, (61)

que describe un sistema de tantas ecuaciones acopladas como canales compatibles con

jµ tenga el estado estudiado. El hipermomento, K, define una barrera centŕıfuga en tres

cuerpos, análoga a la que define el momento angular orbital en problemas de dos cuerpos.

Se ha introducido la abreviatura

V jµ
ββ′(ρ) = ⟨β; jµ| V̂ (ρ,Ω) |β; jµ⟩ . (62)

Resolver el sistema de ecuaciones acopladas (61) numéricamente permite calcular las

funciones hiperradiales, pero resulta más sencillo aplicar el conocido como método de

los pseudoestados.
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En general, el método de los pseudoestados (PS) consiste en expresar los autovectores

{|ek⟩} del hamiltoniano de un sistema como un desarrollo en serie de vectores de una base

ortonormal conocida, {|un⟩}, cuyas funciones sean de cuadrado integrable:

|ek⟩ =
∞∑
n=1

c(k)n |un⟩ . (63)

Si se sustitutye esto en la ecuación de Schrödinger, se obtiene:

Ĥ
∞∑
n=1

c(k)n |un⟩ = Ek

∞∑
n=1

c(k)n |un⟩ . (64)

Por último, si se aplica el bra ⟨um| por la izquierda, queda:

∞∑
n=1

c(k)n ⟨um| Ĥ |un⟩ = Ek

∞∑
n=1

c(k)n ⟨um|un⟩ = Ekc
(k)
m . (65)

Se pude expresar esta última ecuación en forma matricial:
H1,1 H1,2 . . .

H2,1 H2,2 . . .
...

...
. . .



c
(k)
1

c
(k)
2

...

 = Ek


c
(k)
1

c
(k)
2

...

 , (66)

donde Hm,n = ⟨um|Ĥ|un⟩. Conocer los coeficientes {c(k)n } y los vectores de la base {|un⟩},

permite conocer los vectores de la base {|ek⟩}. Resolver este problema es equivalente a

diagonalizar la matriz del hamiltoniano.

Se puede hacer un desarrollo análogo al seguido en las ecuaciones (63)-(66) para cal-

cular las funciones hiperradiales del problema de tres cuerpos. Cada una de ellas puede

expresarse como un desarrollo en serie de funciones de la base de oscilador armónico trans-

formado (THO). Las funciones de esta base, UTHO
iβ (ρ), son funciones de cuadrado sumable

que surgen de la transformación de las funciones del oscilador armónico (HO). Una de

las consecuencias de esta transformación es un cambio en el comportamiento asintótico.

Las funciones HO tienen un comportamiento asintótico gaussiano, mientras que las THO

tienen un decaimiento exponencial, que es el comportamiento conocido de los sistemas

f́ısicos ligados [1, 14].

Para que los desarrollos se correspondan exactamente con las funciones hiperradiales, cada

canal necesitaŕıa un número infinito de funciones UTHO
iβ (ρ) de la base THO. Sin embargo,

se hace una aproximación truncando el número de sumandos en imax, donde i se denomina
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excitación hiperradial [1]. Las funciones hiperradiales, por tanto, se pueden expresar de

la siguiente forma:

χνj
β (ρ) =

imax∑
i=0

Cνj
iβU

THO
iβ (ρ). (67)

Conociendo la base de funciones de cuadrado integrable, {UTHO
iβ (ρ)}, y los coeficientes del

desarrollo, {Cνj
iβ }, también se conoceŕıa el conjunto de funciones hiperradiales, {χνj

β (ρ)}.

Sin embargo, el número de canales que contribuyen a la función de onda del sistema es

infinito, como se ve en la ecuación (39), y es necesario, en la práctica, limitar el cálculo. Se

establece un valor máximo de K, Kmax, que limita el número de canales que describen el

sistema. Previamente se ha indicado que el número de excitaciones hiperradiales, (imax+1),

también es finito. Bajo estas aproximaciones, el número de coeficientes, Cνj
iβ , necesarios

para determinar todas las funciones hiperradiales del sistema es finito.

Las funciones de la base de oscilador armónico transformado son reales y cumplen la

siguiente relación [1]: ∫
dρUTHO

i′β (ρ)UTHO
iβ (ρ) = δi′i. (68)

La ecuación (67) puede trasladarse a la expresión de la función de onda (15):

ψνjµ(ρ,Ω, σ) = ρ−5/2

βmax∑
β

imax∑
i=0

Cνj
iβU

THO
iβ (ρ)Yjµ

β (Ω, σ), (69)

donde se puede ver que el sumatorio asociado a los canales se ve limitado por βmax. No

se ha establecido un criterio para ordenar los canales; se intenta expresar que el número

de canales está limitado por Kmax. Escribiendo (69) en notación de Dirac, obtenemos una

ecuación análoga a (63):

|ν; jµ⟩ =
βmax∑
β

imax∑
i=0

Cνj
iβ |iβ; jµ⟩ , (70)

Donde se ha aplicado (16) y |iβ; jµ⟩ →
[
ρ−5/2UTHO

iβ (ρ)Yjµ
β (Ω, σ)

]
. Se puede aplicar el

operador hamiltoniano para obtener una ecuación similar a (64),

Ĥ(ρ,Ω)

β′
max∑
β′

i′max∑
i′=0

Cνj
i′β′ |i′β′; jµ⟩ = ενj

β′
max∑
β′

i′max∑
i′=0

Cνj
i′β′ |i′β′; jµ⟩ , (71)

en la que se utilizan β′ e i′ arbitrariamente en lugar de β e i para simplificar el siguiente
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paso, que consiste en operar con el bra ⟨iβ; jµ| por la izquierda:

∑
β′

i′max∑
i′=0

⟨iβ; jµ| Ĥ(ρ,Ω) |i′β′; jµ⟩Cνj
i′β′ = ενj

∑
β′

i′max∑
i′=0

⟨iβ; jµ|i′β′; jµ⟩Cνj
i′β′ . (72)

Las relaciones de ortogonalidad de |iβ; jµ⟩ son necesarias para continuar con el desarrollo.

Pasando a la representación de posiciones, aplicando las relaciones (52) y (68),, se tiene:

⟨iβ; jµ|i′β′; jµ⟩ = ⟨β; jµ|β′; jµ⟩
∫
ρ5
[
ρ−5/2UTHO

iβ (ρ)

]∗[
ρ−5/2UTHO

i′β′ (ρ)

]
=

= ⟨β; jµ|β′; jµ⟩
∫
dρ

[
UTHO
iβ (ρ)

]∗
UTHO
i′β (ρ) = δii′δββ′ .

. (73)

La ecuación (72), por tanto, puede simplificarse:

∑
β′

i′max∑
i′=0

H ii′

ββ′C
νj
i′β′ = ενjC

νj
iβ , (74)

donde H ii′

ββ′ son los elementos de matriz del hamiltoniano en la base de vectores {|iβ; jµ⟩}:

H ii′

ββ′ = ⟨iβ; jµ| Ĥ(ρ,Ω) |i′β′; jµ⟩ . (75)

Conocer estos elementos de matriz, que pueden calcularse integrando numéricamente

(pues la base {|iβ; jµ⟩} es conocida) da acceso a los coeficientes Cνj
iβ resolviendo el pro-

blema de autovalores que esboza la ecuación (74) y que se detallará a continuación.

Se definen las matrices Hββ′ y Cνj
β :

Hββ′ =



H1,1
ββ′ . . . H i,i

ββ′ . . . H1,imax

ββ′

...
. . .

...
. . .

...

H i,1
ββ′ . . . H i,i

ββ′ . . . H i,imax

ββ′

...
. . .

...
. . .

...

H imax,1
ββ′ . . . H imax,i

ββ′ . . . H imax,imax

ββ′


, (76a)

Cνj
β =



Cνj
1β

...

Cνj
iβ

...

Cνj
imaxβ


. (76b)
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El problema de autovalores de la ecuación (74) puede expresarse en forma matricial:
Hβ1β1 Hβ1β2 . . . Hβ1βmax

Hβ2β1 Hβ2β2 . . . Hβ2βmax

...
...

. . .
...

Hβmaxβ1 Hβmaxβ2 . . . Hβmaxβmax




Cνj

β1

Cνj
β2

...

Cνj
βmax

 = ενj


Cνj

β1

Cνj
β2

...

Cνj
βmax

 , (77)

donde las matrices que representan al hamiltoniano y al vector de coeficientes se han

estructurado en bloques dados por las expresiones (76).

2.4. Densidades de probabilidad

Las densidad de probabilidad asociada a la función de onda total del estado del sistema

permite conocer la configuración espacial de los tres cuerpos del núcleo, es decir, da

información sobre sus posiciones relativas. A su vez, permite calcular, integrando sobre

los subespacios adecuados, las densidades de probabilidad relacionadas con magnitudes y

probabilidades de interés.

En este apartado, por simplicidad, se eliminará la parte de esṕın de la función de onda del

estado del sistema, luego la ecuación (15) es adaptada sustituyendo las funciones Yjµ
β (Ω, σ)

por los armónicos hiperesféricos, que almacenan toda la dependencia angular. La función

de onda total se expresaŕıa de la siguiente forma:

ψνjµ(ρ,Ω) = ρ−5/2
∑
β

χνj
β (ρ)Υ

lxly
Klml

(Ω). (78)

Conviene, para hacer más sencilla la notación en los siguientes desarrollos, redefinir el

conjunto de números cuánticos que constituyen el canal. En este apartado, el canal vendrá

dado por β = {K, lx, ly, l,ml}. De esta forma, la ecuación (40) puede reescribirse como∫
dΩ(senα)2(cosα)2

[
Υ

lxly
Klml

(Ω)

]∗
Υ

l′xl
′
y

K′l′m′
l
(Ω) = δββ′ . (79)

2.4.1. Densidades de probabilidad en coordenadas hiperesféricas

Para calcular la densidad de probabilidad total, es útil partir de la probabilidad asociada

al elemento de volumen. Se ha de tener en cuenta que cada sistema de coordenadas
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lleva asociado su propio elemento de volumen, afectando a la expresión de la densidad

de probabilidad total. La densidad de probabilidad total en coordenadas hiperesféricas,

Dνj
ρ,Ω(ρ,Ω), cumple:

Dνj
ρ,Ω(ρ,Ω)dρdΩ = |ψνjµ(ρ,Ω)|2ρ5(senα)2(cosα)2dρdΩ. (80)

Utilizando la ecuación (15), se puede expresar la densidad de probabilidad total en función

de las partes hiperradial y angular de la función de onda:

Dνj
ρ,Ω(ρ,Ω) = |ψνjµ(ρ,Ω)|2ρ5(senα)2(cosα)2 =

= (senα)2(cosα)2
∑
β′

∑
β

[
χνj
β′ (ρ)

]∗
χνj
β (ρ)

[
Υ

l′xl
′
y

K′l′m′
l
(Ω)
]∗
Υ

lxly
Klml

(Ω).
(81)

Conviene estudiar la norma de la función de onda total. Esto puede hacerse integran-

do directamente sobre todo el espacio, pero es más interesante integrar primero sobre

subespacios, para obtener densidades de probabilidad asociadas a los subespacios comple-

mentarios.

Integrar sobre el subespacio de coordenadas angulares excluyendo la coordenada hiperan-

gular, {θx, ϕx, θy, ϕy} ≡ {x̂, ŷ}, permite obtener la densidad de probabilidad en el plano

dado por las coordenadas {ρ, α}, Dνj
ρ,α(ρ, α):

Dνj
ρ,α(ρ, α) =

∫
dx̂

∫
dŷDνj

ρ,Ω(ρ,Ω) =

= (senα)2(cosα)2
∑
β′

∑
β

[
χνj
β′ (ρ)

]∗
χνj
β (ρ)

∫
dx̂

∫
dŷ
[
Υ

l′xl
′
y

K′l′m′
l
(Ω)
]∗
Υ

lxly
Klml

(Ω).
(82)

Para obtener una expresión expĺıcita de Dνj
ρ,α(ρ, α), ayuda estructurar los canales de una

forma distinta: β = {K, lx, ly, l,ml} = {K, γ}, con γ = {lx, ly, l,ml}. Reorganizar los su-

matorios e ı́ndices de acuerdo con este cambio y utilizar la forma extensa de los armónicos

hiperesféricos (ecuación (18)), permite escribir la ecuación (82) de la siguiente manera:

Dνj
ρ,α(ρ, α) =

∫
dx̂

∫
dŷDνj

ρ,Ω(ρ,Ω) = (senα)2(cosα)2
∑
K′,γ′

∑
K,γ

[
χνj
K′,γ′(ρ)

]∗
χνj
K,γ(ρ)

×
∫
dx̂

∫
dŷ

[
φ
l′xl

′
y

K′ (α)

[
Y

m′
x

l′x
(x̂) ⊗ Y

m′
y

l′y
(ŷ

]
l′m′

l

]∗
φ
lxly
K (α)

[
Ylx(x̂) ⊗ Yly(ŷ)

]
lml

.

(83)

Aplicando las relaciones de ortonormalidad de la ecuación (33), se eliminan los términos

del sumatorio que no coinciden en γ, y se llega a una expresión compacta para la densidad
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de probabilidad en el plano (ρ, α):

Dνj
ρ,α(ρ, α) =

∫
dx̂

∫
dŷDνj

ρ,Ω(ρ,Ω) =

= (senα)2(cosα)2
∑
K,K′

∑
γ

[
χνj
K′,γ′(ρ)

]∗
χνj
K,γ(ρ)

[
φ
l′xl

′
y

K′ (α)
]∗
φ
lxly
K (α).

(84)

Cabe mencionar que en esta expresión se podŕıan omitir las operaciones de conjugación

compleja para las funciones hiperangulares, que son reales siempre atendiendo a su defi-

nición (36), y para las funciones hiperradiales, que son reales en los casos tratados en este

trabajo.

Si se integra la densidad de probabilidad total, Dνj
ρ,Ω(ρ,Ω), sobre todo el subespacio de

coordenadas angulares, {Ω} = {θx, ϕx, θy, ϕy, α}, y se aplican las relaciones de ortonor-

malidad indicadas en la ecuación (40), se obtiene la densidad de probabilidad hiperradial,

Dνj
ρ (ρ):

Dνj
ρ (ρ) =

∫
dΩDνj

ρ,Ω(ρ,Ω) =

=
∑
β′

∑
β

[
χνj
β′ (ρ)

]∗
χνj
β (ρ)

∫
(senα)2(cosα)2dΩ

[
Υ

lxly
Klml

(Ω)

]∗
Υ

l′xl
′
y

K′l′m′
l
(Ω) =

=
∑
β′

∑
β

[
χνj
β′ (ρ)

]∗
χνj
β (ρ)δβ′β =

∑
β

|χνj
β (ρ)|2.

(85)

Para integrar la densidad de probabilidad hiperradial sobre el subespacio angular, se

desarrollan las funciones hiperradiales en función de la base THO (ecuación (67)) y se

aplica la ecuación (68). El resultado de estas operaciones es la norma de la función de

onda total, que está normalizada:∫ ∫
dρdΩDνj

ρ,Ω(ρ,Ω) =

∫
dρDνj

ρ (ρ) =
∑
β

∫
dρ|χνj

β (ρ)|2 =

=
∑
β

∑
i,i′

(
Cij

β

)∗
Ci′j

β

∫
dρ
[
U iTHO
β (ρ)

]∗
U i′THO
β (ρ) =

∑
β

∑
i

|Cij
β |

2 = 1

(86)

Nótese que la norma de la función de onda puede obtenerse como una suma de las in-

tegrales de cada función |χνj
β (ρ)|2 por separado, lo que permite asociar una contribución

a cada canal (β). Se puede entender que la densidad hiperradial total es una suma de

densidades hiperradiales asociadas a cada canal:

Dνj
ρ,Ω(ρ) =

∑
β

Dβνj
ρ,Ω (ρ) =

∑
β

|χνj
β (ρ)|2. (87)
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2.4.2. Densidades de probabilidad en coordenadas de Jacobi

En este apartado se obtienen expresiones para las densidades de probabilidad en el plano

(x, y), Dνj
x,y(x, y), en el plano (rx, ry), D

νj
rx,ry(rx, ry), en el subespacio correspondiente a rx,

Dνj
rx (rx), y en el subespacio correspondiente a ry, D

νj
ry (ry).

Para obtener la densidad de probabilidad en el plano (x, y), aplicaremos la conservación

de la probabilidad para un elemento de volumen dado, y tendremos en cuenta la expresión

(5), que relaciona dxdy con dρdΩ:

Dνj
x,y(x, y)dxdy = Dνj

ρ,α(ρ, α)dρdα = Dνj
ρ,α(ρ(x, y), α(x, y))

1

ρ(x, y)
dxdy. (88)

La densidad de probabilidad en el plano (x, y) puede derivarse de (84) aplicando

Dνj
x,y(x, y) =

1√
x2 + y2

Dνj
ρ,α(
√
x2 + y2, arctan

x

y
). (89)

Una expresión algo más expĺıcita seŕıa

Dνj
x,y(x, y) =

∑
γ

x2(lx+1)y2(ly+1)

(x2 + y2)lx+ly+5/2

∑
K

∑
K′

[
N

lxly
K′

]∗
N

lxly
K

×
[
χνj
K′,γ(

√
x2 + y2)

]∗
χνj
K,γ(

√
x2 + y2)

[
P

lx+
1
2
,ly+

1
2

n′ (
y2 − x2

y2 + x2
)
]∗
P

lx+
1
2
,ly+

1
2

n (
y2 − x2

y2 + x2
),

(90)

donde se indica [N
lxly
K′

]∗
a pesar de que las constantes de normalización N

lxly
K son reales.

Esta ecuación permite observar que la densidad de probabilidad en el plano (x, y) puede

expresarse como una suma de densidades de probabilidad asociadas a los conjuntos de

números cuánticos γ:

Dνj
x,y(x, y) =

∑
γ

Dγνj
x,y (x, y), (91)

con

Dγνj
x,y (x, y) =

∣∣∣∣∣ x(lx+1)y(ly+1)

(x2 + y2)lx/2+ly/2+5/4

∑
K

N
lxly
K χνj

K,γ(
√
x2 + y2)P

lx+
1
2
,ly+

1
2

n (
y2 − x2

y2 + x2
)

∣∣∣∣∣
2

. (92)

Esto permite calcular la norma como la suma de las integrales de las densidades de

probabilidad de cada conjunto γ y, por tanto, registrar la contribución de cada una de

ellos.

Cabe recordar que rx es la distancia neutrón-neutrón, y ry es la distancia core-dineutrón.

Para trabajar con estas distancias f́ısicas, se calcula la densidad de probabilidad en el
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plano (rx, ry) utilizando la expresión (7):

Dνj
rx,ry(rx, ry)drxdry = Dνj

x,y(x, y)dxdy = Dνj
x,y(x(rx), ry(y))

m
√
axay

dxdy. (93)

La densidad de probabilidad en el plano (rx, ry) queda, por tanto:

Dνj
rx,ry(rx, ry) =

m
√
axay

Dνj
x,y

(
rx

√
ax
m
, ry

√
ay
m

)
. (94)

Las densidades de probabilidad asociadas a rx y ry puede obtenerse integrando la densidad

asociada al plano de la siguiente forma:

Dνj
rx (rx) =

∫ ∞

0

dryD
νj
rx,ry(rx, ry), (95a)

Dνj
ry (ry) =

∫ ∞

0

drxD
νj
rx,ry(rx, ry). (95b)

2.5. Observables

A partir de las densidades de probabilidad definidas en el apartado anterior, es posible

estudiar propiedades del sistema a través del valor medio de magnitudes de interés o de

probabilidades asociadas a configuraciones espećıficas.

2.5.1. Contenido de dineutrón y cigar-like

Se puede estudiar un núcleo de tres cuerpos del tipo core + n + n como sistema global,

evaluando al mismo tiempo caracteŕısticas asociadas a rx y ry, a través de las conocidas

en la literatura como configuraciones dineutrón y cigar-like [4]. Un núcleo estaŕıa en

configuración dineutrón si la distancia neutrón-neutrón es considerablemente menor que

la distancia core-dineutrón. La configuración cigar-like, por su parte, se caracteriza por

presentar rx considerablemente mayor que ry.

Al estado de un sistema de tres cuerpos se le puede asignar una probabilidad de dineutrón

Pd y de cigar-like, Pc. Con la intención de poder comparar núcleos del tipo core + n + n

indepentemente de la definición de Pd y Pc, se define el parámetro

η =
Pd − Pc

Pd + Pc

. (96)
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Se puede observar que, sin importar los valores máximos que puedan tomar las probabi-

lidades, η = 1 en el caso Pc = 0 (puro dineutrón), y η = −1 en el caso Pd = 0 (puro

cigar-like). Nótese también que η > 0 implica Pd > Pc, y η < 0, Pd < Pc.

Salvo los casos ĺımite, no es trivial definir una separación clara entre una configuración y

otra. No existe una única forma de hacerlo. En este trabajo se propone dividir el plano

(rx, ry) en una zona dineutrón, rx ≤
√

ay
ax
ry y otra cigar-like, rx >

√
ay
ax
ry. Una forma

compacta de entender esta división pasa por asociar a la configuración dineutrón la zona

x ≤ y del plano (x, y). En el plano (ρ, α) se le asocia, por tanto, la zona α ≤ π/4. Las

regiones complementarias se identifican con la configuración cigar-like.

De acuerdo con las regiones descritas, en este trabajo se utilizan estas definiciones para

las probabilidades de dineutrón y cigar-like:

P νj
d =

∫∫
x<y

dxdyDνj
x,y(x, y), (97a)

P νj
c =

∫∫
x>y

dxdyDνj
x,y(x, y). (97b)

Para una función de onda normalizada, si se obedece este esquema de integración, Pd+Pc =

1. Si se definen las regiones de dineutrón y cigar-like como regiones no complementarias,

la suma de las probabilidades no seŕıa uno.

2.5.2. Radios cuadráticos medios

Las densidades de probabilidad asociadas a subespacios de una sola dimensión también son

útiles para estudiar núcleos de tres cuerpos. Las siguientes ecuaciones permiten obtener

valores ı́ntimamente relacionados con el radio de materia del núcleo [1]:

⟨ρ⟩ =
∫ ∞

0

dρρDνj
ρ (ρ), (98a)

⟨ρ2⟩ =
∫ ∞

0

dρρ2Dνj
ρ (ρ), (98b)

∆ρ =

√
⟨ρ2⟩ − ⟨ρ⟩2. (98c)

Expresiones completamente análogas (utilizando las densidades de probabilidad apropia-

das) dan lugar a ⟨rx⟩, ⟨r2x⟩, ∆rx, ⟨ry⟩, ⟨r2y⟩ y ∆ry. Los valores asociados a la coordenada
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rx dan información acerca de la distancia neutrón-neutrón, y los asociados a ry, acerca

de la distancia core-dineutrón. Adicionalmente, a estos subsistemas se les puede asignar

una enerǵıa de ligadura efectiva a partir del comportamiento asintótico de la densidad de

probabilidad correspondiente.

2.5.3. Comparación con el deuterón (2H)

A partir de las densidades de probabilidad asociadas a rx, en este trabajo se estudian

distribuciones neutrón-neutrón para 6He y 11Li. Para tener un punto de referencia se puede

hacer una comparación con la función de onda del deuterón (2H). Se puede reproducir

esta función de onda mediante la forma anaĺıtica de Hulthén [15][16], que es una función

radial asociada a la distancia protón-neutrón.

El tratamieto que se hará en este apartado para la densidad de probabilidad de Hulthén es

completamente aplicable a los subsistemas neutrón-neutrón que se trabajarán posterior-

mente. Para hacer expĺıcito el paralelismo, la función de onda del deuterón se expresará en

términos de rx en lugar de r. Siendo w(rx) la función de onda del sistema neutrón-protón,

la función u(rx) viene dada por [15][16]:

u(rx) = w(rx)/rx = N(e−arx + e−brx). (99)

El parámetro a puede calcularse a partir de la masa de un nucleón (m) y la enerǵıa del

deuterón (εx)[15]:

a =
√
mεx = 0, 2316 fm−1. (100)

El parámetro b puede derivarse de a a través de b = 5,98a, y N es una constante de

normalización que resulta N2 = 0, 783. Se muestra la función u(rx) en la figura 3. La

densidad de probabilidad asociada a rx para el deuterón puede obtenerse a través de

Drx(rx) =

∫
r2xdrx|w(rx)|2 =

∫
drx|u(rx)|2, (101)

y se representa en la figura 4. En esa figura se puede observar que se ha ajustado la parte

asintótica de la densidad de probabilidad mediante una función de la forma Ce−2kxrx . Esta

es la forma asintótica que se espera para todo potencial de corto alcance. Es útil tener en

cuenta el logaritmo en base e de la densidad de probabilidad,

log(Drx(rx)) = log(C)− 2kxrx, (102)
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que facilita una expresión para llevar a cabo un ajuste lineal. A partir de la pendiente

(−2kx), se puede obtener la enerǵıa de ligadura del deuterón mediante la expresión

kx =

√
2µxεx
ℏ

, (103)

donde µx es la masa reducida del sistema protón-neutrón. Esta ecuación, que se podrá

utilizar junto a la ecuación (102) en los sistemas neutrón-neutrón de 6He y 11Li, arroja

un valor εx = 2,2416 MeV para la enerǵıa de ligadura, coincidente con el que se obtiene

a partir de la expresión (100).

Figura 3: Función u(rx) de Hulthén para el deuterón (2H) (ĺınea negra continua).

Figura 4: Densidad de probabilidad radial (rx) del deuterón (2H) a partir de la función

de Hulthén (ĺınea negra continua). Ajuste exponencial para el comportamiento asintótico

(ĺınea roja discontinua).
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3. Resultados

En esta sección, se muestran los resultados de aplicar el fundamento teórico introducido

en la sección 2 para los estados fundamentales de núcleos de 6He y 11Li. Se estudian

cualitativamente las densidades de probabilidad en diferentes subespacios y se extraen

magnitudes de interés que permiten comparar estos núcleos entre śı y con la literatura.

Dado que las densidades de probabilidad serán la herramienta fundamental para visua-

lizar las propiedades estudiadas, necesitaremos conocer las funciones de onda y tratarlas

adecuadamente. Las partes hiperradiales de estas, χνj
β (ρ), no se calculan en este trabajo.

En ambos casos (6He y 11Li), son facilitadas por los tutores, siendo calculadas mediante

un programa que hace uso del método de los pseudoestados [1]. La interacción core-

neutrón en 6He está ajustada para describir la resonancia p3/2 en el subsistema no ligado

5He [7, 17, 18], mientras que en 11Li está ajustada según se indica en la referencia [19],

basándose en los parámetros de Thompson y Zhukov [17]. En ambos casos, la interacción

neutrón-neutrón se modela utilizando el potencial GPT [20].

La parte práctica, que śı forma parte de este trabajo, comienza con 66 canales para 6He y

136 canales para 11Li. El número de canales viene directamente limitado por Kmax. Tanto

Kmax como imax son los valores (finitos) más pequeños que ofrecen una convergencia

adecuada de la función de onda y la enerǵıa del núcleo [1]. No es arbitrario, por tanto,

que se parta de un número diferente de canales para 6He y 11Li.

De cada uno de los canales, β, se dan como datos sus números cuánticos y su función

hiperradial. Para cada uno de los núcleos, el esquema de trabajo que se ha seguido es el

siguiente:

Ordenar los canales, β, en conjuntos de canales, γ, que tienen todos los números

cuánticos comunes excepto K.

Calcular los polinomios de Jacobi (P
lx+1/2,ly+1/2
n ) (ecuación (37)), y constantes de

normalización (N
lxly
K ) (ecuación (38)) para generar las funciones φ

lxly
K (ecuación

(36)).

Construir una malla que genere el plano (rx, ry) de una forma coherente con los
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valores conocidos de χνj
ρ (ρ), y que permita calcular la densidad de probabilidad

(total y de cada uno de los conjuntos de canales, γ) en este plano.

Generar las densidades de probabilidad hiperradiales (total y de cada uno de los

canales, β).

Integrar adecuadamente la densidad de probabilidad en el plano (rx, ry) para calcular

las densidades de probabilidad asociadas a rx y ry.

Calcular probabilidades, valores medios y parámetros de interés a partir de las den-

sidades de probabilidad obtenidas, aśı como comprobar que las funciones de onda

están normalizadas.

3.1. Estado fundamental de 6He (0+)

Funciones y densidades hiperradiales. Se representan las funciones hiperradiales

de los canales de mayor contribución a la norma en la figura 5. La densidad de probabi-

lidad hiperradial total se muestra en la figura 6, junto a las densidades de probabilidad

hiperradiales parciales correspondientes a los canales (β) con mayor contribución. Es con-

veniente recordar que la densidad hiperradial total puede expresarse como una suma de

densidades de probabilidad de cada canal a través de la ecuación (85). Los canales de

mayor contribución se presentan en la tabla 2. A partir del conjunto de ecuaciones (98)

se pueden obtener el hiperradio medio, la ráız cuadrada del hiperradio cuadrático medio

K lx ly l Sx jab Norma (%)

2 0 0 0 0 0 78,6

2 1 1 1 1 0 12,2

0 0 0 0 0 0 4,9

6 2 2 0 0 0 1,5

Tabla 2: Canales (β) con contribución superior al 1% la norma para 6He.
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Figura 5: Funciones hiperradiales de los canales (β) con mayor contribución a la norma

para 6He (ĺıneas continuas).

Figura 6: Densidad de probabilidad hiperradial total (ĺına continua roja) y densidades

parciales asociadas a los canales (β) con mayor contribución a la norma (ĺıneas disconti-

nuas) para 6He.

34



y la desviación t́ıpica del hiperradio:

⟨ρ⟩ = 5, 12 fm, (104a)

⟨ρ2⟩1/2 = 5, 53 fm, (104b)

∆ρ = 2, 10 fm, (104c)

que son magnitudes relacionadas con el radio de materia del núcleo [1].

Densidad de probabilidad en el plano (rx, ry). La densidad de probabilidad en el

plano (rx, ry) del estado fundamental de 6He se muestra en la figura 7. Esta densidad de

probabilidad puede entenderse como una suma de las densidades de probabilidad asociadas

a cada uno de los conjuntos de canales (γ), como se indica en la ecuación (91). Es posible

calcular la contribución a la norma de cada uno de estos conjuntos de canales integrando

en el plano las densidades de probabilidad parciales correspondientes. En la tabla 3 se

muestran los conjuntos con contribución superior al 1% de la norma total. Se puede

observar concordancia con la tabla 2: los canales (β) de mayor contribución pertenecen

a los conjuntos (γ) más relevantes. Asimismo, estas densidades de probabilidad parciales

se muestran en la figura 9 (con la misma escala de color para comparar adecuadamente).

Se puede apreciar que el conjunto γ = {0, 0, 0, 0, 0} predomina y que su densidad de

probabilidad parcial es cualitativamente muy similar a la densidad de probabilidad total.

El conjunto γ = {2, 2, 0, 0, 0} no se representa porque, manteniendo la escala de color, no

es apreciable (2, 4% de la norma).

La densidad de probabilidad sólo es distinta de cero en un rango relativamente pequeño

de valores de (rx, ry). En la figura 7 se observan dos zonas del espacio con densidad de

probabilidad considerable. Se identifican dos picos que se pueden asignar a configuracio-

lx ly l Sx jab Norma (%)

0 0 0 0 0 84,0

1 1 1 1 0 12,4

2 2 0 0 0 2,4

Tabla 3: Conjuntos (γ) de canales con contribución superior al 1% la norma (6He).
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Figura 7: Densidad de probabilidad total en el plano (rx, ry) para 6He. Ĺınea blanca

discontinua marcando la recta α = π/4

Figura 8: Densidades de probabilidad parciales en el plano (rx, ry) asociadas a los dos

conjuntos γ con mayor contribución a la norma para 6He. Ĺıneas blancas discontinuas

marcando las rectas α = π/4
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nes dineutrón (x ≤ y) y cigar-like (x > y). Modelar estos picos por separado e integrarlos

podŕıa ser una forma de calcular las probabilidades de dineutrón y cigar-like. Sin em-

bargo, parte del pico de dineutrón penetra en la zona de cigar-like, y viceversa. Para

determinar las probabilidades de dineutrón (Pd) y cigar-like (Pc) es conveniente adherirse

a las definiciones del conjunto de ecuaciones (97). Aśı, estas probabilidades se obtienen

integrando en dos zonas complementarias del plano por separado. Para visualizar que los

picos de dineutrón y cigar-like se solapan y penetran en las zonas opuestas, se representa

la densidad de probabilidad, D00
rxry(rx, ry), en tres dimensiones y separando el plano en las

dos secciones de interés (Figura 9).

Las probabilidades de dineutrón y cigar-like calculadas integrando la densidad en estas

regiones son:

Pd = 0, 65, (105a)

Pc = 0, 35, (105b)

η = 0, 30. (105c)

Se puede comprobar que el estado fundamental de 6He presenta una configuración mayo-

ritariamente dineutrón, al ser η > 0 (Pd > Pc).

Figura 9: Comparativa de la densidad de probabilidad en las regiones dineutrón (izquierda)

y cigar-like en el plano (rx, ry) para
6He.

Densidad de probabilidad asociada a la distancia core-dineutrón (ry). La den-

sidad de probabilidad asociada a ry para 6He se muestra en la figura 10.

Utilizando expresiones análogas a las del conjunto de ecuaciones (98) se pueden calcu-

lar (para el sistema core-dineutrón de 6He) el radio medio, la ráız cuadrada del radio
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cuadrático medio y la desviación t́ıpica del radio:

⟨ry⟩ = 3, 27 fm, (106a)

⟨r2y⟩
1/2

= 3, 76 fm, (106b)

∆ry = 1, 86 fm. (106c)

Se puede estimar la enerǵıa de ligadura efectiva del sistema core-dineutrón de 6He median-

te un procedimiento análogo al que se ha llevado a cabo para el deuterón en la sección

2.5. La representación del logaritmo de la densidad de probabilidad y el ajuste lineal

análogo a la ecuación (102) se muestran en la figura 11. Nótese que la recta de regresión

se representa para todo el dominio de la gráfica, pero sólo se ajusta a log(Dry(ry)) para

el intervalo ry ∈ [10, 25] fm. Este es un intervalo en el que se estima que la densidad de

probabilidad ya presenta su comportamiento asintótico teórico, pero no se adentra en la

zona en la que existen más desviaciones. Estas desviaciones se producen debido a que que

se ha truncado la base. Aumentar el tamaño de esta ofreceŕıa una descripción adecuada

a distancias mayores.

A partir de la pendiente de la recta de mejor ajuste, utlizando la ecuación (103), se puede

calcular la enerǵıa de ligadura efectiva asociada a ry:

εy = (1, 38± 0, 04) MeV. (107)

La incertidumbre de εy es el resultado de propagar linealmente la incertidumbre asociada

al intervalo de 95% de confianza de la pendiente de la recta de regresión lineal. Es con-

veniente aclarar que todos los valores de enerǵıa de ligadura efectiva que se mostrarán en

esta memoria, a excepción de ε
2H
x , que puede calcularse anaĺıticamente, llevan asociada

una incertidumbre calculada de esta forma. Adicionalmente, las rectas de mejor ajuste de

las que se obtienen las pendientes tienen un coeficiente de correlación de Pearson tal que

R2 ≥ 0, 9994 en todos los casos.

La enerǵıa de ligadura efectiva de 6He es εy = 1, 38 MeV ≈ 1, 6 MeV, que se obtiene

en la referencia [21] como un valor adecuado de la enerǵıa de ligadura de un modelo

α + dineutrón para reproducir los resultados de un cálculo realista de tres cuerpos en el

caso de 6He.
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Figura 10: Densidad de probabilidad asociada a ry para 6He (ĺınea roja continua).

Figura 11: Logaritmo en base e de la densidad de probabilidad asociada a ry para 6He

(ĺınea roja continua). Ajuste lineal (ĺınea negra discontinua).
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Densidad de probabilidad asociada a la distancia neutrón-neutrón (rx). La

densidad de probabilidad asociada a rx para 6He se muestra en la figura 12. Empleando

las mismas herramientas que para la coordenada ry, se pueden obtener, para el subsistema

neutrón-neutrón, el radio medio, la ráız cuadrada del radio cuadrático medio, la desviación

t́ıpica del radio y la enerǵıa de ligadura efectiva:

⟨rx⟩ = 4, 15 fm, (108a)

⟨r2x⟩
1/2

= 4, 85 fm, (108b)

∆rx = 2, 52 fm, (108c)

εx = (2, 47± 0, 12) MeV. (108d)

Figura 12: Densidades de probabilidad asociadas a rx para 6He (ĺınea roja continua).

3.2. Estado fundamental de 11Li (0+)

Funciones y densidades hiperradiales. En la figura 13 se muestran las funciones

hiperradiales más relevantes de 11Li. La densidad de probabilidad hiperradial de 11Li se

presenta en la figura 14, junto con la de los canales de mayor contribución y la de 6He.

Asimismo, en la tabla 4 se listan sus canales (β) junto con el porcentaje de la norma

que aportan. En la tabla 5 se muestra una comparativa de 11Li y 6He en cuanto al
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Figura 13: Funciones de onda hiperradiales asociadas a los canales (β) con mayor contri-

bución a la norma del estado fundamental de 11Li.

Figura 14: Densidad de probabilidad hiperradial total (ĺınea verde continua) y densidades

parciales asociadas a los canales (β) con mayor contribución a la norma (ĺıneas discon-

tinuas) del estado fundamental de 11Li. Comparación con la densidad de probabilidad

hiperradial de 6He (ĺınea roja continua).
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hiperradio medio, la ráız cuadrada del hiperradio cuadrático medio y la desviación t́ıpica

del hiperradio.

K lx ly l Sx jab Norma (%)

0 0 0 0 0 0 54,5

2 0 0 0 0 0 18,8

2 1 1 1 1 0 18,5

4 0 0 0 0 0 4,5

Tabla 4: Canales (β) con contribución superior al 1% la norma (11Li).

11Li 6He

⟨ρ⟩ (fm) 7,87 5,12

⟨ρ2⟩1/2 (fm) 8,76 5,53

∆ρ (fm) 3,86 2,10

Tabla 5: Hiperradio medio (⟨ρ⟩), ráız cuadrada del hiperradio cuadrático medio (⟨ρ2⟩1/2)

y desviación t́ıpica del hiperradio (∆ρ) para 11Li y 6He.

Densidad de probabilidad en el plano (rx, ry). La densidad de probabilidad en el

plano (rx, ry) se muestra en la figura 15. Nótese que se utiliza la misma escala de colores

y los mismo ĺımites en los ejes vertical y horizontal que en el caso de 6He para comparar

las distribuciones adecuadamente.

Se observa que la densidad de probabilidad en este plano para 11Li presenta máximos

mucho menores y es mucho más extensa que para 6He. Como consecuencia, es de esperar

que las distancias neutrón-neutrón y core-neutrón sean mayores que en el caso de 6He.

Integrar las densidades de probabilidad parciales revela que los conjuntos de canales γ de

mayor contribución a la norma son los mismos que en el caso de 6He: γ = {0, 0, 0, 0, 0}, con

un 78, 4%, γ = {1, 1, 1, 1, 0}, 19, 3%, y γ = {2, 2, 0, 0, 0}, con una contribución inferior al

1%.

Al igual que para 6He, se pueden distinguir dos máximos, correspondientes a las confi-

guraciones dineutrón (y ≥ x) y cigar-like (y < x). Integrar la densidad de probabilidad
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en estas regiones permite calcular las probabilidades de ambas configuraciones, aśı como

el parámetro η. Los tres valores se muestran en la tabla 6, junto a los de 6He. Se puede

observar que 11Li presenta mayor probabilidad de dineutrón. Esto se puede relacionar con

el hecho de que en 11Li hay más mezcla de configuraciones, lo cual favorece la formación

del dineutrón [22]. De hecho en 6He se espera que predomine p3/2, mientras que en 11Li

hay mezcla de 1p1/2 y 2s1/2.

11Li 6He

Pd 0,76 0,65

Pc 0,24 0,35

η 0,52 0,30

Tabla 6: Probabilidad de dineutrón (Pd), probabilidad de cigar-like (Pc) y parámetro η

para 11Li y 6He.

Figura 15: Densidad de probabilidad en el plano (rx, ry) para
11Li. Ĺınea blanca disconti-

nuna indicando la recta α = π/4.

Densidad de probabilidad asociada a la distancia core-dineutrón (ry). La den-

sidad de probabilidad asociada a ry para 11Li se representa junto a la de 6He en la figura

16. A partir de estas funciones se pueden calcular el radio medio, la ráız cuadrada del
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radio cuadrático medio, la desviación t́ıpica del radio y la enerǵıa de ligadura efectiva del

sistema core-dineutrón. Se comparan estos valores para 11Li y 6He en la tabla 7.

11Li 6He

εy (MeV) 0, 529± 0, 012 1, 38± 0, 04

⟨ry⟩ (fm) 4,94 3,27

⟨r2y⟩
1/2

(fm) 5,58 3,76

∆ry (fm) 2,60 1,86

Tabla 7: Enerǵıa (εy), radio medio (⟨ry⟩), ráız cuadrada del radio cuadrático medio

(⟨r2y⟩
1/2

) y desviación t́ıpica del radio (∆ry) asociados al subsistema core-dineutrón. Com-

paración de 11Li y 6He.

Figura 16: Densidades de probabilidad asociadas a ry para 11Li (ĺınea verde continua) y

6He (ĺınea roja continua).

Densidad de probabilidad asociada a la distancia neutrón-neutrón (rx). La

densidad de probabilidad asociada a rx para 11Li se representa junto a las de 6He y 2H

en la figura 17. Conviene recordar que la coordenada rx en los casos de 6He y 11Li, indica

la distancia neutrón-neutrón, mientras que para 2H, expresa la distancia protón-neutrón.

A partir de estas funciones se pueden calcular el radio medio, la ráız cuadrada del radio
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cuadrático medio, la desviación t́ıpica del radio y la enerǵıa de ligadura efectiva de los

sistemas mencionados. Se comparan estos valores para los tres núcleos en la tabla 8.

Puede observarse que la función densidad de probabilidad de 11Li es más extensa que la

de 6He, que a su vez es más extensa que la de 2H. Esto es de esperar, pues 11Li está mucho

menos ligado que 6He, y este menos que el deuterón. Los datos de la tabla 8 indican que las

densidades de probabilidad más extensas se corresponden con un mayor radio cuadrático

medio. Sin embargo, las enerǵıas de ligadura (para los sistemas neutrón-neutrón o protón-

neutrón según corresponda) no pueden ordenarse de la misma forma: se observa que 6He

tiene una enerǵıa de ligadura efectiva ligeramente superior a la de 2H, y que la de 11Li es

significativamente inferior: el subsistema neutrón-neutrón en 11Li es mucho menos ligado

que el neutrón-neutrón de 6He y que el protón-neutrón de 2H. Esto es importante para

entender la diferencia en las configuraciones dineutrón de 11Li y 6He. A pesar de que 11Li

tiene una mayor probabilidad de dineutrón, se trata de una estructura menos compacta.

Figura 17: Densidades de probabilidad asociadas a rx para 11Li (ĺınea verde continua),

6He (ĺınea roja continua) y 2H (ĺınea negra continua).
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11Li 6He 2H

εx (MeV) 0, 600± 0, 005 2, 47± 0,12 2,242

⟨rx⟩ (fm) 5,83 4,15 3,15

⟨r2x⟩
1/2

(fm) 7,19 4,85 3,88

∆rx (fm) 4,21 2,52 2,27

Tabla 8: Enerǵıa (εx), radio medio (⟨rx⟩), ráız cuadrada del radio cuadrático medio

(⟨r2x⟩
1/2

) y desviación t́ıpica del radio (∆rx) asociados al subsistema neutrón-neutrón.

Comparación de 11Li, 6He y 2H.

4. Resumen y conclusiones

Se han completado satisfactoriamente los objetivos del trabajo. Se ha explicado brevemen-

te el método de los armónicos hiperesféricos para resolver un problema de tres cuerpos. A

continuación, se han desarrollado las relaciones necesarias para expresar las densidades de

probabilidad de un autoestado del hamiltoniano pasando de coordenadas hiperesféricas

a las coordenadas relativas entre los tres cuerpos. Las funciones de onda de partida se

han tratado adecuadamente para calcular las densidades de probabilidad y observables

de interés de 6He y 11Li.

A partir de las densidades de probabilidad hiperradiales se han podido calcular los hiper-

radios medios (⟨ρ⟩), las ráıces cuadradas de los hiperradios cuadráticos medios (⟨ρ2⟩1/2) y

las desviaciones t́ıpicas de los hiperradios (∆ρ). La ráız cuadrada del hiperradio cuadráti-

co medio ha resultado mayor en el caso de 11Li (⟨ρ2⟩1/211Li = 8, 76 fm) , lo que apunta a que

su radio de materia es mayor que el de 6He (⟨ρ2⟩1/26He = 5, 53 fm), como era de esperar, ya

que 11Li es menos ligado que 6He. Integrar las densidades de probabilidad hiperradiales

parciales ha permitido distinguir los canales con mayor contribución a la norma. Para

ambos núcleos, los conjuntos de canales de mayor contribución a la norma del estado

fundamental de cada núcleo son aquellos de menor lx y ly: γ = {0, 0, 0, 0, 0} (84, 0% de la

norma para 6He y 78, 4% para 11Li) y γ = {1, 1, 1, 1, 0} (12, 4% para 6He y 19, 3% para

11Li).

Las densidades de probabilidad en el plano (rx, ry) presentan dos máximos. Uno de ellos
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se corresponde con una configuración llamada dineutrón, en la que la distancia neutrón-

neutrón es pequeña en comparación a la distancia core-dineutrón, mientras que el otro

se corresponde con la configuración opuesta, denominada cigar-like. Se han comparado

las probabilidades de ambas configuraciones en los núcleos estudiados y, a partir de estas

probabilidades, se ha definido el parámetro η. Este es de 0, 52 para 11Li y de 0, 30 para 6He.

Dado que η11Li > η6He > 0 se puede concluir que el estado fundamental de 11Li presenta

mayor probabilidad de dineutrón que el de 6He y que, en ambos, la configuración dineutrón

es más probable que la cigar-like.

De las densidades de probabilidad asociadas a rx y ry por separado, se han obtenido

los radios medios (⟨rx⟩ , ⟨ry⟩), las ráıces cuadradas de los radios cuadráticos medios

(⟨r2x⟩
1/2
, ⟨r2x⟩

1/2
) y desviaciones t́ıpicas de los radios (∆rx, ∆ry) asociados a los sistemas

neutrón-neutrón y core-dineutrón respectivamente. Los resultados indican que todas estas

magnitudes son mayores en el caso de 11Li (⟨r2x⟩
1/2
11Li = 7, 19 fm, ⟨r2y⟩

1/2
11Li

= 5, 58 fm) que en

el caso de 6He (⟨r2x⟩
1/2
6He = 4, 85 fm, ⟨r2y⟩

1/2
6He

= 3, 76 fm). Los valores asociados al subsistema

neutrón-neutrón (coordenada rx) de ambos núcleos se han comparado con el deuterón

(2H), en el que rx se refiere a la distancia protón-neutrón. Se observa que los valores del

deuterón (⟨r2x⟩
1/2
2H = 3, 88 fm) para el radio medio, ráız cuadrada del radio cuadrático

medio y desviación t́ıpica del radio son menores que los de 11Li y 6He.

Adicionalmente, a partir del comportamiento asintótico de las densidades de probabilidad

en rx y ry por separado, se han calculado enerǵıas de ligadura efectivas (εx, εy) asociadas

a los sistemas mencionados. Como resultado, se ha obtenido que ε
6He
y > ε

11Li
y , y que

ε
6He
x > ε

2H
x > ε

11Li
x .

En general, se observa que, para todos los subespacios estudiados, las densidades de

probabilidad de 11Li son más extensas que las de 6He y 2H, lo que se traduce en un

mayor radio de materia, mayores distancias neutrón-neutrón y core-dineutrón, y menores

enerǵıas de ligadura efectivas.
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M. A. G. Alvarez, M. J. G. Borge, L. Buchmann, C. A. Diget, H. A. Falou, B. R.

Fulton, H. O. U. Fynbo, D. Galaviz, J. Gómez-Camacho, R. Kanungo, J. A. Lay, M.
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