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Resumen

Este trabajo constituye un amplio estudio sobre la dispersión de electrones con nucleo-

nes, centrándonos en la región profundamente inelástica y en el empleo de este proceso

como herramienta fundamental en la investigación sobre temas de gran relevancia, como

el estudio de la estructura interna del nucleón y su composición en función de quarks.

Aśı mismo, se analizan en detalle los factores de forma del nucleón y su comportamiento

en función de la cinemática del proceso de interacción. Los resultados obtenidos servirán

para revelar información acerca de la estructura interna del nucleón aśı como para vali-

dar modelos nucleónicos a través del empleo de distintas parametrizaciones y modelos de

factores de forma y la comparación de predicciones teóricas con los datos experimentales

disponibles.
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1. Introducción General: Objetivos y Metodoloǵıa

Este trabajo estudia, a nivel académico, la interacción electromagnética electrón-

nucleón (e-N ), centrándose especialmente en el proceso de dispersión profundamente

inelástica y su relevancia en el análisis de los factores de forma del nucleón. Se obtendrá,

de forma teórica, la sección eficaz del proceso e-N en el régimen profundamente inelástico

en el marco teórico de la electrodinámica cuántica. Dicha sección eficaz permite dedu-

cir los factores de forma inelásticos del nucleón, los cuales dan información acerca de la

estructura interna del nucleón.

La dispersión de electrones es una de las técnicas más usadas en el campo de la F́ısica de

Part́ıculas para estudiar las propiedades de los hadrones. En estos procesos, los electrones

penetran en el blanco generando una “fotograf́ıa” [1] que aporta información sobre la

estructura interna del objetivo, la cual dependerá en gran medida de la cinemática del

proceso.

La interacción elástica e-N proporciona información sobre las propiedades electro-

magnéticas del nucleón tales como distribuciones de carga y momento magnético. Para

dispersiones más energéticas pueden producirse procesos inelásticos tales como resonan-

cias nucleónicas asociadas a la emisión de piones y otros mesones en el estado final. La

dispersión inelástica puede darse también en procesos electrón-núcleo. En este caso, uno

de los nucleones puede alcanzar un estado resonante como en el proceso e-N. Por otra

parte, la dispersión de electrones con núcleos nos ha proporcionado la información más

precisa acerca del tamaño nuclear y la distribución de carga del núcleo [2].

A finales de la década de los 60 se comenzaron a realizar experimentos de dispersión

e-N profundamente inelástica o DIS (Deep Inelastic Scattering) por sus siglas en inglés

[3]. Esta región profundamente inelástica corresponde a enerǵıas mucho mayores que las

de excitación del nucleón. Estos estudios se realizaron en el Centro del Acelerador Lineal

de Stanford (SLAC). Con haces de electrones de hasta 21GeV, se pretend́ıa estudiar el

nucleón en distancias mucho menores de las que se hab́ıan conseguido hasta entonces. En

estos experimentos quedó demostrado que el nucleón no era una part́ıcula elemental, sino
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que teńıa estructura interna y estaba compuesto por quarks como ya se hab́ıa predicho

teóricamente por parte de los f́ısicos Murray Gell-Mann, George Zweig y André Petermann

[4, 5, 6].

Los quarks interaccionan entre śı dentro del nucleón mediante el intercambio de gluo-

nes. Estos gluones son part́ıculas de esṕın 1 y son los mediadores de la interacción nuclear

fuerte. La cromodinámica cuántica (QCD) es la teoŕıa que describe esta interacción. La

dinámica de los quarks en este contexto puede ser descrita mediante unas funciones fe-

nomenológicas conocidas como factores de forma. Estos factores de forma ayudan a de-

terminar, entre otras, la distribución eléctrica y magnética del nucleón. El objetivo de los

procesos de dispersión electrón-nucleón es obtener de forma experimental estos factores

de forma.

El propósito principal de este trabajo es hacer un estudio de las propiedades y estruc-

tura interna del nucleón mediante el análisis de los factores de forma. Para ello nos valemos

del proceso de dispersión electrón-nucleón en el régimen profundamente inelástico.

1.1. Ecuación de Dirac e interacción electromagnética del

electrón

La descripción teórica de los procesos descritos en este trabajo se lleva a cabo en el

marco que proporciona la electrodinámica cuántica en la cual es imprescindible el empleo

de la ecuación de Dirac. La expresión de esta ecuación en el caso libre es:

i
∂ψ

∂t
= (α · p+ βM)ψ , (1.1)

donde αi y β son las matrices de Dirac.

La ecuación de Dirac (1.1) proporciona una descripción cuántica-relativista de part́ıcu-

las de esṕın 1/2. Su carácter matricial con las matrices α y β de dimensión 4× 4, implica

que existen cuatro soluciones, dos correspondientes a valores positivos de la enerǵıa y
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otras dos a valores negativos [7, 8].

En el contexto de este trabajo, esta ecuación se usará para describir los fermiones

con los que vamos a trabajar: electrón y nucleón. Obtendremos una solución para cada

part́ıcula, las cuales usaremos posteriormente en el desarrollo formal de la interacción

electromagnética entre ambas part́ıculas.

A lo largo de este trabajo nos centraremos en la interacción electrón-nucleón y, más

espećıficamente, en la interacción electromagnética entre ellos. Además de esta, también

podŕıa considerarse la interacción débil, sin embargo, esta juega en general un papel poco

importante respecto a la electromagnética.

Figura 1: Vértice básico de la interacción electromagnética. Figura obtenida de [9].

Todos los procesos de interacción electromagnética entre part́ıculas pueden reducirse a

lo que se denomina como un vértice básico [9] cuyo diagrama de Feynman es el de la Fig.

1. Aunque el diagrama de la Fig. 1 corresponde a un proceso que no es posible debido a

la conservación del cuadrimomento, sirve como elemento básico para construir todos los

diagramas de Feynman de procesos electromagnéticos.

La interacción electromagnética se describe a través del intercambio, entre part́ıculas

cargadas, de fotones virtuales. A su vez, los diagramas de Feynman constituyen una simple

representación de dichos procesos. Aśı, en la Fig. 2 se muestra el diagrama de Feynman

para el proceso de dispersión electrón-muón.

Como se observa, en el diagrama solo se ha considerado el intercambio de un fotón

virtual. Esto corresponde a la aproximación más sencilla posible. Es el término de primer

orden en el cálculo perturbativo de la electrodinámica cuántica (QED) y se denomina

aproximación de Born.
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Figura 2: Diagrama de Feynman para la interacción entre un electrón y un muón

mediante el intercambio de un fotón. Figura obtenida de [10].

Electrón-Protón

En este trabajo, nos centraremos fundamentalmente en diagramas como el de la Fig.

3, el cual representa la interacción electromagnética entre el electrón y el protón. Como se

observa, el protón viene representado por tres ĺıneas paralelas, las cuales hacen referencia

a la composición de quarks de este barión. En la Fig. 3 se toma por válida la aproxima-

ción de Born (un único fotón intercambiado) entre un electrón y un protón en régimen

elástico. A medida que se incrementa la enerǵıa del proceso entre estas dos part́ıculas,

también podŕıa considerarse el régimen inelástico y el profundamente inelástico [1]. En el

régimen inelástico, resonancias del protón tales como el barión delta (∆) son producidos

en el estado final. Por otro lado, en el régimen profundamente inelástico (DIS) la enerǵıa

intercambiada en el proceso es lo suficientemente alta para que puedan aparecer múltiples

part́ıculas en el estado final [10]. Esto se muestra en la Fig. 4, donde X hace referencia al

conjunto de todas las posibles part́ıculas finales.

El nucleón también puede encontrarse en un estado ligado en el interior de un núcleo.

Al igual que en el caso electrón-nucleón, este proceso también puede ocurrir de diversas

maneras en función de la enerǵıa del proceso. A bajas enerǵıas se encuentra el régimen

elástico donde el núcleo permanece intacto en el estado final. Conforme aumenta la enerǵıa

transferida por el lepton, se alcanza el régimen cuasielástico donde un nucleón es arrancado

del núcleo inicial dando lugar a un nuevo núcleo. Finalmente, a enerǵıas más altas, se
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Figura 3: Diagrama de Feynman para la interacción electrón-protón mediante el in-

tercambio de un fotón. Figura obtenida de [10].

producen dispersiones inelásticas con procesos nucleónicos que presentan semejanzas con

los que estudiaremos en el caso e-N.

Figura 4: Diagrama de Feynman para la interacción profundamente inelástica

electrón-protón. Figura obtenida de [11].

1.2. Estructura interna del nucleón: factores de forma

La descripción de la estructura interna de los nucleones puede realizarse a través de

funciones fenomenológicas que describen la estructura y la dinámica interna del nucleón.

Estas funciones reciben el nombre de factores de forma.

El empleo de los factores de forma es imprescindible en la formulación teórica de

procesos de interacción en los que intervienen hadrones, como es nuestro caso. Estas

funciones aparecen expĺıcitamente en la expresión final de la sección eficaz de los distintos

procesos de dispersión que consideraremos.

Como ya se ha mencionado, una manera adecuada de obtener información acerca
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de la estructura de un objeto a nivel atómico es la dispersión de un haz de electrones.

Estudiando la sección eficaz del proceso podemos averiguar, por ejemplo, propiedades

tales como distribuciones de carga eléctrica y magnética, radio, etc. En el caso de blancos

extensos, con una cierta distribución de carga eléctrica, para momento angular nulo, la

sección eficaz del proceso de dispersión puede expresarse de forma general en función de

la sección eficaz correspondiente a una carga puntual como sigue [10],

dσ

dΩ
=

(
dσ

dΩ

)
point

|F (q)|2 , (1.2)

donde q es el momento transferido del electrón incidente al blanco (q = ki−kf ). El término

F (q) representa el factor del forma del blanco que viene dado como la transformada de

Fourier de la distribución de carga,

F (q) =

∫
ρ(x)eiq·xd3x . (1.3)

Para obtener información acerca del tamaño del protón, el proceso es similar al descrito

justo arriba pero con algunas diferencias importantes. Por un lado, debemos considerar

que el momento magnético del protón, al igual que su carga, también interviene en la

interacción electromagnética con el haz de electrones. Además, será necesario considerar

el retroceso del nucleón tras el proceso de dispersión. En este caso se obtendrán dos

factores de forma GE y GM los cuales están relacionados, en ciertas aproximaciones, con

la distribución de carga y de momento magnético, respectivamente. En el caṕıtulo 2 se

presenta una descripción detallada sobre esta cuestión.

Si quisiéramos una visión más detallada de la estructura del protón, se debeŕıa au-

mentar el momento transferido q por el electrón. Al aumentar el momento del electrón se

aumenta la enerǵıa del proceso y cuando esta enerǵıa es suficientemente alta, el protón

puede alcanzar un estado excitado. Este proceso se conoce como dispersión inelástica

electrón-protón (e + p → e +X). Un ejemplo es: e + p → e +∆+ → e + p + π0. En este

caso, el protón se excita a un estado Delta y luego decae mediante la emisión de un mesón

neutro π0 y un protón.
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El proceso que se estudia en este trabajo es el de dispersión profundamente inelástica.

En este régimen energético, el proceso puede interpretarse de forma aproximada como

dispersión elástica/cuasielástica del electrón por los constituyentes elementales del protón

[10]. Inicialmente, los constituyentes elementales del protón se conoćıan con el nombre

de partones. Cada uno de estos partones portaba una fracción distinta del momento y

enerǵıa total del hadrón. En el modelo de partones, estos se definen respecto a una escala

energética que viene dada por el momento transferido en el proceso de dispersión.

En el contexto del modelo de quarks, para procesos en los que el momento transferido

no es muy alto, un protón puede describirse por tres quarks de valencia. Para procesos más

energéticos, será necesario considerar parejas quark-antiquark además de los tres quarks

de valencia [1]. Los experimentos de DIS pudieron interpretarse adecuadamente a través

del modelo de quarks. Más aún, sus resultados eran consistentes con las ideas generales

del modelo de quarks y constituyen un aspecto esencial en el desarrollo de la teoŕıa de la

interacción fuerte, la cromodinámica cuántica (QCD).

Aunque se aparte del tema principal de este trabajo, también cabe destacar la dis-

persión neutrino-nucleón puesto que es otro método muy eficaz y preciso de estudiar

propiedades de la QCD. Estos procesos permiten estudiar la estructura axial del nucleón,

la cual es dif́ıcil de investigar mediante dispersión de electrones o fotones [1, 12].

1.3. Situación experimental

Numerosos experimentos se han llevado a cabo desde los años 60 hasta nuestros d́ıas

acerca de la estructura interna de los hadrones. Cabe destacar el SLAC National Ac-

celerator Laboratory de Stanford, California, un laboratorio en el que se encuentra un

acelerador lineal de part́ıculas. Las investigaciones llevadas a cabo en este laboratorio

por parte de los f́ısicos J. I. Friedman, H. W. Kendall y R. E. Taylor en los años 60 y

70, consiguieron demostrar la presencia de quarks en protones y neutrones. Esta fue la

primera prueba experimental de la existencia de los quarks, gracias a la cual, estos tres

f́ısicos fueron galardonados con el premio Nobel en 1990. También hay que destacar otros

hallazgos importantes llevados a cabo en SLAC, como el descubrimiento de la part́ıcula
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J/Ψ y del quark strange (premio Nobel de F́ısica en 1974), o el descubrimiento del leptón

τ (premio Nobel de F́ısica en 1995) [13].

CEBAF [14] es un acelerador continuo de electrones dentro del laboratorio Thomas

Jefferson de Estados Unidos. En dicho acelerador se ha conseguido aumentar la enerǵıa

del haz de electrones a 12GeV. Gracias a este avance, se espera entender de forma más

precisa la estructura interna de los nucleones. Uno de los primeros resultados consecuen-

cia de esta mejora ha demostrado que es posible detectar nuevas formas de materia, los

mesones h́ıbridos [15]. Estos mesones están formados por quarks unidos por la interacción

fuerte mediante gluones. Pero, a diferencia de los mesones ordinarios, los gluones de los

mesones h́ıbridos se comportan de manera diferente. El estudio de estas part́ıculas permi-

tirá investigar cómo están formadas las part́ıculas subatómicas por la interacción fuerte,

aśı como el confinamiento de quarks (por qué los quarks no se han observado aislados).

Actualmente se están llevando a cabo diversos experimentos que estudian la interacción

electrón-núcleo. Cabe destacar el detector CLAS12 (CEBAF Large Acceptance Spectro-

meter para 12GeV) instalado en el Hall B del Jefferson Lab. Gracias a este detector

pueden realizarse reacciones muy energéticas que permiten estudiar en gran profundidad

la interacción electrón-núcleo. Los resultados de estos experimentos se emplean tanto para

descifrar la estructura de los nucleones y las fuerzas que rigen estas interacciones como

para obtener información precisa acerca de los neutrinos. Los neutrinos son part́ıculas

muy poco interactuantes debido a que son leptones sin carga, por lo que los experimentos

con neutrinos son dif́ıciles de realizar y de medir. Las procesos con electrones sirven para

modelar los respectivos procesos con neutrinos y también para realizar test y correcciones

a los detectores de neutrinos, explotándose aśı las similitudes entre neutrinos y electro-

nes (ambos son leptones) [16]. Estos métodos se usan actualmente en la investigación de

las oscilaciones de neutrinos, un fenómeno que consiste en que los neutrinos cambian de

sabor, el cual es un tema de reciente interés en la F́ısica de Part́ıculas.

Gracias a los experimentos de DIS anteriormente descritos y a partir de sus resulta-

dos (secciones eficaces angulares) puede obtenerse información precisa sobre los factores

de forma del nucleón. Como se mostrará en detalle en el caṕıtulo siguiente, la expresión

de la sección eficaz diferencial doble tanto para el caso de dispersión elástica como pro-
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fundamente inelástica, contiene de forma expĺıcita los factores de forma nucleónicos que

dependen del cuadrimomento transferido en el proceso al cuadrado (Q2). Este valor viene

determinado por la enerǵıa inicial del electrón y por el ángulo de dispersión (θ). Combi-

nando los resultados experimentales obtenidos para distintos valores del cuadrimomento

transferido y del ángulo de dispersión con las expresiones teóricas de la sección eficaz es

posible obtener información sobre los factores de forma del nucleón.

En este trabajo se hará uso de diversos modelos con el objetivo de estudiar el com-

portamiento de los factores de forma y las funciones de estructura inelásticas, que aśı

mismo permitirá el cálculo de secciones eficaces de los procesos de dispersión respecto a

diversos parámetros cinemáticos. Los cálculos se han realizado desarrollando programas

de computación en Fortran y Matlab.
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2. Formalismo de la Interacción Electromagnética

Electrón-Nucleón

En este caṕıtulo se introduce la ecuación de Dirac y el formalismo de la interacción

electromagnética. Posteriormente, se desarrolla la descripción teórica del proceso de dis-

persión electrón-protón tanto en régimen elástico como inelástico. Por último, se calculan

la sección eficaz del proceso inelástico y los factores de forma inelásticos del nucleón.

2.1. Ecuación de Dirac

La ecuación de Dirac es una de las herramientas fundamentales para describir el pro-

ceso que se trata en este trabajo, pues proporciona una descripción cuántico-relativista

de part́ıculas de esṕın 1/2.

Dicha ecuación fue formulada en 1928 por Paul Dirac y surge en la búsqueda de

una ecuación covariante relativista de primer orden en el tiempo, que trate las variables

espaciales y temporal en forma simétrica y que tenga una norma conservada definida

positiva. La expresión covariante de la ecuación es:

(i/∂ −M)ψ = 0 , (2.1)

donde /∂ = γµ∂
µ es el operador nabla slash, con γµ las matrices de Dirac y ∂µ la cuadri-

derivada covariante; y M es la masa de la part́ıcula. Información más espećıfica acerca de

la ecuación de Dirac y sus propiedades puede encontrarse en el apéndice A.1 y en [17].

Aunque una información más completa y detallada se pueda encontrar en las notas

de la asignatura Mecánica Cuántica Relativista [7] o en sus referencias bibliográficas [18],

es conveniente introducir en esta sección las expresiones para las soluciones libres de

la ecuación de Dirac. Estas aparecen en el desarrollo formal de la interacción entre las

part́ıculas involucradas en el proceso. En (2.2) y (2.3) se detallan las soluciones de la
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ecuación (2.1):

ψ(+)
p (Xµ) =

√
M

EV
u(p, s)e−iPµXµ

(2.2)

ψ(−)
p (Xµ) =

√
M

EV
v(p, s)eiPµXµ

, (2.3)

donde ψ
(+)
p y ψ

(−)
p son funciones de onda asociadas a soluciones de enerǵıa positiva y

negativa, respectivamente. Las funciones u(p, s) y v(p, s) son los espinores de Dirac cuyas

expresiones generales son:

u(p, s) =

√
E +M

2M

 χs

σ·p
E+M

χs

 (2.4)

v(p, s) =

√
E +M

2M

 σ·p
E+M

χs

χs

 , (2.5)

donde σ y χs son las matrices y los espinores de Pauli, respectivamente.

2.2. Análisis del diagrama de Feynman del proceso e-N

En esta sección se analiza el proceso de dispersión e-N tomando la aproximación de

Born, esto es, las part́ıculas interaccionan mediante el intercambio de un único fotón. El

diagrama de Feynman representado en la Fig. 5 es, por lo tanto, de primer orden. En

la Fig. 5 el eje del tiempo se ha tomado en dirección vertical de forma que en la parte

inferior del diagrama aparecen las part́ıculas iniciales y en la parte superior las part́ıculas

finales.

Para simplificar los cálculos se elige como sistema de referencia el sistema laboratorio

en el cual el nucleón inicial se encuentra en reposo. Se define θ como el ángulo de dispersión

del electrón (ángulo que forman el momento inicial y final del electrón). A continuación,

se detallan los momentos y enerǵıas de las part́ıculas iniciales y finales:
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Figura 5: Diagrama de Feynman para la interacción electrón-nucleón mediante el

intercambio de un fotón. Figura obtenida de [19].

Electrón inicial:

• Cuadrimomento: kµi = (εi,ki)

• Masa: m

Electrón final:

• Cuadrimomento: kµf = (εf ,kf )

• Masa: m

Nucleón inicial:

• Cuadrimomento: P µ
i = (M, 0)

• Masa: M

Nucleón final:

• Cuadrimomento: P µ
f = (Ef ,pf )

• Masa: M

Para estudiar la cinemática del proceso, aplicamos el principio de conservación de

enerǵıa-momento en ambos vértices del diagrama.

Vértice leptónico:

Conservación de la enerǵıa: ω = εi − εf
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Conservación del momento: q = ki − kf ⇒ q2 = |ki|2 + |kf |2 − 2|ki||kf | cos θ

Vértice hadrónico:

Conservación de la enerǵıa: Ef = ω +M

Conservación del momento: pf = q ⇒ ω2 + 2Mω = q2 ⇒ −Q2 = |Q2| = 2Mω

De las ecuaciones anteriores se deduce que las variables εi, εf y θ no son independientes.

Generalmente, basta determinar dos de ellas para fijar completamente la cinemática del

proceso. Se suelen tomar como variables independientes la enerǵıa del electrón inicial (εi)

y el ángulo de dispersión (θ).

2.3. Corrientes hadrónica y leptónica

Para poder realizar los cálculos pertinentes, es de gran utilidad definir las cuadrico-

rrientes electromagnéticas de transición entre los estados inicial y final en cada vértice,

en este caso, corriente leptónica, jµ(l), y corriente hadrónica, Jµ
(N) [10]:

jµ(e) =ψ̄kfγ
µψki (2.6)

Jµ
(N) =ψ̄Pf

Γ̂µψPi
. (2.7)

En primer orden de teoŕıa de perturbaciones y considerando ondas planas, las funciones

de onda leptónicas y hadrónicas se expresan como las soluciones libres de (2.2) y las

corrientes anteriores quedan:

Corriente leptónica

jµ(e) = −e m

V
√
εiεf

ūe(kf , sf )γ
µue(ki, si)e

i(kf−ki)·X . (2.8)
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Corriente hadrónica

Puesto que el nucleón tiene estructura interna, Γ̂µ en (2.7) no puede sustituirse úni-

camente por γµ como es el caso para una part́ıcula puntual de esṕın 1/2. La corriente

hadrónica Jµ
(N) es un cuadrivector que se construye a partir del álgebra de Clifford definida

en el espacio de Dirac por las matrices γ y los covariantes bilineales asociados [7, 9]. En

el caso particular de la interacción electromagnética, la corriente hadrónica adquiere la

forma:

Jµ
(N) = e

M

V
√
EiEf

ūN(pf , Sf )Γ̂
µuN(pi, Si)e

i(Pf−Pi)·X , (2.9)

con

Γ̂µ = F1(Q
2)γµ +

iF2(Q
2)

2M
σµνQν , (2.10)

donde F1 y F2 son los factores de forma nucleónicos de Pauli y Dirac, respectivamente,

los cuales proporcionan información acerca de la estructura interna del nucleón y solo

dependen de Q2 [20].

En (2.10) aparecen dos términos independientes, asociados a γµ y σµν . Si tratásemos

el caso de dispersión de neutrinos, seŕıa necesario incluir términos que involucran a γ5,

los cuales están asociados a procesos de violación de paridad.

2.4. Hamiltoniano de interacción electromagnética

El estado de un sistema como el que estamos tratando se puede representar mediante

un ket |Φ(t)⟩ en el espacio de Hilbert. Nos interesa, conociendo el estado inicial del sistema

(|Φi⟩ = |Φ(−∞)⟩), encontrar la probabilidad de obtener un determinado estado final

(|Φf⟩). Con este objetivo, se define la matriz de dispersión S como:
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|Φ(+∞)⟩ = S |Φ(−∞)⟩ . (2.11)

El estado final |Φ(+∞)⟩ puede expandirse en una base completa de estados finales

|Φf⟩:

|Φ(+∞)⟩ =
∑
f

|Φf⟩ ⟨Φf |Φ(+∞)⟩ , (2.12)

con

⟨Φf |Φ(+∞)⟩ = ⟨Φf |S |Φ(−∞)⟩ = ⟨Φf |S |Φi⟩ ≡ Sfi . (2.13)

De esta forma, se deduce que el elemento de matriz Sfi es la amplitud de probabilidad

de obtener el estado final |Φf⟩ tras el proceso de dispersión.

La matriz S definida en (2.11) permite obtener una ecuación de movimiento de los

estados del sistema en cualquier orden en teoŕıa de perturbaciones. En este caso, nos

centramos únicamente en la dispersión electromagnética electrón-nucleón en primer orden

de teoŕıa de perturbaciones (un solo fotón intercambiado). La amplitud de transición

(elemento de matriz Sfi) asociada al proceso de dispersión que lleva al sistema de un estado

inicial a otro final, ambos determinados, en primer orden de teoŕıa de perturbaciones

adquiere la forma (ver [7, 8]):

Sfi = −i
∫
d4XHI(X) , (2.14)

donde HI es el hamiltoniano de interacción responsable del proceso.

En este caso, el hamiltoniano es el correspondiente a la interacción electromagnética

cuya expresión viene dada por la electrodinámica cuántica (QED) según:
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HEM(X) = jµ(X)Aµ(X) , (2.15)

donde jµ(X) es la cuadricorriente electromagnética asociada al proyectil y Aµ(X) el cua-

dripotencial (o campo) electromagnético generado por el blanco.

El campo electromagnético generado por el nucleón, en este caso, es:

Aµ(X) =

∫
d4Y Dµν

EM(X − Y )J (N)
ν (Y ), (2.16)

donde se ha usado la expresión (2.9) de la corriente hadrónica del nucleón y Dµν
EM(X)

es el propagador de la interacción electromagnética. En la ecuación (2.16), X e Y co-

rresponden a las coordenadas espacio-temporales de los vértices leptónico y hadrónico,

respectivamente (ver la Fig. 5).

Propagador de la interacción electromagnética

La expresión más general del propagador del fotón es [10]:

Dµν
EM(X − Y ) =

∫
d4Q

(2π)4
1

Q2

(
−gµν + (1− ξ)

QµQν

Q2

)
eiQ·(X−Y ) . (2.17)

Es habitual, para estos cálculos en el contexto de la QED, elegir el gauge de Feynman

(ξ = 1). En dicho caso, el propagador recibe el nombre de propagador de Feynman y su

expresión es, simplemente:

Dµν
F (X − Y ) =

∫
d4Q

(2π)4
−gµν

Q2
eiQ·(X−Y ) . (2.18)

De esta forma, el campo electromagnético creado por el nucleón queda:

Aµ(X) = −
∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
1

Q2
eiQ·(X−Y )Jµ

(N)(Y ) . (2.19)
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2.5. Sección eficaz

En el caso de colisiones de dos part́ıculas para llegar a cualquier estado final, la sección

eficaz se define como la probabilidad de que se produzca una colisión concreta por unidad

de tiempo, por unidad de centro dispersor y por unidad de flujo incidente. Partimos de la

expresión de la probabilidad del proceso por unidad de volumen y tiempo:

Wfi ≡
|Sfi|2

V · T
, (2.20)

donde V y T son, respectivamente, el volumen y el tiempo considerados.

Definimos ahora la probabilidad diferencial (dW ) como la probabilidad por unidad

de volumen y tiempo de, partiendo del estado |Φi⟩ llegar a cualquier estado final en una

región diferencial del espacio de momentos d3pf alrededor del estado final |Φf⟩ (compuesto

por Nf part́ıculas de momentos pf ). Por lo tanto hay que sumar, para cada una de las

part́ıculas finales, sobre los posibles estados dentro de esa región de momentos:

∑
pf+d3pf

V→∞−−−→ V

(2π)3
d3pf .

De esta forma, la probabilidad diferencial queda:

dW = Wfi

(∏
f

V

(2π)3
d3pf

)
. (2.21)

Para obtener la sección eficaz diferencial hay que dividir por la densidad de part́ıculas

en el blanco ( 1
V
teniendo en cuenta la normalización) y por el flujo de part́ıculas incidentes

(Φinc). La expresión resultante es:

dσ =
dW
1
V
Φinc

=
|Sfi|2

T · Φinc

(∏
f

V

(2π)3
d3pf

)
. (2.22)
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Finalmente, presentamos la expresión del flujo incidente:

Φinc =
|vrel|
V

, (2.23)

donde vrel es la velocidad relativa de las part́ıculas que colisionan.

2.5.1. Cálculo de la sección eficaz

En este apartado vamos a desarrollar la expresión (2.14) de la amplitud de transición

haciendo uso del resto de expresiones previas. En principio tenemos:

Sfi = −i
∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
j(e)µ (X)

(
− 1

Q2

)
eiQ·(X−Y )Jµ

(N)(Y ) . (2.24)

Introduciendo las expresiones de las corrientes electromagnéticas (2.8) y (2.9) llegamos

a:

Sfi = ie2
m

V
√
εiεf

M

V
√
EiEf

(
− 1

Q2

)
[ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūN(pf , Sf )Γ̂

µuN(pi, Si)]

×
∫
d4X

∫
d4Y

∫
d4Q

(2π)4
eiQ·(X−Y )ei(Pf−Pi)·Y ei(kf−ki)·X , (2.25)

y resolviendo las integrales:

∫
d4Xei(kf−ki+Q)·X = (2π)4δ4(kf − ki +Q) (2.26)

∫
d4Y ei(Pf−Pi−Q)·Y = (2π)4δ4(Pf − Pi −Q) , (2.27)

la parte integral de (2.25) queda:
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∫
d4Q(2π)4δ4(kf − ki +Q)δ4(Pf − Pi −Q) = (2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki) . (2.28)

Introduciendo este resultado en (2.25), obtenemos:

Sfi = −ie2 mM

V 2
√
εiεfEiEf

(
1

Q2

)
(2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki)

× [ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūN(pf , Sf )Γ̂
µuN(pi, Si)] .

Se puede expresar la tasa de transición por unidad de volumen (Wfi) como:

Wfi ≡
|Sfi|2

V T
=

m2M2

V 4εiεfEiEf

[(2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki)]
2

V T
|Mfi|2

=
m2M2

V 4εiεfEiEf

(2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki)|Mfi|2 , (2.29)

donde se ha usado (B.3).

En (2.29), Mfi es la amplitud invariante que viene dada por:

Mfi = −e2
(

1

Q2

)
[ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūN(pf , Sf )Γ̂

µuN(pi, Si)] . (2.30)

En este término se halla contenida la f́ısica esencial del proceso de dispersión que se

está estudiando.

La expresión (2.22) de la sección eficaz, para el caso que estamos tratando de dos

part́ıculas finales con momentos pf y kf , queda:

dσ =
m2M2

εiεfEiEf

1

V Φinc

(2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki)|Mfi|2
d3pf

(2π)3
d3kf

(2π)3
. (2.31)
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El flujo incidente Φinc se define como el número de part́ıculas que llegan por unidad

de área y unidad de tiempo. La expresión del flujo incidente es:

Φinc =
|vi − Vi|

V
, (2.32)

donde vi y Vi son, respectivamente, las velocidades incidentes de electrones y nucleones.

Si sustituimos en la expresión de la sección eficaz (2.31) el resultado (B.8) del apéndice

B.3, llegamos a la expresión:

dσ =
m2M

(2π)2|ki|εfEf

δ4(Pf − Pi + kf − ki)|Mfi|2d3pfd
3kf . (2.33)

La expresión que estamos buscando es la de la sección eficaz diferencial para un electrón

dispersado en un elemento de ángulo sólido dΩ centrado alrededor del ángulo θ. Para ello,

comenzamos desarrollando d3kf de (2.33) como:

d3kf = |kf |2d|kf |dΩ = |kf |εf dεf dΩ , (2.34)

donde se ha usado ε2f = kf
2 + m2 y por tanto |kf |d|kf | = εf dεf . Si ahora sustituimos

(2.34), (B.9) y (B.10) en (2.33), obtenemos:

dσ =
1

(2π)2
m

|ki|
|Mfi|2

∫ ∞

−∞
d4Pf δ

4(Pf − Pi + kf − ki)

× 2mM |kf |dεf dΩ δ(P 2
f −M2)Θ(p0) . (2.35)

Puesto que en la mayoŕıa de experimentos solo se detecta el electrón final, debemos

sumar para todos los estados finales del nucleón. Esto se hace integrando sobre todos

los momentos finales (pf ) del nucleón. De esta forma, la sección eficaz diferencial doble

resulta:
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d2σ

dεfdΩ
=

m2

(2π)2
|kf |
|ki|

|Mfi|2 δ
(
ω − |Q2|

2M

)
, (2.36)

donde se ha aplicado (B.12).

Una vez obtenida esta expresión de la sección eficaz, únicamente resta calcular el

cuadrado de la amplitud invariante, |Mfi|2. Podemos expresar:

|Mfi|2 =
e4

|Q2|2
LµνH

µν , (2.37)

donde Lµν y Hµν son los tensores leptónico y hadrónico, respectivamente. Estos tensores

vienen definidos por:

Lµν =
∑
si,sf

[ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūe(kf , sf )γνue(ki, si)]
∗ (2.38)

Hµν =
∑
Si,Sf

[ūN(pf , Sf )Γ̂
µuN(pi, Si)][ūN(pf , Sf )Γ̂

νuN(pi, Si)]
∗ . (2.39)

El śımbolo
∑

denota que se suma/promedia en los estados finales/iniciales de esṕın.

Para proseguir con el cálculo de la sección eficaz es necesario desarrollar las expresiones

(2.38) y (2.39) y posteriormente calcular la contracción de los dos tensores, LµνH
µν .

Tensor leptónico Lµν

Tras un pequeño desarrollo, se llega a la siguiente expresión para el tensor leptónico:

Lµν =
1

2
Tr

(
/kf +m

2m
γµ
/ki +m

2m
γν

)
. (2.40)

Finalmente, el tensor leptónico puede expresarse en la forma:
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Lµν =
1

2m2
(kµf k

ν
i + kνfk

µ
i − (kf · ki −m2)gµν) . (2.41)

El desarrollo de los cálculos necesarios para obtener estas expresiones es muy extenso,

y puede encontrarse en el apéndice C.1.

Tensor hadrónico Hµν

De forma análoga a la anterior, llegamos a la siguiente expresión para el tensor hadróni-

co:

Hµν =
1

2
Tr

(
/P f +M

2M
Γ̂µ

/P i +M

2M
Γ̂ν

)
. (2.42)

Tras una serie de cálculos, el tensor hadrónico resulta:

Hµν = −W1(Q
2)

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+
W2(Q

2)

M2
XµXν , (2.43)

donde:

W1 =
|Q2|
4M2

(F1 + F2)
2 (2.44)

W2 = (F1)
2 +

|Q2|
4M2

(F2)
2 . (2.45)

Los cálculos que han sido necesarios para llegar a estas expresiones del tensor hadrónico

están recogidos en el apéndice C.2.

Contracción de los tensores hadrónico y leptónico LµνH
µν

Tras realizar los cálculos pertinentes, incluidos en el apéndice C.3, llegamos a la ex-

presión siguiente para la contracción de los tensores leptónico y hadrónico:

LµνH
µν =

εfεi
m2

(
2W1 sin

2 θ

2
+W2 cos

2 θ

2

)
, (2.46)
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donde se ha aplicado el ĺımite ultrarrelativista para los electrones.

2.5.2. Sección eficaz diferencial doble

Introduciendo los resultados del apéndice C.3 en la expresión (2.36), llegamos a la

siguiente expresión de la sección eficaz diferencial doble en el sistema laboratorio:

d2σ

dεfdΩ
=

m2

(2π)2
|kf |
|ki|

|Mfi|2 δ
(
ω − |Q2|

2M

)
=

m2

(2π)2
εf
εi

e2e2

|Q2|2
LµνH

µνδ

(
ω − |Q2|

2M

)

=
e4 cos2 θ

2

4(2π)2ε2i sin
4 θ
2

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
δ

(
ω − |Q2|

2M

)

= σMott

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
, (2.47)

donde GE(Q
2) = F1−τF2 y GM(Q2) = F1+F2 son los factores de forma de Sachs eléctrico

y magnético respectivamente con τ = |Q2|
4M2 . El término σMott es la sección eficaz de Mott

que viene dada por:

σMott =
α2 cos2 θ/2

4ε2i sin
4 θ/2

, (2.48)

donde α es la constante de estructura fina. La sección eficaz de Mott es la sección eficaz

correspondiente a la dispersión de un electrón con una part́ıcula puntual sin esṕın [20].

Modificamos (2.47) aplicando la propiedad (B.1) de la δ de Dirac:

d2σ

dεfdΩ
= σMott

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
2Mδ

(
2Mω − |Q2|

)

= σMott

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
2Mδ

(
2Mεi − 2Mεf − 4εiεf sin

2 θ

2

)
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= σMott

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
2M

2M + 4εi sin
2 θ
2

2Mδ

(
2M

2M + 4εi sin
2 θ
2

εi − εf

)
.

Finalmente integramos sobre dεf y llegamos a la conocida como fórmula de Rosenbluth

[21]:

dσ

dΩ
= σMottf

−1
rec

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ/2

]
, (2.49)

donde frec =
εi
εf

es el factor de retroceso.

Los factores de forma GE y GM en el caso elástico, se pueden determinar a partir de

medidas experimentales de la sección eficaz respecto al ángulo de dispersión, donde al

representar respecto a tan2 θ/2, la pendiente dará información sobre GM y la ordenada

en el origen sobre GE y GM . Lo mismo es aplicable en el caso siguiente para determinar

las funciones de estructura inelásticas W1 y W2.

2.6. Formalismo de la dispersión inelástica e-N

Hasta este punto hemos desarrollado la expresión de la sección eficaz diferencial del

proceso e-N en el régimen elástico. Sin embargo, el objetivo principal es el estudio del

proceso en el régimen inelástico. Para obtener la sección eficaz correspondiente a dicho

caso hemos de expresarla en términos de las funciones de estructura W1 y W2 anteriores

que son las que proporcionan la información de la estructura interna del nucleón en el

régimen inelástico y cuya descripción ya no vendrá dada en función de los factores GE y

GM del caso elástico. Por lo tanto, la sección eficaz diferencial doble resulta:

d2σ

dεfdΩ
= σMott

[
W2 + 2W1 tan

2 θ/2
]
. (2.50)

Las funciones de estructuraW1 yW2 describen, ahora, la estructura interna del nucleón

en el régimen inelástico. Como se puede observar, a diferencia de (2.47), en (2.50) no

aparece la δ. Esto se debe a que en el caso inelástico, la masa de hadrón final no es



2 FORMALISMO DE LA INTERACCIÓN ELECTROMAGNÉTICA
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constante y hay que considerar todos los posibles estados, lo cual añade una suma que

elimina esa δ. Al contrario del caso elástico, estas dependen de dos variables cinemáticas

independientes:

W1(ν,Q
2) W2(ν,Q

2) , (2.51)

donde:

ν ≡ Pi ·Q
M

sist.laboratorio−−−−−−−−→ ω . (2.52)

Previamente a describir el formalismo de la dispersión profundamente inelástica es

conveniente introducir dos nuevas variables: la masa invariante (W ) y la variable x de

Bjorken [22]. Estas variables vienen definidas por:

W 2 ≡ P 2
i = (Pf +Q)2 =M2 + 2Mν +Q2 (2.53)

x ≡ |Q2|
2Pi ·Q

=
|Q2|
2Mν

. (2.54)

En el estado final deberá aparecer, al menos, un barión. Puesto que el protón es el

barión más ligero, se tiene W ≥ M . En el caso elástico, la masa en el vértice hadrónico

se conserva (W = M), luego x = 1 corresponde al caso elástico y 0 < x < 1 al caso

inelástico.

Las pruebas realizadas en el régimen profundamente inelástico (|Q2| ≥ 1GeV2 y W ≥

4GeV) muestran que las funciones de estructura MW1(ν,Q
2) y νW2(ν,Q

2) se convierten

en funciones de una única variable x. Esto se conoce por el nombre de scaling de Bjorken

[22] y es una evidencia directa de que el electrón es dispersado por un constituyente

puntual y cargado del protón. Por ello, en el régimen DIS es conveniente sustituir las

funciones de estructura como:

MW1(ν,Q
2) = F1(x,Q

2)
DIS−−→ F1(x) νW2(ν,Q

2) = F2(x,Q
2)

DIS−−→ F2(x) ,
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donde hay que tener en cuenta que estas funciones de estructura F1,2(x) de DIS no son

las mismas que los factores de forma F1,2(Q
2) de la dispersión elástica.

En el régimen profundamente inelástico, estas dos funciones de estructura satisfacen

la relación de Callan-Gross [23]:

F2(x) = 2xF1(x) . (2.55)

Esta relación se obtiene considerando el modelo de partones y se deriva de que en el

régimen DIS σL ≪ σT , donde σL y σT son las secciones eficaces longitudinal y trans-

versal, respectivamente. Las secciones eficaces longitudinal y transversal corresponden,

respectivamente, a la polarización longitudinal o transversal de los fotones virtuales in-

tercambiados en el proceso de dispersión [24]. La relación de Callan-Gross (2.55) además

pone de manifiesto que los constituyentes puntuales del protón tienen esṕın 1
2
[1].

2.6.1. Funciones de estructura inelásticas

En esta sección trataremos de obtener las funciones de estructura inelásticas F1(x)

y F2(x). Para ello nos basaremos en el modelo de partones introducido previamente en

la sección 1.2 según el cual, los partones se identifican como los quarks constituyentes

del protón. En este modelo, los partones se definen según el momento transferido en el

proceso de dispersión. A bajas enerǵıas, el protón contiene únicamente tres quarks de

valencia. Para enerǵıas mayores, se definen, además las parejas quark-antiquark creadas

por la interacción fuerte. En el sistema de referencia de momento infinito, el partón lleva

una fracción x del cuadrimomento y de la enerǵıa total del nucleón (ver Fig. 6). Podemos

expresar:

F2(x) =
∑
i

e2ixfi(x) , (2.56)

donde la suma i se realiza sobre los distintos tipos de partones, ei es la carga del partón y

fi(x) es la función de distribución del partón (PDF, por sus siglas en inglés) definida como
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la probabilidad de que el partón transporte una fracción entre x y x+dx del momento total

del nucleón. De esta forma, medir la función de estructura F2(x) proporciona directamente

información de la distribución de quarks en el protón.

Figura 6: Diagrama representativo del modelo de partones. Figura obtenida de [10].

En el modelo de partones, la interacción entre estos se desprecia durante el tiempo en

que se produce la dispersión: consideramos el partón como cuasilibre. Con esta suposición

podemos dar una visión de la estructura de quarks del nucleón. Si considerásemos que el

nucleón contiene únicamente tres quarks de valencia, la forma de la función de estructura

seŕıa F2(x) = δ(x− 1
3
). Sin embargo, además de los quarks de valencia, existe un mar de

quarks formado por parejas quark-antiquark. Este mar de quarks se forma debido a los

gluones emitidos por los quarks de valencia (ver Fig. 7).

La presencia de gluones tiende a ensanchar la distribución ya que existen quarks con

momentos diferentes (distintos a x = 1
3
) como se puede apreciar en la Fig. 8.

Si expandimos (2.56) para el protón y el neutrón, obtenemos [10]:

1

x
F p
2 (x) =

4

9
[up(x) + ūp(x)] +

1

9
[dp(x) + d̄p(x)] +

1

9
[sp(x) + s̄p(x)] (2.57)

1

x
F n
2 (x) =

4

9
[un(x) + ūn(x)] +

1

9
[dn(x) + d̄n(x)] +

1

9
[sn(x) + s̄n(x)] , (2.58)

donde up(x) y ūp(x) son, respectivamente, las funciones de distribución del quark y del

antiquark up dentro del protón; y de manera análoga para los sabores down (d) y strange

(s). Se ha despreciado la contribución de los quarks charm, top y bottom en el protón.

Puesto que el neutrón y el protón forman parte de un doblete de isosṕın, su contenido de

quarks está relacionado como se muestra:
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Figura 7: Diagrama de la estructura de quarks del protón formado por quarks de va-

lencia, gluones y parejas quark-antiquark. Figura obtenida de [10].

up(x) = dn(x) ≡ u(x)

dp(x) = un(x) ≡ d(x)

sp(x) = sn(x) ≡ s(x) . (2.59)

A las funciones de distribución de quarks anteriores se les puede exigir que cumplan

la siguiente restricción:

∫ 1

0

[u(x)− ū(x)]dx = 2 (2.60)

∫ 1

0

[d(x)− d̄(x)]dx = 1 (2.61)

∫ 1

0

[s(x)− s̄(x)]dx = 0 . (2.62)
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Figura 8: Funciones de estructura correspondientes a diferentes composiciones del

protón. Figura obtenida de [10].
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Esta restricción proviene del hecho de que los números cuánticos del protón deben ser los

determinados por la combinación de los quarks de valencia (uud).

2.6.2. Parametrizaciones de las funciones de estructura inelásticas

En esta sección se introducen tres parametrizaciones distintas de las funciones de

estructura inelásticas del nucleón, F1 y F2 o, equivalentemente, W1 y W2. Todas ellas

tratan de reproducir fielmente los resultados experimentales que se pueden obtener en los

procesos de dispersión electrón-nucleón si bien están ajustadas para cinemáticas diferentes.

Parametrización de Bodek-Ritchie

Esta aproximación ajusta sus parámetros a los datos experimentales de las funciones

de estructuraW1 yW2 para la dispersión electrón-nucleón. La parametrización de Bodek-

Ritchie, descrita más en profundidad en Refs. [25, 26], cubre todo el espectro inelástico

desde la región de resonancia hasta la región profundamente inelástica. Los datos experi-

mentales a los que se ajusta esta parametrización son los obtenidos en SLAC [27, 28] que

cubren el rango energético 0, 1GeV2 < |Q2| < 20GeV2.

Parametrización de Bosted-Christy

La parametrización de Bosted-Christy para protones [29] y para neutrones [30] se

ajusta a los datos emṕıricos de las secciones eficaces electrón-nucleón y electrón-deuterón

para construir las funciones de estructura inelásticas del nucleón. Esta es una mejora de

la parametrización de Bodek-Ritchie. Aunque la parametrización de Bodek-Ritchie cubre

completamente la región inelástica, nuevos estudios demostraron que era necesaria una

parametrización más detallada en la región de resonancia. Por esta razón se desarrolló

la parametrización de Bosted-Christy, la cual emplea unas funciones de estructura nu-

cleónicas que se ajustan mejor a los datos experimentales en la región de resonancia. Las

medidas usadas para desarrollar esta parametrización son secciones eficaces inelásticas

inclusivas en el rango de cuadrimomento transferido 0 ≤ |Q2| < 8GeV2 y masa invariante

en el estado final 1, 1GeV2 < W < 3, 1GeV2.
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Modelo GRV98

El modelo de Glück-Reya-Vogt [31] (GRV98) se basa en la QCD para obtener funcio-

nes de distribución de partones de quarks y antiquarks de forma individual, es decir, las

funciones descritas en las ecuaciones (2.57) y (2.58). Las PDFs se emplean para obtener

las funciones de estructura inelásticas F1 y F2. Este modelo ajusta las funciones de dis-

tribución de partones a resultados experimentales de dispersión profundamente inelástica

para valores altos de |Q2| donde los efectos no perturbativos de la QCD son despreciables.

Algunas correcciones relativas a la masa del nucleón, a efectos no perturbativos de la

QCD, o a efectos de la dispersión a enerǵıas bajas se parametrizan y se incluyen en la

descripción del modelo. El modelo GRV98 se adapta con bastante acierto a las secciones

eficaces posteriores a la región de resonancia. Sin embargo, se desv́ıa para valores bajos

de |Q2|.
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3. Análisis y discusión de los resultados

En esta sección se presentan los resultados obtenidos mediante métodos numéricos

para el proceso de dispersión electrón-nucleón. Se han elaborado varias gráficas en las que

se representan funciones de estructura y secciones eficaces en función de distintas variables

cinemáticas. Como ya se comentó en la sección 1.3, para obtener estos resultados se han

empleado métodos numéricos a partir de las expresiones teóricas con el objetivo de simular

el proceso e-N y poder comparar con datos experimentales.

3.1. Sección eficaz

Se estudiará a continuación la sección eficaz diferencial doble del proceso de dispersión

electromagnética electrón-nucleón.

En la Fig. 9, se representa la sección eficaz diferencial doble ( d2σ
dεdΩ

) frente a la masa

invariante (W ) para unos valores del ángulo de dispersión y de enerǵıa inicial del electrón

determinados. Los picos en la sección eficaz corresponden a las resonancias bariónicas. El

primer pico es el correspondiente a la resonancia ∆ de masa invariante W = 1232MeV

[32]. El segundo pico se debe principalmente a la resonancia S11(1535) y el tercero a la

resonancia F15(1680). Tras estos picos, la sección eficaz representa la región profundamente

inelástica (DIS). Los resultados se han obtenido mediante el uso de códigos que combinan

las expresiones anaĺıticas obtenidas en el caṕıtulo 2 para la sección eficaz con el uso

de parametrizaciones de las funciones de estructura inelásticas. Estas parametrizaciones

arrojan resultados acordes a los datos experimentales en la región de resonancia y la

región profundamente inelástica, no aśı en la región elástica. Por completitud, la Fig. 9

muestra también el pico correspondiente al caso de dispersión elástica e-N (ĺınea vertical

negra) que corresponde a un valor de la masa invariante W =M = 0, 938GeV (masa del

nucleón).

De la Fig. 9 es posible extraer una comparativa entre las tres parametrizaciones em-

pleadas para obtener los resultados. La diferencia más llamativa es la del modelo GRV98
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Figura 9: Sección eficaz diferencial doble frente a la masa invariante para el proceso

de dispersión electrón-nucleón.

con las otras dos. Como ya se ha comentado anteriormente, el modelo GRV98 está diseñado

para que concuerde con los datos experimentales, principalmente, en la región inelástica.

Sin embargo, en la región de resonancia se ve cómo hace un promedio poco detallado y

no es capaz de mostrar las resonancias nucleónicas. Si ahora comparamos la parametri-

zación de Bodek-Ritchie con la de Bosted-Christy, se observa cómo la segunda produce

valores más altos en la región de resonancia. Los resultados de Bosted-Christy deben, en

un principio, concordar mejor con los experimentos ya que, como se expuso anteriormente,

esta parametrización es una mejora de la de Bodek-Ritchie en la región de resonancias

nucleónicas. Fuera de la región de resonancia, en la región inelástica (W > 2GeV) las tres

parametrizaciones proporcionan predicciones muy similares.

En la Fig.10, se representa la misma medida que en la Fig. 9 pero en este caso con

datos experimentales obtenidos en SLAC por los f́ısicos J. I. Friedman, H. W. Kendall y

R. E. Taylor en los años 60 y 70. Esta fue aceptada como la primera prueba emṕırica de

la existencia de los quarks, la cual les valió a sus autores para ser galardonados con el

premio Nobel de F́ısica en 1990. Si comparamos esta con la Fig. 9, vemos como concuerdan

bastante bien. Obsérvese que las parametrizaciones de Bodek-Ritchie y de Bosted-Christy
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Figura 10: Datos experimentales obtenidos en SLAC de la sección eficaz diferencial

doble frente a la masa invariante para el proceso de dispersión electrón-nucleón. Fi-

gura obtenida de [10].

reproducen de manera aproximada los datos experimentales de la Fig. 10. Si bien, estas

parametrizaciones concuerdan muy bien con los datos experimentales en la posición de

los máximos de las resonancias, no existe tal acierto en la magnitud de estos máximos.

A diferencia de lo que cabŕıa esperar, los datos obtenidos mediante la parametrización de

Bodek-Ritchie son los que mejor se ajustan a los de la Fig. 10. Esto puede deberse a las

posibles limitaciones experimentales para obtener medidas precisas. Otra posible razón es

la presencia de procesos de orden superior en los diagramas de Feynman que no se han

incluido en el análisis.

3.2. Factores de forma del nucleón

A continuación estudiaremos las funciones de estructura inelásticas F1(x,Q
2) y F2(x,Q

2)

y su dependencia en x y en Q2.

En la Fig. 11, se representa la función de estructura F2 frente a |Q2| para valores

distintos de la variable x de Bjorken. Para esta gráfica se han empleado la parametri-

zación de Bodek-Ritchie y el modelo GRV981, descritos anteriormente. En la Fig. 11 se

1El modelo de Bosted-Christy no se ha usado en la comparación de la Fig. 11 pues presenta algu-

nos problemas de convergencia para valores de |Q2| muy elevados.
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Figura 11: Función de estructura F2 del neutrón (izq.) y del protón (der.) para dis-

tintos valores de x. Se han usado la parametrización de Bodek-Ritchie (arriba) y el

modelo GRV98 (abajo). Los datos experimentales (puntos negros) se han extraido de

[24].
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observa como, para valores altos de |Q2|, la función de estructura F2 mantiene un valor

aproximadamente constante para cada valor de x. Esto es una demostración del scaling

de Bjorken [22], que afirma que en el régimen profundamente inelástico, la función de

estructura F2(x,Q
2) pasa a depender únicamente de la variable x.

También se puede observar cómo en la Fig. 11, el valor de F2 decrece a medida que

aumenta x. La variable x de Bjorken proporciona una medida de cuan inelástico es el

proceso de dispersión. En el caso ĺımite x = 1 el proceso seŕıa elástico y correspondeŕıa

al mı́nimo de F2. Por lo tanto, deducimos que a medida que el proceso se aleja más de

una dispersión elástica, es decir, hacia valores menores de x, la función de estructura F2

adquiere mayor relevancia en la sección eficaz de la colisión. Esta dependencia se debe a

la presencia de gluones en el nucleón [1].

Se puede analizar también las diferencias entre neutrones y protones. Se observa que

F2 adquiere valores más altos para el caso de protones respecto a los neutrones. Esto

puede deberse a que el protón, a diferencia del neutrón, śı tiene carga eléctrica. Esto hace

que la dispersión electrón-protón sea más probable que en el caso electrón-neutrón, y por

tanto tenga un valor más alto de la función de estructura.

Por último, cabe estudiar la diferencia entre las dos parametrizaciones usadas en la Fig.

11. Para valores bajos de x, las diferencias entre los modelos no son muy acusadas aunque

se observa que el modelo GRV98 genera unos resultados en torno al 3-5 % mayores que la

parametrización Bodek-Ritchie tanto para el caso de neutrones como para el de protones.

Para valores más altos (x = 0, 45; 0, 55; 0, 65) śı se aprecian ciertas desigualdades: en la

parametrización de Bodek-Ritchie, F2 mantiene un valor aproximadamente constante al

aumentar |Q2|, mientras que en el modelo GRV98 la función de estructura decrece. Si

comparamos con los datos experimentales de la Fig. 12, vemos como en el caso descrito

(x = 0, 45; 0, 55; 0, 65) la parametrización de Bodek-Ritchie se ajusta mejor a los resultados

que el modelo GRV98. Esto podŕıa deberse a que el modelo GRV98 no está diseñado para

reproducir los resultados en la región cercana a la dispersión elástica (x = 1), donde

aparecen las resonancias nucleónicas. Sin embargo, si lo comparamos con los resultados

experimentales de la propia Fig. 11, se puede apreciar como el modelo GRV98 es el que

mejor se ajusta. Las razones de las diferencias entre los resultados experimentales y los
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valores obtenidos mediante los modelos pueden ser las posibles limitaciones experimentales

a la hora de obtener medidas precisas o los términos de orden superior que no se han

tenido en cuenta en el modelo. Estas diferencias también podŕıan deberse a que los datos

experimentales que se muestran se corresponden a procesos con una cinemática muy alta

(|Q2| > 20GeV2) para las cuales, la parametrización de Bodek-Ritchie puede producir

resultados poco precisos.

Figura 12: Datos experimentales de la función de estructura F2 del protón para dis-

tintos valores de x. Figura obtenida de [33].

En la Fig. 13 se representa la función de estructura inelástica F2 para neutrones y pro-

tones frente a la variable x de Bjorken. En ella se comparan las distintas parametrizaciones

usadas para obtener los resultados. A simple vista, se observa como el modelo GRV98 de

PDFs hace un promedio de las funciones de estructura inelásticas. Por el contrario, los

modelos de Bodek-Ritchie y Bosted-Christy reproducen más acertadamente las resonan-

cias de los procesos electrón-nucleón. Esta diferencia es debida a que, mientras que el

modelo GRV98 modela las funciones de estructura partiendo de funciones de distribución

de partones, las otras dos parametrizaciones son meros ajustes a los datos experimentales.

La diferencia entre los modelos es más notable en las gráficas con un valor de |Q2| menor
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independientemente del valor de x considerado. Aqúı los efectos de las resonancias nu-

cleónicas adquieren mayor relevancia. Conforme aumenta el valor de |Q2|, las diferencias

entre los modelos se concentran en los valores más altos de x, para los cuales las resonan-

cias se hacen más notables. De todo lo anterior se deduce que el modelo GRV98 se ajusta

bien a los datos experimentales en el régimen profundamente inelástico, no aśı para las

regiones en las que dominan la dispersión elástica o las resonancias nucleónicas. En la re-

ferencia [34], se comparan en mayor profundidad las tres parametrizaciones para procesos

de dispersión electrón-núcleo y neutrino-núcleo. Se toman además datos experimentales

que sirven para determinar qué modelo se ajusta mejor a estos.

De la Fig. 13 también cabe destacar las diferencias entre la parametrización de Bodek-

Ritchie y la de Bosted-Christy, siendo la segunda algo mayor para el caso de neutrones,

especialmente a valores bajos de |Q2|. La razón de dicha diferencia es que, como ya se

comentó en 2.6.2, la parametrización de Bosted-Christy es una versión mejorada de la de

Bodek-Ritchie para ajustarse mejor a los datos experimentales en la región de resonancia.

Si comparamos las distintas gráficas de la Fig. 13, notamos como para valores altos de

|Q2|, la función de estructura F2 alcanza su valor máximo a bajo x. Esto se debe a que a

dichos valores de |Q2|, la dispersión inelástica adquiere mayor relevancia. Por el contrario,

a valores bajos de |Q2|, los máximos de la función de estructura se alcanzan en los picos

de resonancias nucleónicas ya que en estos rangos, dichas resonancias son más probables

que la dispersión inelástica.
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Figura 13: Funciones de estructura inelástica F p
2 (lineas azules) y Fn

2 (lineas rojas)

para valores distintos de |Q2|.
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4. Conclusiones

En este trabajo se ha realizado un amplio estudio de la dispersión electrón-nucleón,

centrándonos especialmente en el régimen profundamente inelástico y en el análisis de la

estructura interna de los nucleones. Se ha desarrollado un análisis formal de la dispersión

electromagnética electrón-nucleón, mediante el cual se han obtenido resultados que pueden

ser contrastados con datos experimentales aśı como las expresiones de los factores de

forma o la expresión de la sección eficaz del proceso. En este desarrollo, se han empleado

múltiples conocimientos del campo de la Mecánica Cuántica Relativista y de la F́ısica

de Part́ıculas entre otros. Mediante el proceso electrón-nucleón y, más concretamente, a

través del análisis de los factores de forma del nucleón hemos sido capaces de revelar

información acerca de las caracteŕısticas intŕınsecas del nucleón.

Se han obtenido resultados, mediante cálculos computacionales, de las funciones de

estructura del nucleón aśı como de la sección eficaz del proceso e-N para cinemáticas

distintas. Esto nos ha permitido comprobar resultados ya conocidos como el scaling de

Bjorken. Estos resultados indican claramente que el nucleón no es una part́ıcula puntual,

sino que está constituido por part́ıculas elementales: los quarks.

El estudio de la sección eficaz de la dispersión ha servido para identificar los distintos

mecanismos de interacción a distintas enerǵıas, donde se han logrado diferenciar los rangos

energéticos del proceso, y con ello, distinguir las distintas resonancias nucleónicas y la

región profundamente inelástica.

Para obtener los resultados, se han empleado cálculos numéricos para los cuales han

sido necesarios una serie de modelos que nos han proporcionado información acerca de

los factores de forma del nucleón. Parte de nuestro trabajo de análisis ha consistido en

comparar estos modelos entre śı y con datos experimentales con el objetivo de determinar

qué modelo se ajusta mejor a los datos emṕıricos en un determinado rango cinemático.

Finalmente, cabe destacar la relevancia de los procesos de dispersión profundamente

inelástica de electrones en las investigaciones llevadas a cabo en la actualidad. Por un lado,

la teoŕıa que describe la interacción fuerte, la cromodinámica cuántica, se vale de este tipo
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de pruebas ya que revelan la estructura y la dinámica internas del hadrón con el que se

hace colisionar el electrón. Por otro lado, la dificultad que conllevan los experimentos

realizados con neutrinos hace que se recurran a procesos con electrones para aśı modelar

y servir de gúıa a los respectivos procesos con neutrinos. Esto último es de gran ayuda en

el estudio de las oscilaciones de neutrinos.
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A. Fundamentos de teoŕıa de dispersión relativista

A.1. Ecuación de Dirac

En este apartado se tratará con más profundidad la ecuación de Dirac, la cual supone

una herramienta fundamental en el formalismo desarrollado en este trabajo, puesto que

describe part́ıculas leptónicas de esṕın semientero.

El objetivo de Dirac era encontrar una ecuación covariante relativista de 1er orden en

la derivada temporal, de la forma general i∂tΨ = ĤΨ, con una densidad de probabilidad

definida positiva y que trate las variables espaciales y temporales de forma simétrica.

Todas estas propiedades fueron tenidas en cuenta por Paul Dirac cuando, en 1928, formuló

su ecuación. Esta puede expresarse como:

i
∂Ψ

∂t
= (α · p̂+ βM)Ψ , (A.1)

donde αi y β son las matrices de Dirac, p̂ es el operador momento de la part́ıcula y M su

masa.

La ecuación de Dirac puede escribirse en notación covariante como:

(i/∂ −M)Ψ = 0 , (A.2)

donde /∂ = γµ∂µ es el operador nabla slash con γµ las matrices γ de Dirac.

Las matrices γµ se pueden definir como:

γ0 ≡ β =

1 0

0 −1

 y γi ≡ βαi =

 0 σi

−σi 0

 , (A.3)

donde σi son las matrices de Pauli que se definen como:
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σx =

0 1

1 0

 ; σy =

0 −i

i 0

 ; σz =

1 0

0 −1

 . (A.4)

Las matrices γ de Dirac cumplen la relación de anticonmutación siguiente:

{γµ, γν} = 2gµν (A.5)

donde gµν es el tensor métrico de Lorentz. Introducimos también las definiciones:

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (A.6)

σνµ =
i

2
[γν , γµ] (A.7)

puesto que tanto γ5 como σνµ aparecerán en el trabajo.

A.2. Teorema de trazas

El cálculo de la traza de productos de matrices γ es fundamental en el desarrollo de

las secciones eficaces de procesos como el que estudiamos en este caso. Por ello, es de gran

utilidad conocer las relaciones siguientes:

La traza de un nº impar de matrices es cero.

Tr 1 = 4.

Tr /a/b = 4a · b.

Tr /a/b/c/d = 4[(a · b)(c · d) + (a · d)(b · c)− (a · c)(b · d)].
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B. Sección eficaz

B.1. Propiedades de la función δ de Dirac.

A continuación, se expone una propiedad que nos será de ayuda en los cálculos desa-

rrollados a lo largo del trabajo:

δ[f(x)] =
∑
i

δ(x− xi)

|f ′(x)|
/ f(xi) = 0 . (B.1)

B.2. Desarrollo de la función δ asociada a Sfi

Para obtener la expresión (2.29) es necesario usar la igualdad que vamos a obtener a

continuación. Partimos del caso genérico siguiente:

[(2π)4δ4(Pf − Pi)]
2 = (2π)4δ4(Pf − Pi)

∫
d4x e−i(Pf−Pi)x

= (2π)4δ4(Pf − Pi)

∫
d4x = (2π)4δ4(Pf − Pi) V T , (B.2)

donde V y T son, respectivamente, el volumen y el tiempo considerados. Para nuestro

caso, la igualdad toma la siguiente forma:

[(2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki)]
2 = (2π)4δ4(Pf − Pi + kf − ki) V T . (B.3)

B.3. Expresión para el flujo incidente Φinc

En la expresión (2.33) se usa una relación para el flujo de part́ıculas incidentes la

cual se desarrolla a continuación. Partimos de (2.32) teniendo en cuenta las siguientes

relaciones:
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vi =
ki

εi
y Vi =

pi

Ei

. (B.4)

Con esto, se puede desarrollar la siguiente expresión:

mM

εiEi

1

V Φinc

=
mM

εiEi|vi − Vi|
=

mM

εiEi

√
vi

2 + Vi
2 − 2vi · Vi

=
mM√

ki
2E2

i + pi
2ε2i − 2ki · pi εiEi

. (B.5)

Ahora veremos que este resultado es muy similar al siguiente escalar Lorentz:

mM√
(ki · Pi)2 −m2M2

. (B.6)

Desarrollamos (B.6):

mM√
(ki · Pi)2 −m2M2

=
mM√

(εiEi − ki · pi)2 −m2M2

=
mM√

ε2iE
2
i − 2εiEi ki · pi + (ki · pi)2 −m2M2

=
mM√

(m2 + ki
2)(M2 + pi

2)− 2εiEi ki · pi + (ki · pi)2 −m2M2

=
mM√

ki
2E2

i +m2pi
2 − 2εiEi ki · pi + (ki · pi)2

≈ mM√
ki

2E2
i +m2pi

2 − 2εiEi ki · pi + ki
2 · pi

2

=
mM√

ki
2E2

i + ε2ipi
2 − 2εiEi ki · pi

, (B.7)
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donde se ha supuesto que tratamos colisiones colineales o cuasi-colineales ((ki · pi)
2 ≈

ki
2pi

2). Si particularizamos para nuestro caso, en el cual pi = 0 y Ei = M , finalmente

obtenemos:

mM

εiEi

1

V Φinc

≈ mM√
ε2iM

2 −m2M2
=

m√
ε2i −m2

=
m

|ki|
. (B.8)

B.4. Integración de la función δ de Dirac

En el desarrollo de la sección eficaz del proceso que estamos estudiando es útil la

relación que vamos a obtener a continuación:

∫ ∞

0

dp0 δ(p
2
0 − pf

2 −M2) d2pf =

∫ ∞

0

dp0 δ(p
2
0 − E2

f ) d
3pf

=

∫ ∞

0

dp0 δ[(p0 − Ef )(p0 + Ef )] d
3pf =

d3pf

2Ef

, (B.9)

donde se ha hecho uso de propiedad (B.1) de la función δ de Dirac.

Finalmente, el término inicial de (B.9) se puede transformar de la siguiente manera:

∫ ∞

0

dp0 δ(p
2
0 − pf

2 −M2) d2pf =

∫ ∞

0

d4Pf δ(P
2
f −M2) =

∫ ∞

−∞
d4Pf δ(p

2
f −M2)Θ(p0) ,

(B.10)

con:

Θ(p0) =

 1 si p0 > 0

0 si p0 < 0
. (B.11)

Otro resultado muy útil en el desarrollo de la sección eficaz diferencial del proceso de

dispersión que estamos estudiando es el siguiente:
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∫
d4Pf δ

4(Pi +Q− Pf )Θ(p0)δ(P
2
f −M2) = δ[(Pi +Q)2 −M2] Θ(M + ω)︸ ︷︷ ︸

=1

= δ

 P 2
i︸︷︷︸

=M2

+Q2 + 2Pi ·Q−M2

 = δ(2Mω − |Q2|) = 1

2M
δ

(
ω − |Q2|

2M

)
, (B.12)

donde se ha usado (B.1).
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C. Tensores hadrónico y leptónico

C.1. Cálculo del tensor leptónico

En esta sección vamos a desarrollar la expresión (2.38) hasta obtener una forma más

simple.

Para empezar, vemos que el segundo factor de (2.38) es un escalar, o también una

matriz 1×1 para la cual el complejo conjugado coincide con su hermı́tico conjugado:

[ūe(kf , sf )γνue(ki, si)]
∗ = [u†e(kf , sf )γ0γνue(ki, si)]

†

= [u†e(ki, si)γ
†
νγ0ue(kf , sf )]

= [ūe(ki, si)γνue(kf , sf )] , (C.1)

donde se ha usado γ†νγ0 = γ0γν . Introducimos este resultado en la expresión del tensor

leptónico:

Lµν =
∑
si,sf

[ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūe(kf , sf )γνue(ki, si)]
∗

=
1

2

∑
si,sf

[ūe(kf , sf )γµue(ki, si)][ūe(ki, si)γνue(kf , sf )]

=
1

2

4∑
α,β,δ,ε=1

∑
sf

ūα(kf , sf )[γµ]αβ
∑
si

uβ(ki, si)ūδ(ki, si)︸ ︷︷ ︸(
/ki+m

2m

)
βδ

× [γν ]δεuε(kf , sf )

=
1

2

4∑
α,β,δ,ε=1

∑
sf

ūα(kf , sf )[γµ]αβ

(
/ki +m

2m

)
βδ

[γν ]δεuε(kf , sf )

=
1

2

4∑
α,ε=1

∑
sf

uε(kf , sf )ūα(kf , sf )

(
γµ
/ki +m

2m
γν

)
αε
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=
1

2

4∑
α,ε=1

(
/kf +m

2m

)
εα

(
γµ
/ki +m

2m
γν

)
αε

=
1

2
Tr

(
/kf +m

2m
γµ
/ki +m

2m
γν

)

=
1

8m2
Tr
(
/kfγµ/kiγν +m/kfγµγν +mγµ/kiγν +m2γµγν

)
. (C.2)

Para proseguir con los cálculos, hacemos uso del teorema de trazas. Introducimos los

siguientes resultados en el desarrollo:

Tr
(
/kfγµγν

)
= Tr (γµ/kiγν) = 0 (C.3)

Tr
(
/kfγµ/kiγν

)
= 4kµf k

ν
i − 4kfkig

µν + 4kνfk
µ
i (C.4)

Tr(γµγν) = 4gµν . (C.5)

Finalmente, el tensor leptónico resulta:

Lµν =
1

2m2
(kµf k

ν
i + kνfk

µ
i − (kf · ki −m2)gµν) . (C.6)
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C.2. Cálculo del tensor hadrónico

En esta sección expresamos el desarrollo de (2.39) del tensor hadrónico como se muestra

a continuación.

Inicialmente hacemos un desarrollo del segundo factor de la expresión del tensor

hadrónico:

[ūN(pf , Sf )Γ̂
νuN(pi, Si)]

∗ = [ūN(pf , Sf )Γ̂
νuN(pi, Si)]

†

= [u†N(pi, Si)Γ̂
ν†γ0uN(pf , Sf )]

= [ūN(pi, Si)Γ̂νuN(pi, Si)] , (C.7)

donde se hace uso de la notación Γ̂ν ≡ γ0Γ̂νγ0. Además, se tiene que:

Γ̂ν = F1(Q
2)γµ − iF2(Q

2)

2M
σµνQν , (C.8)

donde se ha usado γ†νγ0 = γ0γν y σµν†γ0 = γ0σµν . Con todo esto, el tensor hadrónico

queda:

Hµν =
∑
Si,Sf

[ūN(pf , Sf )Γ̂
µuN(pi, Si)][ūN(pf , Sf )Γ̂

νuN(pi, Si)]
∗

=
1

2

∑
Si,Sf

[ūN(pf , Sf )Γ̂
µuN(pi, Si)][ūN(pi, Si)Γ̂νuN(pi, Si)]

=
1

2

4∑
α,β,δ,ε=1

∑
Sf

ūα(pf , Sf )Γ̂
µ
αβ

∑
Si

uβ(pi, Si)ūδ(pi, Si)︸ ︷︷ ︸(
/Pi+M

2M

)
βδ

× Γ̂ν
δεuε(pi, Si)
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=
1

2

4∑
α,β,δ,ε=1

∑
Sf

ūα(pf , Sf )Γ̂
µ
αβ

(
/P i +M

2M

)
βδ

Γ̂ν
δεuε(pi, Si)

=
1

2

4∑
α,ε=1

∑
Sf

ūα(pf , Sf )uε(pi, Si)

(
Γ̂µ

/P i +M

2M
Γ̂ν

)
αε

=
1

2

4∑
α,ε=1

(
/P f +M

2M

)
εα

(
Γ̂µ

/P i +M

2M
Γ̂ν

)
αε

=
1

2
Tr

(
/P f +M

2M
Γ̂µ

/P i +M

2M
Γ̂ν

)

=
1

8M2
Tr

[
(/P f +M)

(
F1γ

µ +
iF2

2M
σµσQσ

)
(/P i +M)

(
F1γ

ν − iF2

2M
σνρQρ

)]

=
1

8M2

[
Aµν(F1)

2 +
1

4M2
Bµν(F2)

2 +
i

2M
CµνF1F2

]
, (C.9)

donde Aµν viene dado por:

Aµν = Tr[(/P f +M)γµ(/P i +M)γν ]

= 4[P µ
i P

ν
f + P ν

i P
µ
f − (PiPf −M2)gµν ] , (C.10)

y donde se ha usado la expresión (C.6) del desarrollo del tensor leptónico. Bµν viene dado

por:

Bµν = Tr[(/P f +M)σµσQσ(/P i +M)σνρQρ]

=
[
Tr(/P fσ

µσ /P iσ
νρ) +M Tr(/P fσ

µσσνρ)

+M Tr(σµσ /P iσ
νρ) +M2 Tr(σµσσνρ)

]
QσQρ , (C.11)

donde, haciendo uso del teorema de trazas, obtenemos:

Tr(/P fσ
µσσνρ) = Tr(σµσ /P iσ

νρ) = 0 , (C.12)
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y el primer término no nulo de Bµν es:

Tr(/P fσ
µσ /P iσ

νρ) = −1

4
Tr(/P f [γ

µ, γσ]/P i[γ
ν , γρ])

= −1

4
Tr[(/P fγ

µγσ /P iγ
νγρ)− (/P fγ

σγµ /P iγ
νγρ)

− (/P fγ
µγσ /P iγ

ργν) + (/P fγ
σγµ /P iγ

ργν)] . (C.13)

Para continuar, desarrollamos la siguiente expresión:

Tr(/P fγ
aγb /P iγ

cγd) = P a
f Tr(γ

b /P iγ
cγd)− P b

f Tr(γ
a /P iγ

cγd)

+ PfPi Tr(γ
aγbγcγd)− P c

f Tr(γ
aγb /P iγ

d) + P d
f Tr(γ

aγb /P iγ
c)

= 4[P a
f (P

b
i g

cd − gbcP d
i + gbdP c

i )− P b
f (P

b
i g

cd − gacP d
i + gadP c

i )

+ PfPi(g
abgcd − gacgbd + gadgbc)− P c

f (P
d
i g

ab − gbdP a
i + gadP b

i )

+ P d
f (P

c
i g

ab − gbcP a
i + gacP b

i )] . (C.14)

Introduciendo este resultado en (C.13), se llega a:

Tr(/P fσ
µσ /P iσ

νρ) = 4[P µ
f P

ρ
i g

σν − P µ
f P

ν
i g

σρ − P σ
f P

ρ
i g

µν + P σ
f P

ν
i g

µρ

− PfPi(−gµνgσρ + gσνgµρ)

− P ν
f P

µ
i g

σρ + P ν
f P

σ
i g

µρ + P ρ
f P

µ
i g

σν − P ρ
f P

σ
i g

µν ] . (C.15)

El segundo término no nulo de Bµν es:
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Tr(σµσσνρ) = −1

4
Tr([γµ, γσ][γν , γρ])

=
1

4
Tr(γµγσγνγρ − γργµγνγσ + γσγµγργν − γµγσγργν)

= 4(gµνgσρ − gµρgσν) , (C.16)

donde se ha usado:

Tr(γaγbγcγd) = 4(gabgcd − gacgbd + gadgbc) . (C.17)

Finalmente, el término Bµν queda:

Bµν = −4[Q2(P µ
f P

ν
i + P ν

f P
µ
i )− Pf ·Q(P µ

i Q
ν + P ν

i Q
µ)− Pi ·Q(P ν

fQ
µ + P µ

f Q
ν)

+QµQν(PfPi +M2) + gµν{2(Pi ·Q)(Pf ·Q)−Q2(PfPi +M2)}] . (C.18)

Para el término Cµν se obtiene la siguiente expresión:

Cµν = Tr[(/P f +M)σµσQσ(/P i +M)γν − (/P f +M)γµ(/P i +M)σνρQρ]

=M Tr(/P fσ
µσγν)Qσ +M Tr(σµσ /P iγ

ν)Qσ

−M Tr(/P fγ
µσνρ)Qρ −M Tr(γµ /P iσ

νρ)Qρ . (C.19)

Calculamos cada término por separado:
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Tr(/P fσ
µσγν)Qσ = 4i(P µ

f Q
ν − Pf ·Qgµν) (C.20)

Tr(σµσ /P iγ
ν)Qσ = 4i(Pi ·Qgµν − P µ

i Q
ν) (C.21)

Tr(/P fγ
µσνρ)Qρ = 4i(Pf ·Qgµν −QµP ν

f ) (C.22)

Tr(γµ /P iσ
νρ)Qρ = 4i(QµP ν

i − Pi ·Qgµν) . (C.23)

Finalmente, reagrupando y simplificando términos, llegamos a:

Cµν = 4iM(P µ
f Q

ν +QµP ν
f − 2gµνPf ·Q− P µ

i Q
ν −QµP ν

i + 2gµνPi ·Q) . (C.24)

Queda, por tanto, calculado completamente el tensor hadrónico. Ahora buscamos una

nueva forma de expresar el tensor que sea más compacta. Para ello, hacemos uso de las

siguientes relaciones:

P 2
f = P 2

i =M2

Qν = P ν
f − P ν

i

 =⇒


Pi ·Q = Pi · Pf +M2

|Q2| = −Q2 = 2Pi · Pf − 2M2

. (C.25)

De estas relaciones obtenemos:

Pi ·Q
|Q2|

=
1

2
, (C.26)

y con esto podemos definir el cuadrivector Xµ como:

Xµ = P µ
i +

Pi ·Q
|Q2|

Qµ = P µ
i +

1

2
Qµ . (C.27)

Ya podemos expresar las funciones Aµν , Bµν y Cµν de forma más compacta:
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Aµν = 4[P µ
i P

ν
f + P ν

i P
µ
f − (PiPf −M2)gµν ]

= 4[2P µ
i P

ν
i −QµQν +XµQν +XνQµ − gµν

|Q2|
2

]

= −2|Q2|
(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8XµXν (C.28)

Bµν = −4[Q2(P µ
f P

ν
i + P ν

f P
µ
i )− Pf ·Q(P µ

i Q
ν + P ν

i Q
µ)− Pi ·Q(P ν

fQ
µ + P µ

f Q
ν)

+QµQν(PfPi +M2) + gµν{2(Pi ·Q)(Pf ·Q)−Q2(PfPi +M2)}]

= −4[Q2(2XµXν − 1

2
QµQν)− (2Pi ·Q+Q2)(XµQν +XνQµ)

−Q2 ·QµQν − Q2

2
QµQν + gµν{2(X ·Q− 1

2
Q2)(X ·Q+

1

2
Q2) +Q2Q

2

2
]

= −8M2|Q2|
(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8|Q2|XµXν (C.29)

Cµν = 4iM(P µ
f Q

ν +QµP ν
f − 2gµνPf ·Q− P µ

i Q
ν −QµP ν

i + 2gµνPi ·Q)

= 4iM [2QµQν + 2gµν(Pi ·Q− Pf ·Q)]

= 8iM |Q2|
(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
. (C.30)

Con esto podemos, reescribir el tensor hadrónico de la siguiente forma:

Hµν =
1

8M2
[(F1)

2{−2|Q2|
(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 8XµXν}

+ (F2)
2{−2|Q2|

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+ 2

|Q2|
M2

XµXν}

− 4|Q2|F1F2

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
. (C.31)

Desarrollando un poco esta expresión llegamos a:
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Hµν = −W1(Q
2)

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+
W2(Q

2)

M2
XµXν , (C.32)

donde:

W1 =
|Q2|
4M2

(F1 + F2)
2 (C.33)

W2 = (F1)
2 +

|Q2|
4M2

(F2)
2 . (C.34)
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C.3. Contracción de los tensores hadrónico y leptónico

Una vez que hemos obtenido las expresiones de los tensores hadrónico y leptónico, se

calcula la contracción de estos. Esta contracción es necesaria para poder determinar la

sección eficaz del proceso que estamos estudiando.

Lµν =
1

2m2
(kf,µki,ν + kf,νki,µ − (kf · ki −m2)gµν)

Hµν = −W1(Q
2)

(
gµν +

QµQν

|Q2|

)
+
W2(Q

2)

M2
XµXν .

A continuación, se calculan por separado cada uno de los elementos de la contracción.

Para ello, se tienen en cuenta las siguientes relaciones ya expuestas anteriormente:

Qµ = kµi − kµf = P µ
f − P µ

i (C.35)

|Q2| = −Q2 = 2(kf · ki −m2) . (C.36)

1. Contracción LµνQ
µQν:

LµνQ
µQν =

1

2m2
[kf,µki,ν + kf,νki,µ − (kf · ki −m2)gµν ]Q

µQν

=
1

2m2
[(kf · ki −m2)Qν − (kf · ki −m2)Qν ]Q

ν = 0 . (C.37)

2. Contracción Lµνg
µν:

Lµνg
µν =

1

2m2
(kf,µki,ν + kf,νki,µ − (kf · ki −m2)gµν)g

µν

=
1

2m2
[kf · ki + kf · ki − 4(kf · ki −m2)]

=
1

2m2
2(2m2 − kf · ki) .
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3. Contracción LµνX
µXν:

Podemos separar esta contracción en tres sumandos:

LµνP
µ
i P

ν
i :

LµνP
µ
i P

ν
i =

1

2m2
(kf,µki,ν + kf,νki,µ − (kf · ki −m2)gµν)P

µ
i P

ν
i

=
1

2m2
[(kf · Pi)(ki · Pi) + (kf · Pi)(ki · Pi)− (kf · ki −m2)PνP

ν ]

=
M2

2m2
[2εfεi +m2 − kf · ki] . (C.38)

LµνQ
µQν : Calculado anteriormente.

Lµν
1
2
(P µ

i Q
ν + P ν

i Q
µ):

Lµν
1

2
(P µ

i Q
ν + P ν

i Q
µ) =

1

4m2
(kf,µki,ν + kf,νki,µ − (kf · ki −m2

e)gµν)(P
µ
i Q

ν + P ν
i Q

µ)

=
1

4m2
[2εfM(m2 − kf · ki) + 2εiM(kf · ki −m2)

− (kf · ki −m2)2M(εi − εf )] = 0 . (C.39)

Uniendo todos los cálculos anteriores, llegamos a la expresión siguiente para la con-

tracción de los tensores leptónico y hadrónico:

LµνH
µν = −W1

m2
(2m2 − kf · ki) +

W2

2m2
(2εfεi +m2 − kf · ki) . (C.40)

Para los rangos de enerǵıas que consideramos en este caso (superior a las decenas de

MeV), es válida la aproximación ultrarrelativista para el electrón inicial y final. Por tanto

se pueden aplicar las siguientes relaciones:

|ki| ≈ εi |kf | ≈ εf

m≪ εi m≪ εf

. (C.41)
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Con las relaciones anteriores, las siguientes expresiones quedan:

|Q2| = 2(kf · ki −m2) ≈ 2εfεi(1− cos θ) = 4εfεi sin
2 θ

2
(C.42)

LµνH
µν ≈ W1

m2
2εfεi sin

2 θ

2
+
W2

m2
εfεi cos

2 θ

2
. (C.43)

Finalmente, combinando (C.42) y (C.43) podemos obtener una nueva expresión de la

contracción de los tensores hadrónico y leptónico:

LµνH
µν =

εfεi
m2

cos2
θ

2

[
G2

E + τG2
M

1 + τ
+ 2τG2

M tan2 θ

2

]
, (C.44)

donde GE y GM son los factores de forma de Sachs eléctrico y magnético respectivamente.

Estos vienen dados por:

GE(Q
2) = F1 − τF2 y GM(Q2)F1 + F2 , (C.45)

con:

τ =
|Q2|
4M2

=
q2 − ω2

4M2
.
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8-27.

[17] J.J. Sakurai. Advanced Quantum Mechanics. Addison-Wesley series in advanced

physics. Addison-Wesley, 1st edition, 1967.

[18] Paul Strange. Relativistic Quantum Mechanics. Cambridge University Press, 1st

edition, 1998.
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