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Resumen

En este trabajo se explica un modelo de mantenimiento que consta de cuatro estados, un estado normal de
funcionamiento que se denominara operativo, un estado operativo degradado y otros dos estados donde se
aplicara un tipo de mantenimiento, que pueden ser preventivo o correctivo. En este modelo, un activo fisico
evoluciona segin un proceso aleatorio y cuya probabilidad de transicion solo depende del estado
inmediatamente anterior, es decir, segun un proceso semi-markoviano y con una cadena de Markov embebida.

El fin de este trabajo es el calculo del intervalo de tiempo Optimo al que habria que aplicar el mantenimiento
preventivo para maximizar los retornos econdmicos. Para ello, se ha usado un modelo matematico con el que se
han establecido unas expresiones y a las cuales se les aplicara el método numérico de Nelder-Mead, basado en
busqueda directa, buscando alcanzar el maximo mediante iteraciones, hasta llegar a una cierta tolerancia
prefijada y sin necesidad de derivar, lo que permite un gran ahorro computacional. Este proceso se aplicara al
caso concreto de una unioén conica que une la distribucion con el arrastre de dos bombas inyectoras en un motor
diésel de alta potencia en una actividad minera.
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Abstract

This paper explains a maintenance model consisting of four states, a normal operating state, which will be called
operational, a degraded operational state and two other states where a type of maintenance, preventive or
corrective, will be applied. In this model, a physical asset evolves according to a random process whose transition
probability only depends on the immediately previous state, that is, according to a semi-Markovian process with
an embedded Markov chain.

The aim of this work is to calculate the optimum time interval to apply a preventive maintenance, in order to
maximise economic returns. To do this, a mathematical model has been used with which some expressions have
been established and a numerical method based on direct search, called Nelder-Mead method, has been applied,
seeking to reach the maximum by means of iterations, until a certain pre-set tolerance is reached and without the
need to derive, which allows a great computational saving. This process will be applied to the specific case of a
conical joint that joins the distribution with the drive of two injector pumps in a high-power diesel engine in a
mining activity.
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1 INTRODUCCION

1.1.  El mantenimiento y su evolucion

Hoy en dia, las industrias utilizan un gran nimero de equipos ingenieriles, disefiados y construidos para unas
funciones determinadas. Estos equipos se degradan con el paso de los afios o el uso, llegando a un ultimo fallo
que supone la pérdida de la habilidad de no poder llevar a cabo su funcion para la que fue disefiado. Estos fallos
se producen de una manera incierta, muchas condiciones que pueden influir sobre ellos, como la calidad de la
fabricacion, su mantenimiento o su modo de uso. Dependiendo del tipo de fallo que se produzca, se pueden dar
mas o menos pérdidas en los ingresos de la empresa, es aqui donde recae la importancia del mantenimiento, ya
que este puede ser visto como la estrategia que se sigue para compensar la falta de fiabilidad del equipo y
conseguir las menores pérdidas posibles. Las decisiones de mantenimiento engloban diferentes aspectos dentro
una industria, aspectos técnicos, comerciales y de organizacion, por lo tanto, para llevar a cabo la estrategia
adecuada, hay que tener en consideracion toda la empresa, de ahi que se requiera personal altamente cualificado
para cumplir esa funcion [1].

Antes de entrar en mas detalle sobre lo que engloba el mantenimiento y de explicar el tema de este trabajo, se
procederd a definir algunos conceptos claves a los que se haran referencia a lo largo de este documento y que
actualmente son muy utilizados en la industria.

El primero de estos conceptos y el mas importante es la definicion de mantenimiento, el cual recibe muchas
diferentes acepciones, pero se ha seleccionado la explicacion dada por 1a norma UNE EN 13306:2018, donde se
define el mantenimiento como la “Combinacion de todas las acciones técnicas, administrativas y gerenciales
durante el ciclo de vida de un item con el fin de mantenerlo, o restaurarlo, a un estado en el cual pueda
desempefiar la funcion requerida”. Como se puede ver, este concepto abarca una gran generalidad y se puede
desglosar en diferentes tipos de mantenimiento. Por un lado, el mantenimiento correctivo, el cual se define como
el “mantenimiento realizado luego del reconocimiento de un fallo y con el fin de llevar el item a un estado en el
cual pueda realizar una funcion requerida” y este a su vez puede realizarse de manera inmediata o diferida,
dependiendo del tipo de problema y su gravedad. Por otro lado, otro concepto muy importante y el cual sera la
base de este trabajo, es el mantenimiento preventivo, definido como el “mantenimiento realizado en intervalos
predeterminados o de acuerdo a criterios prescritos y con el fin de reducir la probabilidad de fallo o la
degradacion de la funcionalidad del item”. Este ultimo mantenimiento se puede realizar de dos maneras
diferentes, una es de manera regular en diferentes periodos, determinados de manera experimental o segiin la
experiencia y la otra manera seria basado en una condicion, esta condicion permite hacer un estudio que permita
predecir el momento en el que va a ocurrir el fallo [2].

Hay muchas otras definiciones que se podrian mostrar, pero para entender este trabajo, esas seran suficientes.
De manera aclaratoria, para entender mejor como se organizan los diferentes tipos de mantenimiento, se muestra
el siguiente esquema, presentado en la Figura I:



Introduccion
Inmediato
Correctivo
Diferido
Mantenimiento o
Predictivo
Basado en
condicién
Preventivo No predictivo
Predeterminado

Figura 1. Diagrama de los diferentes tipos de mantenimiento.

Actualmente, es muy normal hablar de conceptos de mantenimiento como mantenimiento preventivo o
predictivo, pero esto no siempre ha sido asi. Para entender como se ha llegado a esta situacion se hara una breve
explicacion de la evolucion del mantenimiento a lo largo de la historia:

El concepto de mantenimiento aparecio con el desarrollo de la Primera Revolucion Industrial, alrededor de la
segunda mitad del siglo XVIII en Gran Bretafia, extendiéndose rapidamente a otras zonas del mundo. Este
mantenimiento no tenia ninguna organizacion clara y era realizado por los mismos operarios de la maquinaria.
Ademas, era un mantenimiento basicamente correctivo, por lo que no se practicaba ninguna accion hasta que se
producia una averia en la maquinaria para volver a llevarla a su estado normal de produccion. Por lo tanto, este
tipo de mantenimiento provocaba grandes costos, ya que era necesario parar la produccion para solucionar la
situacion.

Poco a poco, con el desarrollo de maquinaria cada vez mas compleja, las industrias empezaron a crear
departamentos centrados en esta funcion y no fue hasta la llegada de la Primera Guerra Mundial cuando se
empez6 a desarrollar el mantenimiento preventivo, donde el departamento de mantenimiento se encargaba de
experimentar en laboratorios para prever cuando deberia hacer este mantenimiento.

Con el desarrollo de la Segunda Guerra Mundial, surgié el concepto de fiabilidad, por el que se define la
probabilidad de que un equipo funcione de una manera correcta bajo unas condiciones durante un determinado
tiempo. Esto dio una mayor atencioén al mantenimiento preventivo, el cual se empezo a sistematizar. También
aparecieron nuevos conceptos como el mantenimiento predictivo, proactivo o basado en la fiabilidad (RCM).

A partir de este momento, se empiezan a desarrollar diferentes teorias para tener un mejor control de los sistemas
de produccion y se le da mucha mayor importancia al departamento de mantenimiento, con personal mejor
cualificado e invirtiendo un mayor capital en su desarrollo. Por ejemplo, en 1946 es creada la Sociedad
Americana de Control de Calidad y también a partir de esa fecha se da la implantacion de diferentes técnicas de
Control Estadistico de Calidad en la industria japonesa, las cuales se extenderian al resto del mundo afios mas
tarde.

Otro tipo de mantenimiento muy importante que se desarrolld en la década de los afios ochenta fue el TPM
(mantenimiento productivo total), cuyo objetivo era implantacion de un proceso de mejora continua y adopcion
de nuevas tecnologias, transfiriendo algunas actividades de mantenimiento al departamento de produccion,
enfocandose en un mantenimiento mas autonomo. Asi nacieron metodologias como Six Sigma, las cuales se
popularizarian mucho y se implementaron en muchas industrias de diferentes paises. Este tipo de mantenimiento
tiene un objetivo claro: Cero averias, cero defectos y cero accidentes.

Esta filosofia se ha ido consagrando a lo largo de los afios, cada vez con una mayor digitalizacion de las industrias
y aunque sigue habiendo empresas que solo emplean el mantenimiento correctivo, el mantenimiento preventivo
es el pilar de la mayoria de las grandes industrias, dada la alta competencia, que demanda una reduccion de
costes y ser mas competitivo [3], [4].

Aqui radica la importancia de crear un plan de mantenimiento preventivo (PMP) adecuado para cada empresa,
donde se busca formar la mejor estrategia a seguir por el personal. Un mal mantenimiento puede tener
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consecuencias desastrosas para una empresa, provocando una gran pérdida de ingresos. A modo ejemplificativo,
un mal mantenimiento de un avioén, como un A340, que provoque que tenga que estar fuera de servicio durante
un dia, podria llegar a suponer una pérdida de 500.000 $/dia.

Un punto muy importante es que, a la hora de realizar un mantenimiento, habra que analizar sus costes, los
cuales se dividen en dos categorias:

e Costes directos: son los costes relacionados con las reparaciones, y que engloba al coste de los
trabajadores, material, infraestructuras e impuestos asociados.

e Costes indirectos: son los costes provocados por el fallo o acciones de mantenimiento no planeadas que
provoca paros en la produccion y como consecuencia pérdida de ingresos, ya sea por acciones de
reparacion, como por costes de accidentes y seguros.

Estos ultimos son los mas significativos, pudiendo variar mucho segiin en el sector que se encuentre la empresa
o al bien que afecte.

Como se explicod anteriormente, hay dos tipos de mantenimiento, el preventivo y el correctivo. Podria parecer
que no estan relacionados en términos de costes, sin embargo, la atencion que presta una empresa para controlar
y aplicar un tipo mas que el otro tiene una relacion inversa, cuanto mas esfuerzo ponga una empresa para
controlar el mantenimiento preventivo, los costes debidos al mantenimiento preventivo aumentaran y los costes
de mantenimiento correctivo disminuird, asi se puede ver de una manera mas clara en la Figura 2.

Costes correctivo
Costes preventivo

Bajo Esfuerzo en preventivo Alto

Figura 2. Representacion de costes de mantenimiento preventivo, correctivo y su suma fiente al esfuerzo preventivo.

Por lo tanto, se puede ver que hay un punto dptimo para el que aplicar los esfuerzos en un mantenimiento
preventivo y que no suponga un gran problema tener que aplicar un correctivo. No obstante, hoy en dia, en un
gran ntimero de industrias se intenta evitar que se llegue a la situacion del correctivo, poniendo mas esfuerzos
en aplicar el preventivo, y siendo el caso de aplicar un mantenimiento correctivo una situacion excepcional [1].

1.2. Tema del trabajo

Una vez puesto en contexto como ha evolucionado y la importancia que ha ido teniendo el mantenimiento
preventivo en la industria, se va a realizar una introduccion para explicar el tema de este trabajo.

Como se ha comentado anteriormente, el hecho de aplicar un mantenimiento preventivo no es una tarea facil,
ya que depende de muchos parametros que condicionaran una menor pérdida. Asi, uno de los parametros mas
importantes es el intervalo de tiempo en el que se realiza, el cual debera ser determinado por cada empresa
mediante un estudio sobre un determinado activo fisico, llegando a un valor 6ptimo. Normalmente, el fabricante
da una documentacion para realizar este mantenimiento bajo unas condiciones determinadas de trabajo, no
obstante, estas condiciones no se dan exactamente igual en la operacion de trabajo para el cliente que lo ha
comprado, por lo que este plan de mantenimiento recomendado por el fabricante se debera revisar y variar segun
las nuevas condiciones de trabajo. Esto en muchos casos no se realiza y se aplica segun lo recomendado por el
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Introduccion

fabricante, desviandonos del 6ptimo y teniendo un margen de mejora, que supondria un mayor beneficio para la
empresa. Para calcular este intervalo dptimo, principalmente el encargado de mantenimiento debera tener en
cuenta la degradacion del activo fisico, los costes que supone aplicarlo y también el ingreso que produce con su
uso. Ademas, debe tener en consideracion, que estos son unos parametros que pueden variar con el tiempo, por
lo que es una tarea que se debe realizar continuamente, observando los cambios que se producen en la empresa
y como estos pueden afectar.

Para facilitar esta tarea, en este trabajo se presenta una herramienta para el clculo de este intervalo de tiempo
optimo a la hora de aplicar el mantenimiento preventivo. En esta herramienta se utilizan las condiciones de
operacion y de mantenimiento del activo fisico en un modelo matematico. Las diferentes situaciones o estados
en las que se puede encontrar este activo dentro de este modelo son cuatro: estado operativo, operativo
degradado, correctivo y por tltimo preventivo. Estos dos Gltimos seran las posibles acciones de mantenimiento
que se podrian aplicar. Este activo, puede estar en alguno de estos estados en cualquier instante y de forma
aleatoria. Se entrard en un mayor detalle de como se procede matematicamente en la Seccion 3, pero aqui se
hara una pequefia introduccion. A partir del instante inicial, el activo evolucionara por los estados mediante un
proceso semi-markoviano, ya que el tiempo de permanencia en cada uno es diferente y siguiendo el
comportamiento de una cadena de Markov, debido a que la probabilidad de que se produzca un estado depende
unicamente del estado inmediatamente anterior y no de los demas estados pasados. Por lo tanto, el proceso de
Markov se denomina proceso con propiedad sin memoria. Con las transiciones entre los estados se acumularan
costes 0 ingresos, los cuales se almacenaran como un retorno, que podra ser negativo o positivo.

Tras una serie de operaciones, que como se ha comentado, se vera en la Seccion 3, se llegard a una expresion
del retorno medio acumulado que estard en funcion de dos parametros T y 7', los cuales son el intervalo de
tiempo en el que aplicar el mantenimiento preventivo y el intervalo de tiempo al que se produce la transicion al
estado degradado, respectivamente. La idea de este trabajo es encontrar el Optimo que maximice este retorno en
funcion de estos dos pardmetros y para ello, se apoyara de un método numérico, el método de Nelder-Mead, que
permitira sin necesidad de derivar y con un niimero relativamente pequefio de iteraciones encontrar este maximo.
Sin entrar en mas detalles, ya que se verd mas adelante, la funcion a optimizar no sera de dos variables como se
ha visto, ya que se podra fijar el valor de 7°, lo cual simplificara en gran medida la aplicacion del método.

T T T

E,: Estado degradado

E,: Estado preventivo :

E;: Estado operativo

E,: Estado correctivo

Retorno medio
acumulado

Figura 3. Evolucion de un activo a través de los cuatro posibles estados y su correspondiente retorno medio acumulado.

Para aclarar estos conceptos que se acaban de explicar, se va a poner un ejemplo mas cercano al mundo cotidiano,
donde se podra ver de una manera clara la transicion de estados que pueden seguir los activos fisicos:

o Elejemplo a tratar serd el caso de un automovil. Como todo el mundo sabe, una vez comprado uno, requiere
de unas comprobaciones periodicas para asegurar su correcto funcionamiento y que no se produzcan averias,
las cuales pueden ser leves, como un simple pinchazo de una rueda o graves como puede ser una averia
irreparable del motor, el cual habria que cambiarlo para llevarlo a su estado normal de funcionamiento. En
este caso se va a considerar la funcion del aceite que se debe introducir en el motor para que los elementos
mecanicos funcionen de una manera correcta, reduciendo la friccion entre las partes moviles y que no se
produzcan fuertes presiones, que supondrian un desgaste severo. Ademas de su funcion lubricante, este
ofrece una funcion refrigerante, evitando un aumento de temperatura por friccion. Teniendo claro el papel
que ofrece el aceite sobre un automovil, se supondra que al principio se ha introducido la cantidad correcta
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de aceite recomendada por el fabricante del automdvil, por lo tanto, se encontrara en el estado operativo. Se
supondra que el vehiculo no tendra un uso excesivo y que cada afo se cambiara el aceite para que no se
produzcan averias en el motor, asi la variable T = 1 afio. En el momento que se produzca este cambio, el
automovil entrara en el estado de mantenimiento preventivo, hasta que se finalice el cambio y se volvera al
estado operativo. Durante este breve tiempo no se podria usar el automovil, lo que supondria “una pérdida”
para el usuario. En otro contexto, se supondra que se estd haciendo un uso excesivo del vehiculo, lo que
conllevaria un cambio mas prematuro del aceite para garantizar que no se produzcan averias. Sin embargo,
el usuario sigue realizando el mantenimiento preventivo cada afio. Esta situacion provocara que el automovil
llegue a un estado operativo degradado antes de hacer el mantenimiento preventivo, en el cual pueden estar
dandose unas fricciones que no son deseadas, pero tampoco criticas. Esta situacion se originaria, por
ejemplo, al mes noveno, asi la variable T° = 9 meses. Esto podria no suponer nada y al llegar al afio hacer
el mantenimiento preventivo y volver al estado operativo sin ningiin problema, pero, por otro lado, podria
darse una situacion cada vez mas deteriorada y producirse un fallo importante que supondria un
impedimento para usar motor, por lo que la solucion seria llevarlo al mecénico para su reparacion. En este
momento el vehiculo entraria en el estado de mantenimiento correctivo para llevarlo posteriormente al
estado operativo. En este caso, igualmente durante el tiempo de reparacion, el usuario estd teniendo “una
pérdida” al no poder usarlo.

Se puede observar que es mucho mas indeseable un mantenimiento correctivo que el preventivo, ya que
supondria un mayor tiempo sin usarlo y una mayor inversion econémica. Por eso, el interés de evitar este Gltimo
siempre a partir de mantenimientos preventivos. Es por ello, la importancia de este trabajo, donde se podra de
una manera relativamente facil, calcular el intervalo de tiempo optimo de este mantenimiento preventivo. Asi
mismo, se han visto las dos situaciones que se pueden dar y que se consideraran en este trabajo: Una situacion
en la que no existe el estado degradado, por lo que seria una situacion de tres estados factibles y otra situacion
en la que si existe, teniendo una situacion de cuatro estados.

En este trabajo, como se vera con mayor detalle en la Seccion 3, después de explicarlo de manera general, se
aplicara este método a un caso particular, el cual es una unién conica que une la distribucion con el arrastre de
dos bombas inyectoras en un motor diésel de alta potencia en una actividad minera.

1.3. Antecedentes

Ya se ha comentado de manera breve, como se procedera para obtener el intervalo de tiempo 6ptimo en el que
aplicar el mantenimiento preventivo y asi obtener el maximo de retorno posible. Para ello una vez establecido
el modelo matematico, se utilizara el método de Nelder Mead para encontrar ese 6ptimo a través de iteraciones.
En este aparatado se vera el porqué de que se haya seleccionado este método y como ha ayudado a otras
aplicaciones a optimizar sus procesos. En esta explicacion, se introduciran términos que han ido surgiendo en la
evolucion de este método, como encogimiento, reflexion, contraccion o expansion y que quizas no se entiendan
en un primer momento, sin embargo, en la Seccion 3, en el apartado 3.3. Método de Nelder Mead, se veran con
suficiente detenimiento para su total compresion. Por ello, no se hard mas hincapié que nombrarlos en este
apartado, para poder mostrar como ha ido progresando hasta llegar al que se ha utilizado en este trabajo.

En distintas situaciones ingenieriles, se dan casos de problemas donde se desea encontrar un optimo que esta
definido en todo el espacio n-dimensional, en el cual, resolverlo aplicando derivadas parciales es casi imposible,
ya sea porque no se puede llegar a una expresion analitica o porque a nivel computacional es muy costoso. En
estas situaciones, se recurriran a otro tipo de métodos que permitiran alcanzar un 6ptimo sin llegar a derivar. Son
los llamados métodos de busqueda directa. Los métodos de busqueda directa tienen la ventaja de que a nivel
computacional son muy simples de implementar y robustos [5].

Asi, a lo largo de la historia, a partir de la década de 1950 a 1960, cuando se produjo un crecimiento de la
computacion, y mas concretamente en 1961, se introdujo el concepto de métodos de busqueda directa por Hooke
y Jeeves [6] y mas adelante, en 1962 se propuso el primer algoritmo enfocado en esta idea, el método Simplex
de Spendley Hext y Himsworth [7]. Este método se basaba basicamente en dos operaciones, en la que, teniendo
diferentes resultados de la funcion, se podia buscar el reflejado del peor valor o por el contrario, un encogimiento
hacia el mejor valor.

Tres aflos después, basandose en la misma idea, surgié en 1965 el método de Nelder-Mead, propuesto por John
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y Roger Mead [8] , que permite optimizar funciones sin restricciones y que mejora el método anterior propuesto
por Spendley Hext y Himsworth. Este método afiade dos operaciones nuevas, la expansion y la contraccion que
va a permitir una evolucion del proceso hacia la busqueda del dptimo de una manera mas inteligente.

El método de Nelder-Mead, es uno de los mas conocidos algoritmos para resolver problemas de optimizacion
de multivariables. Es tan popular por su facilidad para usarlo y para comprenderlo, al ser un método muy visual
que puede ser facilmente comprendido para problemas de dos variables y extender esa idea a mas variables,
como se vera mas adelante. Por ello, fue aceptado tan rapidamente por la sociedad cientifica, siendo en 1970 un
algoritmo indispensable en numerosas librerias de software y en concreto con su aparicion en Matlab, en 2008,
llamandose fminsearch, una funcion muy popular a la hora de aplicar una metodologia de optimizacion, por su
simpleza y efectividad [9].

A continuacion, se van a mostrar algunas aplicaciones donde se han utilizado este método para denotar la
efectividad y fiabilidad que hay detras de ¢l con el respaldo de estos casos:

e El primer ejemplo en el que se va a mostrar su uso es en el problema de las filtraciones, el cual es uno
de los mas importantes en el disefio y la construccion de presas y estructuras hidraulicas. El flujo de
infiltracion a través de las presas de tierra y la infiltracion de aguas subterraneas en acuiferos no
confinados son ejemplos de problemas de infiltracion no confinados. En los problemas de infiltracion
no confinada, la determinacioén de la ubicacion de la linea freatica es el paso mds importante en la
solucion. La linea fredtica es el limite de las zonas saturadas y no saturadas en el dominio del problema.
Es por ello por lo que en este caso se ha utilizado un método de elementos finitos con deformacion de
malla basado en la optimizacion simplex de Nelder-Mead para resolver este problema y que
proporciona una gran exactitud, tras verificarse a través de otros métodos mas complejos y que
requeririan mayor gasto computacional [10].

e Otraaplicacion es el uso del método Nelder Mead para encontrar la Optima configuracion en una planta
de energia de calefaccion/refrigeracion de un edificio; la planta estaba formada por una enfriadora
centrifuga, una enfriadora de absorcion a gas, bombas de calor de fuente de aire y calderas y se confirm6
que la capacidad del algoritmo AG (algoritmo genético) para encontrar la configuracion optima para la
enfriadora mejoraba al combinar este método con el método simplex de Nelder-Mead [11].

e Este tltimo ejemplo, muestra un caso que se esta aplicando en numerosos sectores, donde se combinan
los algoritmos que se comentaran después de presentar el caso:

Los modelos compartimentados son herramientas comunmente utilizadas para la modelizacion no lineal
en los estudios farmacocinéticos. La estimacion de los parametros de los modelos compartimentados
desempeifia un papel crucial en el desarrollo de farmacos. Para estimar los parametros del modelo, hasta
ahora se ha utilizado comunmente en los estudios de farmacos un método basado en derivadas,
denominado “stripping”. Otra forma de operar es utilizando el método de Nelder-Mead, al ser un
algoritmo de busqueda local simple sin derivadas y el cual se hibrida con dos algoritmos de
optimizacion de inteligencia artificial, el Algoritmo Genético (GA) y la Optimizacion de Enjambre de
Particulas (PSO). Los algoritmos hibridados se denominan GANMS y PSONMS que se utilizan para
la estimacion de parametros. Estos algoritmos hibridos estan basados en poblaciones y no necesitan
ninguna suposicion, lo que facilita los calculos [12]. Igualmente, estos algoritmos se estan utilizando en
otros sectores de la industria. Uno de ellos es el de procesos de fabricacion. Por ejemplo, un caso
concreto es la optimizacion de los parametros de soldadura TIG, donde se ha podido ver que los
resultados obtenidos con este método hibrido son mejores que los obtenidos con los algoritmos
individuales y también muestran una reduccion significativa del esfuerzo de calculo computacional
[13].

Con estos ejemplos, se puede ver que no es un simple método numérico que se desarrollo hace casi sesenta afios,
sino que hoy en dia, es de gran utilidad, por el gran ahorro de calculo que presenta y por la rapidez y la facilidad
con la que permite alcanzar el 6ptimo.

Como se ha podido ver, en la actualidad, el método de Nelder Mead es ampliamente aplicado en los campos de
la ciencia y la tecnologia, en concreto en la quimica y la medicina, en problemas de estimacion de parametros y
en problemas estadisticos, al poder cambiar facilmente los valores de entrada y en los que como se ha podido
leer, se puede combinar con otros métodos para obtener una solucion mas refinada. Asi mismo, se utiliza también
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en problemas donde se produzcan discontinuidades [9].

Por otro lado, el modelo matematico utilizado, también cuenta con un gran respaldo. Se pueden encontrar
numerosos articulos y libros mostrando la aplicabilidad de este modelo en situaciones de mantenimiento como
representacion de un proceso estocastico. Ademas, se esta utilizando en distintos sectores, siendo un ejemplo
concreto en campo de la medicina [14], usado con el fin de encontrar un modelo que permita conducir a la toma
de decisiones efectiva sobre si reparar o sustituir, la cual es crucial para gestionar el coste del ciclo de vida del
producto y los costes de los centros sanitarios.

Una vez introducido el contexto en el que se va a desarrollar este trabajo, el resto del documento se dividira de
la siguiente manera: la Seccion 2 presentara el objetivo de este trabajo. La Seccion 3 mostrard el caso practico
en el que se centrara la aplicacion del método, el modelo matemadtico usado, el desarrollo matematico hasta
alcanzar la expresion buscada y la explicacion del método para optimizar esa expresion. La Seccion 4 explicara
como se ha llevado a cabo el proceso para la obtencion de los resultados. La Seccion 5 mostrara esos resultados
obtenidos y los comparara con los conseguidos por otro método. Por ultimo, la Seccién 6 establecera una
conclusion de todo lo obtenido.
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2 OBJETIVO

Como se ha explicado previamente, existe un gran interés por realizar un correcto mantenimiento, que puede
suponer un gran ahorro de capital. Por ello, el objetivo de este trabajo es encontrar un método matematico que
permita calcular el intervalo de mantenimiento preventivo 6ptimo con el que maximizar el retorno medio. El
intervalo de tiempo optimo va a depender del tiempo restante del uso del activo, en su estadistica de fallo, en el
coste de las tareas de mantenimiento, en el coste de su inactividad y, por ultimo, en el ingreso que provoca la
operacion del activo. Asi mismo, para poder aplicar este modelo y la metodologia para calcular el intervalo, el
activo debera cumplir la hipotesis de encontrarse en alguno de los cuatro estados explicados en la seccion
anterior: operativo, operativo degradado, preventivo o correctivo. O para el caso de tres estados: operativo,
preventivo o correctivo. Otra hipotesis es que el activo muestre una tendencia al desgaste, lo cual es una
condicion que se da en casi todos los equipamientos industriales.

La finalidad de este trabajo es llegar al desarrollo de un método, con el cual, utilizando las expresiones
matematicas que se mostraran en la Seccion 3, cualquier persona con unos conocimientos basicos de la empresa,
pueda llegar a encontrar este intervalo 6ptimo con el que aplicar el mantenimiento preventivo y asi suponer un
gran ahorro de capital para la empresa, evitando la utilizacion de un experto en mantenimiento.

De manera general, se va a comentar como se ha procedido a implantar esta metodologia para su calculo. Este
proceso se puede dividir en las siguientes etapas:

e Una primera etapa en la que se expone el modelo matematico desarrollado por [15], considerandolo
como un proceso semi-markoviano, formulando el sistema de ecuaciones, aplicando la transformada z
para su resolucion y finalmente, obteniendo la expresion del retorno medio en funcion del intervalo de
tiempo Optimo preventivo y del intervalo de tiempo en el que se considere que el activo se ha degradado.
Esta expresion sera la que habra que optimizar para obtener el maximo de retorno.

e Otra etapa es la obtencion de los datos necesarios de un caso particular, para llegar a los parametros
estadisticos necesarios, obtener los valores que se utilizaran y poder aplicar posteriormente el método.

e [Laultima etapa es la utilizacion de algin método matematico para su resolucion. En este trabajo se ha
usado el de Nelder-Mead, que permite maximizar la ecuacion de una forma rapida y sin derivadas y asi
encontrar ese intervalo de tiempo preventivo Optimo que asegure el maximo retorno.
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3 MATERIAL Y METODO

3.1. Caso practico

En este trabajo, se va a aplicar este modelo de cuatro estados a un ejemplo en concreto. El caso que se trata es
el posible fallo que se puede producir en la unidn cénica que une la distribucion con el arrastre de dos bombas
inyectoras en un motor diésel de alta potencia. Esta union conica esta formada por dos superficies conicas, una
interna y otra externa, las cuales estan en contacto, permitiendo esa conexion. Se trata de un elemento intermedio
en la cadena de arrastre cuya mision es proteger los elementos de la distribucion.

A continuacion, se va a explicar de la misma manera que se ha hecho con el ejemplo, los diferentes estados en
que se puede encontrar este activo fisico, que como se ha mostrado anteriormente son cuatro posibles estados:

Cuando una de las bombas inyectoras queda bloqueada, la unién cénica gira, desconectando el arrastre de las
bombas de la distribucion. Esta conexion se mantiene mediante la aplicacion de un par de apriete. Mientras el
par aplicado por la distribucion, para mover las bombas, esté por debajo del par aplicado a la union conica, el
motor funcionard. En este caso, se encontraria en el estado operativo. En caso contrario, el motor se detendra
por falta de combustible. Este seria el caso para hacer un mantenimiento correctivo, ya que se ha producido una
parada que no estaba planificada.

A veces, durante el funcionamiento o arranque del motor se produce un leve movimiento de las superficies
conicas. Este desplazamiento afecta al punto de inyeccion de las bombas, retrasandolo. En estas condiciones el
motor baja de rendimiento sin que aparentemente haya una explicacion que determine un funcionamiento
anormal del motor. Sin embargo, el rendimiento del motor disminuye y el ingreso que aporta por hora de
funcionamiento también disminuye. Esta variacion con respecto el estado inicial, que seria el operativo, se puede
considerar como un estado operativo, pero degradado.

Por lo tanto, el equipo estd en estado operativo, E, si opera produciendo los ingresos esperados. Si los ingresos
obtenidos por su funcionamiento son inferiores a los esperados el equipo estd en estado degradado, E4. Si el
equipo falla se situa, durante su reparacion, en estado correctivo, E». Y si el equipo es parado para realizar una
actividad preventiva, se encontrara en el estado preventivo, Es.

Para analizar el caso de la union conica se han seleccionado datos procedentes de una actividad minera. Los
datos se han recogido durante cuatro afios y su origen corresponden a dos tipos diferentes, Por un lado, se han
recogido los datos de los tiempos de fallo, t; , que se han producido en 16 motores. Estos datos se recogen en la
Tabla 1. A partir de ellos se estima la funcion de distribucion de fallos observada. Para su construccion se utiliza

(i-03) ,donde
(N+0.4)

i representa el orden del fallo y N el nimero total de fallos (en este caso 48 fallos) [16] [17]. En su calculo no
se han tenido en cuenta los valores de los datos censurados como consecuencia de la finalizacion del proceso de
toma de datos antes del fallo, por ser pocos los valores y muy inferiores a los valores de los datos de fallo. A
partir de los datos de horas de fallo, Tabla I, y los datos de la funcion de distribucion de fallos observada, F,
Tabla 2, se estima la funcion de distribucion de fallos teorica, F(t), que mejor se adapta a la dupla (horas de
fallo, funcion observada). Habitualmente para el caso de activos fisicos se suele ajustar a la funcion de
distribucion de Weibull [18].

el método de regresion del rango de mediana y como estimador la aproximacion de Benard, F; =
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Tabla 1. Datos de tiempos de fallo, t, correspondientes a los 48 fallos (horas).

6,635 4,087 4,225 3,964 6,118 3,775 4,377 6,851 2,823 6,684

6,915 1,733 5,645 4,471 4,890 5,887 5,358 4,305 6,536 6,622

4,232 3,661 7,861 5,714 7,421 4,585 4,566 4,358 6,672 4,132

3,209 4,979 6,927 4,562 2,283 7,616 6,618 3,620 3,478 2,668

7,641 3,879 5,775 7,030 4,226 3,829 5,415 6,390 - -

Tabla 2. Tiempos de fallo, t;, ordenados y de valores de la funcion de distribucién observada para los 48 fallos.

t; F, t; F, t; F, t; F, t; F,
1,733 0.01446281 3,879 | 022107438 | 4,471 0.42768595 5,775 | 0.634297521 | 6,851 | 0.840909091
2,283 | 0.035123967 | 3,964 | 0.241735537 | 4,562 | 0.448347107 | 5,887 | 0.654958678 | 6,915 | 0.861570248
2,668 | 0.055785124 | 4,087 | 0.262396694 | 4,566 | 0.469008264 | 6,118 | 0.675619835 | 6,927 | 0.882231405
2,823 | 0.076446281 | 4,132 | 0.283057851 | 4,585 | 0.489669421 | 6,390 | 0.696280992 | 7,030 | 0.902892562
3,209 | 0.097107438 | 4,225 | 0.303719008 | 4,890 | 0.510330579 | 6,536 | 0.716942149 | 7,421 | 0.923553719
3,478 | 0.117768595 | 4,226 | 0.324380165 | 4,979 | 0.530991736 | 6,618 | 0.737603306 | 7,616 | 0.944214876
3,620 | 0.138429752 | 4,232 | 0.345041322 | 5,358 | 0.551652893 6,622 | 0.758264463 | 7,641 | 0.964876033
3,661 | 0.159090909 | 4,305 | 0.365702479 | 5,415 0.57231405 6,635 | 0.77892562 | 7,861 | 0.98553719
3,775 | 0.179752066 | 4,358 | 0386363636 | 5,645 | 0.592975207 | 6,672 | 0.799586777
3,829 | 0200413223 | 4,377 | 0.407024793 | 5,714 | 0.613636364 | 6,684 | 0.820247934

Este proceso se inicia tratando de ajustar la funcion observada a la de Weibull de dos parametros («, ). Para
ello se representan los puntos de la dupla (horas de fallo, funcién observada) en un grafico, utilizando las escalas
logaritmicas, In In (1 / (1 — F;)) en el eje vertical y In t; en el eje horizontal. Luego se traza la linea de
tendencia que mejor se ajusta a los puntos, usando el método de minimos cuadrados. El parametro de forma «
de la funcion Weibull coincide con la pendiente de la linea de tendencia, mientras que el parametro de escala
corresponde con la exponencial negativa del cociente entre la ordenada en el origen y la pendiente. Este
procedimiento se simplifica utilizando un software como Excel. En este caso la curva de tendencia es y =
3.5979 x — 31.1. Los valores obtenidos son @ = 3.60 y 8 = 5675. Sin embargo, la curva de tendencia
cuadratica presenta una curvatura hacia abajo y = —0.1734 x? + 6.4975 x — 43.2, como se puede apreciar
débilmente en la Fig.4, lo que avisa de la existencia del tercer pardmetro y, denominado vida garantizada o
parametro de localizacion. En un nuevo grafico, la Fig.5, se pueden volver a representar los mismos datos. Este
nuevo grafico se diferencia del anterior en que la escala en el eje horizontal es In (t; — y). Dando valores a y
buscamos el valor que convierta la curva de tendencia en una recta (coeficiente de x? igual a cero). Los valores
de los parametros de la funcion de Weibull que mejor se ajusta a la funcion observada son: @ = 3.33, f = 5368
y ¥ = 301. Por otro lado, se deben estimar las funciones de distribucion del tiempo de reparacion F,(t) y del
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tiempo preventivo F,(t). Debido a su corta duracion del tiempo de mantenimiento en comparacion con los
intervalos de funcionamiento (menos del 1%), se puede utilizar como estimadores el tiempo medio de ambas
intervenciones. En este caso se ajustan a Normales de medias u, = 72 para la tarea correctiva 'y g3 = 56 para
la tarea preventiva.

2.0
y=-0.1734x2 + 6,4975x - 43,2 *
1.0
y=3.5979x - 31.1
. 00
"oL0
5 2.0
_=
-3.0
-4.0
-5.0
7.50 8.00 8.50 9.00
Int
Figura 4. Representacion de las horas de fallo con la funcion observada, con una tendencia lineal (roja) y una tendencia cuadratica
(negra)
2
y = 5E-05x? + 3,3249x - 28,559 7S
1
0

; Pl
L

v

In In 1/(1-F(t))
"

7,00 7.50 8.00 1, ¢ 850 9.00 9.50

Figura 5. Representacion de las horas de fallo con la funcion observada con la utilizacion del parametro y, con una tendencia
cuadratica

El segundo tipo de datos corresponde a los costes e ingresos que aparecen como consecuencia de uso y
mantenimiento del activo. Estos datos constituyen los retornos del sistema y estan asociados a cada uno de los
estados. Al estado operacional E;, se asocian dos tipos de retornos. Los ingresos por unidad de tiempo de
funcionamiento R; y los costes asociados a la pérdida del funcionamiento, cuando el activo falla R, y cuando
el activo pasa al estado degradado R4. Los retornos asociados al estado correctivo E,, son costes. El coste por
unidad de tiempo debido al proceso de reparacion R, y los costes asociados a la falta de actividad del activo por
averia incluidos en Ryi1. Los retornos asociados al estado preventivo Es, también son costes. El coste por unidad
de tiempo debido a la tarea preventiva R y los costes asociados a la falta de actividad del activo por preventivo
Rs1. Al estado degradado Es, se asocian otros dos tipos de retornos. Los ingresos por unidad de tiempo de
funcionamiento R4, que ahora son inferiores a los del estado operativo y los costes asociados a la pérdida del
funcionamiento, cuando el activo falla Ry, y cuando se decide que el activo pare para la realizacion del
mantenimiento preventivo Rus. Todos estos datos estan recogidos en la Tabla 3 [15].
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Tabla 3. datos de entrada al modelo. Datos de fallo, tiempos, actividades medias de mantenimiento, costes e ingresos de cada estado.

Funcioén de distribucion del fallo Tiempo medio de reparacion | Tiempo medio del preventivo
Weibull (o, B, ) Normal () Normal (3)
o B Y H2 13
3.33 5,368.00 301.00 72 56
E; Es4 E> E;
R; (€/hora) | Ri2 (€) | Ris (€) | R4 (€E/hora) | R4z (€) | R4z (€) | Ry (€E/hora) Rz (€) R3 (€/hora) R31 (€)
5.0 -3270| -1.0 4.0 -3,270| -1.0 -95.0 -360 -82.0 -360

3.2. Meétodo de los cuatro estados

3.2.1. Formulacion del sistema de ecuaciones para el retorno acumulado medio

En este trabajo, se ha seleccionado un proceso semi-markoviano como formato estocastico del modelo de
mantenimiento. Estos procesos son potentes herramientas para la optimizacion de problemas de fiabilidad y
mantenimiento, que se utilizan para modelar el impacto de las estrategias de mantenimiento en un sistema y para
un nimero finito de periodos de tiempo.

Se comienza la explicacion considerando una cadena de Markov homogénea {X,,,n = 0} con cuatro estados y
probabilidades de transicion de un paso p;; = P(X; = j|X, = i). Esta cadena serd la base de la cadena de
Markov embebida en un proceso semi-markoviano y que mostrara la evolucion del sistema. Ademads, cada
transicion y tiempo de permanencia en cada estado, tiene asociada un retorno, que puede ser una recompensa en
forma de ingreso, o una pérdida en forma de coste. Se llamara r;;(m) al retorno en la transicion en un paso del
estado i al estado j, que sera positivo si es un ingreso, o negativo si es un coste.

En m transiciones sucesivas a partir del estado i, la cadena acumula retornos, que se suman tanto siendo positivos
como negativos y que forma el retorno acumulado en m pasos desde el estado i, se llamara R;(m). Para cada
valor de i y m, el retorno acumulado es una variable aleatoria. El caracter aleatorio se explica ya que, al
encontrarse el sistema en el estado inicial, el siguiente estado es imprevisible y también el resto de los estados
que se iran produciendo, de modo que en m transiciones el sistema puede evolucionar de muchas maneras. Por
esta razon, no es posible calcular el valor de R;(m), pero si su valor medio. En lo sucesivo este documento se

centrara en este retorno medio acumulado v;(m) = E (Rl- (m)).

El calculo de v;(m) se realiza mediante una ecuacion recursiva, donde se separaran las m transiciones en dos
etapas. La primera esta constituida por la transicion del estado inicial i al siguiente, j. Como este puede ser
cualquier estado, el retorno R;(1) es una variable aleatoria que puede alcanzar los valores
131 (1),752(1), -+, 11, (1), con las respectivas probabilidades, p;;, Pi2, '+, Pin. Entonces el retorno promediado
en la primera transicion puede formularse como sigue:

n

v (1) = Zrij(l) * Dij 1)

j=1
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Para la segunda etapa se procede con los m-1 pasos restantes. Para ello, una vez completada la primera transicion,
el proceso se encuentra en un estado j, donde j toma uno de los valores 1,2,3, -+, n. El retorno medio en los
siguientes m — 1 pasos es, por tanto, una variable aleatoria que puede alcanzar los valores v;(m — 1), v,(m —
1),-,v,(m — 1), con las respectivas probabilidades, p;1,Pis, ", Pin. Por tanto, el valor medio del
rendimiento de los m — 1 pasos restantes puede formularse como en la Ec. (2) :

n

Zvj(m—l)-pij (2)

j=1

Finalmente, se concluye que el rendimiento medio acumulado del sistema para una serie de m pasos de transicion
se calcula como en la Ec (3)

vi(m) = vi(1) + ) vy(m—Dpy G)
j=1

. t . o
Se considera ahora el vector V(m) = (v1 (m),vy(m), -, v, (m)) , donde el superindice ¢ indica la
transposicion en sentido matricial. De esta manera, la Ec. (3) puede escribirse como un sistema de ecuaciones:

Vim)=V(1)+PV(m—-1) @)
donde P es la matriz de probabilidad de transicion [15].

3.2.2. Formulacion de los tiempos de permanencia

Hasta ahora se ha considerado un espacio genérico de estados, con una matriz de probabilidades de transicion P
y un vector genérico de retornos V (). Es el momento de centrar el caso, de la manera en la que se ha explicado
en las anteriores secciones, en el que el nimero de estados es de cuatro (Fig. 3). En esta parte se volvera a
introducir de manera breve para introducir al calculo de los tiempos de permanencia. Se definen de la siguiente
manera: Se tiene un sistema (o equipo) reparable con un tinico modo de fallo que puede estar en uno de los
siguientes estados:

Figura 6. Sistema de cuatro estados: EI operativo, E2 correctivo, E3 preventivo y E4 operativo degradado.

Estado operativo, £;: El sistema se encuentra funcionando en las condiciones para las que fue disefiado.

Estado correctivo, E>: Por haber fallado, el sistema se estd sometiendo a ciertas operaciones que llamaremos
genéricamente reparacion de emergencia con objeto de devolverlo a las condiciones para las que se disefio.
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16 Material y método

Estado operativo degradado, £ El sistema se encuentra funcionando en las condiciones para las que se disefio,
pero se considera que el tiempo que lleva haciéndolo lo ha conducido a una situacion, que calificaremos
genéricamente de degradada, en la que no se encuentra en las condiciones optimas para las que fue disefiado.

Estado preventivo, £3: Por llevar un tiempo prefijado funcionando, el sistema se esta sometiendo a operaciones
de reparacion planificada con objeto de devolverlo a las condiciones para las que se disefio.

Si el sistema se abandona a si mismo, el tiempo que se mantiene funcionando a partir del instante inicial, en las
condiciones para las que se disefid, es una variable aleatoria que llamaremos 7"y puede tomar cualquier valor
positivo. Usualmente, a esta variable se le llama tiempo hasta el fallo.

El mantenimiento del sistema se realiza mediante el siguiente plan: Se supone que en el instante inicial el sistema
estd funcionando de acuerdo a como ha sido disefiado. Se dira que se encuentra en el estado operativo que
designaremos por E;. Permanece en este estado hasta que se da una de estas dos circunstancias:

a) Deja de funcionar en las condiciones para las que fue disefiado. Se dira que el sistema ha tenido un fallo
o que ha fallado y que pasa al estado correctivo, E>

b) Aunque se encuentra funcionando en las condiciones para las que fue disefiado, se alcanza un tiempo
7' (prefijado de antemano) que lo conduce a una situacion de degradacion, £y

Por lo tanto, el tiempo T, que el sistema esta en el estado operativo es la variable aleatoria:
Ty = min{T,t'}
Obsérvese que Ty es la variable tiempo hasta el fallo, truncada al intervalo [0, 7'].

Si se produce la circunstancia a), el sistema pasa al estado correctivo, que designaremos E,, en el que se sometera
areparacion con objeto de devolverlo a las condiciones para las que fue disefiado. Cuando esto ocurre, el sistema
regresa al estado E;. El tiempo que dura la reparacion de emergencia también es una variable aleatoria que
llamaremos T.

Pero si se produce la circunstancia b), pasa al estado E, que se denomina estado operativo degradado. Alli
permanece hasta que se da una de estas dos circunstancias:

¢) Entraen fallo.
d) Ha pasado un tiempo 7 — 7', donde T, al igual que 7’ es un tiempo prefijado.
Luego el tiempo T, que el sistema esta en el estado operativo degradado es la variable aleatoria:
T; = min{T, t}, T>1'.
Como antes Ty, la variable T, es el tiempo hasta el fallo, truncada ahora al intervalo [/, T].

Si se produce la circunstancia c), el sistema pasa al estado correctivo para su reparacion. Una vez restaurado a
las condiciones para las que fue disefiado, el sistema regresa al estado E; .

Pero si se produce la circunstancia d), el sistema pasa al estado preventivo, que designaremos E3, en el que se
sometera a reparacion con objeto de devolverlo a las condiciones para las que fue disefiado. Entonces vuelve al
estado operativo. El tiempo que dura la reparacion planificada también es una variable aleatoria T,.

Este plan de mantenimiento puede verse como un proceso estocastico con un espacio de estados {Ey, E, E5, E4},
donde los tiempos que el sistema permanece en cada estado son variables aleatorias.

Las funciones de distribucion de T, T,, T, las designaremos F(:), F.(), F,(*) y las de densidad de
probabilidad f(+), fc("), f,(*).Las variables aleatorias T, y T,; tienen distribuciones truncadas cuyas funciones
de distribucion se definen a partir de la funcion de distribucion de T

La matriz de tiempos de permanencia en un estado antes de pasar a otro es:
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0 T, 0 7

T, 0 0 0

T, 0 0 0 (5)

0 T, 7—17 O
Donde el elemento ij-ésimo es el tiempo de permanencia en el estado i antes de saltar al estado ;.
El tiempo medio de permanencia en el estado operativo es:

1 T/ 1 T/
A:E(T):—f t(t)dtzr'——f F(t)dt.
OV =ray ), F&) Jo (6)

Los tiempos medios de permanencia en los estados correctivo y preventivo, son las medias de las variables
aleatorias T, y Ty:

B=E(T,) = f tf.(t) dt, c=E(T,) = f tf,(t) dt.
0 0 (7
La media de T, es decir, el tiempo medio de permanencia en el estado operativo degradado es:
1 t 1 t
D=———7+|t (t)dt=T——,[F(T')(T—T')—fF(t)dt].
F@O-F@ ), FO -~ F@) : ®
Por lo tanto, la matriz de tiempos de permanencia promedio es:
0 T 0 T 0 A 0o 7
0=EF .. 0 0 0}l (B O o0 0O
\Tp 0 0 0 / cC 0 0 0 )
0 Ty, 7—7 0 0 D -7 0

En todas estas expresiones, E [-] significa valor medio [15].

3.2.3. Probabilidades de transicion entre los estados:

Sea cual sea el estado en el que se encuentre el sistema, no puede pasar a ese mismo estado, por lo que la
probabilidad de transicion de un estado a si mismo es cero y permanecera en ese estado hasta que se produzca
una transicion a un estado diferente.

En la siguiente explicacion se va a usar la notacion de p; y p2, que hacen referencia a las probabilidades que se
obtienen aplicando la Ec.(10) para T° y T respectivamente:

pe = Fsa ) = 1= e (- (57) ) (10)

Estando el sistema en el estado E;, s6lo puede pasar a los estados E, y E,. La probabilidad de pasar al estado
E, es p; cuya expresion es:
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18 Material y método

P(T<t)=F({)=p

Y al estado E,:
PT>1t)=1-P(T<t)=1-F@)=1-p,

Estando el sistema en el estado E,, solo puede pasar a los estados E, y E3. La probabilidad de pasar al estado
E, es:
P(T<)n(T>7)] PE'<T<1) F@)-FI) p,—p1

P(T > 1) " 1-P(T<7) 1-F(t) 1-p,’

P(T<t|T>1)=

y al estado E5:
p2—p1_1-p;

PT>t|T>1)=1-P(T<7t|T>1t")=1- =
1-ps 1-p;

En los estados E, y Ej3, el sistema so6lo puede pasar al estado E;, luego las probabilidades de transicion son
ambas valor unidad. La matriz de probabilidades de transicion (P) se puede representar como:

0 P1 0 1-p;
1 0 0 0
Pp=|1 0 0 0o | (11)
— 1—
0 P2 —P1 D2 0
1-pp 1-p

Se trata de una matriz estocastica, por lo que es la matriz de una cadena de Markov. Las transiciones de esta
cadena se producen cada vez que el proceso estocastico cambia de estado, por lo que es la cadena de Markov
embebida en el proceso.

Se ha llegado al proceso estocastico que modela el mantenimiento de nuestro sistema, que tiene un espacio de
estados finito, los tiempos de permanencia en cada estado son variables aleatorias con distribuciones de
probabilidad no necesariamente exponenciales, y tiene una cadena de Markov embebida cuya matriz de
probabilidades de transicion es la Ec. 11. Se concluye con que se trata de un proceso semi-markoviano.

Los rendimientos (ingresos y costes) que intervienen ya se definieron en la pagina 14, por lo que se puede
representar la matriz de retornos, es decir la matriz cuyo ij —ésimo elemento es la suma del retorno debido a la
permanencia en el i —ésimo estado y el debido a la transicion al j —ésimo estado, es: [15]

0 ARy + Ry, 0 AT + Ryy
R= BR; + Ry, 0 0 0
CR3 + R3q 0 0 0 (12)
0 DR, + Ry (T—1)Ry+ Ry3 0

3.2.4. Aplicacion de la transformada z

Para resolver la Ec. (4), se utilizara ahora la transformada z. Recordemos que la transformacion z de una
secuencia x(m), que se suele denotar Z[x(m)], es una funcion de variable compleja que se define como la
siguiente serie de Laurent:
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Z[x(m)] = Z x(n)z™™, z € C\{0}. (13)

n=0

En este caso se considera un vector cuyas componentes son secuencias. La transformacion z de un vector es otro
vector cuyos componentes son las transformadas z de los componentes.

Por conveniencia, la Ec. (4) se reescribe con el indice aumentado en una unidad, asi:

Vim+1) =V(1) + PV(m) (14)

Entonces, aplicando la transformada z a ambos miembros de la Ec. (14), considerando la linealidad de la
transformada z y el hecho de que la matriz P no depende de m:

ZIVim+ 1)] = Z[V(1)] + PZ[V (m)] 15)

De los tres términos que conforman esta ecuacion vamos a calcular el primero:

Ve =y LoD N D N

Zn+1 7k
n=0 n=0 k=1
(16)
o V (k) o V (k)
=z| ) e VO -V | =z ) —==V(0) | = 2(Z[V(n)] - V(0)
k=1 k=0
Procedamos con el segundo término:
- 1 1
2] = V() 2[1] = V(D) ZOZ_” v — - V) a7

Obsérvese que V(1) es constante (es decir, no depende de m ) y la serie es geométrica de razon 1/z. En cuanto
al tercer término, el Ginico calculo que se puede hacer es usar la propiedad de la linealidad y extraer la matriz P
fuera de la transformada z ya que no depende de m:

Z[P-V(m)] =P -Z[V(m)] (18)
Ahora sustituimos las ecuaciones (16), (17) y (18) en la Ec. (15), obteniendo la Ec. (19).

z(Z[Vv(m)] = V(0)) = V(1) % + PZ[V(m)] (19)

En esta ecuacion, el vector V(m) en los dos términos aparece con el mismo indice, lo que permite sacar factor
comun su transformada z:
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(Iz — P)Z[V(m)] = V(1) % +2V(0) 20)

Y ahora multiplicando por la inversa de la matriz regular I — z~ 1P, dividiendo por z y reordenando términos,
la expresion de la Ec. (21) es obtenida:

2V ()] = == (1~ 2PV (1) + (1 — 2 P V(0) @

En este punto, s6lo queda invertir estas transformaciones z, para resolver la Ec. 14 [15].

3.2.5. Resolucion del sistema de ecuaciones

El vector V(1) se obtiene a partir de la Ec. (1) para lo que necesitamos las matrices (11) y (12), es decir la matriz
de probabilidades y la matriz de retornos. De la Ec. (1) se deduce que su componente i — ésima es la suma de

los productos de las filas i — ésimas de ambas matrices. Como puede verse no se trata de un producto usual de
matrices:

(AR; + Ry3)p1 + (AT + Riy)(1 — py)

218 BR, + Ry,
2 — CR; + R34 . (22)
v3(1) D2 —P1 , 1-p;
v,(1) (DRy + Ry3) + ((t —1)Rs + Ry3)
1-p, 1-p,
A partir de la matriz P se obtiene la matriz [ — z 1P :
1 -z 'py 0 -z ' (1-py)
(—z‘l 1 0 0 w
I—z'p=| —z1 0 1 0 (23)
— 1 —
1-py 1-py
Suinversa, (I —z71P)™1, es:
(I—-z7'P)!
z3 —z(p1z + p1 — P2) z(1—p,) z%(p; — 1)
—z* 23 —p,+1 -1 z(1 —
1 , D2 , D2 ( p1) (24)
=2l 77 p1Z + p1 — P2 z°—p1Zz—p1+p2 z(1 — py)
2Z2(p1—p) +pi(p2— 1) (2% —p)(p:— 1) 2
z z(z° — p1)
1-p; 1-p;

donde A =z3 —p;z —p; + 1.

El vector de retornos esperados inicial 17 (0) es el vector nulo, ya que no hay ninguna recompensa previa en el
instante inicial en que comienza la evolucion de la cadena. De acuerdo con ello, se escribe la Ec. (21):
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2V )] = = (1~ 2PV (D) =

22 —z(P1z + 1 — P2) z(1—p;) z*(p1 — 1)
1 —z? 72 —p+1 p2—1 z(1 — py)
=(Z——1)A —z? Pz + p1 — P2 2 —pz—pr+p, z(1 - p) [x
Z2P1—p)+pi—1) @ -p)@-D 25
z z(z* — p1) (25)
1-m 1-m
(ARy + Ry3)ps + (AT + Ryy)(1 — py)
BR, + Ry,
P2 — D1 ) 1-p;
\(DR4 + Ry2) 1—p, + ((t —7)Ry + Ry3) 1= p1/

1+ /4P 3

Se tiene que poner atencion ya que el polinomio A se anulasiz =1yz = >

Se centra nuestra atencion en la primera componente de este vector, ya que se considerara que el activo se
encuentra en un primer momento en el estado operativo:

1
Z[v,(m)] = m[z3v1(1) +2(p1z — p1 + p2)v2(1) +2(1 — p2)vs(1)

+22(1 — pvy(1)] (26)

Reordenando los términos, se obtiene:

1
Z[vi(m)] = —(z ~Da [vl(l)z3 + (—plvz(l) + (py — 1)v4(1))zz
+ ((pz —pv (1) + (1 - pz)v3(1))z] 27

Obsérvese que es combinacion lineal de funciones racionales en z. Estas funciones son:

Z3 Z3
(z3 -pz+p,— 1) (z—1) B (z2 +z—p + 1)(z— 1)? ’
2 2
. z =— z , (28)
z -pz+p,-D(z-1) (E+z-p, +1D(z-1)
VA VA
(z3 -pz+p,— 1) (z—1) B (z2 +z—p + 1)(z— 1)? '
Descomponiéndolas en fracciones simple se obtiene:
z3 a,z + by o d, 29)

(23—P1Z—P1+1)(Z—1)=ZZ—Z—p1+1+Z—1+z+1'
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z? a,z+b c d
_ 2 2, @2 % (30)
@B -pz—-p+1)EZ-1) z?2—-z-p;+1 z—-1 z+1
z azz+b c d
=3 4 3 4 3 31)
@B -pz—-p+1)EZ-1) z?2—-z-p;+1 z—-1 z+1

Donde:
_pi-3pmt1l 1 - g
CEE ap+3 PT3op YT 20-p) T 2G-p
(32)
-1 2 —p, 1 -1
S vy 2T3op 2T 2d-py 2T 2G-py
N B S S B
p?—4p,+3 T 3-p’ T 200-p) T 2B-py)

En estas descomposiciones en fracciones simples, Ec. (29), Ec, (30) y Ec. (31), hay una que tiene en el
denominador un polinomio de segundo grado. Las raices de este polinomio pueden ser reales o complejas

1+./4p1-3
2

4p, — 3 es no negativo y complejas conjugadas si es negativo. Este hecho influye en la descomposicion en
fracciones simples. Asi, en las Ec. (29), Ec, (30) y Ec. (31), cada una de las tres fracciones del primer miembro
quedaria descompuesta en cuatro fracciones simples. Caso de que 4p; —3 < 0, dos de las fracciones
corresponderian a raices complejas y caso contrario a raices reales. Para mayor claridad en la exposicion
trataremos por separado el caso real y complejo [15].

dependiendo del valor de p;. En efecto, las raices del polinomio z2 — z — p; + 1 son , reales si

3.2.5.1. Caso 1: raices reales simples.

Si las raices del polinomio (Z2 + z — p, + 1) son reales, llamandolas por simplificar:

1+ /4p, -3 1—./4p, — 3

rl - 2 ) T'2 = 2 )
Se obtiene la descomposicion (j = 1,2,3):
a]-Z + bj _ 1 ajr1 + b] ajrz + b]
z2—z—-p;+1 4p, -3l z—n z—1, | (33)

Se introduce la Ec. (33) en la Ec. (29), Ec. (30) y Ec. (31),y éstas a su vez en la Ec.(28):
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1 a1y +by agry + bl) C1 dq
Z = 1 —
[v(m)] = v ( )[ 4p1—3( AR A
1 a,r +b, ayr,+b,
+ (=prvp (D) + ( —1)17(1)[ ( _ )
(=p1v2 P1 +(1)) dp, —3\ z—1y z—1,

2 d,
— 34
z—1 Z+1] 34

asry+by azry + b3)

1
+ ((p2 — p)v2(D) + (1 — p2)vs(1)) [\/ﬁ( zZ—n Z—n
C3 n d3 ]

+
z—1 z+1

Se reagrupan los términos del segundo miembro de la Ec. (34), y sacando como factores comunes las fracciones

1 1 1 .
, , —, —, de modo que se tiene:
z-1y Z-1y z—1" z+1

simples

Z[vi(m)] = [vl(l)(alrl + by) + (Plvz(l) +(1- pl)v4(1))(a2r1 + b,)
3

1
Va1 — ;
+ (2 =P (D) + (1= p2)vs (D) @sm + b)) - S

1
_ m [171(1)((11T2 +by) + (p1172(1) +(1- P1)U4(1))(a2r2 +by)
[4p, —

+ ((Pz —p)v (D) + (1 - Pz)vs(l))(%rz + bs)] '

(35)
Z—T
C
+ [v1(1) + (1 = p)vs(D) + pov2 (1) + (A = py)vs(1)] ﬁ
+ [V1(1)d1 + (p1v2(D) + (1 — pva(D))d,

1
+ ((p2 — V(1) + (1 — p2)v3(1))ds] S—1

Se ha tenido en cuenta, de acuerdo con la Ec. (32), que ¢; = ¢, = c3. Ahora se introducen unos coeficientes
para abreviar el segundo miembro de la Ec. (35):

1
A1 = —m [vl(l)(alrl + bl) + (plvz(l) + (1 - p1)v4(1))(a2r1 + b2)
+ ((p2 — P2 (D) + (1 — po)vs(1))(asry + b3)],
1
Ay = ——,m [v1(D)(ar7y + by) + (p1v2(1) + (1 = p)va(1))(azr, + by) (36)

+ ((p2 — p)Vv2(1) + (1 — p)v3(1))(asr, + bs)],
Az = cq[v1 (D) + (1 — pva(1) + pv2(1) + (1 — p2)vs(1)]

Ay =v(1)d; + (P1v2(1) +(1- P1)U4(1))d2 + ((Pz —p)v,(D+ (1 - Pz)vs(l))ds-

De modo que se puede escribir la Ec. (35) de una forma mas manejable:
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Z[vy(m)] = 4, — T 37)

11 1 1w " o 1t
7z __Z(_]) :z ]+1' J=12
z—1 z 1—(rj/z) z z zn
n=0 n=0
1 _ d(l)_ dzl_zd(l)_2n+1
(z—1)2 dz\z—1 dz Lu znt1 dz \znt1) Zn+2
n=0 n=0 n=0
1 11 _15:1_5: 1
z—1 z 1-1/2) zlduz" Liz"t’
n=0 n=0

El dominio de convergencia de estas series de Laurent es |z| > 1, el mismo para todas. Facilmente se puede
deducir que la tercera serie, siendo una serie geométrica, converge cuando |z| > 1. En el primer caso, aplicando

el criterio de comparacion y teniendo en cuenta que: Y-, — = Zn 0 ( hyn

|rJ| < |z|. Al ser
17 < 1, la serie convergerd si |z| > 1. Por tltimo, aplicando el criterio del cociente absoluto, la segunda serie
solo convergera si |z| > 1.

Sustituyendo los desarrollos de la Ec. (38), enla Ec. (37):

r n
La serie Y 5—o —71» converge si Y=o (—)” converge y esta converge si |

- " - " on+1 -1
Z[vl(m)]:AIZF+AZZF+A3ZW +A4ZF:
n=0 n=0 n=0 n=0
o 7yl oyl Sn—1 > 1
- Al Z Zn + A2 z Zn + A3 Z—n + A4 Zn - (39)
n=1 n=2 n=1

A1+A2+A4+§:A 14 A"t 4 As(n—1) + A,

ZTl
n=2

De acuerdo con la Ec. (13), los coeficientes de la ultima serie de la Ec. (39) forman una sucesion, que es la
transformada inversa de Z[v, (m)], es decir, esa sucesion es v, (m):

v;(0) =0,

40
171(m) = Alrlm_l + Azrzm_l + A3(m - 1) + A4_, m = 1,2,3,"’ ( )

3.25.2. Caso 2: raices complejas.

En el caso de raices complejas se sigue un desarrollo similar al caso de raices reales. Para simplificar, las raices
complejas se expresan del siguiente modo:

-1+1i/3—4p, ) -1—-1i/3—4p,

2 o BTOE 2

u+io=
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la descomposicion para j = 1,2,3 es:

a;z+ b; 1 a;u+ b; 1 a;u + b; 1
il B aj—’“ Li _ 4+ a,-+1“ Li |, (41)
z2—z—-p;+1 2 o z— (u+ oi) o z— (u—oi)

A partir de aqui se introducen los desarrollos del segundo miembro de la Ec. (41) en la Ec. (29), Ec (30) y Ec.
(31),y éstasasuvezen la Ec. (27), que queda de esta forma:

_ 1 au+ by . 1 a;u+ b, . 1
Z[viy(m)] = v, (1) [E [(al - o l) z — (u+ oi) + <a1 o l) z—(u— O'i)]
€1 dy
+ (z—1)? + z—1
+ (P12 (D) ) b 1
Az + by
+ (1 = p)u(D) [E [(az B )Z —(u+0i) “2)

au+b d
+(a2+ ZMU 2i> + 2]

1 Cy
z—(u—ai)]+(z—1)2 z—1

+ ((Pz —ppvy(1)
azu+ by 1
B o )z — (u + ai)

+ (1= p)v3(D)) E [<a3
ds ]

a3u+b3_> 1 ] C3
+(a3+ o lz—(u—ai) +(z—1)2+z—1

Reagrupamos los términos del segundo miembro de la Ec. (42) sacando como factores comunes las fracciones
1 1 1

z—(u+0i)’ z—(u—oi)’ (z—1)2’ z+1’ de modo que-

simples

1 b b
Zla(m)] = 5[0 (=) + ava) + (1= pa(D) (2~ 21

b 1
+ ((p2 — pv2() + (1 — p2)vs(1)) (a3 _ a1 l)] TG oD
1 b
+ > [vl(l) (a1 + L-I_li)
b
+ (prvaD) + (1 = pva(D) (0 + 220) @)
b 1
+ (2 =P + (1= pws() (0 + 2 20)|

+ 3D + (1= p)ws(D) + P (D) + (L= po)os (D]

+ [V1(1)d1 + (Pﬂ’z(l) +(1- P1)U4(1))d21
+ ((p2 —p)v2 (D + (1 — pz)va(l))d3] 1

Se ha tenido en cuenta, de acuerdo con las ecuaciones (31), que ¢; = ¢, = c3. Se introducen unos coeficientes
para abreviar el segundo miembro de la Ec. (43):

1 b
B, = > [vl(l) <a1 - %ﬂi) + (P12 () + (1 — p)ua(D)) (aZ -

b
+ (2 = POva(D) + (1 = pIvs(D) (a5 - %*3 /)]

a,u + b, i)
g (44)

)
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b
1t alMTMi) + (p1'72(1) +(1- p1)174(1)) (az +

asu + b3 l)]
o

1 b
B2 =3[ (o )
+ (2 = POva(D) + (1= pvs(D) (a5 +

Az = c;[v1(1) + (1 = pP)vs(1) + pav, (1) + (1 — pr)vs(1)],
Ay =v;(Dd; + (p1v2(D) + (1 — pva(D))dz + ((p2 — p)v2 (1) + (1 — p)vs(1))ds.

Obsérvese que Az y A, son los mismos que en la Ec. (36). Ya es posible escribir la Ec. (43) de una forma mas
manejable:

1 1 1 1

Z[vl(m)]:Blz—(y—+o'i)+Bzz—(y—ai)+A3(z—1)2+A4z—1 (45)

Los desarrollos en serie de Laurent de las fracciones simples de la Ec. (45) son:

1 1 1 i(u+al> > (4 + g
m =7 + =5 e
z—(utoi) =z {_HZT z Loz
1 _ d(l)_ di 1 id(l)_in+1 (46)
(z-1)2 dz\z—-1)  dzZLizvt dz \z"t1) Zn+2’
n=0 n=0 n=0
1 11 _151_5 1
z—1 z 1-(1/z) zZLizt Luiz"V
n=0 n=0

Ahora insertamos el primer desarrollo de la Ec. (46) en los dos primeros sumandos de la Ec. (45):

1 1 o By (u+ o))"~ By(i — i)™
By o T B2 e =Z 1 +ZT=
z— (u+ oi) z— (u — oi) z z

n=0 n=0

(47)

_ z Bi(u+ai)" + By(u— cﬂ)"

Zn+1

Las expresiones B, y B, en la Ec. (44), son conjugadas en el sentido complejo, es decir, B, = Bf. Asimismo,
las potencias (u + oi)™ y (u — i)™ son conjugadas una de la otra. Con la notaciéon Re(+), e Im(+) se indica
parte real y parte imaginaria. Entonces:

Bi(u+ oi)™ + B,(u — i)™ = 2Re[B; (1 + gi)™] = 2Re (By)-Re(u + ai)™ — 2Im(B,)-Im(u + i)™

Sir y w son el modulo y el argumento de u + o, entonces:

Bi(u+ o)™ + B, (u — i)™ = 2r™*(Re(B;) cosnw — Im(B;) sin nw)
1 2

Ahora es posible escribir de forma simplificada la Ec. (45), usando los desarrollos de la Ec. (46):
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. r™*(Re(By) cosnw — Im(B,) sinnw) S n+1 - 1
Z[”l(m)]=zz nF +Aszm 42m=
z z z
n=0 n=0 n=0
Oo27""‘1ReB cos(n—1)w —Im(By)sin(n—1) w 00n—l — 1
:Z (Re(By) cos( in (B,) sin( ) )JFA3 - +A422_n:
n=1 n=2 n=1 (48)

_ 2Re(By) +4,
Z

o]

N Z 2r*1(Re(B;) cos(n — 1w — Im(B,) sin(n — Dw) + A3(n — 1)+A4,
zn '

n=2

La transformada inversa de Z[v, (m)], es decir v, (m), es de acuerdo con la Ec. (12), la sucesion cuyos términos
son los coeficientes de z™" en la ultima serie de la Ec. (48). Resulta entonces que la transformada inversa
buscada es:

v,(0) =0
vy (m) = 2r™ 1 (Re(B,) cos(m — 1)w — Im(By) sin(m — Dw) + Az(m — 1) + A, (49)
m=12,3,:-

El primer término de la sucesion v, (0) es nulo, ya que es el retorno obtenido cuando no se ha producido ninguna
transicion [15].

Se ha podido ver todo el proceso realizado para llegar a las dos ecuaciones de retornos, (40) y (49), que seran a
las que se les aplicard un método para optimizarlas, el método de Nelder-Mead, que se vera en el apartado 3.3,
usando una u otra dependiendo en la situacion en la que se encuentre el proceso y de las cuales se calculara el
valor de T para obtener el maximo de estas.

3.3. Meétodo de Nelder-Mead

El problema a tratar, como se ha visto anteriormente, busca encontrar el maximo de dos ecuaciones, (40) y (49),
de dos variables, Ty 7’, es decir, de dimension dos (n = 2). Posteriormente, se vera que T~ es un parametro que
se puede fijar, por lo que las dos funciones presentes, pasan a ser de una variable.

Para mostrar el método de Nelder-Mead de una manera mas general y clara, con la explicacion de los pasos del
método, se ilustrara el caso general de dos variables.

3.3.1. Descripcion

El método de Nelder-Mead permite resolver un problema cléasico de optimizacion sin restricciones, a partir de
valores de la propia funcion, no de su derivada y dicha funcién es una funcion no lineal f: R™ = R.
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28 Material y método

Este algoritmo funciona mediante el uso de una estructura llamada simplex, que estd compuesta por n + 1
vértices, f, ..., fn€ R™ siendo n la dimension de nuestra funcion, no degenerada y que mediante una serie de
transformaciones se ird modificando, aumentando cada vez mas los valores obtenidos de la funcién objetivo.
Por ejemplo, para una funcion en R’, el simplex formado sera un segmento, que contiene dos puntos, para R, se
tendr4 una estructura en forma de triangulo, que contiene tres puntos o para una funcién en R’, un tetraedro, que
contiene cuatro puntos.

Figura 7. Estructuras simplex para aplicar el método de Nelder-Mead en el caso de 2 dimensiones
(figura de la izquierda) o en el caso de 3 dimensiones (figura de la derecha).

El proceso finaliza cuando el método ha permitido que los valores f; hayan alcanzado una sensibilidad prefijada
o los puntos hallados estén lo suficientemente cerca entre ellos. La ventaja principal de este método de biisqueda
directa con respecto a otros es que normalmente solo requiere una o dos evaluaciones de la funcion en cada paso,
a diferencia de otros que usan n o mas evaluaciones de funciones. Esta cualidad es la que lo hace muy atractivo
computacionalmente [5].

3.3.2. Algoritmo

El método de Nelder-Mead, aunque a nivel de compresion matematica es simple, cuenta con varias etapas, una
previa antes de comenzar la iteracion y otras que tendran que efectuarse en cada iteracion. A continuacion, se
muestran las diferentes etapas que hay que seguir para su resolucion:

1. Formacion del Simplex inicial

El primer paso que hay que efectuar es la eleccion del primer valor para comenzar y el resto de los n puntos
que forman el simplex. Por lo tanto, existen dos maneras de proceder:

- Elegir un valor cualquiera dentro de nuestro espacio R™.
- Partir del final de un algoritmo previo que ha permitido acercarnos a la optimizacion. Este método
es muy comun, ya que asegura la convergencia hacia el 6ptimo absoluto.

Claramente, el segundo razonamiento permitira un menor gasto computacional y mayor efectividad.

En el problema que se ha tratado, con el primer valor que se resolvid, se tuvo que proceder iterando a partir
de un valor aleatorio, pero dado que era el problema de una variable, las iteraciones no fueron muy
numerosas, convergiendo hacia el optimo rapidamente. En este caso se pudo ver el potencial del método,
ya que incluso sin tener referencia de donde se podra encontrar el dptimo, solo necesitd tres o cuatro
iteraciones mas que el resto, en los que si se aproximo a la zona del optimo. A partir del valor obtenido, se
partieron el resto de las iteraciones, llegando a un resultado en menor numero de iteraciones. Igualmente, al
tener una referencia de que valor se obtenia en el problema de una variable, se partid de ese valor para
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resolver el de dos variables. Aunque para este caso, si se necesitaron muchas mas iteraciones.

Una vez elegido un valor inicial, xo, el resto se calcularan para formar el simplex de la siguiente manera:
X;i=xg+hie;, i=1,..,n

Siendo h; un valor de paso en la direccién marcada por el vector e; en R".

El simplex formado tendra todos los valores a la misma distancia prefijada por el paso [9].

2. Algoritmo de iteracion

Una vez establecidos los puntos de partida, se procedera a aplicar la iteracion que se puede dividir en tres
etapas:

1° Clasificacion:

Donde se ordenaran los valores de las funciones de mejor a peor, quedandonos en concreto con el mejor
fm = fo, €l peor, f, = f, 'y el segundo peor vértice, fs = fr_q.

fO = 2 fn—l = fn

2° Calculo del centroide:

Sera un elemento muy importante a la hora de aplicar nuestro método y como se muestra en la ecuacion,
no se tiene en cuenta el peor punto para calcularlo:

€= %Z *i (50)

Xp X

Figura 8. Representacion del centroide para el caso de una funcion de dimension 2.

3° Aplicacion de las transformaciones:

En este paso es el momento de analizar los diferentes valores y ver si se puede mejorar el valor obtenido
de la funcion objetivo. Para ello se aplicaran y estudiaran en orden estas transformaciones: reflexion,
expansion, contraccion y encogimiento, las cuales dependeran de unos parametros que se deben fijar
previamente: p, ¥,y ¥ 0. Estos parametros deben cumplir las siguientes restricciones:

p >0, O0<y<l, x>1, x> p, O0<o<l1

A nivel computacional, se suelen usar unos valores estandar que son:

1
=1, = -, =2, = —
p )4 > X o 2

Una vez fijados estos valores, se procede a aplicar el algoritmo que sigue los siguientes pasos:

- Paso 1: Reflexion: Se calcula el punto de reflexion del peor vértice, es decir, el simétrico
respecto al centroide, ponderado por p:

Xref = C + p(c —xp_1)
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Y evaluamos f (xyf).

Figura 9. Representacion del punto de reflexion para el caso de una funcion de dimension 2.

o Caso 1: Se ha producido una mejora respecto al mejor punto.
f(xref) > f(xo)
Paso 2: Expansién

Se calculara el punto de expansion de nuestro valor con respecto al centroide,
para comprobar si este nuevo valor mejora mas al valor calculado
anteriormente, ponderandolo por y:

Xexpan = € T X(xref - )

Figura 10. Representacion del punto de expansion para una funcion de dimension 2.

Si se verifica que f (Xexpan) > f (Xref) se procedera a contar con el punto de
expansion como el nuevo punto para la estructura simplex, eliminando el peor.

Si no se cumple esto, el nuevo punto serd f (x,¢5), quitando el punto peor y
formando el nuevo simplex.

La iteracion habra finalizado y se volvera al inicio de ella, realizando la
clasificacion, el calculo del centroide y posteriormente aplicando la
transformacion adecuada.

o Caso 2: No se ha producido una mejora respecto al mejor punto, pero si respecto
alguno de los otros n mejores:

f(xo) = f(xref) > f(xj) j=1,..,n

Si se cumple esta condicion, se eliminara el peor punto y lo sustituiremos por el punto
reflejado, Xy

La iteracion habra finalizado y se volvera al inicio de ella.
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o Caso 3: No se ha producido una mejora respecto al mejor punto, ni tampoco con
respecto alguno de los otros n mejores:

f(xref) < f(x]-) j=1,..,n

Paso 3: Contraccion

La contraccion se realiza en la direccion del vector que va del punto peor al
reflejado y se puede hacer de dos maneras, hacia el peor punto o hacia el mejor:

= Contraccion externa: cuando el valor del punto reflejado es mejor que el

punto peor:

f(xref) > f(xpt1)

Siendo el valor del punto contraido:

Xcone =C+ V(xref —0)

Figura 11. Representacion del punto de contraccion externa para una funcion de dimension 2.

Si se ha conseguido que f (xcon_f) > f (xref), se procedera a aceptar este

punto y pasara a formar el nuevo punto del simplex. La iteracion habra
finalizado y se volvera al inicio de ella.

Contraccién interna: cuando el valor del punto reflejado iguala o empeora
al punto peor:

f(xref) < f(xn+1)

Siendo el valor del punto contraido:

Xconi =€ — y(xref )

Figura 12. Representacion del punto de contraccion interna para una funcion de dimension 2.
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Si se ha conseguido que f (xcon_l-) > f (xp), se procedera a aceptar este punto y
pasara a formar el nuevo punto del simplex. La iteracion habra finalizado y se
volvera al inicio de ella.

Anotaciéon: Este método es utilizado para funciones que no tienen ninguna
restriccion, sin embargo, el problema a tratar tiene una restriccion t > 7, ya que
sino careceria de sentido fisico (el tiempo en el que se produce la degradacion tiene
que ser menor que el tiempo en el que se pase a aplicar el mantenimiento
preventivo). Como consecuencia, para el caso de dos variables (en el de una
variable se puede controlar facilmente esta restriccion y ver como no interfiere en
el calculo), se ha realizado una variacion en este paso, ya que se ha observado
experimentalmente que es posible que se calcule el punto de reflexion y este se
encuentre fuera del dominio de la funcion, al no cumplirse la restriccion y
consecuentemente, se consideraria como de valor menor que el peor punto. Esta
situacion anularia el paso de calcular el punto de contraccion exterior. No obstante,
puede que el punto de contraccion exterior si cumpliese con esa restriccion y
ademas mejore al peor punto y a la contraccion interior, por consiguiente, seria el
punto Optimo para sustituirlo por el peor. Para solucionar este problema, se ha
procedido a calcular siempre, tanto el punto de contraccion exterior como el de
contraccion interior y compararlos entre ellos, ademas de garantizar que sean
mejores que el reflejado y el peor. Esto supondra un pequefio coste computacional
mas, pero necesario, ya que agilizara el proceso en el caso que se dé esa situacion.
Por lo tanto, el “Paso 3” quedaria de la siguiente forma para el caso de dos
variables:

Modificacion del paso 3: Contraccion

La contraccion se realiza en la direccion del vector que va del punto peor al
reflejado y se puede hacer de dos maneras, hacia el peor punto o hacia el mejor.
Se aplicara siempre que el valor de punto reflejado no sea de un valor mayor que
el mejor o que alguno de los buenos, pudiendo ser mejor, igual o peor que el punto
peor:

f(xref) < f(xs)

=  Contraccion externa:
Siendo el valor del punto contraido:

Xcone =C+ V(xref - C)

= Contraccion interna:
Siendo el valor del punto contraido:

Xconi = C — y(xref —0)

Se compararan ambos valores, f(Xcon i) Y f(Xcon e) Yy se utilizara el de
mayor valor.

Si se ha conseguido que f (xcon_e) > f (xp) yf (xcon_e) > f (xref) 0

f (xcon_l-) > f (xp) yf (xcon_i) > f (xre f), dependiendo de cual sea el
mayor, se procedera a aceptar ese punto y pasara a formar el nuevo punto del
simplex. La iteracion habra finalizado y se volvera al inicio de ella.

32



Paso 4: Encogimiento
Se pasara a este paso si no se ha conseguido mejorar el punto con el paso 3.
Se tomaran n puntos nuevos, de la siguiente manera:

vi =x1— o(x; —xq1) i=2,..,n+1

Estos puntos van a formar la nueva estructura simplex, teniendo de vértices
X1,Vg, ey Unt1

Figura 13. Representacion del encogimiento para una funcion de dimension 2.

La iteracion habra finalizado y se volvera al inicio de ella [9],[19],[5].

3. Final del método

Para que el método de Nelder-Mead sea practico, su implementacion debe incluir una restriccion que
permita llegar a un final. Normalmente, estas restricciones suelen ser de tres maneras diferentes:

e “Final x” es la convergencia del dominio. Esto se produce si la estructura simplex es
suficientemente pequefia, es decir, algunos vértices estan suficientemente cerca uno de otro.

e “Final f”es la convergencia del valor-funcion. Se cumple cuando algunos valores de la funcion f;
estan suficientemente cerca.

e “Fallo” es la no convergencia del test. Se produce cuando el niimero de iteraciones o de
evaluaciones excede un valor maximo preestablecido.

Si alguna de estas tres condiciones se da, el algoritmo terminara.

En el problema tratado, se ha aplicado tnicamente la condicion “Final x”, en concreto al valor de una
unidad. Cuando los valores que formaban la estructura simplex estaban a una distancia menor que la unidad,
se paraba de iterar y se seleccionaba el punto que diese un valor de la funcion mayor como el optimo. La
condicion “Final f” no se utilizo, y nunca se produjo un fallo de convergencia, por lo tanto, tampoco la
condicion “Fallo” [9].

3.3.3. Particularizacion a una variable

En este trabajo se utiliza una expresion, que, en efecto, es de dos variables, T y 7', por lo que se trabajaria como
se ha desarrollado anteriormente. Sin embargo, el valor del tiempo en el que se produce el paso al estado
degradado, 7', sera un valor que normalmente se podra fijar, al conocer las condiciones en las que se trabaja.
Esto provoca que ahora nuestro sistema sea un problema de una variable, simplificandolo de manera notable,
pero igualmente, se procedera de la misma manera que se ha explicado. Sin embargo, hay que hacer hincapi¢ en
algunos de los pasos que se dan durante el proceso de iteracion, ya que se producen situaciones particulares.

Uno de los pasos a resaltar es el calculo del centroide, el cual, en este caso de una variable, coincidira con el
valor del mejor punto, para posteriormente proceder a la expansion:
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=5 = = (51)

Figura 14. Calculo de c y x,, con Nelder-Mead para una variable.

Una vez calculada la reflexion, se procederan a los demas pasos si corresponden, expansion o contraccion o
encogimiento. En el caso de la contraccion y el encogimiento, cabe destacar que en este caso, al usarse un valor
para o de 2y tener el mismo el vector en la misma direccion constantemente, al ser el simplex un segmento, el
paso de encogimiento es el mismo que el de contraccion interior, por lo que no es un paso que se vaya a
considerar en la iteracion.

Xp xcon_i C=Xm Xco n_e Xref

Figura 16. Calculo de los puntos de contraccion con Nelder-Mead para una variable.

3.3.4. Diagrama de flujo

De manera aclaratoria y solo a nivel tedrico, se muestra a continuacion una representacion del método de Nelder-
Mead mediante un diagrama de flujo:
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4 APLICACION DEL METODO

En la Seccidn 3 ya se han presentado todos los utiles matematicos que se emplearan para poder llevar a cabo
este trabajo. En esta seccion se vera como se han utilizado estos utiles, particularizandolos para el caso que se
estudia y la herramienta de célculo que ha empleado para ello.

4.1. Elementos de calculo

Finalmente, a través del modelo matematico que se ha establecido, se han obtenido las expresiones a optimizar,
la Ec. (40) y la Ec. (49), que se escriben a continuacion:

v1(0) =0
vi(m) = Airy™ P+ A, P+ As(m - 1) + A4, m=123,-- (40)
v,(0)=0
v1(m) = 2r™ 1 (Re(B,) cos(m — 1)w — Im(By) sin(m — Dw) + Az(m — 1) + A, (49)

m=1,23,-

Seguidamente, se procedera al calculo de los diferentes parametros que se encuentran en estas ecuaciones, con
el valor de T correspondiente en cada iteracion, tendiendo siempre a encontrar un mayor valor de v, (m).

Como ya se coment6 en la Seccion 3, el valor de 7°, intervalo de tiempo en el cual se ha originado la degradacion,
es un valor prefijado, que se obtiene al conocer las condiciones de trabajo y los cambios que se van produciendo.
El valor de esta variable sera un factor importante a la hora de hacer los calculos, ya que como se ha indicado,
se dan dos casos, uno real y otro complejo, que dependen de este valor. En concreto, cuando 4p; — 3 es positivo,
hay que utilizar la expresion del caso real, (40), y cuando se da como resultado un valor negativo, la expresion
del caso complejo, (49). También se indico, que se diese la situacion en la que t° > 7, carecia de sentido fisico,
ya que supondria que la degradacion se produjera después de hacer el mantenimiento preventivo.

La Tabla 4, muestra los diferentes valores de t° y el correspondiente valor de la expresion 4p;, — 3, para
determinar la situacion en la que se encontrara el problema y asi resolverlo, mediante la ecuacion compleja o
mediante la real.

Tabla 4. Valores de t" y su respectivo caso.

7’ (horas) 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
4p; — 3 -2,995 -2,914 -2,615 -1,995 -1,105 -0,18 0,5057 | 0,8558
Caso Complejo | Complejo | Complejo | Complejo | Complejo | Complejo Real Real

Como se ha podido observar, en el paso del valor de 7" de 6000 a 7000, se produce el cambio del caso real a
complejo, en concreto entre los valores 6222 y 6223, por lo tanto, se ha considerado que a partir del valor " =
6223, se utilice la expresion del caso real.

La aplicacion del método se ha ajustado de diferentes maneras segun el caso que se ha tratado. Asi las diferentes
situaciones que se han tenido que tratar han sido:

e Situacion de cuatro estados donde se ha fijado " y m.
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38 Aplicacion del método

e Situacion de tres estados donde se ha fijado t° y m.
e Situacion de cuatro estados donde se ha fijado m, con t” variable.

Los dos primeros casos, se han tratado a diferentes valores de m para ver la tendencia que tiene 7, a medida que
aumenta este pardmetro.

El tercer caso, solamente se ha tratado a un valor alto de m, Unicamente para ver el valor 6ptimo en el que se
estabiliza. Esta situacion, aunque es atractiva a nivel matematico, en la practica no seria aplicable, al
encontrarnos siempre que 7~ hay que fijarlo.

4.2. Utilizacion de software

Como se ha visto, la ecuacion final a optimizar depende de muchos parametros, las cuales van variando al
cambiar diferentes valores de entrada como los ingresos o costes que suponen cada estado o 7°, lo cual hace
impensable calcularlo manualmente. Para su implementacion se ha utilizado el software EXCEL, debido a su
facilidad para mostrar los resultados deseados y poder compararlos en el momento, almacenar los datos que se
necesiten y construir graficas rapidamente, ademas de que gran parte del modelo ya estaba establecido ahi, lo
cual facilitaba la tarea. El tinico problema encontrado ha sido a la hora de aplicar el método de Nelder-Mead, el
cual, como se ha explicado anteriormente, es un algoritmo de iteracion, lo que ha sido un problema al utilizar
este programa, ya que se ha podido automatizar parcialmente el proceso, haciendo un poco tediosa la tarea de
introducir algunos datos manualmente, pero realizada de manera rapida. Debido a esto, se podria pensar en la
existencia de algtin fallo humano, no obstante, era facil comprobar si el algoritmo habia llegado al 6ptimo o no,
lo cual descarta este tipo de error.

Lo primero a resaltar es que se elaboraron dos documentos de Excel diferentes, uno para la situacion en la que
hay que utilizar la ecuacion del caso real y otro en el que hay que utilizar la ecuacion del caso complejo, ya que
utilizan parametros diferentes y de esta manera se reduciria el tiempo de célculo de Excel. A la hora de ponerlo
en practica, por las condiciones de trabajo, se utilizé el documento del caso complejo, a excepcion del caso de
dos variables, donde si fue necesaria la utilizacion del otro documento.

A continuacion, se van a mostrar los diferentes procesos que han llevado a cabo en Excel para obtener los
resultados:

e En la Seccion 3, apartado 3.1, se presento la manera de hallar los datos estadisticos ajustados por una
distribucion de Weibull, que se utilizaron como parametros de entrada en el modelo.

e Por otro lado, se introducen todos los datos: retornos, T” y los estadisticos mencionados anteriormente.
A partir de estos datos, se calcularan los diferentes parametros de entrada de la formula, como A, As,
B1 0 D, entre otros. Todos los valores que se tienen que calcular con los datos de entrada y que se utilizan
en la expresion para el calculo del retorno, son constantes con el mismo valor de t°, excepto el valor de
D, el cual va variando con cada valor de 7. Cada valor de D, se obtendra integrando bajo unos limites,
cuyo limite inferior lo determina 7"y su limite superior 7, por ello esta dependencia de D con t. Se ha
hecho un pequefio hincapié en la determinacion de D, ya que es el valor que mas limita la iteracion en
este programa y mayor gasto computacional necesita. En la Fig. 17, se puede ver como se procede a su
calculo en Excel, para el caso de T° = 4000 y T = 6000. Posteriormente, se completa una tabla con el
valor del retorno v; para cada valor de T y de m, que servira para encontrar el valor de T a cada valor de
transicion, m, que maximiza el valor de vi. Esta tabla se puede observar en la Fig. 18.

e Uno de los primeros procesos que se llevaron a cabo mediante la aplicacion del algoritmo fue el caso
de centrarnos en un valor de transicion m y fijar T en diferentes valores, asi obtener 7, calculando para
que valor de 7, se alcanzaba el maximo en la funcion de retorno. En la Tabla 6, se muestra el resultado
fijando " = 4000 y m = 2. Como se puede deducir, esta tabla se ha aplicado a todos los demas casos,
para el caso de cuatro estados y de tres estados.

e  Otro caso de aplicacion del método de Nelder-Mead, es en el que se tuvo que calcular el 0ptimo dejando
libre 7°, a modo de curiosidad y por ver la aplicabilidad del método, al tratarse un caso de dos variables,
a diferencia del resto de casos que eran de una, donde se simplificaba el procedimiento. Este caso lo
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muestra la Tabla 7, el cual como se puede ver es un proceso mas complejo que el mostrado en la 7abla
6. Solo se ensefian las primeras seis iteraciones, ya que el resultado definitivo no se obtuvo hasta la
iteracion treinta y tres, lo cual no es tan interesante de mostrar. En la Seccion 5 se comentaran los
resultados obtenidos.

¢ Finalmente, en cualquiera de los casos a estudiar, cada vez que se aplica el algoritmo de Nelder-Mead,
se van obteniendo valores de 7, para los que se maxima el retorno a una determinada m y ’. Esos datos
se van agrupando para posteriormente crear una grafica y observar la tendencia que tiene el valor de T
cuanto mayor es el valor de m. Esto se mostrara con detalle en la Seccion 5, a la hora de presentar los
resultados.

4.3. Algoritmo utilizado
En este apartado se mostraran las funciones utilizadas para aplicar el método de Nelder-Mead en Excel,
siguiendo las instrucciones mostradas en la Seccion 3.3. Para ello se mostrara en la 7abla 5 las diferentes

expresiones utilizadas en cada paso, para el caso en el que t” esta fijada. Los valores correspondientes a estas
expresiones son los que posteriormente se muestran en la 7abla 6.

Tabla 5. Expresiones utilizadas en Excel para aplicar Nelder-Mead

1 Fin de la iteracion? =SI(ABS(B3-B4)<=1; "Si";"No") =

2 Iteraciones 1 2

3 T1 Prefijado =SI(B5>B6;

B3;B4)
4 T =B3+$B$21 Valor con mayor
vi(2)de B

5 vi2)h Valor en la tabla =

6 v1(2): Valor en la tabla =

7 Centroide =SI(B5>B6; B3;B4) =

8 Tp =SI(B5>B6; B4;B3) =

9 Reflexion =B7+$A$20*(B7-BS) =

10 V1Q2)rer Valor en la tabla =

11 .La reflexion mejora =SI(B10>MAX(B5;B6);’Si”;"No") =

al mejor?

12 Expansion =SI(B10>MAX(B5;B6);B7+$B$20*(B9-B7);"-") =

13 Vi1(2)exp Valor en la tabla =

14 | ;La expansion mejora =SI(B13>B10; "Si";"No") =

al reflejado?
15 T int =SI(Y(B$11="No";B10<MIN(B5:B6) =
);REDONDEAR.MAS(B7-$C$20*(B9-B7);0);"-")
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16 Te_ext =SI(Y(B$11="No";B10>MIN(B5:B6) =
);REDONDEAR.MAS(B7+$C$20*(B9-B7);0);"-")

17 V1(2)c_int Valor en la tabla =

18 V1(2)e_ext Valor en la tabla =

19 p X 14

20 1 2 0,5

21 h; = 500
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Tabla 7. Aplicacion del algoritmo de iteracion para 4 estados en m=60 (truncado en la iteracion 6).

¢Fin iteracion? No No No No No No

Iteraciones 1 2 3 4 5 6

To 6.000 6500 8250 8125 9875 9875

T’ 4.000 5000 6250 7875 9125 9125

T 6.500 7000 6500 8250 8125 8125

T 5.000 4500 5000 6250 7875 7875

T, 7.000 8250 8125 9875 8625 9187,5

T’ 4.500 6250 7875 9125 7375 9062,5

V1(60)o 318.070,53 360.219,79 408.551,79 453.252,26 454.542,94 454.542,94

v1(60): 360.219,79 335.733,48 | 360.219,79 | 408.551,79 | 453.252,26 | 453.252,26

v1(60). 335.733,48 408.551,79 | 453.252,26 | 454.542,94 | 443.349 454.993

Tm 6500 8250 8125 9875 9875 9187,5
5000 6250 7875 9125 9125 9062,5

T 7000 6500 8250 8125 8125 9875
4500 5000 6250 7875 7875 9125

Tp 6000 7000 6500 8250 8625 8125
4000 4500 5000 6250 7375 7875

Centroide t 6750 7375 8187,5 9000 9000 9531,25

T 4750 5625 7062,5 8500 8500 9093,75

Reflexion t 7500 7750 9875 9750 9375 10937,5

T 5500 6750 9125 10750 9625 10312,5

V1(60) re 378.584,61 428.989,73 | 454.542,94 | 0,00 0,00 453.733,68

¢La relfexion mejora al mejor? Si Si Si No No No

Expansién © 8250 8125 11562,5 - - -

T 6250 7875 11187,5 - - -

V1(60) exp 408.551,79 453.252,26 | 453.663,15 | 0,00 0,00 0,00

¢La expansion mejora al reflejado? | Si Si No No No No

¢La reflexion mejora alguno bueno? | Si Si Si No No No

Contraccion interna t - - - 8625 8812,5 8828,125

T - - - 7375 7937,5 8484,375

Contraccion externa t - - - 9375 91875 10234,375

T - - - 9625 9062,5 9703,125

V1(60)c int - - - 443.349 452.172 455.393

V1(60)c_ext - - - 0 454.993 453.997

¢ Mejora al peor? Si Si Si Si Si Si

Encogimiento No No No No No No

T B B R R B B

T - - - - - -

T B B N N B B

T - - - - - -
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5 ANALISIS Y RESULTADOS

Una vez mostrado como se ha procedido a aplicar el método y el calculo de los diferentes pardmetros que
intervienen en él, en este capitulo se van a mostrar los resultados obtenidos para cada caso y la tendencia que
estos siguen.

5.1. Cuatro estados

En este trabajo, los primeros resultados que se van a mostrar y analizar es la evolucion del valor del intervalo de
tiempo del mantenimiento preventivo optimo, 7,,, para diferentes valores de t°. En concreto para dos situaciones
de transiciones diferentes, para m = 10 y para m = 60. En ambos casos se vera que para valores mayores de
T° > 6223, deja de tener sentido calcular t,, al ser este menor que 7° y carecer de sentido fisico. Como
resultado, Uinicamente se utilizara la expresion compleja y solo se llegara al valor de T = 6000.

A continuacion, se muestran en la Tabla 8 los valores de 7,, obtenidos a diferentes 7°, en concreto en el intervalo
[1000-6000], y los valores del retorno medio acumulado, vi(10), en la transicion m = 10:

Tabla 8. Valores de T, y de vi(10) para diferentes valores de t’en la transicion m=10.

7" (horas) 1000 2000 3000 4000 5000 6000
7, (horas) 6041 6060 6114 6164 6158 6146
vi(10) (€) 39364,47 47743,73 55694,73 61411,59 66995,68 74655,54

Analizando la Tabla 8, se puede observar que el intervalo de mantenimiento preventivo 6ptimo no varia mucho
para diferentes valores de T° y a medida que se aumenta el valor de 7°, aumenta el retorno medio acumulado lo
que indicaria que cuanto mas tarde se diese la situacion de degradacion, mayor rentabilidad se conseguiria, lo
que parece tener un sentido 16gico. La evolucion de T para distintos valores de t°, se puede observar de mejor
manera en la Figura 19, de la que se deduce que T aumenta a medida que aumenta t” hasta un cierto valor, donde
alcanza un méximo y posteriormente disminuye su valor. Por lo tanto, no se puede decir que tenga un
comportamiento claro, aunque tiende a estabilizarse.

T, para diferentes T m=10
6190
6170
6150
6130
= 6110
6090
6070
6050

6030
1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 19. Evolucion de t respecto t° para m=10.
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46 Analisis y resultados

A continuacion, se muestran en la Tabla 9 los valores de 7, obtenidos a diferentes 7°, en concreto en el intervalo

[1000-6000], y los valores del retorno medio acumulado, vi(60), en la transicion m = 60:

Tabla 9. Valores de T, y de vi(60) para diferentes valores de T"en la transicion m=60.

T’ (horas) 1000 2000 3000 4000 5000 6000
To (horas) 6041 6044 6056 6057 6057 6057
v1(60) (€) 228955,90 252717,69 283370,52 318087,37 361095,27 407151,61

En esta transicion se puede ver algo similar a lo comentado en la anterior, donde 7, no varia mucho, llegando a
ser practicamente constante a partir de T > 3000, dentro del intervalo en el que se encuentra la muestra.
Realmente, aunque no se pueda apreciar de manera clara con estas tablas, hay una tendencia de 7,, de alcanzar
el valor de 6041 a medida que aumentan las transiciones. La velocidad para alcanzar este valor dependera de los
datos de entrada, como puede ser la misma 7’, tardando mas para valores de 7" mayores. Igualmente se puede
observar esta evolucion en la Figura 20, donde se puede ver un comportamiento similar al de la Figura 19,
llegando a un maximo para un T° menor y posteriormente para tener un comportamiento casi constante.

T, para diferentes T m=60

6060

6055
6050
F 6045
6040
6035

6030

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 20. Evolucion de t respecto t° para m=60.

En general, con las dos tablas, Tabla 8§ y Tabla 9, se puede decir que el valor de 7, aumenta a medida que
aumenta T~ y de igual manera evoluciona vi(m), aumentando a medida que aumenta 7’, todo esto referido al
intervalo en el que se encuentra el estudio. Posteriormente, se mostrara un resultado que ensefia que hay un
maximo a un valor de 7° concreto, por lo que no se sigue siempre esta tendencia.

Una vez que se ha mostrado como evoluciona 7, segun T°, se va a analizar como evoluciona el intervalo de
mantenimiento preventivo optimo, 7,, segin el nimero de transiciones que se produzcan, m. Para ver esta
tendencia, se han representado ciertos valores graficamente, en concretom = 2,m=3,m=5m = 10,m =
20 ym = 60, fijando el valor de T" = 4000. La grafica que corresponde a este estudio es la Figura 21.
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Intervalo preventivo éptimo, T,
7.500

7.300

7.100

6.300
6.100

5.900
0 10 20 30 40 50 60
Transiciones (m)

Figura 21. Representacion del intervalo preventivo optimo, T, en diferentes transiciones, m, a un valor de ' =4000.

En la grafica de la Figura 21, se puede observar que al principio hay una gran diferencia entre los valores de 7,
que se obtienen a bajo nimero de transiciones, m, sin embargo, a medida que se aumenta el nimero de
transiciones, se tiende a un valor, en concreto, el valor mencionado anteriormente de 7, = 6041. En graficas a
diferentes 7’, tendra una evolucion similar, llegando al valor de 6041 a un valor de m mayor o menor, segin
sean los datos de entrada. Estos resultados seran comparados con los obtenidos por otro método en la Seccion
5.4, el cual ofrece los valores 6ptimos mas exactos.

Otro aspecto interesante a estudiar son los tiempos de permanencia en cada estado. Estos tiempos de
permanencia se van a calcular para la situacion en la que " = 4000 y 7, = 6041. Los resultados obtenidos se
muestran en la Tabla 10.

Tabla 10. Tiempos de permanencia promedio en cada estado.

Tiempo de permanencia | Tiempo de permanencia | Tiempo de permanencia | Tiempo de permanencia
en operativo (horas) en preventivo (horas) en correctivo (horas) en operativo degradado
(horas)
3.092 56 72 1.031

5.2. Tres estados

En este caso se ha estudiado la tendencia que sigue el valor de 7,, a medida que se aumenta el valor de las
transiciones, m, para el caso en que no se tiene en cuenta el estado degradado, es decir, es una situacion de tres
estados. Para el caso particular que se trata, seria lo mismo que decir R; = R, [20].

En primer lugar, se ha calculado esta evolucion para el caso en el que R, = R, = 5€. Esta evolucion se muestra
en la Figura 22, donde se puede ver que se empieza a estabilizar en torno a la transicion veinte y con un valor
alrededor de 6636.
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Intervalo preventivo dptimo, T,
8.500

8300  8.208
8.100
7.900
7.700

7.500

T, (horas)

7.300

7082
7.100

6.900

6.754
6.700 6.672 6.636

6.500 6.617
0,00 10,00 20,00 30,00 40,00 50,00 60,00

Transiciones (m)

Figura 22. Representacion del intervalo preventivo optimo, t,, en diferentes transiciones, m, para el caso de tres estados.

A modo comparativo, en la Figura 23 se muestra esta misma grafica con el caso de cuatro estados cuando 7'=
4000, donde cabe sefialar, que el caso de tres estados seria el limite superior del modelo de cuatro estados, cuando
este tiende a perder su estado degradado.

Intervalo preventivo optimo, T,
2500

8.300 8.208
8.100
7.900
7.700
7.500
7.300

7.100 7082 4 estados

T, (horas)

6.900 6.754 ==3 estados

6.700 6.672 6.636

6.500 6,617
6.300

6.100

5.900
0 10 20 30 40 50 60
Transiciones (m)

Figura 23. Representacion del intervalo preventivo dptimo, T,, en diferentes transiciones, m, para el caso de tres y cuatro (t"=4000)
estados.

Se puede observar, que T, sigue una tendencia clara, estabilizandose para valores grandes de m, por lo que se
ha estudiado esta tendencia para dos casos diferentes, cuando R; = R, = 5€, como el caso de la Figura 22 'y
el caso de R; = R, = 4€. Los valores que se alcanzan a alto nimero de m, se pueden ver en la Tabla 11.
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Tabla 11. Valores de t,,, a alto numero de m, para diferentes valores de retornos.

R =R, To
5€/hora 6617,5
4€/hora 6041

5.3.  Optimizacion con 7’ libre

En este caso se ha estudiado la situacion de cuatro estados, igual que en el apartado 5.1, pero en esta situacion
no se fijara el parametro 7°, como se ha hecho anteriormente, sino que calcularemos mediante el método de
Nelder-Mead, la configuracion 6ptima, en las que 7 y t” rentabilizarian al méaximo el retorno, sin existir otra
configuracion que pudiese provocar una rentabilidad mayor. Este proceso se aplicara con los valores de los
retornos que ya se mostraron en la 7abla 3. Como ya se comento, este apartado es Unicamente a modo de
curiosidad, ya que la situacion del intervalo de tiempo donde se produce la degradacion, T°, sea un parametro
libre carece de sentido y siempre estara fijado por las condiciones en las que se produzca el trabajo.

Para esta situacion, aunque existia una incertidumbre de la zona en la que se podia encontrar el dptimo, se
empez6 el método en una zona cercana a donde se calculd el dptimo para 7. Finalmente, se descubri6 que estaba
bastante alejado de esta zona. Ademas, este caso se ha estudiado para m = 60, al ser un valor de transicion lo
suficientemente grande para ver la tendencia y por ser un valor que se ha utilizado en los otros casos de este
trabajo, pudiendo tener asi una referencia.

Cabe destacar que, en este proceso, se ha utilizado tanto el modelo complejo como el real, pero a partir de la
quinta iteracion, unicamente se ha trabajado en el modelo real, obteniendo el 6ptimo en este. Al resultado se
llegd después de treinta y tres iteraciones, deteniendo el método cuando se alcanzo6 una tolerancia de valor la
unidad entre los tres puntos que se comparaban en cada iteracion. Este resultado es el mostrado en la Tabla 12.

Tabla 12. Resultado dptimo alcanzado para el caso de cuatro estados con T’ libre y m=60.

T, 8424,19713

T 8424,18597

vi(60) | 456124,993

De los resultados de la Tabla 12, se puede decir que puede verse como los valores 7, y 7 tienden a igualarse, lo
que supondria estar en el caso de tres estados, al no tener un estado de operativo degradado
(r — 7). A modo de ilustracion, en la Figura 24, se muestra la representacion grafica de los diferentes puntos
analizados (noventa y nueve en total) por el método, concentrandose estos cada vez mas en la zona de la solucion.

En efecto, el resultado obtenido de la Tabla 12, es matematicamente el dptimo aplicando el método de Nelder-
Mead. Sin embargo, realmente no es un resultado valido, ya que, a partir de un valor concreto (dependiendo de
los parametros de entrada), en este caso comprendido entre el rango [6057,6058], la solucion sera T = T, para
poder cumplir la condicion T > 7° y aproximarse lo maximo a la solucién Optima de la funcion (que se
encontraria en la zona restringida) que es practicamente constante a los valores anteriores. Esto en realidad, deja
de tener sentido ya que en el modelo de tres estados deja de influir 7°, por lo que no tendria sentido que aumentase
T a medida que aumenta 7". Por lo tanto, a partir de ese valor, habria que utilizar el modelo de tres estados,
obteniendo asi el valor que se obtenia para este en m = 60. Para ilustrar mejor este comportamiento, se muestra
en la Figura 25, donde la linea discontinua representa el limite entre la zona posible (t > 7°) y la que no (z” >
7), y la linea anaranjada la evolucion que sigue 7, a medida que se va aumentando el valor de t". El

49



50 Analisis y resultados

comportamiento al principio sera como el mostrado en la Tabla 9 y posteriormente, el 6ptimo se encontrara
cuandot = 7"

Nelder Mead 2 variables
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6500 L
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3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figura 24. Puntos analizados por el método Nelder-Mead en el caso de dos variables.

12000

10000

T>1
8000

& 6000
4000 -

-~ T7>1
2000 P

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 25. Evolucion que sigue t, a medida que se va aumentando el valor de .

5.4. Comparacion con otro método

Los resultados de este trabajo han sido comparados con otro método, el cual consiste como un método tradicional
de optimizacion, en derivar las ecuaciones (40) y (49), para posteriormente igualar a cero y obtener el valor de
T, para el que se maximiza el retorno. Con este método, se imposibilita el calculo que se ha hecho en el apartado
anterior (2.2), por lo que este resultado no podra ser comparado.
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En primer lugar, se comparan los resultados obtenidos para el caso de cuatro estados, donde en la Figura 26, se
puede observar graficamente la diferencia entre los dos. Cabe sefalar, que al principio no es que se hayan
obtenido resultados diferentes, sino que con este método se calcularon més puntos que para el de Nelder-Mead,
lo que provoca esta diferencia, sin embargo, para los puntos calculados por el de Nelder-Mead, los resultados
coinciden practicamente. También, a nivel de precision, en el de Nelder-Mead se utilizaron valores enteros, por
lo que también habra que considerarlo a la hora de compararlos.

Intervalo preventivo optimo, T,
7.500 T

7.300 |\
7486,0
|

7.100 ‘

6.900

6.700

T, (horas)

== 4 cstados (Derivado)

4 estados (Nelder Mead)
6.500

a
6.300 '/

;-
6.100 / Ve ™cadeao oo
\

6463,1 6164,3 6090,4 6057,4
5.900

0 10 20 30 40 50 60
Transiciones (m)

Figura 26. Comparacion grdfica de los intervalos preventivos dptimos entre el método de Nelder-Mead y el método de derivacion, para
distintos valores de transicion.

Observando las diferentes graficas de la Figura 26, los resultados que se obtienen con un método y otro son
practicamente idénticos, por lo que se puede confirmar la gran efectividad de ambos a la hora de obtener el
intervalo de tiempo del mantenimiento preventivo a cualquier valor de transicion, m.

Para tener un criterio numérico sobre la dispersion que tienen estos datos entre ellos, se ha calculado la dispersion
tipica que siguen estos conjuntos de datos, mostrada en la Tabla 13, de la cual, observando la desviacion media,
se puede concluir que la diferencia entre los dos métodos es muy pequefia

Tabla 13. Media y desviacion tipica entre los dos métodos.

m 2 3 5 10 20 60

Nelder-Mead 7486 6041 6463 6164 6090 6057

Derivado 7486,014955 | 6040,56728 | 6463,11877 | 6164,3313 | 6090,37133 | 6057,40543

Media 7486,007478 | 6040,78364 | 6463,05938 | 6164,16565 | 6090,18566 | 6057,20271 | Desv. media
Desviacion tipica | 0,010574945 | 0,30597675 | 0,08398038 | 0,23426455 | 0,26256696 | 0,28667957 | 0,19734052
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6 CONCLUSION

En la actualidad, el mantenimiento preventivo juega un papel muy importante en muchas industrias, ya que
permite el ahorro de costes y el aumento de la fiabilidad de los equipos. Esto es asi porque en la mayoria de las
empresas, utilizan bienes fisicos que van sufriendo un desgaste, lo cual podria ir ofreciendo un menor beneficio.
Por ello, se aplica el mantenimiento preventivo, siempre intentando llevarlo a cabo a un intervalo de tiempo que
permita la mayor rentabilidad para la empresa. Esta serd la tarea del encargado de mantenimiento, que debera
tener en cuenta los diferentes parametros para ver como afectan al equipo, como pueden ser las frecuencias de
fallos o incluso acciones exteriores que influyan en este.

En este trabajo se ha facilitado una herramienta que permite el calculo de este intervalo de tiempo 6ptimo para
aplicar el mantenimiento preventivo 6ptimo, teniendo presente el estado de degradacion y su consecuente
disminucién de ingresos. Este método se compone de dos ecuaciones generales de los retornos medios que se
obtienen al estar en cada estado (operativo, operativo degradado, preventivo y correctivo) y en funcion de dos
variables, T y T". Una ecuacion es para el caso en el que se trabaja con raices reales y la otra para el caso de
trabajar con raices complejas. Posteriormente, se ha mostrado como optimizarlas para llegar al maximo de los
retornos mediante un método de busqueda directa, el método de Nelder-Mead, el cual, mediante una serie de
evaluaciones, logra el valor de las variables que permiten alcanzar un maximo de la funcion, sin necesidad de
derivar y computacionalmente muy eficiente. Para poder aplicarlo, también se ha visto que hay que hacer un
estudio del caso concreto, para obtener unos datos estadisticos.

El fin de este método, es que pueda ser aplicado por cualquier persona con unos conocimientos basicos, sin tener
que recurrir a expertos en mantenimiento. Esto permitiria a una empresa un gran ahorro de capital.

En el trabajo se han mostrado unos resultados obtenidos aplicando este método a un caso concreto, el caso de
una union coénica que une la distribucion con el arrastre de dos bombas inyectoras en un motor diésel de alta
potencia en una actividad minera. De esta situacion, se ha analizado los tiempos de fallo y la funcion obtenida
se ha ajustado a una funcion de Weibull obteniendo los diferentes parametros necesarios. Ademas, este caso
también ha sido estudiado con otro método, que se llevaba a cabo mediante derivacion, por lo que se han podido
comparar y ver si se ha encontrado alguna anomalia 0 ambos métodos se reafirman.

De todo esto, se han obtenido una serie de conclusiones, que se dividen en dos: las conclusiones de la
aplicabilidad del método de Nelder-Mead y de los resultados obtenidos y cémo han evolucionado. A
continuacion, se presentan las conclusiones obtenidas para el método de Nelder-Mead:

e Salvo el caso de dos variables, ninglin proceso supera las veinte iteraciones, lo cual demuestra que es
computacionalmente muy rentable. Ademas, en ningin caso de los estudiados, se ha dado la no
convergencia del método.

e Suaplicabilidad es sencilla y su automatizacion es muy factible y recomendada.

e Analizando el caso de una y de dos variables, cuanto mayor es el nimero de variables, se tendran que
hacer mas evaluaciones y, por tanto, mayor gasto computacional se requerira.

e Las coordenadas de partida y el paso inicial elegido pueden influir mucho en el numero de iteraciones
final. Por ello, es recomendable, si no se intuye donde puede encontrarse el dptimo, utilizar algunos
pasos de otro método (como podria ser el método de la biseccion), para aproximar la zona de trabajo y
facilitar la eleccion del paso.

e Aunque es un método que también podria trabajar con una discontinuidad, el reajuste hecho en su
penultimo paso aumenta su eficacia para el caso de encontrarse el optimo cerca de la discontinuidad
(situacion encontrada en el 6ptimo para dos variables)

e Losresultados obtenidos por el método de Nelder-Mead se reafirman gracias a la comparacion con otro
método, que demuestra que los resultados son practicamente idénticos y, por tanto, validos. Esto no era
tan claro, ya que este método corria el riesgo de encontrar un méaximo local y no el absoluto, pero de
esta manera se puede afirmar que ha llegado siempre al absoluto.

Analizando los resultados obtenidos después de aplicar el método, se han podido obtener las siguientes
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conclusiones:

e En general, a medida que aumenta el intervalo de tiempo de degradacion, aumenta el retorno medio
acumulado y el intervalo de tiempo para aplicar el preventivo aumenta hasta un cierto maximo, a partir
del cual disminuye y tiende a estabilizarse. Cabe sefialar, que el aumento del intervalo de degradacion
tiene un limite, ya que se tiene que cumplir siempre la condicion 7° < 7. En resumen, se podria decir
que, si la degradacion se produce antes, habra que aplicar antes el mantenimiento preventivo, con
excepcion de a bajos niimeros de transiciones, donde se alcanza un méximo y posteriormente disminuye
ligeramente. Este comportamiento se puede observar de manera mds clara en la Figura 27, donde se
agrupan los resultados presentados en la Tabla 8 y Tabla 9.

6180
6160
6140
6120

6100 111 =6
m=10
6080

6060
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Figura 27. Evolucion de t respecto t° para m=60 y m=10.

¢ A medida que aumentan las transiciones, m, hay un primer periodo donde oscilan los valores t, pero a
partir de aproximadamente m = 20, se estabilizan. A medida que aumenta 7~ estos valores aumentan,
como se ha mencionado en el anterior punto.

e El limite superior del modelo de cuatro estados se encuentra en el caso del modelo de tres estados,
cuando no existe el estado de degradacion.

e A partir de un determinado valor de 7° (dependiendo de los parametros de entrada), el modelo de cuatro
estados tiende a 7, = 7’, mostrando una situacion que deja de ser valida, teniendo que usar el modelo
de tres estados, donde no influye el parametro 7°.

Esta herramienta puede tener un gran potencial, por su capacidad de generalizacion hacia cualquier bien fisico,
que la convierte en utilizable en cualquier sector y practicamente sobre cualquier equipo. En este trabajo, se ha
trabajado con el caso de una reduccion de ingresos cuando el equipo pasa al estado operativo degradado, sin
embargo, esta situacion de “degradacion”, podria ser considerada como cualquier otra, incluso pudiendo tener
una situacion donde este estado degradado sea positivo.
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