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Resumen

n el &mbito del sector aeroespacial actual, existen una gran cantidad de casos en los que el
E régimen transOnico estd presente, pero, este suele no estudiarse en profundidad debido a la
complejidad que puede suponer. Es por ello que en este trabajo se presentan métodos numéricos
sencillos para el estudio del régimen transénico, con el objetivo de obtener una visién y enten-

dimiento de los fenémenos que gobiernan el régimen transénico y familiarizarse con algoritmos
computacionales.






Abstract

n the current aerospace sector sphere, there are a lo of cases in which the transonic regime is
I present, even so, it is not very often properly studied due to the complexity it may have. That is
the reason why, in this project simple numerical methods are taught in order to study the transonic
regime, whith the objective being acquiring a glance of an understanding and vision about the
phenomena that govern the transonic regime, as well as, getting used to work with computational
algorithms.






Resumen
Abstract

1 Caracteristicas del régimen transénico

1.1 Introduccidn al régimen transénico
1.1.1  Perfiles supercriticos

1.2 Ecuaciones para el régimen transénico
1.2.1  Hipdtesis

1.3 Método de Jameson-Chipman (1979)
1.3.1  Ecuaciones
1.3.2 Mallado y cambio de variable
1.3.3  Algoritmo de Jameson-Chipman

2 El Método de MacCormack
2.1 Introduccion al método de MacCormack
2.1.1  Precisién
2.1.2 Estabilidad
2.2 Aplicacion del método de MacCormack a 1D
2.2.1 Ecuacién de onda

Analisis de estabilidad de von Neumann

Modelo y cddigo
Resultados
2.2.2  Tubo de choque sin viscosidad
Modelo y cédigo
Resultados
2.2.3  Tubo de choque con viscosidad

Viscosidad artificial y disipacion numérica

Cadigo y resultados

3 Anadlisis de perfiles simétricos en régimen transénico
3.1 Introduccién al andlisis de perfiles en régimen transénico

3.1.1  Andlisis de perfiles
Modelo

Desarrollo del algoritmo de MacCormack

vil

indice



il

indice

Funciones subordinadas y diagrama de flujo
Cadigo principal
Resultados

4 Conclusiones y lineas futuras
41  Conclusiones
42  Lineas futuras

Indice de Figuras

Bibliografia
Bibliografia

47
50
59

67
67
68

69

71
7



1 Caracteristicas del régimen transonico

1.1 Introduccion al régimen transénico

I régimen transénico se caracteriza por la coexistencia en las inmediaciones de los perfiles
aerodindmicos de regiones de flujo supersénico y de flujo subsénico.

Dicha coexistencia de flujos subsénico y supersénico se debe a que la velocidad del fluido es
la suma de la velocidad propia més la velocidad de perturbacién inducida por el perfil. Cuando la
velocidad de vuelo M., es cercana a la unidad, la expansién del fluido que se produce en el extradds
provoca que se alcancen velocidades locales supersénicas.

Tedricamente el flujo supersénico podria desacelerarse por medio de un proceso isentrépico. Sin
embargo, la desaceleracién de este flujo se produce por medio de ondas de choque.

Las ondas de choque son concebidas como una discontinuidad en las soluciones de las ecuaciones
de Euler y, fisicamente, consisten en una acumulacién de ondas de compresién que se fusionan
dando lugar a una regién muy delgada del espacio en la que se produce un gradiente acusado de las
magnitudes fluidas que implica un incremento de la entropia.

Las ondas de compresion son aquellas que transmiten la informacioén de perturbaciones en el
campo fluido propagdndose a la velocidad del sonido. Los gradientes de las magnitudes fluidas que

tienen lugar a través de una onda de compresioén son pequefios y no existe adicién de calor, lo cual
implica que las irreversibilidades que se producen son despreciables y por tanto el proceso se puede

considerar isentrépico.
d
(5
dp /

Donde a es la velocidad del sonido, p es la presion, p es la densidad y s es la entropia.

La velocidad del sonido es una medida directa de la compresibilidad de un fluido, siendo su valor
infinito para un fluido incompresible.
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Las variaciones que sufre un fluido al atravesar una onda de choque son tales que producen una
disminucion de su velocidad y se produce un aumento de la presién, temperatura y entropia.

M, > 1 M, <1
—_——— ——
P1, Ty, 51 P2, Tz, s2

Figura 1.1 Esquema de una onda de choque normal (Anderson [11]).

La aparicién de ondas de choque conlleva un aumento de la resistencia aerodindmica, conocida
como resistencia de onda, como consecuencia del aumento de presiones en la direccion longitudi-
nal. La presencia de ondas de choque también provocan la desestabilizacién del perfil mediante
la aparicién de momentos por las diferencias de presion asi como pueden llegar a provocar el
desprendimiento de la capa limite si el gradiente de presiones es muy elevado.

El valor del Mach de vuelo a partir del cual coexisten regiones subsdnicas y supersénicas se
denomina Mach critico, M,,., y corresponde al valor de M., para el que se tiene el primer punto
sénico en el perfil.

MAXIMUM LOCAL VELOCITY
EQUAL TO SONIC

0 e

(CRITICAL MACH NUMBER]
Figura 1.2 Campo fluido en un perfil que se mueve a M., (Mason [19]).
El valor del M, es aquel para el que el coeficiente de presiones minimo, Cp,,;,, €s igual a:

Y
7—1 2\ 71
_ 2 1+ 5= M2\ 7
2 7—1
Y Mz =

Cp —1

Que es el valor del coeficiente de presiones asociado a un Mach local igual a la unidad, donde
Y= c,/c, es el cociente entre los calores especificos a presién y volumen constante respectivamente.
El desarrollo de la expresion del Cp para un Mach local unidad se realiza en (Barrero, Meseguer,
Sanz y Pérez-Saborid [3]).

Para este trabajo se van a considerar perfiles que se desplazan con un M,, comprendido entre
0.7 y 1, aunque existen casos en los que el régimen transénico esta presente tanto a velocidades
subsénicas bajas como supersdnicas elevadas.

A continuacién se presenta la evolucién de un perfil tipico (un perfil simétrico con un espesor
el 10% de la cuerda y un dngulo de ataque pequefio) a través del régimen transénico (Barrero,
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Meseguer, Sanz y Pérez-Saborid [3]). Los valores numéricos del Mach pueden oscilar dependiendo
del perfil, pero la evolucién de perfiles a través del régimen transénico sigue las mismas pautas.

Para Mach de vuelo en torno a 0.75 comienza a desarrollarse en el extradds del perfil una region
de flujo supersoénico por la expansién del fluido, que se desacelera en una onda de choque normal.
A medida que aumenta el Mach de vuelo la onda de choque se desplaza hacia atrds, aumentando el
tamafio de la region supersonica, asi como, la velocidad alcanzada en la misma.

SUPERSONIC
FLOW

M=7

Figura 1.3 Desarrollo del campo fluido en un perfil a través del régimen transénico (1) (Mason

[19]).

A medida que el Mach se sigue incrementando pueden aparecer regiones supersonicas en el
intrad6s del perfil, siendo las ondas de choque de menor intensidad que en el extradds.

Para niimeros de Mach en torno a 0.8-0.85 se alcanza el Mach de divergencia, valor para el que
la onda de choque atraviesa el punto de maxima curvatura del perfil, se desplaza hacia el borde de
salida y obtiene suficiente intensidad (Mach local de la regién supersénica /= 1.3) para provocar el
desprendimiento de la capa limite, aumentando en gran medida la resistencia. La readherencia de la
capa limite es posible mientras que la burbuja de recirculacién no alcance el borde de salida.

SUPERSONIC

FLOW NORMAL SHOCK

.

SEPARATION

AN
’—’///////‘//(/{////mf%w

N\

M=.82

NOARMAL SHOCK

Figura 1.4 Desarrollo del campo fluido en un perfil a través del régimen transénico (2) (Mason

[19D.

Cuando el Mach local de la regién supersénica alcanza el valor de ~ 1.3 y ya que la capa limite
debe presentar una zona subsénica, debido a la condicién de no resbalamiento, la velocidad del
fluido en contacto con el perfil debe ser nula, el gradiente de presiones se propaga aguas arriba por
la capa limite provocando su recrecimiento y la aparicién de sucesivas ondas de choque oblicuas
delante de la onda de choque normal. La intensidad de dichas ondas oblicuas se ve disminuida a
medida que se encuentran més alejadas de la onda de choque normal.

Finalmente la onda de choque alcanza el borde de salida del perfil para un Mach entre 0.9-1 y una
vez el Mach de vuelo supera la velocidad del sonido se produce una onda de choque desprendida en
el borde de ataque del perfil. Dicha onda de choque desprendida provoca un aumento considerable de
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la resistencia aerodindmica y tiende a atenuarse empleando perfiles con borde de ataque puntiagudo,
lo cual tiene como consecuencia que dicha onda desprendida se adhiera como una onda de choque
oblicua en la que la resistencia es menor.

\\\\\\

s T e

M=105

\

SUBSONIC
AIRFLOW

BOW
wavE"

Figura 1.5 Desarrollo del campo fluido en un perfil a través del régimen transénico (3) (Mason

[19D).

M > 1.2

Ohblique
shock

Figura 1.6 Onda de choque oblicua adherida a un borde de ataque en cufa (Anderson [11]).

Como se ha mencionado, las ondas de choque pueden producir la separacion de la capa limite, lo
cudl suele ocurrir cuando estas son de elevada intensidad. Se muestran a continuacion imédgenes de
las ondas de choque en el extradds de un perfil con la capa limite adherida y desprendida.

(@) Capa limite laminar adherida. ~ (b) Capa limite turbulenta adherida. (€) Capa limite desprendida.

Figura 1.7 Imdgenes de interaccion de ondas de choque con la capa limite en el extradds de perfiles.
En (a) se muestran multiples ondas de choque normales, en (b) una tinica onda de choque
normal de mayor intensidad y en (c) una onda de choque normal, antecedida por ondas
de choque oblicuas, con la intensidad suficiente para separar la capa limite (Van Dyke

[9D.
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El dngulo de ataque de la geometria también afecta a la distribucién de presiones sobre el perfil,
lo que modifica la posicién de las ondas de choque y su intensidad.

(@) a=2.7 grados. (b) o =4.7 grados. (€) a=6.7grados.

Figura 1.8 Formaci6n de ondas de choque en un perfil a diferentes dngulos de ataque (Pérez [7])
(Shapiro [10]).

La obtencion de resultados analiticos sobre el régimen transénico se ve obstaculizada por los
efectos viscosos, que se extienden més alld de la capa limite como consecuencia de su interaccién
con la onda de choque. Esto provoca que la utilizacién de un modelo potencial no sea viable, y si se
emplea, realizando las hipdtesis necesarias, los resultados obtenidos sean de poca relevancia.

Es por ello que para analizar el régimen transénico se debe recurrir a métodos numéricos. Sin
embargo, la coexistencia de regiones subsénicas y supersénicas hacen que el andlisis del régimen
transénico sea de elevada complejidad, ya que en primera instancia la frontera entre dichas regiones
no es conocida. A esto se le suma la imposibilidad de simplificar el problema por medio del principio
de superposicion al ser las ecuaciones que lo gobiernan de tipo no lineal y la dificultad que introduce
la interaccidn previamente mencionada entre onda de choque y capa limite.

1.1.1 Perfiles supercriticos

Las caracteristicas del régimen transénico y la variabilidad de las mismas dependiendo del niimero
de Mach provocan que sea necesario disefiar perfiles aerodindmicos especificamente pensados para
mitigar el efecto de las variaciones de las distribuciones de presiones en extradds e intradés por la
aparicion, asi como por el desplazamiento, de ondas de choque. Dichos perfiles son los denominados
supercriticos, los cuales estdn disefiados para volar a Mach superior al critico.

Los perfiles supercriticos ofrecen una mejora en la eficiencia en vuelo transénico, estan disefiados
para retrasar el Mach de divergencia y presentan un volumen elevado para soportar cargas estruc-
turales y almacenar combustible. Se disefian con el objetivo de mitigar el efecto de las ondas de
choque, lo cual se consigue mediante una distribucion de presiones adecuada. Para ello, es necesario
reducir el Mach local delante de la onda de choque, disminuyendo la sustentacion.

A la hora de atrasar el valor del Mach de divergencia de la resistencia los perfiles supercriticos
son muy sensibles a la posicion del pico de succién asi como a la posicion de la onda de choque y
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e e 0 0.5 10
X
(a) Geometrias de perfiles supercriticos. (b) Geometrias de casos en estudio.

Figura 1.9 Imdgenes de geometrias tipicas de perfiles supercriticos (a), asi como de 3 geometrias
especificas de las que se muestran sus datos en la siguiente figura (b) (Runze, Yufei y
Haixin [8]).

su intensidad.

15 0.024 _
[ — s Case
0.020 |
1.0OF L
S & 0016
0.5 i
— Case | 0.012 [
— Case 2 [
— Case 3 K
' : - . 0008 Lo v w0 o
. 0 05 10 0.70 0.75 0.80
X - Ma,
(a) Mach local. (b) Mach de vuelo frente coeficiente de resistencia.

Figura 1.10 Grificas representativas de valores asociados a los perfiles de la figura (1.8-b) en las
que se aprecia el adelanto en la posicién de la onda de choque y el atraso del Mach de
divergencia que caracteriza a los perfiles transénicos (Runze, Yufei y Haixin [8]).

Como se puede observar en la figura (1.10), un pico de succion grande y el desplazamiento de la
onda de choque hacia el borde de ataque del perfil favorecen que se retrase el Mach de divergencia.
Asimismo, el adelanto de la onda de choque da lugar a la aparicién de gradientes favorables de
presion posteriores a la discontinuidad, que hacen que la capa limite se mantenga adherida.

Los perfiles supercriticos han permitido un gran desarrollo de la aviacién en el entorno del
régimen transénico, donde se ha conseguido obtener un maximo de la relacion entre el Mach de
Vuelo y el coeficiente de resistencia (M..,/Cd), hito especialmente importante en el ambito comercial.
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1.2 Ecuaciones para el régimen transénico

En lo que respecta a este trabajo, se va a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y por medio de una
serie de hip6tesis se obtendran las ecuaciones de Euler utilizadas en una serie de problemas a resolver
con el método de MacCormack. Posteriormente en un andlisis del desarrollo de Jameson-Chipman
se realizardn hipétesis adicionales para la obtencion de las ecuaciones que se emplean en el estudio
de perfiles simétricos en régimen transénico.

Las ecuaciones de Navier-Stokes describen con precision los movimientos de fluidos compresibles,
viscosos y newtonianos. Se presentan a continuacién (Barrero y Pérez-Saborid [4]):

dp

V. = .
8t+ (pv)=0 (1.1)
av z,
pE“rPV'VV:—Vp-FV-T +pf,, (1.2)
pgf—i—pv.Ve:—pV.v—i—V‘(KVT)—F;’:VV—i—Q,—i—Qq (1.3)

La ecuacién 1.1 es la ecuacién de continuidad o de conservacion de masa, la 1.2 es la ecuacién
de conservacion de cantidad de movimiento y la ecuacién 1.3 es la ecuacion de energia. Donde p
es la densidad, v es el vector velocidad, ¢ es el tiempo, p es la presion, f,, es el vector de fuerzas
mdsicas, e es la energia interna, K es la conductividad térmica, 7" es la temperaturay Q, y 0, son
los calores por radiacion y reaccién quimica.

El término 7’ que aparece en las ecuaciones es el tensor de esfuerzos viscosos, que se define
como:

2
1 3vi 8Vj
%= 3 <axj +a> (15

A continuacién se procede a realizar una adimensionalizacién de las ecuaciones que permita
obtener resultados por semejanza fisica en funcién de una serie de nimeros adimensionales (Barrero
y Pérez-Saborid [4]).

Para ello se va a modificar la ecuacién de la energia por medio de la ecuacion de estado y se
eliminan de esta los términos de calor por radiacién y reaccidén quimica ya que se supone que no
hay adicion de calor por estos medios.

e—enr=c,(T —Tpyp) (1.6)
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Donde c, es el calor especifico a volumen constante. Se obtiene as{ la ecuacién de energia en

funcién de la Temperatura.

8T =
¢y g TPV VT =—pV-v+V-(KVT)+1 :Vv

Considerando las siguientes variables adimensionales:

im X Y 2
Ly L Ly
_ t
f=— p=L =
L Po 0
__p - T - K
Po Ty Ko
3 £ - M - _ M
" \ ol Ho T
Se procede a adimensionalizar las ecuaciones
Po 9P | PoVo &
—_— = 2 Y — 0
ty df L (PY)
Povo ~9V  PoVh ~- oo Hovo & 3 e
o Pt Lo pv- Vv = Lo P+ —5 Lo "+ Polfmol - P
T, _oT T, - _ - g
Pocv1o 52+ Povocy1o 5V VT = _ Povo v + V (RVT) + MoV, o 7
to or Ly Ly L0 L2
Agrupando términos y simplificando:
Ly 0p - . __
=0 ZF.vy. -0
Voto at (pV)
L ov - - - = Lylf -
=0 —7‘_7 vav:_L% — auO \V4 T’+ 0|2m0| pfm
Voto ot povo pOVOLO Vo
L oT - - K S =
Lo 50 ey T = -0 5 R0 G (g4 M0 2
volo - Of poc,yTo PocyVolo pocyToLo

1.7)

Ve

En estas ecuaciones aparecen una serie de nimeros adimensionales. Estdn conformados por
magnitudes con dimensiones que se simplifican y poseen un remarcado sentido fisico. Las siguientes

definiciones han sido extraidas de (Barrero y Pérez-Saborid [4]).

* Numero de Strouhal, St = =% : cociente entre variaciones locales por no estacionariedad en
un tiempo caracteristico 7, y las variaciones convectivas asociadas a un tiempo de residencia
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Lo

tipico 32

* Niimero de Euler, Eu = 2 = —L: indica la influencia de la compresibilidad del fluido.
0

POV(Z) o ?’7

* Ntmero de Froude, Fr* = gv—L‘z)O: representa la importancia de las fuerzas de inercia frente a
las gravitatorias. También es el cociente entre el tiempo que tarda la gravedad en realizar un
cambio en la componente vertical de la velocidad del fluido y el tiempo de residencia de las
particulas.

* Ndmero de Reynolds, R
viscosas.

L . . : .
e= p"v—‘(’)": cociente entre las fuerzas de inercia o convectivas y

e Numero de Prandtl, Pr = %;” indica la importancia relativa entre la difusién viscosa o de
cantidad de movimiento y la difusién de calor.

~ CpVy .z .z
e Ndmero de Peclet, Pe = Re - Pr = %: representa la relacién entre la conveccién de

energia interna y el calor recibido por conduccién.

o _P0
pPoTocy

= v — 1: relacién entre el trabajo de compresion y la conveccidn de energia interna.

o _HMovo . 1 V(Z) .
pocvLoTo — Re ¢, AT
energia interna.

Relacion entre la energia disipada por viscosidad y la conveccion de

A partir de estos niimeros adimensionales y por medio de un anélisis de 6rdenes de magnitud junto
con la aplicacion de las hipdtesis a realizar se va a llevar cabo la simplificacién de las ecuaciones.

Se va a considerar que el valor del tiempo caracteristico 7, = % La longitud, L, esta referida a la

cuerda del perfil, por lo que es del orden de los metros, Ly ~ 10°. La velocidad, vy, es la velocidad
de vuelo, que al tratarse de régimen transénico serd cercana a la velocidad del sonido, la cudl pese a
variar con la presién y densidad, se mantiene del mismo orden de magnitud, v, ~ a ~ 10%. El valor
de la presion, pg, y de la densidad, p,, se corresponden con los valores atmosféricos a nivel del mar,
por lo que po ~ 107 y la densidad p, ~ 10°. El valor de la gravedad, g, se considera constante e igual
2 9.81, por lo que g ~ 10'. El valor de la viscosidad dindmica, t,, depende de la temperatura pero
varia dentro del mismo orden de magnitud uy ~ 107 5. El orden de magnitud del calor especifico a
presion constante y a volumen constante es ¢, ~ ¢, ~ 103. El valor de la conductividad térmica del
aire, K, es del orden de K, ~ 10~2. Por dltimo, el valor de la temperatura, 7, se corresponde con el
de la atmésfera a nivel del mar, por lo que T, ~ 102,

A partir de estas estimaciones se puede analizar el valor de los niimeros adimensionales y la
influencia de los diferentes términos en las ecuaciones.

* St ~ O(1), de forma que el tiempo caracteristico es del orden que el tiempo de residencia de
las particulas.
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o Eu~ O(1), por lo que los efectos de compresibilidad del fluido son aprecibles.

» Fr? ~ 10, lo cual implica que el término de las fuerzas mdsicas es despreciable con respecto
a las de inercia

* Re ~ 107, y por ello las fuerzas viscosas se desprecian frente a las de inercia (a excepcién de
en la capa limite, donde las fuerzas de viscosidad son relevantes).

* Pr~ O(1), para gases ideales se tiene que Pr ~0.71

s Pe ~ Re ~ 107, de forma que el calor que recibe el fluido por conduccién se puede despreciar
frente a los términos de conveccidn de energia interna.

* p()l;gcv ~ 0(1)
o HoYo_ 1077, por lo que se puede despreciar la disipacién por viscosidad.

pocvLoTo

Por lo que finalmente se obtienen las ecuaciones de Euler adimensionalizadas:

Sr-aa’;JrV(pv):o (1.8)
OV o =

St-pﬁ—i—pv-VV:—Eu-Vp (1.9
O oo Do -o -

St~pat_ +pv-VT——pOCVTO A (1.10)

1.2.1 Hipétesis

A continuacién se explican las hip6tesis que se han de emplear para el andlisis de los perfiles.

Se considera que los perfiles aecrodindmicos empleados son cuerpos fuselados o esbeltos, es decir,
cuerpos con la dimensién longitudinal, que sigue la direccién de movimiento del fluido, mucho
mayor a su dimension transversal. Ademas se va a considerar que el dngulo de ataque de los perfiles
es pequeio. El hecho de considerar cuerpos esbeltos y bajos dngulos de ataque implica que estos
perturban poco la corriente incidente, por lo que si se define una variable cualquiera ¢ = ¢, + ¢/,
donde ¢, es el valor de la variable a una distancia lejana aguas arriba del perfil tal que el flujo no
esté perturbado y ¢’ es el valor de perturbacién de la variable producida por la presencia del perfil,
se puede considerar que la perturbacién producida por el perfil es mucho menor que el valor de la
variable no perturbada ¢, > ¢’.

También se va a considerar que la capa limite se encuentra adherida en todo momento y que los
esfuerzos viscosos se encuentran confinados en ella. Al considerar la capa limite adherida y estar
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estudidndose régimen transénico, hay que tener en cuenta no solo los gradientes adversos de presion
que se generan en el extradds por la distribucién normal de presiones sobre el perfil, sino también los
gradientes de presion que generan las ondas de choque y que como ya se mencioné anteriormente
pueden provocar el desprendimiento. Sin embargo, se puede considerar que los gradientes adversos
de presion producidos por las ondas de choque no son capaces de provocar el desprendimiento de
la capa limite si el salto que sufren las variables a través de la onda de choque es suficientemente
pequeno. Las ondas de choque caracterizadas por esta condicion se conocen como ondas de choque
débiles y en ellas la variacién de las variables es tan pequefla como para que el aumento que se
produce de la entropia sea despreciable y se pueda considerar isentropia en el flujo. Como se verd a
continuacién, la condicién necesaria para que una onda de choque sea débil, y por tanto el flujo sea
isentrépico, estd relacionada con el Mach local anterior a la onda de choque.

Para entender la hip6tesis de flujo isentrépico es necesario remitirse a la expresion que define el
salto de entropia a través de una onda de choque (Barrero, Meseguer, Sanz y Pérez-Saborid [3]).

o 27 2+(7—1)M%>>_ < 2y 2>
Sy sl—cpln<<1—|—y_|_l(M1 1))( 7+ T2 Rin 1+7—|—1(M1) (1.11)

Donde se tiene que para el flujo transénico, debido a la hipétesis de pequeiias perturbaciones,
M? ~ 1y (M?—1) < 1 por lo que se puede simplificar la expresién anterior y se obtiene:

Sy — 8 2')/ ) 3
~ M —1
R 3(y+1)? ( )

Por lo que al ser (M? —1)® < 1y al ser el coeficiente que lo multiplica del orden unidad, se tiene
que la variacion de entropia a través de la onda de choque es aproximadamente cero y por lo tanto
el flujo es isentrépico. A efectos practicos se va a considerar que (M12 —1)* < 1 para M, < 1.3.

Si ademds se considera que inicialmente todas las particulas tienen la misma entropia, debido
a que esta no varia; el flujo serd homentrépico y barétropo (la densidad se puede expresar como
funcién de la presion).

La hipétesis de irrotacionalidad queda justificada por la consideracion de flujo barétropo y por el
confinamiento de los efectos viscosos en la capa limite. En definitiva, un flujo irrotacional es aquel
en el que su vorticidad es cero. Fisicamente, la vorticidad es proporcional a la velocidad angular con
que giran las particulas fluidas, por lo que para provocar una variacién en el giro de las particulas es
necesario que el momento resultante que actda sobre ellas sea no nulo.

Si se establece un sistema de referencia ligado a las particulas fluidas, las cuales se consideran
esferas, las fuerzas de presion que actian sobre las particulas son normales a su superficie, por
lo que la resultante de los momentos de presion es cero. Las fuerzas de viscosidad presentan una
componente tangencial en la superficie de la particula, por lo que su momento resultante seria no
nulo, pero al no considerarse, no hay variacién de la vorticidad. Por dltimo, las fuerzas aparentes
que afectan a la particula cuando se considera un sistema de referencia centrado en ella también son
nulas por la hipétesis de barotropia. Por lo que de esta manera queda demostrado que el flujo de
estudio es irrotacional (Gordillo y Riboux [5]).
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1.3 Método de Jameson-Chipman (1979)

El método de Jameson y Chipman trabaja con un sistema de ecuaciones en 2D en el que se realizan
las hipétesis de flujo isentrépico, irrotacional y no viscoso, las cuales como se ha demostrado en
el apartado anterior se pueden aplicar al flujo en estudio. Estas ecuaciones se presentan en forma
conservativa empleando como variables la densidad y las componentes longitudinal y normal de la
velocidad (Jameson y Chipman [6]).

El método se basa en la transformacion del sistema de ecuaciones a un sistema de coordenadas
variable con el tiempo, rectilineo y estirado que se adapta a la geometria del perfil mientras que se
mantiene la forma conservativa de las ecuaciones (Jameson y Chipman [6]).

1.3.1 Ecuaciones

Se parte de las ecuaciones de Euler adimensionales y se trabaja con ellas aplicando las hipétesis de
flujo isentrépico e irrotacional. Se ha considerado que St=1 y se ha escrito la ecuacién de la energia
en funcidén de la entropia para aplicar la hipétesis de forma simple.

a’;+v(pv):0 (1.12)
Nz A [

Ds

=0 (1.14)

Donde el operador % denota una derivada sustancial que se define para una variable cualquiera
¢ tal que %‘f = %—? ~+v-V¢ (Barrero y Pérez-Saborid [4]).

A partir de la ecuacién de estado para la entropia se tiene:

1
ds:dh—Edp (1.15)

Donde & denota a la entalpia. Considerando isentropia en la ecuacion:

1
dh=—dp
o)

A continuacion se define la entalpia de remanso.

2 2 2 2
“ erv :cpT—l—% (1.16)

/’10://1"‘
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Donde u y v denotan a las componentes longitudinales y normal de la velocidad respectivamente
Es necesario para poder introducir la entalpia en las ecuaciones (1.12)-(1.13) llevar a cabo su

adimensionalizacion.
Cp Y
Y c, §= 6 “p § y—1

Empleando la ecuacién de los gases ideales y la relacion anterior:

p
Z —RgT 1.17)
p
2 2
hy— L P MY (1.18)

T y_1p 2
Se continda realizando ahora la adimensionalizacion, por la que se obtiene:

~ )
’y poop 2” +V
hg=——L=L 1 12
T y—1p.p 2

De la ecuacion de isentropia se tiene:

Y
(5)-(2)

Usando esta expresion asi como la definicién de la velocidad del sonido:

2 2 =2
a _ u-+v
hoy= —=_ pr-) L2217
0 }/—1 P +Ug >

Por lo que finalmente se obtiene la entalpia de remanso adimensional:

_hy prh 2P
; _ ! 1.20
0T 2 (y—1)M2 2 (1.20)

Una vez determinada la expresion adimensional de todas las variables que participan en las
ecuaciones se procede a desarrollarlas a partir de la expresion (1.12) y (1.13).
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o ox Tay O

i _[.di _da 1 9p
pw+P@aH”SJ:‘w@ax
_dv _[_dv _Jv 1 dp
P(%‘FP(MaX—FVa)_))_—YMzQ ay

Para los flujos irrotacionales se cumple la siguiente expresion:

Jdii IV Jdii IV
7"% ° 95 (1.21)

Por lo que se pueden transformar los segundos términos del primer miembro de las ecuaciones
de conservacion de cantidad de movimiento.

Por P\ 7or T oz YM2 J%
u2 ‘72
RICRICIrS
P TP\ o3 P M2 9y

Dividiendo las ecuaciones de cantidad de movimiento por la densidad adimensional, el segundo
y tercer término se pueden reescribir.

i >
9(z)+3<2> _a<a2+v2>
¢ o0 | 9o 2
Vop . 1. 1y p_ pir
pog do * yMZ yMZ (y—1)p (y—1)M2

Aplicando ahora la definicién obtenida para la entalpia de remanso adimensional y escribiendo
el sistema de ecuaciones de forma vectorial (Jameson y Chipman [6]):

pv
or . dx 0 v Py

NS
NEe]

S8}
©
<

N8
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Ecuaciones en las que es necesario introducir la condicién de impenetrabilidad en la superficie
del perfil. A partir de este punto, se considerard que las variables con las que se trabaja son
adimensionales sin necesidad de reflejarlo en la notacién por medio de una barra superior.

1.3.2 Mallado y cambio de variable

El mallado que se emplea en el método de Jameson-Chipman, es tal que aguas arriba y aguas abajo
de la geometria se extiende una gran distancia, del orden de 30 o 50 cuerdas del perfil, y en las
direcciones normales al movimiento del flujo también se extiende hasta distancias similares. La
importancia de considerar limites tan lejanos se debe a que las perturbaciones producidas en el
régimen transénico por las ondas de choque se pueden propagar distancias muy grandes, por lo
que alejar dichos limites permite aplicar condiciones de contorno sin modificar las simulaciones,
especialmente cuando los tiempos de simulacion son elevados (Jameson y Chipman [6]).

En cuanto a la discretizacion del mallado se tiene que, en la direccién de movimiento del flujo,
desde una distancia de una cuerda antes del borde de ataque del perfil y hasta el borde de salida del
mismo, la separacion entre puntos debe ser < 0.02. En la direccién normal al movimiento del fluido,
desde la superficie del perfil hasta una distancia de 0.2 cuerdas de este, la separacion entre puntos
debe ser < 0.02. En las zonas lejanas del perfil la malla se encuentra estirada hacia los extremos,
para lo que se ha empleado una ley sinusoidal.

Cabe destacar que debido a que se estdn analizando perfiles simétricos solo es necesario realizar
la simulacién de la mitad superior o inferior del dominio fluido.

Y pu—y p— ﬁ
FREE STREAM
x
25ix,t
1232-016

Figura 1.11 Mallado del método de Jameson y Chipman (Jameson y Chipman [6]).

En el modelo que realizan Jameson y Chipman [6], estos, emplean un perfil de arco de circunfe-
rencia simétrico. Como se puede observar la malla se adapta a la geometria del perfil, que queda
definida por la funcién S(x,t), deformédndola en la zona vertical del mismo, lo cual puede dificultar
la aplicacion de condiciones de contorno. La geometria para el perfil que se emplea es tal que
su espesor varia en el tiempo lentamente hasta alcanzar el espesor final, con lo que las derivadas
temporales se pueden adaptar a los cambios de geometria hasta alcanzar el régimen estacionario.
Debido a la deformacion de la malla previamente mencionada, los autores realizan un cambio de
variable y una segunda manipulacién de las ecuaciones.
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El cambio de variable que se realiza es tal que:

X =1x, Y =y—S(x1), T=t

Este cambio permite eliminar la deformacién introducida por el perfil en la malla y en su lugar se
obtiene una malla rectangular, en la que se pueden aplicar las condiciones de contorno de manera
sencilla. También se obtiene una modificacidn de las ecuaciones a emplear por medio de la aplicacién
de la regla de la cadena para el cambio de variables (Pérez [7]).

D(x,y1)=¢(X,Y,T)

o0 d¢ 99
dx  9X roy
o0 ¢
dy dY
999 (09
ot T "'9Y

Obteniéndose:

9 (P 9 [PH pa pv—=Su—=5)
iy u + — ho + — —tho - Stlxl =0
aT X 0 aY ho—S,v

Donde, por medio de manipulacion, se pueden modificar las expresiones anteriores para escribirse
de forma mas compacta y estructurada (Jamson y Chipman [6]):

p p) pu p) p(v—Su—S5)

d
57 u+Sw +ﬁ hy—S,v +W 0 =0 (1.23)
v 0 hy—S,v

Con la condicién de impenetrabilidad sobre la superficie del perfil, que se puede escribir como:
v—Su—S8=0 ; Y=0,X¢el0,l] (1.24)

Estas son las ecuaciones que se resolverdn a la hora del estudio de perfiles simétricos en el
régimen transénico, que como se puede observar estdn en forma conservativa.

1.3.3 Algoritmo de Jameson-Chipman

En cuanto al esquema que realizan los autores para la resolucion del sistema de ecuaciones, estos
emplean un algoritmo de tipo predictor-corrector similar al Runge-Kutta en el que se realiza una
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prediccion del valor de las variables por medio de diferencias finitas centradas y posteriormente se
realiza una correccién de dicho valor empleando valores calculados por medio de diferencias finitas
a partir de los valores de prediccion de las variables.

Denotando por U al primer término de las ecuaciones (1.23), F al segundo y G al tercero
(MacCormack [1]):

Uy =up (1.25)
k Dy -1y Do (k-1

Uisj) = Ul — g <Ax Fz(] '+ Ay G§,j )> (1.26)

vt =uly (1.27)

Donde ¢, es un coeficiente que depende del nimero de pasos predictor-corrector que se realicen
; — 1 . . L
y equivale a oy, = (T Ah denota el paso entre valores de la variable genérica h y el operador
% equivale a la diferencia finita centrada en la direccién definida por la variable v.

De acuerdo a los autores para las condiciones del problema bajo estudio el esquema empleado se
muestra inestable con un solo paso corrector, pero presenta estabilidad cuando se usan dos pasos
correctores y se usa un paso temporal no mayor que dos veces condicion de Courant-Friedrichs-Levy
(CFL).

2

[<H [v] /1 1
u v
T‘l‘xy‘l—c 7‘2+A7y2

(1.28)






2 El Método de MacCormack

2.1 Introduccion al método de MacCormack

xisten una gran cantidad de algoritmos matemaéticos para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales y diferenciales, pero en este trabajo se va a emplear principalmente el desarrollado
por el profesor Robert W. MacCormack debido a la sencillez que presenta a la hora de aplicarlo.

Como ya se ha comentado anteriormente las ecuaciones que se han de emplear son las ecuaciones
de Euler en forma conservativa para 2 dimensiones (MacCormack [1]):

oU JF 0dG
DT T 2.1
5 T T 2 0 (2.1)
Donde:
p ;2)14 pv
U= pu ’ F— pu-+p 7 G— p2vu
pv puv pv-+p
e (e+ p)u (e+p)v

Con e definida como la energia interna por unidad de volumen. La ecuacién (2.1) equivale a las
ecuaciones (1.8)-(1.10) en forma dimensional.

El método de MacCormack consta de dos pasos, uno predictor y otro corrector, en el primero de
ellos se estima el valor de las variables tras un intervalo de tiempo dt aproximando las derivadas
espaciales por medio de diferencias finitas progresivas, mientras que, en el segundo se ajusta dicho
valor a partir de aproximar las diferencias espaciales por diferencias finitas regresivas en las que se
emplean los valores de las variables obtenidos en el primer paso (MacCormack [1]).

Después de cada uno de los pasos del método es necesario imponer las correspondientes condi-
ciones de contorno.

19
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Es posible intercalar el uso de diferencias progresivas y regresivas en el paso predictor usando
las correspondientes diferencias opuestas en el paso corrector. Esta practica evita la aparicion de
direcciones espaciales preferentes por lo que resulta aconsejable.

Debido al procedimiento de dos pasos predictor-corrector el método de MacCormack tiene
precision de segundo orden sin necesidad del uso de derivadas segundas con respecto al tiempo, lo
cual provocaria que la dificultad de la implementacién del método incrementara notablemente al
tener que considerar una gran cantidad de términos adicionales.

Considerando un dominio discretizado en las direcciones x e y, se pueden definir las diferencias
. ) + . - . . ; )
finitas progresiva (g—h) y regresiva (g—h) para discretizaciones no equiespaciadas (MacCormack [1]).

D* D~ =

7¢ _ ¢z Yij+1 T Yij (Pt,j : 7(}) _ ¢L,j (pt,j 1 (22)
Ax Ax; Ax Ax;

D7+¢ _ ¢z+1,] ¢z,] : E¢ (pz,J (Pl 1,j (23)
Ay Ay; Ay Ay;

Para obtener las diferencias finitas en mallas equiespaciadas, solamente cambiaria el denominador,
que pasaria a tener un valor constante dx o dy. También se ha de tener en cuenta que los valores de
los pasos en los denominadores a pesar de tener la misma notacién no representan lo mismo, ya
que en las diferencias progresivas el operador genérico dh denota la variacion entre el punto (i, /) e
(i,j+1) o0 (i+1,j), mientras que en las diferencias regresivas dh es la variacion entre el punto (i, )
e(,j—Do@—1,).

El algoritmo de dos pasos predictor-corrector que implementa MacCormack es el siguiente
(MacCormack [1]):

AT pm pr ., D" _,
1 — D- — D ——
Ut =5 (U;jj+U;jj+1_At (AXEZ_HJFAyGHl)) 2.5

Para simplificar la forma en la que se ha de implementar el método en el cédigo y escribir el
algoritmo de forma mas intuitiva se van a agrupar las derivadas espaciales en un tnico término que
define el valor de la derivada temporal (Anderson [2]).

oU\" D* Dt
(5),,~ (& on)

30 n+1 D
n+l 4, =7 ~ntl
( dt ) <AxF + Ay G )

i,j
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Expandiendo el término Ul-”j'l del paso corrector se obtienen las expresiones para los pasos
predictor-corrector que se han implementado en los cdigos.

(2.6)

A U " W n+1
. n+l _ rn __ -
c: Ul-yj _Ui=.1'+ > (( 5 )ij-l- ( (9t>__ 2.7)

U,?jf:U;;—Az(

QO
SRS
N———
S

2.1.1 Precision

El andlisis de precisién del método se realiza mediante una expansién de Taylor de una variable
genérica ¢ en una dimension de las diferencias finitas empleadas para las derivadas espaciales, el
resultado es igualmente vdlido para mas dimensiones.

El desarrollo en Taylor en torno a un punto cualquiera i es:

B L) %0 ox® (93¢
¢i1_¢i_ax<ax>i+ 2 (8)62) 6 <8x3> +

0 =0

90 20\ 9x3 (93¢
Pi1 = “+HX<ax>ﬁ‘z (aﬂ);*éf<aﬁ>;+“

Empleando las variables desarrolladas por Taylor en las definiciones de las diferencias finitas se
obtiene su precision.

D* ¢l+1 (Pz _ (8(1)) +%

%0 ox® (3%¢

A’ A T \ax <a0ﬁ6<wﬁﬁ“
ox> (%9

(59)~

D~ 0=y (99 dx %0 3
T A (ax> <8x2>+6

Por lo que se obtiene que las diferencias finitas progresiva y regresiva son de primer orden de
precision. Sin embargo, cuando estas se emplean en el método de MacCormack, aparecen ambas
sumadas y divididas por dos, como se puede observar en la ecuacion (2.7).

1 D+ D~ ¢l+1 ¢)l _ a(P ax3 83(])
2<Ax Ax>¢_ 2Ax (ax>i+6(ax3)i+”' 28)

Por lo que se obtiene que la precision final del algoritmo es de segundo orden y equivale a la
expresion de las derivadas finitas centradas (MacCormack [1]).
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2.1.2 Estabilidad

La estabilidad es uno de los aspectos fundamentales de todo método numérico y se puede estudiar
por medio de un andlisis de von Neumann, que consiste en determinar el crecimiento de una
componente de Fourier arbitraria, ¢ jei(kxfx+k>‘-iy+szz), cuando se aplica un algoritmo a unas ecuaciones
(MacCormack [1]).

El procedimiento comienza expresando la condicién inicial como una expansion de Fourier
y, ya que cada término de dicha expansion es independiente de los demds por linealidad, solo es
necesario centrarse en una de las componentes (se usa una sola dimensién por simplicidad, pudiendo
extenderse el procedimiento a mds dimensiones).

0 __ ikixi . 0 _ 0, ikjx;
ui—che M v = et
J

Se aplica el algoritmo bajo estudio para calcular el valor de la componente en el instante (n+ 1)Ar
a partir de su valor en el instante nAr y mediante manipulacién se puede expresar el valor en (n+1)At
como el valor en nAt multiplicado por un coeficiente G; que se denomina factor de amplificacion
numérica.

Vit =Gt = (G

Por lo que a partir de esta expresion se puede determinar el valor en cualquier instante a partir de
la condicion inicial dada y se puede analizar la estabilidad en funcion del crecimiento de G ;.

* [[(G;)"]| > 1: el método es inestable.
* [|(G;)"|| = 1: el método es neutralmente estable.

* [|(G;)"|| < 1: el método es estable.

El método de MacCormack presenta estabilidad en una dimensién cuando el paso temporal
satisface la condicion de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) (MacCormack [1]).

JdF

At =
U

—  |ul+e=A] ; A (2.9)

<7
= u|+e

En el caso de dos o mds dimensiones no existe prueba alguna de la estabilidad del método, pero
el uso de la condiciéon CFL se suele emplear dando buenos resultados. Para el caso bidimensional
que atafie a este proyecto:

1

tg” vl /1 L
u v
T+Ty+c 7,2+fy2

(2.10)
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Es necesario remarcar que la utilizacion de diferencias finitas progresivas y regresivas alternadas
entre si presenta un inconveniente con respecto al uso de las diferencias centradas. El empleo de
diferencias centradas permite obtener resultados con convergencia de la solucién del orden del
cero maquina sin necesidad de introducir disipacién artificial, mientras que la alternancia de las
diferencias en el método de MacCormack presenta una pseudo inestabilidad que imposibilita la
convergencia por debajo del error de truncamiento si no se usa disipacién artificial (MacCormack

[1D.

MacCormack

Error de truncamiento
Residuo

Jameson

/

Cero Maquina

Pasos Temporales

Figura 2.1 Convergencia residual basada en (MacCormack [1]).
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2.2 Aplicacion del método de MacCormack a 1D

En este apartado se va a aplicar el problema de MacCormack a dos problemas sencillos con el
objetivo de familiarizarse con el algoritmo. Primero se va a estudiar la ecuacién de onda, ecuacién
de la cual existe una solucién analitica para poder comparar resultados. En este caso se va a realizar
un andlisis de estabilidad de von Neumann y se va a observar la propagacién de una condicién
inicial.

Posteriormente se va a analizar la propagacién de una onda de choque en un tubo mediante la
imposicién de unas condiciones iniciales. Para este caso se han de emplear las ecuaciones de Euler
en 1D.

2.2.1 Ecuacion de onda

La ecuacion de onda modela la propagacién de ondas en un medio unidimensional y se escribe
como:

Jdu du
—+c=—=0 2.11
o “ox @11)
Donde el pardmetro ¢ se conoce como pardmetro de onda.

Anadlisis de estabilidad de von Neumann

En primer lugar se lleva a cabo el andlisis de estabilidad de von Neumann para el método de
MacCormack aplicado a la ecuacién de onda.

Se desarrolla la condicién inicial 9 por medio de una expansién de Fourier y se toma una
componente de la expansion para analizar su evolucion.

0 __ ik ix;
u) =) cjel
J

0 0 iiji

— . n __ .n,ikix;
v =cje ;v = et

Se procede a continuacién a aplicar el algoritmo de MacCormack a la ecuacion, donde se ha
n+1

hecho uso del esquema (2.4)-(2.5) y se ha desarrollado el termino ;™" en el paso corrector.

At
n+tl _ .n_ = mn _ .n
ulm = CAX(ui+1 ul')

1 At At At At
= 5 (o e =g (- et —af) = (e~ - ) ) ))
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A continuacién se sustituye la variable por la componente de Fourier a estudiar en la segunda de
las expresiones.

vt :% <2v? — cg(cje‘kf(”m) /) cg (v, - cg(cje'kf(”m‘) —V) — cje"kf("fm)—i-
+ c% (VI — cje‘kf(x_Ax))> )

Abhora se procede a sacar v} como coeficiente que multiplica al resto de la ecuacion haciendo uso
de su definicion.

1 A
ntl — _yn(o o
v v( c Ar Ax Ax

Lol Ar At ' At .
1 2 i Ax(elkjm_l)_c(1_C(€lijX—1)—e’kax+C(1_€zk,-Ax>>)
Haciendo uso de la férmula de Euler para nimeros complejos.

e = cos(x) + i sen(x) (2.12)
Se obtiene:
1 At . .
Vi==vI2— ‘A cos(k;Ax) +isen(k;Ax) — 1+ 1 — cos(k;Ax) +isen(k;Ax)+
At
+CE(1 — cos(k;Ax) +isen(k;Ax) — cos(k;Ax) + 1 — isen(ijx))>> =

= <1 - cg <isen(ijx) + c%(l - cos(ijx))> )

Y a partir de la expresion obtenida podemos definir el factor de amplificacién numérica por paso
para el método de MacCormack aplicado a la ecuacién de onda.

At (. At
G; =1 —ox <zsen(ijx) —‘rCE(l —cos(ijx))> =

Ar\? At
=1- (ch> (1—cos(k;Ax)) —ch—xsen(ijx)

1G,l| =1+ (ci>4(1 — cos(k;Ax))? —2<ci’c>2(1 ~ cos(k;Ax) + (ci)zsenz(ijx)

Haciendo uso de la relacion:
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1+ cos? (kjAx) — 2cos(k ;Ax) + sen® (k;Ax) = 2(1 — cos(k;Ax))
Por lo que finalmente se obtienen los siguientes resultados:

* Si c% =1—||G,[| = 1+2(1 — cos(k;Ax)) — 2(1 — cos(k;Ax)) = 1 Estabilidad neutral.

*Sic <1— [|G;l| =1+ (< 1)2(1 —cos(k;Ax)) —2(1 — cos(k;Ax)) = 1 Estable
El resultado denota que el paso temporal que se tome debe satisfacer la condicién CFL, At < cAx
Modelo y cédigo

Como ya se ha mencionado anteriormente, se va a estudiar la propagacién de ondas segin la
ecuacion (2.11), que tiene como solucién analitica, u(x,r) = g(x — c(f — tipicia)))» para dos casos.
En el primero de ellos se considera la propagacion de un escalén unitario, en el segundo caso se ha
considerado la propagacion de un pulso sinusoidal y de una onda sinusoidal.

En primer lugar se ha llevado a cabo una modificacion de las variables, se han definido § = 5~y
el tiempo como ¢y = Zt—ﬂ (en los cédigos se ha mantenido la notacién del tiempo como ).

Posteriormente se ha creado una malla unidimensional equiespaciada y se han aplicado condicio-
nes de contorno en ambos extremos de la malla. En el punto inicial se han impuesto los valores
deseados de las funciones sinusoidales o del escaldn unitario, mientras que en la zona final de
la malla se ha impuesto que el valor del dltimo punto se calcule por medio de diferencias finitas
regresivas de segundo orden (MacComack [1]).

D 3¢;—4¢,_1 +9i»

A= e (2.13)

Como condicién inicial se considera que los puntos de la malla no estdn perturbados por las ondas
y pulsos que se imponen y posteriormente evolucionan. En el cédigo también cabe la posibilidad de
establecer como condicidn inicial que el pulso unitario comience desde la mitad de la malla o que
los puntos partan de una distribucion sinusoidal para el segundo caso.

A continuacién se muestra el c6digo empleado que recoge los 2 casos.

LinearWave.m

clear all, close all, clc

YVariables
L=2%pi; tf=2; c=1;

%Mesh
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ximin=0; ximax=1; Nxi=500;
xi=linspace(ximin,ximax,Nxi) ;
hxi=(ximax-ximin) /Nxi;
ht=0.9%hxi/c;

Nt=ceil (tf/ht);

%Initial conditions
% u(1l:Nxi)=heaviside(1/2-xi)+1/2*heaviside(xi-1/2); %Pulso unitario se
inicia en mitad de la malla

u(1:Nxi)=zeros(1,Nxi); %Puntos de malla imperturbados
% u(1:Nxi)=sin(xi*L); #Distribucidén sinusoidal de puntos de malla
u_(1:Nxi)=zeros(1,Nxi); %Predicted values inicialization

%Derivatives Matrix
PD=sparse (Nxi,Nxi) ;
CD=sparse (Nxi,Nxi) ;

for j=2:Nxi-1
PD(j,j) =-1/hxi;
PD(j,j+1)=1/hxi;
CD(j,j) =1/hxi;
CD(j,j-1)=-1/hxi;
end

PD(Nxi,Nxi)=3/(2*hxi); PD(Nxi,Nxi-1)=-2/hxi; PD(Nxi,Nxi-2)=1/(2*hxi);
CD(Nxi,Nxi)=3/(2*hxi); CD(Nxi,Nxi-1)=-2/hxi; CD(Nxi,Nxi-2)=1/(2%hxi);

%Equations
for k=1:Nt
t=kx*ht;

%Prediction term
Pu=(-c*PD*u’) ’;

Y%Prediction value
u_=u+Puxht;

%Boundary Conditions

% u_(1)=1; %Pulso unitario
7 u_(1)=sin(2*pi*t+pi); %0nda sinusoidal
if t<=1 %Pulso sinusoidal
u_(1)=sin(-2*pix*t);
else
u_(1)=0;
end

%Correction term
Cu=(-c*CD*u_’)’;
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56 %Final value
57 u=u+1/2*(Pu+Cu) *ht;
58
59 %Boundary Conditions
60 /b u(l)=1; %Pulso unitario
6t u(1)=sin(2*pixt+pi) ; %0nda sinusoidal
62 if t<=1 %Pulso sinusoidal
63 u(1)=sin(-2*pix*t);
64 else
65 u(1)=0;
66 end

67

68

69

70

72

73

74

75

76

plot(xi,u,’LineWidth’,1.5)
axis([0 1 -2 2])
pause(0.001)

end

hold on
plot(xi,sin(xi*L-c*(t*2*pi)),’r’, ’LineWidth’,0.2) YSolucién analitica
legend(’Solucién numérica’,’Solucidén analitica’)

Resultados

En el caso del escaldn unitario se ha realizado una simulacién con un tiempo final, 7, = 0.75, lo que
equivale a 1.57 segundos y se ha desplazado una distancia de 0.75 en &, lo que equivale a 1.57
metros.

2 T T
Propagacion de un escalon unitario en t =0

Propagacion de un escalén unitario en t =0.01

Propagacion de un escalon unitario en t =0.25

0
0
0
Propagacion de un escalon unitario en 1,=0.5
0

Propagacion de un escalén unitario en t =0.75

| | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
xi

Figura 2.2 Propagacion de un escal6n unitario en 5 instantes de tiempo #, = 0/0.01/0.25/0.5/0.75.
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En el resultado se obtiene una sobreoscilacion tipica de los métodos numéricos cuando existen
discontinuidades. En este caso, esta oscilacion se atenta rdpidamente. El valor maximo de u que se
obtiene en la sobreoscilacién es, u = 1.1438, por lo que la sobreoscilacion alcanza un 14.38 % del
valor de la discontinuidad.

Para el caso sinusoidal se ha simulado un tiempo 7, = 1.25, obteniéndose propagaciones del
pulso/onda iguales que para el escalén unitario como cabe de esperar.

En este caso ademads se han comparado los resultados con la solucién analitica de la ecuacion,
que serfa u(x,r) = sin(x — c(t)), y que se puede expresar también en las variables empleadas en el
c6digo, u(& tg) = sin(& - 2w — c(1, - 27)).

Pulso sinusoidal en t =0

Pulso sinusoidal en t_=0.25

Pulso sinusoidal en t_=0.5

Pulso sinuscidal en t,=1

0

0

0
Pulso sinusoidal en 1D=U.75

o

0

1 Pulso sinusoidal en t =1.25

05—

| | | | | | | |
0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Figura 2.3 Propagacion de un pulso sinusoidal en 5 instantes de tiempo #, = 0.25/0.5/0.75/1/1.25.

Como se puede observar, la solucién numérica se adapta perfectamente a la solucién analitica y en
el caso del pulso sinusoidal la sobreoscilacién que se obtiene en la discontinuidad es practicamente
inexistente.

2.2.2 Tubo de choque sin viscosidad

Un tubo de choque es un problema unidimensional en el que se parte de una condicién inicial tal
que existen dos regiones en reposo (¢ = 0) con valores diferentes de presion y densidad separadas
por un diafragma. En un instante ¢ = ¢, el diafragma desaparece y se produce una onda de presion,
un conjunto de ondas de expansién y una discontinuidad de contacto (MacCormack [1]).

Las ondas de expansion se desplazan en sentido contrario a la onda de choque, es decir, hacia la
zona de presiones elevadas, y cuando el fluido las atraviesa decae el valor de la presiéon y densidad
del fluido y se acelera en sentido contrario al de avance de las ondas. Se ha de remarcar que las
ondas de expansion son un proceso isentropico, donde los gradientes que sufren las variables son
suficientemente pequefios como para no provocar aumentos de la entropia significativos.
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2 T T

T
Sol. numérica pulso sinusioidal en 1D=1.25

Sol. analitica propagacién onda sinusoidal t =1.25

05— —

| | | | | | | | |
o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
xi

Figura 2.4 Comparativa de resultados numéricos para la propagacién de un pulso escalén en un
tiempo 7, = 1.25 frente a la solucion analitica para la propagacién de una onda sinusoidal
en un tiempo 7, = 1.25.

S S S S S S

Estado 1 Estado 2

AV A A A A
Figura 2.5 Esquema de la condicién inicial del tubo de choque.

La onda de choque se propaga hacia la zona de menores presiones y a través de ella se produce
un incremento de presién y de densidad, asi como el flujo se acelera en la direccién de propagacion
de la onda. También aparece una discontinuidad de contacto derivada de la diferencia inicial de
densidades, a través de la cudl se incrementa la densidad, que se desplaza en el mismo sentido que
la onda de choque con una velocidad inferior.

pz

Ondas de
expansion
1.5

p/p:

Onda de choque
p1

0.5

X

Figura 2.6 Resultado analitico para la presion basado en (MacCormack [1]).
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P rho2

Ondas de
expansion

1.5

Discontinuidad de
contacto

rho/rho:

rho1 Onda de choque

05

X

Figura 2.7 Resultado analitico para la densidad basado en (MacCormack [1]).

Modelo y codigo

El problema se ha modelado mediante las ecuaciones de Euler en una dimensién, donde se ha
trabajado con la densidad, la velocidad y la energia interna como variables. La presién se ha
calculado en funcién de la densidad y la energia interna por medio de relaciones para gases perfectos
(MacCormack [1]).

dU OF
Rl 2.14
o o @19
Donde:
p pu
U=|pu]|, F=|pu?+p
e (e+p)u
Y la presion se expresa en funcién del resto de variables como:
(r-1p (£ -1 (2.15)
=(y— ———u .
p=Y p p 2

Los valores de presion y densidad que se muestran estdn adimensionalizados con respecto a
valores de referencia.

Se ha realizado un mallado equiespaciado y se han impuesto condiciones de contorno en los
extremos, las cuales han sido impuestas en la densidad, presioén y velocidad. Debido a que es
necesario imponer las condiciones de contorno después de cada paso del algoritmo, es necesario
actualizar el valor de la presion tanto en el paso predictor como en el corrector, en vez de actualizar
su valor tnicamente tras cada paso corrector.

Las condiciones de contorno que se han impuesto en los extremos es que las variables conserven
sus condiciones iniciales, por lo que el programa no soporta intervalos de tiempo en los que las
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onda de choque o de expansion llegan hasta los extremos de la malla.
Como condiciones iniciales se ha impuesto que las variables en la zona derecha del tubo tengan

el doble del valor de sus reciprocas del lado izquierdo, a excepcién de la velocidad, que es igual a
cero para que la configuracién parta de un estado de reposo.

ShockTube.m

clear all, close all, clc

%Constants

gamma=1.4;
rho_ref=1.225; 7 Kg/m~3
P_ref=101300; % N/m~2

%Shock tube mesh

xmin=0; xmax=2; Nx=401;
x=linspace(xmin,xmax,Nx) ;
Nt=230;

%Variables
rho=zeros (1,Nx) ;
P=zeros(1,Nx) ;
u=zeros (1,Nx) ;
e=zeros (1,Nx) ;
hx=(xmax-xmin) /Nx;

%#Incitial conditions

% rho(1:200)=1; rho(201:Nx)=2;

rho(1:Nx)=heaviside(1-hx-x)+2*heaviside(x-1+hx); %rho = densidad/
densidad_ref

% P(1:200)=1; P(201:Nx)=2;

P(1:Nx)=heaviside(1-hx-x)+2*heaviside(x-1+hx); %P = Presion/Presién_ref

u(1:Nx)=0; %u=velocidad (m/s)

e(1:Nx)=(P)./(gamma-1); %e = energia total por unidad de volumen (J/m~3)

c(1:Nx)=sqrt (gamma* (P./rho)) ;

%Derivatives Matrix
PD=sparse (Nx,Nx) ;
CD=sparse (Nx,Nx) ;

for j=2:Nx-1
PD(j,j) =-1/hx;
PD(j,j+1)=1/hx;
CD(j,j) =1/hx;
CD(j,j-1)=-1/hx;
end

%Equations
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for k=1:Nt

%Time step
mod_u=max (abs (u)) ;
ht=0.9%hx/ (mod_u+max(abs(c)));

%Prediction terms

Prho = -(rho.*(PD*u’)’+u.*(PD*rho’)’);

Pu = -1./(rho) .*((u.*Prho)+2*rho.*u.*(PD*u’)’+ ...
+u."2.*(PD*rho’) >+(PD*P?)?) ;

Pe = -((e+P).*(PD*u’)’+u.*(PD*e’) ’+u.*(PD*P’)’);

%Prediction values

rho_=rho+Prho*ht;

u_=u+Puxht;

e_=et+Pe*ht;
P_=(gamma-1)*rho_.*(e_./(rho_)-1/2%u_."2);

/%Boundary conditions
rho_(1)=1; rho_(Nx)=2;
P_(1)=1; P_(Nx)=2;
u_(1)=0; u_(Nx)=0;

%Corrector terms

Crho = -(rho_.*(CD*u_’)’+u_.*(CD*rho_’)’);

Cu = -1./(rho_).*((u_.*Crho)+2*rho_.*u_.*(CD*u_’)’+ ..
+ u_."2.%(CD*rho_’)’+(CD*P_>)’);

Ce = -((e_+P_).*(CD*u_’)’+u_.*(CD*e_?)’+u_.*x(CD*P_>)?);

%Final values

rho=rho+1/2* (Prho+Crho) *ht ;

u=u+1/2% (Pu+Cu) *ht;

e=e+1/2* (Pe+Ce) *ht;
P=(gamma-1)*rho.*(e./(rho)-1/2%u."2);
c=sqrt (gamma* (P./rho)) ;

%Boundary conditions
rho(1)=1; rho(Nx)=2;
P(1)=1; P(Nx)=2;
u(1)=0; u(Nx)=0;

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X,P,’LineWidth’,1.5)

ylabel (’P/P_{ref}’)

title(’No viscosidad artificial’)
subtitle(’Presion’)
subplot(2,1,2)
plot(x,rho,’LineWidth’,1.5)
ylabel (’Rho/Rho_{ref}’)
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91 subtitle(’Densidad’)
92 pause (0.005)
93 end

Resultados

Como se puede observar en la imagen el modelo capta con una precisién adecuada la onda de choque,
la discontinuidad de contacto y las ondas de expansion. Se observa su desarrollo y desplazamiento
por el tubo a lo largo de unos pasos temporales, partiendo de la condicién inicial. En la zona previa
a la interaccion con las ondas de expansidn y con la onda de choque los valores de las variables son
los de la condicioén inicial, mientras que una vez el fluido es alcanzado por dichas ondas, recibe
la informacion referente a la perturbacién y se adapta a ella modificando sus valores de presion y
densidad.

Viscosidad artificial 02 + 04
Presion

/ | ) | ) ) ) ——0 pasos temporales

1 ~—— 50 pasos temporales
100 pasos temporales

—— 150 pasos temporales

~——— 200 pasos temporales
230 pasos temporales

Densidad

19—
18—

17

2o /\7[\»

(DAl
13— A\/ A\I"’ <
) J ) ! | | ! ! ! ! |

Figura 2.8 Resultados numéricos para el tubo de choque no viscoso desde la condicién hasta 230
pasos temporales posteriores (de forma que no se alcancen los extremos del tubo).

Rho/Rho

Tal como se ha comentado anteriormente, las ondas de expansién son un proceso isentrépico,
a diferencia de las ondas de choque, lo cual se puede apreciar en la variacién mucho mas suave y
gradual que sufren las variables.

En cuanto a sobreoscilaciones, la mds destacada es la que se produce tras el paso de la onda de
choque, que es donde se encuentra la mayor discontinuidad. En esta zona la presion alcanza un
valor, p = 1.5982, teniéndose una sobreoscilacion de un 49.92 % con respecto al salto de valores
en la magnitud. También se puede observar que tras la discontinuidad de contacto y las ondas de
expansion, las sobreoscilaciones, a pesar de ser menores, se extienden una distancia mayor por lo
que seria conveniente disminuir o eliminar estos fendmenos.
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2.2.3 Tubo de choque con viscosidad

En este apartado se va a analizar el problema del tubo de choque considerando la adicién de términos
de viscosidad artificial a las ecuaciones de Euler.

Viscosidad artificial y disipacion numérica

Cuando una ecuacioén diferencial es resuelta por medio de métodos numéricos, las soluciones
obtenidas presentan cierto error con respecto a la solucién exacta de dicha ecuacion. Se puede
considerar también que la solucién numérica es la solucién exacta de una nueva expresion que sea
la ecuacion originalmente considerada suméndole el error de truncamiento, expresado como una

expansion en Taylor. Esta nueva expresion, es la ecuacion de la solucién numérica (Anderson [2]).

dU JF dG .
o + x + Ty =0 Ec. original
oU JF 9dG  0°U  J°U

A—+B

e + = + aiy =A=5 s + ... Ec. modificada

Donde A y B son coeficientes y & es una variable que puede tomar el valor de X,y o z. El hecho
realizar esta consideracion radica en que si se observa la solucién obtenida como la solucién exacta
de la nueva expresion en la que se incluye la ecuacion original y el error, en vez de como la solucién
con error de la ecuacidn original, el andlisis de cada uno de los términos del error aporta informacién
sobre el comportamiento de la solucién.

Las derivadas de orden par de la ecuacion de una solucién numérica presentan un comportamiento
similar al que provoca la viscosidad en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, es decir, presentan
efectos disipativos que tienden a suavizar las diferencias de valores de las variables. Por esta razon, a
estos términos se les denomina viscosidad artificial, sin embargo, esta disipacién no esté relacionada
con la viscosidad y es un fenémeno puramente numérico.

La viscosidad artificial como fendmeno disipativo conlleva una disminucion de la precision en la
solucién encontrada, pero también conlleva un aumento de la estabilidad de la solucién.

Por otra parte, las derivadas de orden impar de la ecuacién de una solucién numérica introducen lo
que se conoce como dispersion numérica, que provoca la aparicion de oscilaciones que acompaian
a ondas o discontinuidades (como las que se observaron en el apartado anterior). Este fendmeno, al
igual que el anterior, es de naturaleza numérica.

Los coeficientes que multiplican a cada uno de los términos anteriores modelan el comportamiento
de la solucién y el primer término que se encuentra en el error indica el comportamiento de la
solucién numérica. Si este término es una derivada de orden par el comportamiento serd disipativo
y si es de orden impar el comportamiento sera disperso.

Puede darse el caso de que el algoritmo que se emplea proporcione una solucién numérica que
no sea estable para un problema determinado (como puede ser un flujo que atraviesa una onda de
choque) ya que la disipacion propia de la solucién se presente insuficiente. Aqui es donde entra en
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N

a) b) <)

Figura 2.9 Esquemas ilustrativos de disipacion numérica (b) y dispersién numérica (c) para una
discontinuidad (a).

juego la adicion externa de viscosidad artificial.

La adicién externa de viscosidad artificial permite, como se ha mencionado anteriormente,
aumentar la estabilidad en detrimento de la precision, lo cual puede posibilitar a un algoritmo
converger a una solucion de un problema que de otra forma no podria, con la respectiva disminucién
de precision.

En este trabajo se van a emplear dos modelos diferentes para anadir viscosidad artificial. En el
primero de ellos se usard un término simple en derivadas segundas en el que se multiplica dicha
derivada por un coeficiente (Pérez [7]).

St aZUltJ aZU’tJ 2.16
i,j_nu axz + ayz ( . )

Al pardmetro u se le han asignado valores del orden de 10—, valores que suele tomar la viscosidad,
pero hay que recordar que este término no tiene significado fisico. Las derivadas segundas se calculan
por medio de diferencias centradas de segundo orden (MacCormack [1]):

Pip1—0i  Pi—0i1
A Ahj . Dy

LA+ Ak ) AR

Doy
A2

Qip1 —20;+ ¢

0= AR2

o=

2.17)

La primera expresion es para derivadas segundas en mallas no equiespaciadas, y la segunda
para mallas equiespaciadas. Los pasos estdn considerados con respecto al punto progresivo, Ah; =
hjpy—h;.

El segundo modelo consiste en un término disipativo de cuarto orden que se emplea frecuen-
temente al usar el método de MacCormack. En este se emplean una serie de diferencias finitas
multiplicadas por dos pardmetros (Anderson [2]).

oGPl =20+ Pl
Y P T2 P

(UitJrl,j - 2Uit7j + Uitfl,j)—i_

Cylpl i1 — 2P0+ Pi i
Piji1 +2P5 P

(U =20+ UL ))  (2.18)
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En el que los pardmetros C, y Cy, suelen tomar valores entre 0.01 y 0.03.

Cadigo y resultados

Las condiciones empleadas son las mismas que para el caso del tubo de choque sin viscosidad, con
la tnica diferencia siendo la adicién de esta.

Se han llevado a cabo 3 simulaciones con los modelos anteriores. En la primera de ellas se ha
empleado el modelo de viscosidad artificial de segundo orden, en el segundo modelo se ha empleado
el término de cuarto orden y en la tltima simulacién se han combinado ambos modelos a modo de
sumatorio de términos.

Se insertan a continuacion los bloques de cédigo que presentan variacién con respecto al caso no
viscoso y entre los propios casos viscosos.

Bloques cédigo viscosidad

%7%% Viscosidad artificial 22 Orden Y%%7%
%Constants

gamma=1.4;

rho_ref=1.225; 7 Kg/m~3

P_ref=101300; % N/m~2

nu=le-6;

%Derivatives Matrix
PD=sparse (Nx,Nx) ;
CD=sparse (Nx,Nx) ;
SD=sparse (Nx,Nx) ;

for j=2:Nx-1
PD(j,j) =-1/hx;
PD(j,j+1)=1/hx;
CD(j,j) =1/hx;
CD(j,j-1)=-1/hx;
SD(j,j-1)=1/(hx"2);
SD(j,j) =-2/(hx"2);
SD(j,j+1)=1/(hx"~2);

end

%Prediction terms

Prho = -(rho.*(PD*u’)’+u.*(PD*rho’)?);

Pu = -1./(rho) .*((u.*Prho)+2*rho.*u.*(PD*u’) ’>+u.~2.*(PD*rho’) >+ (PD*P
3)7);

Pe = -((e+P) .*x(PD*u’) >+u.*(PD*e’) +u.*(PD*P?) ’);

Vrho = nux*((SD*rho’)’);

Vu = nux((SD*u’)’);

Ve = nux((SD*e’)’);
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31 %Prediction values

2 rho_=rho+Prho*ht+Vrho;

33 u_=u+Puxht+Vu;

34 e_=e+Pe*ht+Ve;

35 P_=(gamma-1)*rho_.*(e_./(rho_)-1/2%u_."2);

36

37 %Corrector terms

38 Crho = -(rho_.*(CD*u_’)’+u_.*(CD*rho_’)’);

39 Cu = -1./(rho_) .*((u_.*Crho)+2*rho_.*u_.*(CD*u_’)’+u_."2.*(CD*rho_’)
>+(CD*P_")");

40 Ce = -((e_+P_) .*(CD*u_’) ’+u_.*(CD*e_’) >+u_.*(CD*P_’)’);

41 Vrho_ = nu*x((SD*rho_’)’);

» Vu_ = nu*x((SD*u_’)’);

43 Ve_ = nu*x((SD*e_’)’);

44

45 %Final values

46 rho=rho+1/2* (Prho+Crho) *ht+Vrho_;

47 u=u+1/2% (Pu+Cu) *ht+Vu_;

48 e=e+1/2* (Pe+Ce) *ht+Ve_;

29 P=(gamma-1)*rho.*(e./(rho)-1/2%u."2);

50 c=sqrt (gammax* (P./rho)) ;

51

52

53 %o Viscosidad artificial 4° Orden %%%
sa JConstants

55 gamma=1.4;

s6 rho_ref=1.225; 7 Kg/m~3
s7 P_ref=101300; % N/m~2

ss nu=0.3;

59

60 /Derivatives Matrix

61 PD=sparse (Nx,Nx) ;

62 CD=sparse (Nx,Nx) ;

63 SD=sparse (Nx,Nx) ;

¢+ SSD=sparse(Nx,Nx) ;

65

66 for j=2:Nx-1

67 PD(j,j) =-1/hx;
68 PD(j,j+1)=1/hx;
69 CD(j,j) =1/hx;
70 CD(j,j-1)=-1/hx;
71 SD(j,j-1)=1;

7 SD(j,j) =-2;

73 SD(j,j+1)=1;

74 SSD(j,j-1)=1;
75 SSD(j,j) =2;

76 SSD(j,j+1)=1;

77 end

78
9 SSD(1,1)=1; SSD(Nx,Nx)=1; %Se toman dichos valores en los extremos para

<
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%que nose obtenga una indeterminacidén 0/0.

/%Prediction terms

Prho = -(rho.*(PD*u’)’+u.*(PD*rho’)’);

Pu = -1./(rho) .*((u.*Prho)+2*rho.*u.*(PD*u’) ’+u.~2.*(PD*rho’) >+ (PD*P
)7

Pe = -((e+P) .*(PD*u’) >+u.*(PDxe?) >+u.* (PD*P?) ) ;

Vrho nux* (abs ((SD*P?) ?) .*x(SD*rho”)’) ./ ((SSD*P?) ) ;

Vu = nu*(abs((SD*P?)?) .x(SD*u’)’)./((SSD*P’)?);

Ve = nu*x(abs((SD*P’)’).x(SD*e”)?)./((SSD*P’)’);

%Prediction values

rho_=rho+Prho*ht+Vrho;

u_=ut+Puxht+Vu;

e_=e+Pexht+Ve;
P_=(gamma-1)*rho_.*(e_./(rho_)-1/2%u_."2);

%Corrector terms

Crho = -(rho_.*(CD*u_’)’+u_.*(CD*rho_’)’);

Cu = -1./(rho_) .*((u_.*Crho)+2*rho_.*u_.*(CD*u_’) ’>+u_."2.*(CD*rho_’)
>+(CD*P_"));

Ce = -((e_+P_).*(CD*u_’)’+u_.*(CD*e_’)+u_.*x(CD*P_>)?);

Vrho_ = nu*(abs((SD*P_?)?).*(SD*rho_’)?)./((SSD*P_’)’);

Vu nu* (abs ((SD*P_?)?) .*(SD*u_’)?)./((SSD*P_’));

Ve: nu*(abs((SD*P_’)?) .*(SD*e_’)?)./((SSD*P_’)?);

%Final values

rho=rho+1/2* (Prho+Crho) *ht+Vrho_;
u=u+1/2% (Pu+Cu) *ht+Vu_;

e=e+1/2* (Pe+Ce) *ht+Ve_;
P=(gamma-1)*rho.*(e./(rho)-1/2%u."2);
c=sqrt (gamma* (P./rho) ) ;

Para el caso de viscosidad artificial como la suma de ambos modelos solo hay que realizar la
suma del cdlculo de cada una de las viscosidades en el célculo de las variables.

Se procede ahora a analizar los resultados obtenidos para los tres modelos, donde inicamente se
ha representado el instante final del andlisis, ya que la adicién de la viscosidad artificial no afecta a
la velocidad de propagacién en principio (la onda aparece en una posicion ligeramente adelantada
con respecto al caso del tubo de choque no viscoso porque el andlisis se ha realizado por nimero de
iteraciones y el paso temporal es ligeramente mayor en los casos con viscosidad).

Para el caso de la viscosidad artificial de 4° orden, el valor del pardmetro que se ha empleado
es 0.3. Se han llevado a cabo andlisis con valores superiores que 0.3 que producian una reduccién
mayor de las sobreoscilaciones, pero se ha optado por mantenerse dentro del rango de valores que
se proporciona en (Anderson [2]), debido a que no se posee experiencia en el ambito.

Como se puede observar a simple vista de las gréficas, la adicion de viscosidad artificial ha
reducido tanto el tamafio de las sobreoscilaciones como la distancia que estas se extienden, siendo
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Figura 2.10 Resultados numéricos para el tubo de choque con viscosidad artificial de 2° Orden.
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Figura 2.11 Resultados numéricos para el tubo de choque con viscosidad artificial de 4° Orden.

los resultados mds apreciables cuando se suman ambos términos de viscosidad artificial, como es
l6gico. También se aprecia que los gradientes de las ondas de choque y de la discontinuidad de
contacto siguen siendo bastante acusados, permitiendo localizar correctamente su posicion.

A continuacién se van a comparar los valores de las sobreoscilaciones obtenidas para cada modelo,
asi como la precision, considerando el caso no viscoso como la solucién exacta.

Se tiene que el resultado que ofrece una mayor reduccion de las sobreoscilaciones es el modelo
con ambos términos viscosos. Como se puede observar a partir de los valores de la tabla (2.1), se
produce una gran mejoria en la estabilidad de la solucion, mientras que la precisién apenas se ve
afectada.
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Figura 2.12 Resultados numéricos para el tubo de choque con viscosidad artificial de 2° Orden + 4°

Orden.

Tabla 2.1 Comparativa sobreoscilacién y precisién del tubo de choque.

Tipo viscosidad P max. en sobreoscilacion (pi ;-) Sobreoscilacion | Precision

No viscoso 1.5982 49.92 % -
Viscosidad 2° orden 1.4803 19.24 % 99.73%
Viscosidad 4° orden 1.5380 34.37 % 99.90 %
Viscosidad 2° + 4° orden 1.4727 17.35% 99.73 %







3 Analisis de perfiles simétricos en
régimen transonico

3.1 Introduccion al analisis de perfiles en régimen transénico

ste capitulo constituye el propdsito principal del trabajo, en él se va a analizar un modelo de
I : perfil biparabdlico, con espesor variable en el tiempo, a diferentes Mach de vuelo, para obtener
una vision de las variaciones que sufre el flujo a su paso.

Como se menciond en el capitulo 1, las hipdtesis que se van a emplear son: corriente poco
perturbada por los perfiles (por ser esbeltos y el dngulo de ataque nulo), capa limite adherida con
los esfuerzos viscosos confinados en ella y flujo isentrépico e irrotacional.

Estas hipétesis permiten hacer uso de las ecuaciones empleadas por Jameson y Chipman (ecuacio-
nes de Euler en condiciones de isentropia e irrotacionalidad en variables adimensionales)(Jameson
y Chipman [6]):

p pu 5 [PV =Swu=S5)
— u+Sywv —I——X hy—S,v +8—Y 0 =0 3.1
v 0 hy—S,v

Sujetas a la condicidn de contorno de impenetrabilidad sobre la superficie del perfil.

y—Su—S,=0 ; Y=0,Xel01] (3.2)

El esquema que se va a emplear para la obtencion de soluciones es el de MacCormack. A la hora
de su implementacion se ha tenido en cuenta un comentario que realizan Jameson y Chipman en
su articulo sobre el problema en estudio, en el que explican como el algoritmo que emplean ellos
(1.25)-(1.27) se vuelve inestable cuando se lleva a cabo un solo paso corrector.

43



44

Capitulo 3. Analisis de perfiles simétricos en régimen transonico

3.1.1 Analisis de perfiles

Modelo

Para obtener resultados sobre el flujo alrededor de los perfiles se resuelven las ecuaciones (3.1)
sujetas a la condicidn de impenetrabilidad (3.2) en variables adimensionales. Es necesario definir
también unas condiciones iniciales, una malla en cuyos limites aplicar un conjunto de condiciones
de contorno ademas de la condicién de impenetrabilidad y la adicién de viscosidad artificial para
estabilizar la soluciodn.

Como condicién inicial del problema se tiene que el perfil se inicializa como una placa plana y a
medida que pasa el tiempo modifica su geometria aumentando el espesor hasta su valor final. Esta
condicién se deriva de la hipétesis de flujo homentrépico y la condicién de impenetrabilidad.

Para cumplir la hipétesis de homentropia todas las particulas deben poseer la misma entropia
inicialmente. Por su parte, la condicion de impenetrabilidad exige que la velocidad normal a la
superficie del perfil sea nula sobre esta. Si se considera un perfil con espesor desde el inicio, por
impenetrabilidad, las componentes de la velocidad sobre su superficie variarian a lo largo de la
misma, lo cual imposibilitaria que tuvieran la misma energia a no ser que se parta de una solucién
para el campo fluido alrededor del perfil, lo cual es el propio objetivo de la seccion. También se
podria imponer la condicién de contorno sobre las velocidades y forzar a partir del valor de estas la
homentropia modificando la densidad, pero se pueden producir discontinuidades en los valores que
no aseguran la convergencia de la solucién.

Es por ello que se necesita emplear un perfil que evoluciona a partir de una placa plana. Esto
posibilita que se fijen valores uniformes para las variables en todo el dominio fluido. Se toma que la
densidad tiene valor unidad, py = 1, la componente horizontal de la velocidad también tiene valor
unidad, 4y = 1, y la componente vertical de la velocidad es nula, vy = 0, con lo cual se cumple
homentropia e impenetrabilidad.

H
z
b5

i

-30 20 10 [ 10 2 30

Figura 3.1 Mallado empleado.
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El mallado que se emplea cumple con las caracteristicas definidas por (Jameson y Chipman [6]).

En la direccién de la corriente se lleva a cabo un mallado uniforme con un paso de 0.02 (101 puntos)
desde una distancia de una cuerda aguas arriba del borde de ataque hasta el borde de salida. Desde
una cuerda aguas arriba del borde de ataque hasta 30 cuerdas aguas arriba se estira la malla por
medio de una distribucién de puntos sinusoidal de tal manera que los puntos estdn més separados
cuanto mayor es la distancia al perfil. Desde el borde de salida hasta 30 cuerdas aguas abajo se usa
la misma distribucién anterior. En la direccién normal a la corriente se ha empleado una malla
equiespaciada desde el plano de simetria del perfil (Y=0) hasta ¥ = 0.2 con un paso de 0.0067 (31
puntos). A partir de dicho limite hasta una distancia de 30 cuerdas se estira la malla con una funcién
sinusoidal.

En las figuras se ha representado tanto el mallado previo a la realizacion del cambio de variable,
Y =y—S(x,t), como el mallado obtenido tras el cambio.

Mallado

15 4 05 0 05 1 15

Figura 3.2 Detalle del mallado en el entorno del perfil.

Las grandes distancias que abarca el mallado permite que se puedan imponer las condiciones de
contorno sin que estas afecten al flujo en el entorno del perfil. Las condiciones de contorno han de
ser impuestas en cada uno de los limites de la malla y para cada limite se emplean tres condiciones,
de acuerdo a las tres ecuaciones de las que consta el sistema (Anderson [2]).

En los limites superior e izquierdo se han impuesto condiciones de flujo imperturbado, es decir
las variables han mantenido su valor de la condicién inicial.

Pi1=Po Ui = Uy Vi1t =V

Pend.j = Po Uend,j = Ug Vend,j = V0

El limite derecho se ha considerado que podria ser perturbado, por lo que se han aproximado los
valores de los puntos en funcién de los anteriores al igual que se realiza en [].
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pi,end = 2pi7end—l - pi,end—Z ui,end = 2ui,end—l - ui,end—Z vi,end = 2vi,end—] - vi,end—Z

El limite inferior es necesario separarlo en las zonas en las que no hay perfil y la zona en la que
se encuentra el perfil, ya que las condiciones a aplicar son diferentes.

Para las secciones anterior y posterior al perfil se aproxima el valor de la densidad en funcién
de los puntos adjuntos y se aplican condiciones de simetria a las velocidades, por las cuales, la
derivada de la velocidad horizontal con respecto a Y debe ser nula y la velocidad vertical debe ser
nula.

pl,(géperfil) = 2p2,(¢perfil) - p3,(¢perfil)

aMl erfil
% = 0= uy (¢ perfit) = Ua,(¢ perfil)

vl,(¢ perfil) — 0

Por dltimo, en la superficie del perfil se aproxima el valor de la densidad, se aplican condiciones
de simetria y la condicién de impenetrabilidad.

P(eperfit) = 2p27(€17€rfﬂ) = P3,(eperfil)
iy (¢ peryil
% =0— Uy (e perfil) = U2,(c perfil)

V1, (e perfil) = SxU1,(e perfit) TS

En el problema en estudio la estabilidad de la solucién no puede ser alcanzada sin la adicién
de viscosidad artificial, ya que la viscosidad implicita de los algoritmos se presenta insuficiente.
La adicion de viscosidad artificial se ha realizado, al igual que en el caso del tubo de choque, por
medio de los términos de 2° y 4° orden que aparecen en (2.16) y (2.18).

Los valores de los pardmetros del término viscoso de 4° orden oscilan entre 0.01 y 0.3, mientras
que el pardmetro que se emplea en el término viscoso de 2° orden es del orden de 107°.

De esta forma queda definido el conjunto de ecuaciones y condiciones de contorno e iniciales a
emplear en el andlisis.

Desarrollo del algoritmo de MacCormack

El algoritmo de MacCormack presenta una gran similitud con el algoritmo empleado por Jameson-
Chipman. En el algoritmo de MacCormack se hace uso de un paso dividido en predictor-corrector,
mientras que en el de Jameson se hace uso de un solo paso corrector pero con diferencia central, lo
que equivale al paso dividido en dos de MacCormack.
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El algoritmo de Jameson como se coment6 en el apartado (2.1) es capaz de converger al cero
maquina sin necesidad de afnadir viscosidad artificial, mientras que con MacCormack no es posible
(MacCormack [1]). Este hecho implica que si el propio algoritmo de Jameson, con adicién de
viscosidad artificial, no es capaz de estabilizarse para el problema en estudio con un solo paso, el
algoritmo de MacCormack tampoco lo conseguird (Jameson y Chipman [6]). Es por ello que se
ha desarrollado una modificacién del cédigo de MacCormack en la que se han realizado 2 pasos
predictor-corrector para conseguir la estabilidad.

El esquema de MacCormack modificado es el siguiente:

()= (55t
(5), = (B +Boat)
(3), - (& 58)
(%)) - ()
U, i(,(;) = Ui 3-3)
e (p(®))
urt =) (3-5)

Donde k es un pardmetro que toma los valores, k = 1,2,3.4.

Funciones subordinadas y diagrama de flujo

El el programa principal en el que se ha llevado a cabo el andlisis de los perfiles intervienen dos
funciones subordinadas al mismo. Estas funciones solamente se ven afectadas por la estructura
de la malla que se emplea y por la geometria del perfil a analizar, por lo que se pueden emplear
independientemente del algoritmo que se use para resolver las ecuaciones.

La primera de ellas es la funcién de mallado. Esta funcidn recibe como entradas el nimero de
puntos de la malla estirada, de la malla en el perfil en la direccién de la corriente y del entorno del
perfil en la direccién normal a la corriente y devuelve dos vectores que proporcionan las coordenadas
segun la direccion del flujo y segtin la direccion normal de este.

Mesh.m
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1

1

function [Hx,Hy]=Mesh(x,Nx,y,Ny,Ntheta)
theta=linspace(0,pi/2,Ntheta);

Hx=zeros(1,2*xNtheta+2*Nx-1) ;
Hy=zeros(1,NthetatNy) ;

Hx (1:Ntheta) =-1.02-28.98*(1-sin(theta)) ;
Hx(Ntheta+1:Ntheta+Nx-1) =linspace(-1,-0.02,Nx-1);
Hx (Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) =x;

Hx (Ntheta+2*Nx:2*Ntheta+2*Nx-1) =1.02+28.98*(1-cos(theta));

Hy (1:Ny) =y
Hy (Ny+1:Ny+Ntheta) =0.22+29.78*(1-cos(theta)) ;
end

La segunda funcién que se emplea se encarga de modelar la geometria del perfil en funcién del
tiempo. Para ello, recibe como entradas el tiempo, la distribucién de puntos y tres pardmetros y
devuelve la geometria y sus derivadas espaciales y temporales como un vector de puntos.

En este bloque, la ecuacién del perfil se encuentra multiplicada por una tangente hiperbélica de
un pardmetro € multiplicado por el tiempo, de forma que el perfil evoluciona lentamente desde una
IMMmmﬂmmmwmdmmmMEMmmt:éhgmﬁﬁmm%amﬂhmmmwm&ﬂa
a la final.

S = S(x)tanh(et) (3.6)

/ﬂ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Figura 3.3 Grafica de tanh(ez) con € = 0.4.

Estan presentes en el bloque las ecuaciones de perfiles biparabdlicos asi como las de perfiles
NACA simétricos de 4 digitos.

Airfoil.m

function [Sx_vec,St_vec,Sxt_vec,S]=Airfoil(x,t,Nx,Ntheta,z,kappa,epsilon

)

Sx_vec =zeros(1,2*Ntheta+2*Nx-1) ;
St_vec =zeros(1,2*Ntheta+2*Nx-1) ;
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Sxt_vec=zeros(1,2*Ntheta+2*Nx-1) ;

z==
S =2*kappa*x.*(1-x)*tanh(epsilon*t);
Sx =2xkappa*(1-2*x)*tanh(epsilon*t) ;
St =2xkappa*x.*(1-x)*(1l-tanh(epsilon*t)."~2);
Sxt=2xkappa* (1-2*x)*(1-tanh(epsilon*t)."2);

Sx_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) =Sx;
St_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) =St;
Sxt_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sxt;

else

S = kappa/0.2%(0.2969*sqrt(x) - 0.126%x - 0.3516%x."2 + 0.2843%x."3 -
0.1036*x."~4)*tanh(epsilon*t) ;

Sx =kappa/0.2%(0.2969./(2*sqrt (x)) - 0.126 - 2%0.3516%x + 3%0.2843%x
.72 - 4%0.1036*x.~3)*tanh(epsilon*t) ;

St =kappa/0.2%(0.2969*sqrt(x) - 0.126*x - 0.3516*x."2 + 0.2843%x."3 -
0.1036%x."4)*(1-tanh(epsilon*t)."2);

Sxt=kappa/0.2*(0.2969./(2*sqrt(x)) - 0.126 - 2*0.3516%x + 3*0.2843*x
.72 - 4%0.1036%*x."3)*(1-tanh(epsilon*t)."2);

ba=1le-4;

Sx_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*xNx-1) =Sx;

Sx_vec (Ntheta+Nx) =kappa/0.2*(0.2969./(2*sqrt(ba)) -
0.126 - 2x0.3516%ba + 3%0.2843*ba.~2 - 4x%0.1036%*ba."3)*tanh(
epsilon*t) ;

St_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) =St;

Sxt_vec(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sxt;

Sxt_vec (Ntheta+Nx) =kappa/0.2%(0.2969./(2*sqrt(ba)) -
0.126 - 2%0.3516%ba + 3%0.2843%ba.~2 - 4*0.1036*ba."3)*(1-tanh(
epsilon*t)."~2);

end

end

Para organizar el c6digo principal de una forma estructurada se ha realizado un diagrama de flujo
de los bloques de los que estd compuesto, lo que permite que se puedan realizar variaciones del
mismo de un modo sencillo.
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Figura 3.4 Diagrama de flujo del programa principal.

Cédigo principal

Las variables se han escrito de forma matricial de modo que la fila (i) de una celda indica su posicién
enel eje Y y la columna (j) de la celda indica su posicion en el eje X.

Por la forma en la que se han definido las variables es necesario definir dos tipos de matrices
de derivadas. Para realizar derivadas en X es necesario operar con las variables de una misma fila
y diferentes columnas, por lo se deben crear las matrices de derivadas horizontales de tamaifio:
dimension fila - dimension fila, y multiplicarlas con la matriz de la variable por detras. En el caso
de la matriz de derivadas verticales, tendrian que tener tamafio: dimensién columna - dimensién
columna, y multiplicarlas con la matriz de la variable por delante para actuar sobre las columnas de
la misma.

La intervencién de la entalpia y la presién en las ecuaciones y la expresion de la viscosidad,
hacen necesario que se actualicen sus valores en cada paso predictor-corrector.

Los resultados que se analizan en el c6digo son el Mach, por medio del cual se puede ubicar la
onda de choque, el coeficiente de presion y el coeficiente de resistencia de onda.

En este apartado se presenta el cédigo empleado para el método de MacCormack modificado
usando términos de viscosidad artificial de 4° orden, ya que es el que ha proporcionado los resultados
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mds estables y con menor dispersion. El tiempo de computacidn para una malla de 11300 puntos
como la que se tiene, un perfil biparabdlico y un tiempo ¢t = % + 5 es del orden de 1 minuto.

El cédigo presenta una modificacién para poder emplear un mallado més refinado en el caso de
analizar perfiles NACA, pero no se ha alcanzado la convergencia con la distribucién del mallado y

la ley de evolucién temporal del perfil empleados.

Para perfiles biparabdlicos se ha comprobado la convergencia del algoritmo para espesores del
40 % de la cuerda del perfil, valor suficientemente elevado.

Airfoil Analysis.m

clear all, close all, clc

tp=1; %1 para perfil biparabdlico, distinto a 1 para NACA

kappa=0.1; %Espesor del perfil

epsilon=0.4; %Coeficiente de modificacidén de geometria con el tiempo, el
perfil tendra la geometria impuesta en el tiempo t=4/epsilon

M_inf=0.85;

gamma=1.4;

Cx=0.2; Cy=0.2;

%Mallado

if tp==
xmin=0; xmax=1; Nx=51; %Variables de concentracidén de mallado
x=linspace (xmin,xmax,Nx) ;
ymin=0; ymax=0.2; Ny=31;
y=linspace (ymin, ymax,Ny) ;
Nt=10000; Ntheta=35;

else
xmin=0; xmax=1; Nx=301;
x=linspace (xmin,xmax,Nx) ;
ymin=0; ymax=0.2; Ny=151;
y=linspace(ymin,ymax,Ny) ;
Nt=1000000; Ntheta=35;

end

[Hx ,Hy]=Mesh (x,Nx,y,Ny,Ntheta) ;

Lx=length (Hx) ;
Ly=length(Hy) ;

%Inicializacién de variables

rho=ones (Ly,Lx) ;

P=rho. ~gamma;

c=sqrt (gamma* (P./rho) ) ;
u=ones (Ly,Lx) ;

v=zeros (Ly,Lx) ;
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hO0=((rho." (gamma-1))/((gamma-1)*M_inf~2)+(u."2+v.~2)/2);
M=(sqrt(u.~2+v."2))./(1/M_inf*sqrt(P./rho));

hx(1:Lx-1)=Hx(2:Lx)-Hx(1:Lx-1);
hy(1:Ly-1)=Hy(2:Ly)-Hy(1:Ly-1);

%Matrices de Derivadas

PDx
CDx
PDy
CDy
SDx

=sparse(Lx,Lx) ;
=sparse(Lx,Lx) ;
=sparse(Ly,Ly) ;
=sparse(Ly,Ly) ;
=sparse(Lx,Lx) ;

SSDx=sparse (Lx,Lx) ;

SDy

=sparse(Ly,Ly) ;

SSDy=sparse(Ly,Ly) ;

for

end

for

j=2:Lx-1 %Las matrices PDx y CDx tienen la

primera y ultima columna de O ya que

CDx(j,j) =1/hx(j-1); %se le aplicarad la condicidn de
contorno

CDx (j-1,3i)=-1/hx(j-1);

PDx(j,j) =-1/hx(j);
PDx(j+1,j)=1/hx(j);

SDx(j,j) =-2;
SDx(j+1,3)=1;
SDx(j-1,3j)=1;

SSDx(j,j) =2;
SSDx (j+1,j)=1;
SSDx (j-1,3)=1;

j=2:Ly-1 %Las matrices PDy y CDy tienen la
primera y ultima fila de O ya que
PDy(j,j) =-1/hy(j); %se le aplicara la condicidn de

contorno
PDy(j,j+1)=1/hy(j);

CDy(j,j) =1/hy(j-1);
CDy(j,j-1)=-1/hy(j-1);

SDy(j,j) =-2;
SDy(j,j+1)=1;
SDy(§,j-1)=1;

SSDy(j,j) =2;
SSDy (j,j+1)=1;
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SSDy(j,j-1)=1;

end

SSDx(1,1)=1; SSDx(end,end)=1; SSDy(1,1)=1; SSDy(end,end)=1; %Al ser el

denominador tiene que ser distinto de O para que no de error

0;

for j=1:Nt

h

h

%time step

mod_u=max (max(abs(u))); mod_v=max(max(abs(v)));

ht=0.9/(mod_u/min (hx)+mod_v/min (hy)+max (max (c))*sqrt (1/(min (hx) ~2)
+1/(min(hy)~2)));

t=t+ht;

if imag(t)>0
msg=’nimeros imaginarios’;
error (msg)

end

if t>=4/epsilon+7
figure(1)
contourf (Hx,Hy,M, [0 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.5
1.71)
axis([-0.5,1.5,0,2])
axis([-2,2,0,2])
ylabel(’y/c?)
xlabel(’x/c?)
colorbar (’eastoutside’)
title(’Namero de Mach local’)

figure(2)
contour (Hx,Hy,M, [0 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.5
1.7],’LineWidth’,2, ’ShowText’,’on’)
axis([-0.5,1.5,0,2])
axis([-2,2,0,2])
ylabel(’y/c’)
xlabel(’x/c?)
colorbar(’eastoutside’)
title(’Naimero de Mach local’)

Cp(1:Nx) = (P(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2xNx-1)-P(end,1))/(1/2*rho(end,1)*u
(end,1)"2);

figure(3)

plot(x,Cp,’LineWidth’,1.5)

title(’Coeficiente de Presidn’)

ylabel(’Cp?)
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xlabel (°x/c’)
ax = gca;
ax.YDir = ’reverse’;

disp(’Coeficiente de resistencia de onda’)

Cd_w = trapz(Hx(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1), ((P(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*
Nx-1)-P(end,1))/(1/2%rho(end,1)*u(end,1)"2))
.*(Sx(Ntheta+Nx:Ntheta+2+Nx-1)) ./sqrt (Sx(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)

.72+1))
break

end

[Sx,St,Sxt,S]=Airfoil(x,t,Nx,Ntheta,tp,kappa,epsilon) ;

%Prediction terms 1

Prhol= - ((rho.#*u)*PDx + PDy*(rho.*(v - (St + u.*Sx))));

Pvli = - (PDy*(hO - v.*St));

Pul = - (v.*Sxt + Sx.*Pvl + (hO - St.*v)*PDx);

Vrhol= Cx*abs((P*SDx)) ./ (P*SSDx) .*(rho*SDx) + Cy*abs((SDy*P)) ./ (SSDy
*P) . * (SDy*rho) ;

Vvl = Cxx*abs((P*SDx)) ./(P*SSDx) .*(v*SDx) + Cy*abs((SDy*P)) ./ (SSDy*P)
.*(SDy*v) ;

Vul = Cx*abs((P*SDx))./(P*SSDx) .*(uxSDx) + Cy*abs((SDy*P)) ./ (SSDy*P)
.*(SDy*u) ;

%Prediction values 1

rho_1= rho + Prholxht + Vrhol;
v_1 = v + Pvixht + Vvi;

u_l = u + Pul*ht + Vuil;

%Boundary conditions

rho_1(:,1)=1; rho_1(Ly,:)=1; rho_1(2:end-1,end)=2*rho_1(2:end-1,end
-1)-rho_1(2:end-1,end-2);

v_1(:,1)=0; v_1(Ly,:)=0; v_1(2:end-1,end)=2*v_1(2:end-1,end-1)-v_1(2:
end-1,end-2);

u 1(:,1)=1; u_1(Ly,:)=1; u_1(2:end-1,end)=2*u_1(2:end-1,end-1)-u_1(2:
end-1,end-2);

rho_1(1,2:Ntheta+Nx-1)=2*rho_1(2,2:Ntheta+Nx-1)-rho_1(3,2:Ntheta+Nx
-1); rho_1(1,Ntheta+2*Nx:end)=2*rho_1(2,Ntheta+2*Nx:end)-rho_1(3,
Ntheta+2*Nx:end) ;

v_1(1,2:Ntheta+Nx-1)=0; v_1(1,Ntheta+2*Nx:end)=0;

u_1(1,2:Ntheta+Nx-1)=u_1(2,2:Ntheta+Nx-1); u_1(1,Ntheta+2*Nx:end)=
u_1(2,Ntheta+2*Nx:end) ;

rho_1(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=2*rho_1(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) -
rho_1(3,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

u_1(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=u_1(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*xNx-1) ;

v_1(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sx(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) .*u_1(1,
Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) + St (Ntheta+Nx:Ntheta+2*xNx-1) ;
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h0_1 = ((rho_1."(gamma-1))/((gamma-1)*M_inf~2)+(u_1."2+v_1.72)/2);
P_1=rho_1. gamma;

%Correction terms 1

Crho2= - ((rho_1.*u_1)*CDx + CDy*(rho_1.*(v_1 - (St + u_1.%Sx))));

Cv2 = - (CDy*(hO_1 - v_1.%St));

Cu2 = - (v_1.*Sxt + Sx.*Cv2 + (hO_1 - St.*v_1)*CDx);

Vrho2= Cx*abs((P_1*SDx))./(P_1*SSDx) .*(rho_1*SDx) + Cy*abs((SDy*P_1)
) ./ (SSDy*P_1) .*(SDy*rho_1) ;

Vv2 = Cx*abs((P_1*SDx))./(P_1*SSDx) .*(v_1%SDx) + Cy*abs((SDy*P_1))
./ (SSDy*P_1) .*(SDy*v_1) ;

Vu2 = Cx*abs((P_1%*SDx))./(P_1*SSDx) .*(u_1*SDx) + Cy*abs((SDy*P_1))
./ (SSDy*P_1) .*(SDy*u_1) ;

%Correction values 1

rho_2= rho + 1/2*x(Prhol + Crho2)*ht + Vrho2;
v_2 =v + 1/2x(Pvl + Cv2)*ht + Vv2;

u_2 =u + 1/2%(Pul + Cu2)*ht + Vu2;

%#Boundary conditions

rho_2(:,1)=1; rho_2(Ly,:)=1; rho_2(2:end-1,end)=2*rho_2(2:end-1,end
-1)-rho_2(2:end-1,end-2);

v_2(:,1)=0; v_2(Ly,:)=0; v_2(2:end-1,end)=2*v_2(2:end-1,end-1)-v_2(2:
end-1,end-2);

u_2(:,1)=1; u_2(Ly,:)=1; u_2(2:end-1,end)=2*u_2(2:end-1,end-1)-u_2(2:
end-1,end-2);

rho_2(1,2:Ntheta+Nx-1)=2*rho_2(2,2:Ntheta+Nx-1)-rho_2(3,2:Ntheta+Nx
-1); rho_2(1,Ntheta+2*Nx:end)=2*rho_2(2,Ntheta+2*Nx:end)-rho_2(3,
Ntheta+2*Nx:end) ;

v_2(1,2:Ntheta+Nx-1)=0; v_2(1,Ntheta+2*Nx:end)=0;

u_2(1,2:Ntheta+Nx-1)=u_2(2,2:Ntheta+Nx-1); u_2(1,Ntheta+2*Nx:end)=
u_2(2,Ntheta+2*Nx:end) ;

rho_2(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=2*rho_2(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) -
rho_2(3,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

u_2(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*xNx-1)=u_2(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

v_2(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sx (Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) .*u_2(1,
Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) + St(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1);

h0_2=((rho_2." (gamma-1))/((gamma-1)*M_inf~2)+(u_2."2+v_2.72)/2);
P_2=rho_2. gamma;

%Prediction terms 2

Prho3= - ((rho_2.*u_2)*PDx + PDy*(rho_2.*(v_2 - (St + u_2.*Sx))));
Pv3 = - (PDy*(h0_2 - v_2.%St));

Pu3 = - (v_2.*Sxt + Sx.*Pv3 + (hO_2 - St.*v_2)*PDx);
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Vrho3= Cx*abs((P_2*SDx)) ./ (P_2%SSDx) . * (rho_2*SDx) + Cy*abs ((SDy*P_2)
) ./ (SSDy*P_2) .*(SDy*rho_2) ;

Vv3 = Cx*abs((P_2*SDx))./(P_2*SSDx) .*(v_2%SDx) + Cy*abs((SDy*P_2))
./ (SSDy*P_2) . * (SDy*v_2) ;

Vu3 = Cx*abs((P_2*SDx)) ./(P_2*SSDx) .*(u_2*SDx) + Cy*abs((SDy*P_2))
./ (SSDy*P_2) . * (SDy*u_2) ;

/%Prediction values 2

rho_3= rho + 1/3*(Prhol + Crho2 + Prho3)*ht + Vrho3;
v_3 =v + 1/3%x(Pvl + Cv2 + Pv3)*ht + Vv3;

u_3 =u + 1/3%x(Pul + Cu2 + Pu3)*ht + Vu3;

%Boundary conditions

rho_3(:,1)=1; rho_3(Ly,:)=1; rho_3(2:end-1,end)=2*rho_3(2:end-1,end
-1)-rho_3(2:end-1,end-2);

v_3(:,1)=0; v_3(Ly,:)=0; v_3(2:end-1,end)=2*v_3(2:end-1,end-1)-v_3(2:
end-1,end-2);

u_3(:,1)=1; u_3(Ly,:)=1; u_3(2:end-1,end)=2*u_3(2:end-1,end-1)-u_3(2:
end-1,end-2);

rho_3(1,2:Ntheta+Nx-1)=2*rho_3(2,2:Ntheta+Nx-1)-rho_3(3,2:Ntheta+Nx
-1); rho_3(1,Ntheta+2*Nx:end)=2*rho_3(2,Ntheta+2*Nx:end)-rho_3(3,
Ntheta+2*Nx:end) ;

v_3(1,2:Ntheta+Nx-1)=0; v_3(1,Ntheta+2*Nx:end)=0;

u_3(1,2:Ntheta+Nx-1)=u_3(2,2:Nthetat+Nx-1); u_3(1,Ntheta+2*Nx:end)=
u_3(2,Ntheta+2*Nx:end) ;

rho_3(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=2*rho_3(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) -
rho_3(3,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

u_3(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=u_3(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

v_3(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sx (Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) .*u_3(1,
Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) + St (Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1);

h0_3 = ((rho_3." (gamma-1))/((gamma-1)*M_inf~2)+(u_3."2+v_3.72)/2);
P_3=rho_3. gamma;

%Correction terms 2

Crho4= - ((rho_3.*u_3)*CDx + CDy*(rho_3.*(v_3 - (St + u_3.*Sx))));

Cv4a = - (CDy*(hO_3 - v_3.%St));

Cu4d - (v_3.*Sxt + Sx.*Cv4 + (hO_3 - St.*v_3)*CDx);

Vrho4= Cx*abs((P_3*SDx)) ./ (P_3*SSDx) .*(rho_3*SDx) + Cy*abs((SDy*P_3)
) ./ (8SDy*P_3) . *(SDy*rho_3) ;

Vv4d = Cx*abs((P_3*SDx))./(P_3%SSDx) .*(v_3*SDx) + Cy*abs((SDy*P_3))
./ (SSDy*P_3) .*x(SDy*v_3) ;

Vud = Cx*abs((P_3*SDx))./(P_3*SSDx) .*(u_3*SDx) + Cy*abs((SDy*P_3))
./ (SSDy*P_3) . * (SDy*u_3) ;

%Correction values 2
rho_4= rho + 1/4%(Prhol + Crho2 + Prho3 + Crho4)*ht + Vrho4;
v_4 = v + 1/4x(Pvl + Crho2 + Prho3 + Cv4)*ht + Vv4;
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ué4 =u + 1/4x(Pul + Crho2 + Prho3 + Cu4)*ht + Vu4d;

/%Boundary conditions

rho_4(:,1)=1; rho_4(Ly,:)=1; rho_4(2:end-1,end)=2*rho_4(2:end-1,end
-1)-rho_4(2:end-1,end-2);

v_4(:,1)=0; v_4(Ly,:)=0; v_4(2:end-1,end)=2*%v_4(2:end-1,end-1)-v_4(2:
end-1,end-2) ;

u 4(:,1)=1; u_4(Ly,:)=1; u_4(2:end-1,end)=2*u_4(2:end-1,end-1)-u_4(2:
end-1,end-2) ;

rho_4(1,2:Ntheta+Nx-1)=2%rho_4(2,2:Ntheta+Nx-1)-rho_4(3,2:Ntheta+Nx
-1); rho_4(1,Ntheta+2*Nx:end)=2*rho_4(2,Ntheta+2*Nx:end)-rho_4(3,
Ntheta+2*Nx:end) ;

v_4(1,2:Ntheta+Nx-1)=0; v_4(1,Ntheta+2*Nx:end)=0;

u_4(1,2:Ntheta+Nx-1)=u_4(2,2:Ntheta+Nx-1); u_4(1,Ntheta+2*Nx:end)=
u_4(2,Ntheta+2*Nx:end) ;

rho_4(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=2*rho_4(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) -
rho_4(3,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

u_4(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*xNx-1)=u_4(2,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) ;

v_4(1,Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1)=Sx(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1).*u_4(1,
Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1) + St(Ntheta+Nx:Ntheta+2*Nx-1);

h0_4=((rho_4." (gamma-1))/((gamma-1)*M_inf~2)+(u_4. 2+v_4.°2)/2);
P_4=rho_4. gamma;

%Final values

rho=rho_4;

v =v_4;

u =u_4;

hO =h0_4;

P =P_4,;

c =sqrt(gammax*(P./rho));

M =(sqrt(u."2+v.~2))./(1/M_inf*sqrt(P./rho));

disp(t)

Para el caso en el que se quiera analizar el algoritmo de MacCormack sin modificar, basta con
eliminar el segundo paso predictor-corrector y asignar a los valores finales el valor de las variables
del primer paso corrector.

Para emplear la viscosidad artificial con términos de segundo orden es necesario modificar los
bloques siguientes:

Airfoil Analysis.m (viscosidad 2° orden)
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%Matrices de Derivadas

PDx
CDx
PDy
CDy
SDx
SDy

for

end

=sparse(Lx,Lx) ;
=sparse(Lx,Lx) ;
=sparse(Ly,Ly) ;
=sparse(Ly,Ly) ;
=sparse(Lx,Lx) ;
=sparse(Ly,Ly) ;

j=2:Lx-1 %Las matrices PDx y CDx tienen la

primera y ultima columna de O ya que

CDx(j,j) =1/hx(j-1); %se le aplicara la condicién de
contorno

CDx(j-1,j)=-1/hx(j-1);

PDx(j,j) =-1/hx(j);
PDx(j+1,3j)=1/hx(j);

SDx(j,j) =(-1/hx(j))/(0.5%(hx(j)+hx(j-1)))+(-1/hx(j-1))/(0.5%(hx(j)+
hx(j-1)));

SDx(j+1,3)=(1/hx(j))/(0.5% (hx(j)+hx(j-1)));

SDx(j-1,3)=(1/hx(j-1))/(0.5%(hx(j)+hx(j-1)));

for j=2:Ly-1 %Las matrices PDy y CDy tienen la

end

primera y ultima fila de O ya que

PDy(j,j) =-1/hy(j); %se le aplicard la condicidn de
contorno

PDy(j,j+1)=1/hy(j);

CDy(j,j) =1/hy(j-1);
CDy(j,j-1)=-1/hy(j-1);

SDy(j,j) =(-1/hy(3))/(0.5%(hy(j)+hy(j-1)))+(-1/hy(j-1))/(0.5%(hy(j)+
hy(j-1)));

SDy (j,j+1)=(1/hy(j))/(0.5% (hy(j)+hy(j-1)));

SDy (j,j-1)=(1/hy(j-1))/(0.5%(hy(j)+hy(j-1)));

%Prediction terms 1

Vrhol= nux((rho*SDx) + (SDy*rho));
Vvl = nu*x((v*SDx) + (SDy*v));

Vul = nu*((uxSDx) + (SDy*u));

%Correction terms 1

Vrho2= nu*((rho_1*SDx) + (SDy*rho_1));
Vv2 nu* ((v_1*SDx) + (SDy*v_1));

Vu2 nux((u_1%SDx) + (SDy*u_1));
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%Prediction terms 2

Vrho3= nu*((rho_2*SDx) + (SDy*rho_2));
Vv3 = nux((v_2*SDx) + (SDy*v_2));

Vu3 = nu*((u_2*SDx) + (SDy*u_2));

%Correction terms 2
Vrho4= nu*((rho_3*SDx) + (SDy*rho_3));

Vv4 = nux((v_3*SDx) + (SDy*v_3));
Vu4d = nu*((u_3*SDx) + (SDy*u_3));
Resultados

En esta seccion se comparan los resultados obtenidos por los cuatro cédigos que se pueden desarrollar,
combinando el método de MacCormack normal y modificado con las viscosidades de 2° y 4° orden,
para un perfil biparabdlico del 10 % de espesor a un Mach de vuelo de 0.85, con los resultados
obtenidos por (Jameson y Chipman [6]).

Posteriormente se van a comparar, con del c6digo que presente una mayor estabilidad y precision,
los flujos alrededor de perfiles biparabdlicos de 10 % de espesor y de 30 % de espesor a un Mach de
vuelo de 0.75, 0.8 y 0.85.

Jameson y Chipman emplean en su articulo un perfil con geometria variable en el tiempo, al
igual que en este trabajo, pero la funcién que usan para modelarlo es diferente. En su articulo se
emplea una funcién que partiendo de un perfil sin espesor evoluciona tras 15 tiempos caracteristicos
del problema hasta su espesor final y tras otros 15 tiempos caracteristicos mds vuelve a no tener
espesor (Jameson y Chipman [6]).
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Figura 3.5 Variacion del espesor con el tiempo caracteristico (Jameson y Chipman [6]).

En los resultados obtenidos por los investigadores la onda de choque de mayor intensidad aparece
con cierto retraso temporal (7 = 18.25) con respecto al maximo espesor del perfil (7 = 15), pero
estd asociada a este momento al ser el que provoca una mayor perturbacion de la corriente.
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Figura 3.6 Coeficiente de presion para perfil de arco de circunferencia simétrico, 10 % espesor,
Mach de vuelo 0.85 (Jameson y Chipman [6]).

A pesar de haber empleado un perfil biparabdlico en vez de uno de arco de circunferencia, estos
presentan gran similitud en su geometria, por lo que las variaciones deben ser pequefias.

Coeficiente de Presion
0.8

—— Viscosidad 4° orden, MacCormack modificado
—— Viscosidad 4° orden, MacCormack no mod.
Viscosidad 2° orden, MacCormack modificado

03 0.4 05
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Figura 3.7 Coeficiente de presion para perfil biparabdlico, 10 % espesor, M., = 0.85, para las visco-
sidades de 2° y 4° orden con el método de MacCormack con y sin modificacion..

Para el caso del método de MacCormack sin modificar empleando viscosidad artificial de 2°
orden no ha sido posible la convergencia de la solucién.

Como se puede observar en los resultados obtenidos, el uso del método de MacCormack sin
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la modificacién introducida se presta insuficiente para la resolucién del caso en estudio, ya que
tanto la posicion de la onda de choque como los valores del coeficiente de presion presentan mucha
disparidad con respecto a los valores obtenidos por Jameson y Chipman. Ademds, en este caso ha
sido necesario aumentar el valor de los pardmetros del término de la viscosidad a su valor mdximo
de 0.3 y ain asf hay oscilaciones considerables presentes

La no convergencia y la falta de precision y estabilidad en los resultados obtenidos con el método
de MacCormack sin modificar indican que este algoritmo se presta insuficiente a la hora de realizar
el anélisis.

Por otro lado, con el método de MacCormack modificado se obtienen buenos resultados sobre
el posicionamiento de la onda de choque asi como de su intensidad. La onda de choque se ubica
en el entorno del 90 % de la cuerda del perfil para ambas viscosidades, y el Cp aumente desde
~ —0.7 hasta ~ (0.2. La posicién de la onda de choque concuerda con los resultados del estudio de
Jameson-Chipman, mientras que la intensidad que se obtiene es ligeramente menor, ya que en su
articulo el Cp aumenta desde =~ —0.75 hasta ~ 0.35.

Como se puede observar, el método en el que se ha empleado la viscosidad de 4° orden presenta
mayor estabilidad, mientras que en el que se ha empleado la viscosidad de 2° orden presenta una
ligera mayor precision. Se ha implementado un cédigo en el que se han empleado ambos términos
de viscosidad con el método de MacCormack modificado. Los resultados obtenidos no presentan
gran variacion con respecto a la distribucion de presiones obtenida para el caso de viscosidad de
4° orden y se aumenta ligeramente el tiempo de computacién por lo que se ha optado por utilizar
unicamente el término viscoso de 4° orden.

A continuacién se van a analizar dos perfiles biparabdlicos, uno delgado con espesor del 10 % y

otro grueso con espesor del 30 %, volando a dos Mach de vuelo diferentes, M = 0.75 y M = 0.85.

Para ello se va a emplear el método de MacCormack modificado con adicién de viscosidad de 4°
orden.
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08
T T T T

7MX=D.75

—M_ =08
e

MX=D.B5 _

06—

041 —

| | | | | | | | |
0 041 02 03 04 05 06 07 08 09 1
xle

06

Figura 3.8 Coeficiente de presién para perfil biparabdlico, 10% espesor, M,, = 0.75/0.8/0.85
(viscosidad 4° orden, MacCormack modificado).
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Figura 3.9 Coeficiente de presion para perfil biparabélico, 30 %, M,, = 0.75/0.8/0.85 (viscosidad
4° orden, MacCormack modificado).

Como se puede observar, la posicién de la onda de choque es pricticamente la misma para ambos
perfiles cuando el Mach de vuelo es de 0.85. La intensidad de la onda de choque a este Mach de
vuelo es bastante mayor para el caso del perfil grueso que para el perfil delgado, como es 16gico, ya
que a mayor espesor, mayor es la perturbacion que produce la geometria sobre el flujo.

También se aprecia como para un Mach de 0.75, la onda de choque no se ha desarrollado todavia
para el perfil de 10 % de espesor, mientras que si estd desarrollada para el perfil de 30 % de espesor,
que provoca una mayor perturbacion.

El Mach critico para el perfil grueso debe tener un valor bastante inferior a M,, = 0.75 por la
intensidad que tiene la onda de choque a este Mach de vuelo, mientras que el perfil delgado tiene
que tener el Mach critico entre 0.75 y 0.8, ya que comienza a desarrollarse la onda de choque.

Se puede observar también como la esbeltez del perfil afecta a la velocidad con la que se desplaza
la onda de choque, una vez desarrollada, hacia el borde de salida. La velocidad con que se desplaza
la onda de choque del perfil grueso es bastante inferior a la del perfil delgado, alcanzando esta
ultima la posicion en la cuerda de la primera rapidamente.

Es necesario remarcar que la velocidad del flujo previa a las ondas de choque en el perfil grueso
a Mach superior a 0.75 supera el valor limite que se habia impuesto de M; < 1.3, por lo que
probablemente se produciria el desprendimiento de la capa limite, lo cual interaccionaria con la
onda de choque.

Cuando se analiza el Mach local en el campo fluido, se observan leves oscilaciones en las curvas
de nivel que delimitan las regiones de diferente nimero de Mach, pero estas son leves y no impiden
la captacién de la onda de choque.

En estas curvas de nivel, se puede apreciar como la aparicién de la onda de choque, atin siendo
débil como para el caso del perfil delgado, provoca que las perturbaciones que produce el perfil
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Figura 3.10 Mach local en el entorno del perfil, espesor 10 %, M, = 0.75.
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Figura 3.11 Mach local en el entorno del perfil, espesor 10 %, M,, = 0.85.

en la corriente viajen a grandes distancias. Para la situacion en la que la onda de choque no esta
desarrollada, como en el perfil esbelto a un Mach de vuelo de 0.75, las perturbaciones estdn
confinadas en el entorno mas inmediato del perfil. De aqui surge la necesidad de que los limites de
la malla se encuentren a una gran distancia, para que las condiciones de contorno no afecten a la
solucion.

Cuando la onda de choque es fuerte, como para el caso del perfil grueso a un Mach de vuelo de
0.85, la propagacién de las perturbaciones es mucho mayor que en el caso de onda débil.

En todas las imagenes en las que la onda de choque esta desarrollada se puede apreciar perfecta-
mente la posicion de esta en el perfil como un conjunto de lineas de nivel a través de las cuales el
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Figura 3.12 Mach local en el entorno del perfil, espesor 30 %, M_, = 0.75.
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Figura 3.13 Mach local en el entorno del perfil, espesor 30 %, M., = 0.85.

Mach decae a valores subsonicos. También se puede tener una idea de la intensidad de la onda por
el nimero de curvas de nivel de Mach local que se atraviesan, siendo el salto de Mach proporcional
a la intensidad de la onda.

Es conveniente destacar que la posicidn de la onda de choque en perfiles biparabdlicos se ha
encontrado siempre por detrds de la mitad de la cuerda, pero la onda de choque puede ocupar
posiciones mds adelantadas, solo que una vez que supera el punto de mdxima curvatura, esta avanza
rdpidamente hacia el borde de salida.

Por dltimo se va a realizar la comparativa de los diferentes coeficientes de resistencia de onda
que se obtienen para cada caso segtin su espesor y Mach de vuelo.
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El coeficiente de resistencia de onda se ha obtenido mediante la integracién del producto de
la diferencia de presiones, con el flujo imperturbado, proyectado sobre la componente X de la
direccion normal a la superficie a lo largo de toda la superficie del perfil y adimensionalizado. El
valor obtenido se ha multiplicado por dos debido a la simetria del perfil.

Cpy =2 [ L2 nyas (3.7)
3PovoLo

Tabla 3.1 Valor del coeficiente de resistencia de onda.

Espesor del perfil (% cuerda) | M, =0.75 | M,,=0.8 | M, =0.85
10% 0.0100 0.0178 0.04
30% 0.0324 0.1072 0.2504

Se puede observar a partir de los resultados obtenidos como la resistencia crece a medida que
la onda de choque gana intensidad. A pesar del error que se puede estar cometiendo al realizar el
célculo de la resistencia de onda para ondas fuertes en el perfil grueso, se ve como el valor del
coeficiente de resistencia muestra un comportamiento divergente.






4 Conclusiones y lineas futuras

4.1 Conclusiones

n este trabajo se ha tratado de proporcionar al lector un entendimiento sobre el andlisis del
E régimen transénico, y en especial de perfiles en este régimen. El objetivo del mismo es
capacitar para el desarrollo y la implementacién de un algoritmo sencillo que presente estabilidad a
la vez que muestre soluciones suficientemente precisas.

Para alcanzar estos objetivos ha sido necesario entender los fenémenos y ecuaciones que go-
biernan el régimen transénico para hacerse una idea de su funcionamiento. Se ha trabajado con
las ecuaciones adimensionalizdndolas y aplicdndoles hipétesis debidamente justificadas hasta al-
canzar unas expresiones, capaces de modelar el problema objetivo, que se pueden implementar
numéricamente de forma sencilla.

Se ha analizado y empleado el método de MacCormack, debido a su sencillez, en diferentes
problemas de fluidos. Se han llevado a cabo anélisis de estabilidad y precision y evaluado la
importancia de ambos en todo algoritmo numérico.

Posteriormente, se ha implementado el modelo de los autores Jameson y Chipman para analizar
perfiles simétricos empleando el algoritmo de MacCormack con la modificacién necesaria para la
convergencia del mismo.

Finalmente, una vez obtenidos resultados, se han evaluado compardndolos con los de los au-
tores del articulo y se han mostrado los flujos alrededor de perfiles biparabdlicos para diferentes
configuraciones, mostrdndose dichos resultados notables en el problema que se estd realizando.

Es de esperar que el lector se encuentre con dificultades varias a la hora de realizar un cédigo
propio, ya que muchas veces los métodos numéricos complican la visiéon de un problema fisico.
Es por ello, que se recomienda ser riguroso en cuanto a la metodologia empleada, asegurando que
cada paso realizado sea correcto y una vez demostrado que, los pasos implementados estén bien, se
cumplen las hipétesis y no hay fallos en la implementacion de las ecuaciones y el algoritmo, si el
problema persiste, buscar en bibliografias posibles soluciones, pues pueden aportar informacién
clave sobre el problema.
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4.2 Lineas futuras

El c6digo implementado y los problemas analizados son solamente un atisbo de la gran cantidad de
casos que se pueden estudiar. Se pueden analizar perfiles simétricos o con curvatura definidos por
medio de ecuaciones, como la familia NACA, o perfiles generados en funcién de procesos iterativos
como suelen ser los supercriticos.

Es por ello, que el cédigo principal que se ha empleado en este trabajo puede servir de cédigo
nodriza (siempre que se conserve la distribucion de los puntos en las zonas definidas, malla estirada,
zona anterior al perfil y perfil) para una gran cantidad de funciones subordinadas que se realicen. Se
puede implementar una funcién de mallado para perfiles que presentan bordes de ataque redondeados
o romos, los cuales necesitan una gran concentracién de puntos en esta zona para captar bien las
perturbaciones que sufre el flujo.

El siguiente paso tras capacitar al cédigo para analizar perfiles romos seria expandir el mallado
para realizar el estudio simultaneo del extradds e intradds, lo cual con las pertinentes condiciones
de contorno y el cambio de variable de Jameson-Chipman posibilitaria el andlisis de perfiles con
curvatura o perfiles simétricos con dngulo de ataque mediante la inclusién de la ecuacién que los
define en la funcioén subordinada que proporciona la geometria.

Una vez realizado el desarrollo del mallado seria pertinente realizar un andlisis de las condiciones
iniciales para que se sigan cumpliendo las condiciones de impenetrabilidad y homentropia en todo
momento.

Y finalmente para habilitar el andlisis de cualquier perfil bajo las condiciones de nuestro problema,
se deberia crear una funcién capaz de extraer la geometria , asi como las derivadas necesarias de la
misma sin pérdida de precisién (lo que puede ser complicado si se emplean mallas no equiespaciadas
concentradas en los bordes de ataque), a partir de nubes de puntos que definan un perfil.
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