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Resumen

n esta memoria se abordara el tema de control de actitud de las velas solares eléctricas, un nuevo
mecanismo de generacion de empuje que usa los iones procedentes del plasma del viento solar y que
permite, por tanto, eliminar la masa de propulsante necesaria para viajar por el Sistema Solar.
Se comenzard realizando un estudio del estado actual de las velas solares eléctricas, sus posibles aplicaciones
y sus ventajas respecto a sistemas cuyo fin es el mismo. Posteriormente, se introducirdn aspectos bésicos de
la representacion y la cinemadtica de la actitud, para luego, basandonos en la literatura de referencia presentar
el modelo dindmico del que se ha hecho uso. Ademads, se reproducirdn los resultados obtenidos aplicando la
ley de control expuesta en [2] con el objetivo de comprender mejor el comportamiento de las velas solares
eléctricas. Asimismo, se propondrd una nueva ley de control basada en el Control LQR con el objetivo de
mejorar los resultados anteriormente comentados. Por ultimo, se analizardn los resultados obtenidos en varios
casos en los que se han modificado distintos pardmetros del sistema, para ver como se comporta la E-sail con
la nueva ley de control propuesta.



Abstract

his report will address the issue of attitude control of electric solar sails, a new oush generation mechanism
T that uses ions from solar wind plasma and therefore allows to eliminate the mass of propellant necessary
to travel through the Solar System.

A study of the current state of electric solar sails, their possible applications and their advantages over
systems whose purpose is the same is realised in the first place. Subsequently, basic aspects of the representa-
tion and kinematics of attitude are introduced. Then, the dynamic model thata has been used and that has
benn obtained from the reference literature is presented. In addition, the results obtained by applying the
control law set out in [2] will be reproduced in order to better understand the behaviour of electric solar sails.
Likewise, a new control law based on LQR Control will be proposed with the aim of improving the results
mentioned above. Finally, the results obtained in several cases in which different parameters of the system
have been modified will be analysed, to see how the E-sail behaves with the proposed new control law.
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Sistema de referencia auxiliar

Area de la seccién tranversal de los cables de la malla, [mz]
Superficie total de todos los cables, [mz]

Superficie de un cable, [mz]

Sistema de control de actitud

Aceleracion, [m/sz]

Aceleracion caracteristica , [m/sz]

Sistema de referencia ejes cuerpo

Coeficiente adimensional de forma; ver ecuacién (3.34)
Matriz de cosenos directores

Parametro de control; ver ecuacion (3.44)

Elemento diferencial de longitud del tether, [m]

Campo eléctrico a lo largo del tether, [V/m]

Carga de un electrén, [A - s]

Eje de Euler de B respecto a [

Componentes del par de fuerzas total sobre la E-sail en ejes
B, [N - m]

Fuerza ejercida por el viento solar sobre el sistema, [N]
Distancia de ds al plano (xz,yp); ver ecuacién (3.33), [m]
Constante de gravitacién universal, [N m*/kg?]

Momento angular del vehiculo espacial, [kg m?/s]
Sistema de referencia inercial ligado al vehiculo
Intensidad de corriente total de los electrones en la malla, [A]
Intensidad de corriente en un cable, [A]

Momento de inercia transversal, [kg m2]

Momento de inercia longitudinal, [kg m?]

Vectores unitarios de A

Vectores unitarios de B

Vectores unitarios de /

Densidad de corriente maxima en un cable, [A/mz]
Longitud del tether, [m]

Masa de propulsante, [kg]

Masa del proton, [kg]

Masa seca del vehiculo espacial, [kg]

Numero de tethers

Densidad del plasma del viento solar, [m*3]

Potencia consumida para la evacuacién de electrones, [W]
Presion dinamica del viento sola, [nPa]

Unidad remota

Distancia entre el vehiculo espacial y el Sol, [m]
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1 Introduccion

1.1 El concepto de las E-sail

La E-sail, es una idea que surge en el aio 2004, de la mano del fisico espacial, astrobiélogo e inventor finlandés
Pekka Janhunen [1]. Esta idea se basa en las velas magnéticas que se encuentran en una magnetosfera artificial
y que fueron introducidas por Zubrin y Andrews en 1991, mediante dicha magnetosfera, el viento solar es
deflectado y esto permite extraer cantidad de movimiento de él. La adaptacién de estas velas magnéticas,
hace que surjan las E-sail. Las velas eléctricas (E-sail), consisten en un nimero de cables conductores de
gran longitud (tethers) dispuestos alrededor de un eje de simetria y que estdn cargados positivamente. Dichos
cables de gran longitud son desplegados mediante el giro del vehiculo espacial alrededor de su eje de simetria,
que permite ademds que estos cables se mantengan extendidos. Esencialmente, estas velas usan la presion
dindmica del viento solar para generar una pequefia, pero continua cantidad de empuje.

La principal causa de por qué esta tecnologia es interesante, reside en que permite eliminar la mayor parte
de masa de propelente que debe cargar el vehiculo espacial para realizar su mision, la que puede suponer una
restriccion, en cudnto a peso, a la hora de realizar ciertas misiones. Ademads, la potencia consumida para
producir 1 N de empuje es mucho menor que en la mayoria de sistemas de propulsidn existentes, cémo se
verd mds adelante en la seccién 2.4.

1.2 Principio del funcionamiento de las E-sail

Las velas solares eléctricas son un nuevo método de propulsién que, usa la presién dindmica del viento
solar como fuente de generacién de empuje, fundamento por el cual este sistema propulsivo es eficiente
desde el punto de vista de consumo de combustible, cémo ya se ha mencionado anteriormente. La base de su
funcionamiento, es que las particulas ionizadas del viento solar son repelidas, mediante la Ley de Coulomb,
debido a que los tethers que componen la vela estdn cargados positivamente. Esto modifica las trayectorias
de los protones pertenecientes al viento solar, y es dicha modificacién en la trayectoria de los protones la que
permite la extraccién de cantidad de movimiento del viento solar. La ganancia de cantidad de movimiento por
parte de los tethers serd la empleada para obtener empuje, el cual se transmitird mecdnicamente al vehiculo
espacial y permitird el movimiento de este por el Sistema Solar.

Debido a que los tethers se encuentran a una diferencia de potencial positiva, los electrones del plasma del
viento solar son atraidos por esa carga positiva, esto provoca que la diferencia de potencial antes mencionada se
neutralice. Es por ello, que los electrones que quedan atrapados en los conductores se deben desechar, puesto
que penalizan al empuje, magnitud cuya relacién con la diferencia de potencial es directa. La eliminacién de
estos, se lleva a cabo con un caiién de electrones que funciona gracias a unos paneles solares u otros sistemas
de generacion de potencia eléctrica. En el caso en el que se quiera que la vela eléctrica deje de proporcionar
empuje solo bastaria con desactivar el cafidn de electrones, de tal forma que la diferencia de potencial en
los tethers se neutralizaria [7]. También, se ha analizado que la ausencia de dichos electrones que quedan
atrapados hace que el empuje sea cinco veces superior con respecto a la situacion en la que si hay, cémo se
trata en la referencia [3]. Ademads, la diferencia de tensiéon que se crea en los cables conductores, no solo
hace que se genere empuje, sino que también permite controlar la direccién en la que se mueve el vehiculo
propulsado por la vela solar eléctrica mediante la modulacion de la caida de tensién en cada uno de los tethers
que la componen.
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Figura 1.1 Esquema conceptual del funcionamiento de una E-sail. Extraida de [2].

Para que sirva de referencia, a una distancia de 1 AU del Sol, la presién dindmica del viento solar es
de 2 nPa. Por lo que si se tiene un vehiculo espacial, equipado con este sistema de propulsidn, cuya masa
sea de 100 kg, con unos 100 tethers de 10 km de longitud cada uno, se puede conseguir que este sufra una
aceleracién de 1 mm/s” aproximadamente y, por tanto, un empuje de 0,1 N, tal y cémo se indica en [7]. Es
por ello, que este nuevo sistema de propulsion es tan prometedor para misiones futuras.

En la figura 1.1 , extraida de [2], se puede ver un esquema conceptual de este nuevo mecanismo de
generacion de empuje. En dicha figura se puede ver el cafién de electrones que permite la eliminacién de
los mismos como se ha dicho antes y el conjunto de cables que conforman la vela solar eléctrica y que se
encuentran cargados.

1.3 Estado actual de las E-sail

Las E-sail se trata de una tecnologia que ha surgido hace relativamente poco tiempo (2004), es por ello que
no se ha usado en demasiadas misiones.

La misién pionera en usar este tipo de tecnologia ha sido la ESTCube-1, es por ello, que es en la que nos
basaremos para comentar el estado actual de las velas solares eléctricas. Se trata de un proyecto de estudiantes
de la Universidad de Taru, Estonia, en colaboracién con la Agencia Espacial Europea. El principal fin de
dicha misién era el de colocar en 6rbita el primer satélite que usase una vela solar eléctrica como mecanismo
de generacién de empuje, y comprobar el funcionamiento de la misma.

El ESTCube-1 se trata de un satélite en forma de cubo de pequefias dimensiones (10 x 10 x 10 cm) y
una masa ligeramente superior a 1 kg. Dicho satélite esta conformado por el sistema de potencia eléctrica
(EPS), el sistema de comunicacién (COM), el sistema de control de datos y comandos (CDHS), el sistema de
determinacién y control de actitud (ADCS) y la carga asociada a la E-sail. Dicho satélite fue lanzado el 7
de mayo de 2013, y durante su desarrollo, uno de los retos mas dificiles de enfrentar fue la integracién e
instalacion de los cables y mazos eléctricos de los que constaba el satélite, debido a su pequefio tamaiio.

Con respecto, a la vela solar que lo propulsaba, hay que decir que estaba compuesta por 15 m de cable en
total, una fuente de alta tension al final de cada tether para cargarlo eléctricamente y un tether secundario

(se ve en mds detalle en la Seccién 2.1) que conectaba las fuentes de alta tensién de cada tether principal.

El principal problema de la misién fue que al llevar a cabo el despliegue de los tethers, este o fue exitoso

dado que se produjo un fallo en las medidas de diagnéstico, la razén exacta de este fallo siguen sin conocerse.

Segtin la referencia [11] uno de las posibles mejoras para las E-sail seria la de instalar sensores que detecten
el comportamiento y la situacién en cada instante de los distintos componentes de la vela. Lo que nos hace ver
que si bien es una tecnologia muy prometedora porque permite eliminar la masa de propelente del vehiculo
espacial, atin no estd lo suficientemente madura como para poder implementarla en misiones actuales. A
pesar de ello, son muchos los estudios y ensayos en laboratorios lo que se estdn llevando a cabo para lograr
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Figura 1.2 Satélite ESTCube-1. Extraida de [11].

solventar los problemas encontrados en cuanto a la complejidad mecénica y estructural del sistema, dado el
gran nimero de cables con los que cuenta la E-sail.

1.4 Objetivo y alcance del proyecto

Una vez definido que son las E-sail y cudl es el mecanismo basico de su funcionamiento, el objetivo de
este proyecto es el de modelar una ley de control que permita controlar la actitud de este nuevo método de
propulsién mediante la modulacién del voltaje al cual estdn sometidos los tethers. Para ello, se parte de un
modelo dindmico obtenido de la literatura que se ha usado de referencia y mediante control LQR se halla
esta nueva ley de control que mejore los resultados mostrados en la literatura en la que se basa el modelo
dindmico que se ha tomado. Con ello se pretende realizar una maniobra de actitud y posteriormente mantener
la actitud alcanzada para una 6rbita prefijada, sin que se tenga en cuenta el control de la 6rbita, es por ello que
como se verd mds adelante el horizonte de tiempo es pequeno. Por dltimo, comentar que para la resolucién
del problema planteado se despreciardn todas las perturbaciones a las que se encuentran sometidos vela y
vehiculo y que inicamente se considerard la perturbacién provocada por los propios tethers.

1.5 Estructura del documento

Tras presentar cudl es el objetivo que se pretende alcanzar con este proyecto, se prosigue definiendo la
estructura, en cuanto a contenido, que seguird el documento.

En primer lugar, en el Capitulo 2 se hace una descripcion de las E-sail y de sus aplicaciones. En este estudio
se presentan los principales componentes de una velar solar eléctrica y las posibles misiones a realizar con
este mecanismo de propulsién. Asimismo, se muestran los distintos modelos dindmicos que han ido surgiendo
a lo largo de estos afios y durante el desarrollo del mismo se irdn comentando las ventajas e inconvenientes
que este sistema presenta con respecto a otros cuyos fines son similares.

Posteriormente, en el Capitulo 3 se muestran los sistemas de referencia de los que se hace uso, asi como
conceptos basicos pero esenciales para representar la actitud de un vehiculo espacial y conocer su cinematica.
Ademads, se presenta el modelo por el que se ha optado a la hora de representar la dindmica del sistema.
Dicho modelo incluye las fuerzas que intervienen en el problema, todas las expresiones analiticas de los
pares de fuerza que actiian sobre la vela y el modelo de deformada de los cables de la E-sail. Por otro lado, se
analizan los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas al aplicar la ley de control propuesta en
la referencia [2] para el control de la actitud de una vela solar eléctrica.
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Luego en el Capitulo 4, se presenta una nueva ley de control que mejora la propuesta por el articulo que
se ha usado como referencia para este proyecto ([2]). Para ello se usa el control LQR como se mencioné
en la seccion 1.4, pero previamente se llevard un proceso de adimensionalizacién y de linealizacion de las
variables y ecuaciones que componen el problema.

Por otro lado, en el Capitulo 5 se analizardn una variedad de casos en los que se modifican distintos
pardmetros del problema para ver como se comportan las leyes de control obtenidas en el Capitulo 4 ante
dichas modificaciones.

Por dltimo, en el Capitulo 6 se presentardn las conclusiones obtenidas tras la realizacién del presente
trabajo y posibles lineas de trabajo futuro con las que poder ampliarlo.



2 Descripcion de las E-sail y sus
aplicaciones

ste capitulo tiene como objetivo mostrar cudl es el estado actual de las E-sail. Para ello, primeramente
E se definen cudles son los componentes que constituyen una vela solar eléctrica. Por otro lado, también
se realiza un andlisis de los 6érdenes de magnitud, en cuanto a consumo y empuje que se pueden tener en
éste nuevo sistema propulsivo. Asimismo, se muestran cudles pueden ser los campos de aplicacion de este
novedoso mecanismo de generacién de empuje y las consecuencias de su uso. Adicionalmente, se muestra la
variedad de modelos dindmicos que han surgido a lo largo de estos dltimos afios y sus caracteristicas.

2.1 Principales componentes de las E-sail

Se muestra, de una manera descriptiva, cudles son los principales subsistemas y componentes necesarios a la
hora de integrar la vela solar eléctrica en un vehiculo espacial y el impacto que tiene esta sobre dichos subsis-
temas. Nos centraremos sobre todos en las estimaciones de masa, pues son las que definen las necesidades de
empuje para la puesta en 6rbita del vehiculo espacial. Todas las deducciones que aqui se muestran han sido
basadas en las que aparecen en [4].

Se muestra en la figura 2.1 un esquema simplificado, a modo descriptivo, de los principales componentes
que configuran una E-sail. La imagen ha sido extraida de [4].

Comenzaremos por los tethers principales (main tethers) que se tratan de unos cables de elevada longitud y
que estdn cargados positivamente. Cada uno de ellos estd formados por cuatro cables de un material conductor
como puede ser el aluminio, donde uno de ellos es recto y es el cable base, mientras que los otros tres son
se disponen formando “loops”. Generalmente, sus longitudes son bastante elevadas, siendo 2 km un valor
bastante habitual en la longitud de un solo tether. Su masa dependerd linealmente de la longitud que estos
tengan, considerando que A, »=1,155x% 1073 kg/m es la masa por unidad de longitud del tether principal, se
tiene que su masa serd m,, = 4, - L.

El carrete ensamblador del tether principal (main tether reel assembly) se trata de un mecanismo motorizado
que mantiene el tether enrollado en su interior y lo despliega cuando el vehiculo espacial se encuentra en
orbita.

Por otro lado, el tether auxiliar (auxiliary tether) se usa para conectar las RUs (unidades remotas) con el
objetivo de evitar colisiones entre tethers adyacentes. Su longitud es aproximadamente igual a la longitud
de una circunferencia de radio L, donde L es la longitud del tether principal. Mientras que su masa se
obtendria de manera andloga al caso del tether principal, pero con la longitud y la masa por unidad de longitud
correspondientes. Con respecto a dicho componente decir que algunas propuestas lo consideran mientras que
otras no. Para el caso que nos ocupa con el fin de simplificar no se ha considerado dicho tether.

Otro elemento a considerar es la unidad remota (RU) ya mencionada, cuya funcién es la de controlar el giro
de la plataforma que componen los tethers. Este componente puede contener impulsores que proporcionen el
impulso necesario para producir el giro inicial o para producir giros pequefios durante operaciones en vuelo.
Adicionalmente, los tethers necesitardn controladores y cdmaras, estas ultimas se encuentran dispuestas a lo
largo del perimetro del vehiculo espacial y su mision es la de localizar la posicién de cada RU en el tether
principal.
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Figura 2.1 Componentes de la E-sail. Extraida de [4].

Cabe hablar también, del subsistema de generacion de potencia. Este estd formado por paneles solares, que
cuentan con sus respectivos mecanismos de despliegues; una unidad encargada de procesar la potencia que
produce el voltaje del bus y la gran mayoria de velas incorporan también un paquete de baterias. Su funcién
es la de proveer de potencia suficiente tanto a la carga de pago y al sistema de telemetria, que generalmente
estardn compuestos por equipo cientifico; como a la E-sail, pues la potencia aqui es necesaria para que el
cafién de electrones pueda funcionar. En general, unos valores tipicos de potencia exigida por estos sistemas
suelen ser 1 W/kg para la carga de pago y el sistema de telemetria, mds 10 W de potencia base para la E-sail,
todo esto referido a distancias entre 0,9 AU y 4 AU. Estos requerimientos de potencia determinaran la masa
que tendrd el subsistema.

En general, el sistema de telemetria se considera conjuntamente con la carga de pago, esto es debido a que
cada instrumento cientifico genera datos que deben ser transmitidos por el sistema de telemetria. Ademds,
las E-sail requieren de un sistema de actitud (ACS) cuyo objetivo es apuntar el eje de giro hacia el Sol,
iniciando asi el movimiento de giro al inicio necesario para el despliegue de la E-sail. Aunque la mayor parte
de la cantidad de movimiento al inicio es suministrada por los impulsores de las RUs, una pequefa parte es
propocionada por el ACS gracias a que este orienta el eje de giro adecuadamente.

En la tabla 2.1 se muestran las estimaciones de las masas de los distintos subsistemas y algunos pardmetros
de interés, para una aceleracidn caracteristica (ag,, que es la aceleracion maxima propulsiva que se tiene a la
distacia de referencia, r,) de 1 mm/sZ.

Con esta tabla, se hace ver cudles son los 6rdenes de magnitud con los que se trabaja y cudles serdn los
requerimientos de empuje que la E-sail deberd satisfacer para poder propulsar el vehiculo espacial y todos
los subsistemas que lo componen. Estos resultados no son sencillos de obtener, pues hay que tener en cuenta
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la integracion entre los distintos subsistemas que componen el vehiculo y las implicaciones que esto conlleva
a la hora de disefarlos, ya que cada subsistema impone unos requisitos sobre los demas.

Tabla 2.1 Pardmetros de los diferentes subsistemas, con a,, = Lmm/ 52,

Carga de pago (kg) 100 200 300
Numero de tethers (N) 44 62 86
Longitud del tether L (km) 15,3 19,4 20
Empuje E-sail a 1 AU (N) 0,39 0,70 1,00
Potencia E-sail (W) 409 720 1026
Potencia con carga de pago no operando 12,5 25,0 37,5
(W)

Potencia con carga de pago operando (W) 125 250 375
Masa tethers principales (kg) 7,79 13,9 19,8
Masa carrete tether principal (kg) 9,21 14,8 20,8
Masa caién de electrones (kg) 1,20 2,13 3,05
Masa camaras y computador (kg) 1,48 1,48 1,48
Masa RUs (kg) 43,1 59,3 77,6
Masa tether aux. (kg) 26,1 32,9 34,0
Masa sist. de Potencia (kg) 32,0 61,6 91,3
Masa sist. de Telemetria (kg) 25,0 50,0 75,0
Masa ACS (kg) 13,8 24,7 35,3
Masa estructura (kg) 65,2 116 166
Masa total sin E-sail (kg) 248 490 732
Masa efectiva E-sail (kg) 143 206 264
Masa Total (kg) 391 696 996

2.2 Estimacion simplificada del empuje

En esta seccion se muestra a efectos descriptivos los érdenes de magnitud de los principales pardmetros que

podemos encontrar en una E-sail. Para ello, se considerard un modelo muy simple consistente en una malla

compuesta de cables conductores, que representan a los tethers, tal y como se ha hecho en [1], referencia

en la que se basan todas las deducciones que aqui se muestran. Dicha malla se dispone de tal forma que el
viento solar la atraviesa, como se muestra en la figura

Asumiendo que r =5 X 107% m, el 4rea de la secci6n transversal de los cables que componen la malla ser4,

A nr 2.1)

trans —

Teniendo en cuenta que la malla es cuadrada para simplificar cédlculos y que el espacio entre cables es Ax,
el nimero total de cables serd

N=L/Ax 2.2)

donde L es la longitud lateral de la malla, suponiendo unos valores de L = 35 km y de Ax =5 km se
obtiene que la longitud total de cable en la estructura es

2NL =2L*/ A x =490 km (2.3)

y su masa serd

m=2L%Ap/ Ax=342512 kg (2.4)

donde se ha asumido que la densidad del material de los alambres conductores es p = 8900 km/m?>. Una
vez calculados estos pardmetros bdsicos, se procede a calcular la fuerza que actiia sobre la malla, esta fuerza
vendrd dada por la presién dindmica que el viento solar ejerce sobre la estructura,
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Figura 2.2 Esquema simplificado de una E-sail. Extraido de [1].

Pain = PosV’ (2.5)
siendo p,; = n-m,, la densidad del viento solar que viene dada por el producto entre la densidad de iones
del viento solar (n [m—3]) y la masa del prot6n (m,, [kg]), mientras que v,; = 400 km/s, es la velocidad del

viento solar que se supone constante. Todos estos datos se han obtenido asumiendo una distancia de 1 AU.

Con todo esto obtenemos que p,;,, = 2nPa. Asi, se obtiene un valor de

F = pg,Ll> =245N (2.6)

Aunque, el empuje que proporcionan las E-sail pueda parecer pequefio, debido a que el peso de los tethers
por unidad de longitud es muy pequefio, se pueden conseguir velocidades del orden de los 50 km/s segtin se
indica en [6], valor que es mucho mayor que las velocidades que se alcanzan en un cohete de combustible
solido (~ 1 km/s) o en un cohete bipropelente (~ 5 km/s). Ademads, una de las ventajas que tienen las E-sail
con respecto a las velas solares convencionales es que en el caso de las primeras el empuje es inversamente
proporcional a la distancia que separa el Sol del vehiculo espacial, mientras que en las segundas el empuje
es inversamente proporcional al cuadrado de la la distacia que separa el Sol del vehiculo espacial, como se
indica en [3]. Es por tanto, que con las E-sail se pueden realizar misiones mds lejanas. Esta diferencia, en la
relacion entre el empuje y la distancia al Sol en velas eléctricas y convencionales, se debe a que en ambos
casos al alejarnos del Sol se produce un aumento de la longitud de Debye, que se trata de la escala a través
de la cual los electrones méviles generan un apantallamiento del campo eléctrico en los conductores, de tal
forma que el potencial eléctrico disminuye y por tanto el empuje. Sin embargo, en las E-sail esta disminucién
se ve contrarrestada porque a medida que aumenta la distancia entre el vehiculo y el Sol, el drea efectiva de la
E-sail aumenta de tamafio también y por tanto, se produce un crecimiento del didmetro del campo eléctrico y
como consecuencia de ello, del empuje como se indica en [12].

Se procede ahora a ver cudl es la potencia consumida para evacuar los electrones del plasma del viento
solar fuera de los cables de la malla, para ello se tiene que

I =env,A, = 17,7 mA 2.7)

siendo e la carga que posee un electrén, mientras que

A, = (2N)27rL = 15393,8 m> (2.8)

es el drea total de todos los cables conductores y v, = 10° m/s es la velocidad de los electrones del viento
solar. Tomando como valor de voltaje uno razonable, por ejemplo V = 6 kV, se tiene que

P=VI,=1062W (2.9)



12

Capitulo 2. Descripcion de las E-sail y sus aplicaciones

A continuacidn, se estimard el orden de magnitud de la potencia consumida por los cables conductores de
la vela solar eléctrica, que serd la potencia que consuma la malla, y, por tanto, la necesaria para proporcionar
empuje. Para ello, nos basaremos en la informacién que viene recogida en [1]. La corriente de electrones que
circulard por un cable serd

I, =env,A, =128 uA (2.10)

La densidad de corriente de un solo conductor serd

j=1/A=1629747 A/m’ 2.11)

con estos resultados ya se puede determinar cudl es el campo eléctrico generado por la circulacién de
electrones en uno de los cables

E=j/c=272x10"*V/m (2.12)

donde o = 6 x 107Q/m es la conductividad del cable. Esto dltimo, permite determinar la caida de tensién
en el cable conductor

AV =EL=951V (2.13)

Por tanto, la potencia consumida por el tether serd

LV =12,17 uW (2.14)

La potencia consumida por la totalidad de conductores serd entonces

NIV =09 W (2.15)

como se ve esta cantidad es irrisoria con respecto a la minima potencia necesaria para producir un 1 N
de empuje en un propulsor i6nico, siendo esta de 25 W. Sin embargo, con ambas tecnologias se obtienen
velocidades del mismo orden de magnitud.

Por otro lado, se presenta una tabla extraida de [1], en la que se muestran, para varias configuraciones los
siguientes valores: la masa del mallado de cables, la longitud de la malla, el didmetro del cable, la aceleracién
obtenida bajo condiciones nominales del viento solar a 1 AU, la potencia total consumida y la fraccién de
potencia consumida por la distribucidn de cables del mallado con respecto a la potencia total consumida.

Tabla2.2 Valores de pardmetros geométricos y funcionales de una E-sail..

’ L [km] ‘ 2r [‘le] ‘ m[kg] ‘ a[m/sz] ‘ P[W] ‘ Pcable/P’O]O ‘
30 5,000 63 0,027 40 0,110

60 2,500 63 0,110 80 1
200 2,500 700 0,110 1000 | 10

En general, el empuje proporcionado por una vela eléctrica suele rondar los 50-100 nN/m y depende de
las condiciones del viento solar y del potencial al que esté sometido el tether, segtin predicciones tedricas
obtenidas mediante simulaciones [7]. A primera vista este valor puede ser pequefio, pero hay que tener en
cuenta que el peso de los tethers es también considerablemente pequefio, como se muestra en la tabla 2.1.

2.3 Usos potenciales de las E-sail

En este apartado se hacer ver cudl es el potencial de las velas solares eléctricas para misiones espaciales en
el sistema solar, para ello se hard uso de los razonamientos que se muestran en la referencia [3]. Algunas
aplicaciones pueden ser: vuelos de reconocimiento en planetas préximos a la Tierra y a asteroides, misiones
basadas en Orbitas no keplerianas, misiones fuera del Sistema Solar, sondas de impacto de bajo coste para
afadir valor cientifico a otras misiones y otras muchas mds aplicaciones de interés. La principal causa por
el que este nuevo método de generacion de empuje puede ser tan potencialmente eficiente es porque no es
necesaria ninguna masa de combustible para viajar grandes distancias, cdmo se ha comentado ya en alguna
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ocasion. Es esta ventaja la que hace que su uso pueda ser muy beneficioso para misiones interplanetarias o de
cualquier otra indole.

Dada la larga lista de aplicaciones que pueden tener las E-sail, aqui se hace una categorizacion en cinco
grupos principales, basdndonos en la clasificacion que aparece en [3]: asteroides y planetas préximos a la
Tierra, 6rbitas no keplerianas (por ejemplo: Monitorizacion del viento solar en los puntos de Lagrange),
misiones cercanas al Sol, impulso unidireccional al exterior del Sistema Solar y aplicaciones de “data clippers"
que transportan datos como carga util y usan recursos in situ.

Antes de comenzar a describir las distintas misiones comentadas anteriormente, se exponen los métodos
matemadticos utilizados para poder comparar las distintas alternativas. Esta comparacién se realiza mediante
el valor de Av que representa el impulso, en términos de velocidad, que se le debe proporcionar al vehiculo
para que este modifique su 6rbita y pueda realizar la mision para la que es requerido. Se toma dicho pardmetro
dado que esta directamente relacionado con el consumo de combustible, mediante la expresion:

my +mp
mgy

Av=v,-In( ) (2.16)

En la expresion (2.16), v, representa la velocidad especifica de escape del propulsante, m, es la masa seca
del vehiculo espacial (sin propulsante) y mp es la masa de propulsante.

2.3.1 Definicion del incremento de velocidad necesario para la transferencia de drbita

El presente apartado tiene como objetivo mostrar las ecuaciones matemdticas que se usaran a lo largo del
desarrollo para determinar el impulso que permite al vehiculo espacial realizar la misién, y por tanto, la
masa de combustible necesaria para ello. Esto se hace, porque mds adelante se compara, en términos de Av
los resultados obtenidos al realizar las distintas misiones con una E-sail o mediante una transferencia de
Hohmann. Cabe resaltar ademds, que inicamente se consideran 6rbitas circulares y coplanarias. En primer
lugar, de la ecuacién de las Fuerzas Vivas (forma arcaica de denominar a la energia cinética, [5]), obtenemos

que:
N 2.17)
r a

Esta ecuacion, permite calcular la velociadad orbital v a una distancia r que es la distancia instantdnea
medida desde el foco de la cdnica donde se encuentra el cuerpo masivo. Por otro lado, 4 = G(m; +m,) es el
Pardmetro Gravitacional de las Masas Combinadas, siendo G la constante de gravedad de Newton y, m; y
m, las masas de los cuerpos en el Problema de los dos cuerpos. Por tltimo, a es la semi-suma del radio de
perigeo y del radio de apogeo. Nomenclatura que ha sido tomada de [5].

En el caso en el que se quiera que el vehiculo escape de la influencia del planeta sobre el que esta orbitando,
este deberd hacerlo con la velocidad de escape, definida por:

ve:\/z—“ (2.18)
r

Deducida al hacer tender a a oo, en la ecuacion 2.17, tal y como se indica en [3].
Si consideramos la ecuacién de conservacion de la energfa, cuya expresion viene dada por la ecuacion
2.19

lv2 = (v, +Av)? - L (2.19)

Operando con las ecuaciones 2.18 y 2.19, se llega a que:

Av=1/vE4+v2I—v, (2.20)

Ecuacién que nos proporciona el pardmetro deseado (Av), y que sirve para comparar los distintos sistemas
propulsivos mds adelante.

2.3.2 Aplicaciones de las E-sail

Este nuevo método propulsivo puede proporcionar empuje en casi todo el Sistema Solar. La tnica restriccion
que se considera por razones de inestabilidad mecdnica es que ¢, (dngulo de de inclinacién de la vela
solar, definido en seccién 3.1) no debe superior a 30° (aunque no se sabe exactamente con certeza este
valor médximo). Por otro lado, el empuje proporcionado por una E-sail es inversamente proporcional a r, es
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decir, que el empuje varia como 1/r, donde r es la distancia al Sol. Esto puede parecer a primera vista una
restriccion, sin embargo, este efecto se puede suavizar si se controla el voltaje del cafién de electrones durante
el vuelo, de tal forma que se proporcione el mayor empuje con la potencia eléctrica disponible, haciendo
que el empuje sea menos variable que la presion dindmica del viento solar, y por tanto, consiguiéndose una
navegacion mds precisa. Ademds de las restricciones ya mencionadas, en cuanto al uso de las E-sail, cabria
también mencionar que las velas solares eléctricas no son capaces de generar una cantidad considerable de
empuje dentro de la magnetosfera de los planetas, ya que aqui apenas hay viento solar, lo cual supone una
nueva restriccion.
Una vez dicho esto, se procede a analizar las diferentes misiones posibles.

Uso en misiones a planetas préximos a la Tierra y a asteroides

En primer lugar, se considera el planeta Venus. Dicho planeta es el mas pr6ximo a la Tierra y en consecuencia,
el de mas facil acceso desde el punto de vista del Av a aplicar. Estudios ([3]) han demostrado que las E-sail,
pueden proporcionar el Av necesario (entre 0,7 km/s y 3,3 km/s, dependiendo de la 6rbita de destino) para
colocar al vehiculo espacial en una 6rbita venusiana en aproximadamente el mismo tiempo que requeriria
una transferencia de Hohmann, pero con la ventaja de no usar combustible y el ahorro de peso que esto
conllevarfia.

En segundo lugar, si se considera una transferencia a una 6rbita baja en Marte, empleando una vela solar
eléctrica, podemos ahorrarnos un impulso de 1,1 km/s y una maniobra de “aerobraking”. Adicionalmente, en
misiones de retorno a la Tierra desde Fobos (luna de Marte), la utilizacién de una vela solar eléctrica puede
suponer un ahorro de 3,8 km/s y hacer que la reentrada en la Tierra sea mds suave. Por otro lado, comparando
las E-sail con la propulsién eléctrica, se puede llegar a la conclusién de que las primeras pueden producir
el mismo empuje que un propulsor eléctrico o incluso mayor, sin la necesidad de incluir un propelente y
necesitando solo una cantidad razonable de potencia eléctrica. Ademds, puede ofrecer un mayor Avy sin
aumentar la masa inicial con la que se parte. Aunque, hay que decir que la operatibilidad de las E-sail atin no
han sido analizadas con detalle en las proximidades de Marte y la estela de plasma generada por el planeta
puede modificar el efecto que este tiene sobre la E-sail en la parte opuesta al Sol.

Para concluir con los planetas cercanos a la Tierra, analizaremos cémo influye el uso de las E-sail en
una transferencia a Mercurio. Se parte de la idea de que llegar a Mercurio es complicado debido a que se
encuentra muy préximo al Sol y, por tanto, cualquier sonda que se encuentre en sus proximidades se vera
muy afectada por el fuerte campo gravitatorio que posee el Sol. Dicho esto, si comparamos el tiempo de
transferencia de la BepiColombo, misién lanzada en 2018, que usa propulsiéon quimica y iénica, con el tiempo
que llevaria la misma transferencia, pero usando como sistema de propulsion una vela solar eléctrica, este es
seis veces inferior. Aunque, en este tipo de misiones tan préximas al Sol, los materiales que componen los
tethers (generalmente aluminio) pueden no ser tolerantes a las altas temperaturas a las que son sometidos,
es por ello que serd necesaria la adicion de un sistema de refrigeracion, que adecue la temperatura de estos
cables.

Centrémonos ahora en misiones cuyo objetivo son los asteroides. Actualmente, hay muchos estudios
donde se estdn analizando cémo utilizar las E-sail a la hora de interceptar asteroides que sean potencialmente
peligrosos parar la vida en la Tierra, o que tengan relevancia desde el punto de vista cientifico, por lo que
es una tecnologia en auge. La principal ventaja que ofrecen las velas eléctricas, es que son capaces realizar
misiones de sobrevuelo o de rendezvous a multitud de asteroides, con fines cientificos, sin limitacion de
propelente, pues no lo incorporan, siendo, por tanto, la durabilidad de la vida del equipo el tnico factor
limitante. Ademds, otra aplicacién importante que puede tener este nuevo modo de propulsion es la de
modificar la trayectoria de asteroides que puedan impactar potencialmente con la Tierra, ya que pueden ser
capaces de desplazar 150 m la trayectoria de un asteroide en un periodo de 7 afios, aplicando inicamente una
fuerza de 1 N.

Uso en drbitas no keplerianas

Su uso en este campo de aplicacion se basa en mantener a la sonda en una 6rbita no kepleriana pues esta es
inestable de forma inherente, ya que los puntos en torno a los que se encuentra, lo son por naturaleza. Un
ejemplo de este tipo de orbitas podrian ser las érbitas Halo que se encuentra en torno al punto de Lagrange
L,. La utilizacién de esta nueva tecnologia en este campo puede ser muy interesante, ya que los vehiculos
que se encuentran en Orbitas de este tipo tienen vida limitada, dado que al ser érbitas inestables es necesario
estar constantemente empleando combustible para evitar que se alejen de ellas.

En la actualidad se estdn investigando un nimero abundante de 6rbitas no keplerianas en torno a la Tierra,
las cuales se podrian adaptar al uso de las E-sail, que generalmente proporcionardn mds empuje que otros
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métodos propulsivos, pero con la principal limitacion de que las velas solares eléctricas serdn incapaces de
proporcionar empuje dentro de la magnetosfera dénde hay ausencia de viento solar, puesto que esta actiia
c6mo un escudo protector antes particulas de alta energia procedentes del Sol, cémo se menciond al inicio
del presente apartado.

Otro ejemplo de aplicacion en este campo, seria el poder estudiar las auroras y los cambios que el viento
solar provoca en ellas, en planetas jovianos, como puede ser Jupiter, ya que las velas solares eléctricas
permiten a un vehiculo espacial situarse por encima del punto L; del sistema Sol-Jipiter, dénde hay presencia
de viento solar, y ver continuamente el polo norte del planeta en cuestién. Mientras que la forma tradicional
de realizar estas misiones era empleando varios vehiculos, de los que un grupo se dedicaba a medir el viento
solar y otros monitorizaban continuamente las auroras. Ademds, estos vehiculos debian soportar la radiacion
intensa de los cinturones de radiacién jovianos.

Otra aplicacion puede ser la de monitorizar el viento solar fuera de los puntos de Lagrange. La principal
razon de usar las E-sail en este &mbito, es que pueden producir empuje de manera continua sin consumir
propelente, pero con la desventaja de que los tethers perturban la medicién del plasma solar, por lo que hay
que introducir nuevos sistemas de medicion.

Uso en misiones proximas al Sol

En general, las misiones consistentes en llevar un vehiculo espacial a las proximidades del Sol son muy
costosas en términos de Av que pueden llegar a alcanzar valores de ~ 15 km/s (dependiendo del tipo de
orbita objetivo). Sin embargo, como se ha visto anteriormente, en una E-sail el empuje es inversamente
proporcional a la distancia al Sol, por lo que en una misién en la que dicha distancia se reduce provocard que
el empuje que pueda suministrar la vela eléctrica sea mayor al que se tiene a 1 AU de distancia. A cambio, el
consumo energético del cafién de electrones se incrementa (aumenta como 1/4/7), de la misma forma que el

flujo de radiacién solar en los paneles solares, que se degradan al estar sometidos a tan elevadas temperaturas.

Por lo que, introducir las E-sail en este tipo de aplicaciones puede suponer un reto tecnolégico.
Impulso hacia el exterior del Sistema Solar

De manera general, el limite de operacion de las E-sail, considerando su distancia al Sol, esta entre 0,9-4
AU debido a razones de disefio del prototipo de hardware. Sin embargo, este limite se puede extender a
0,9-8 AU sin necesidad de realizar demasiadas modificaciones en las especificaciones de los componentes
y manteniendo el Sol como fuente de potencia, siempre y cuando la masa a transportar, no sea demasiado
pesada para la vela eléctrica (1-1,5 toneladas), cémo se indica en la referencia [3]. Ademads, en el caso en el
que la carga de pago necesitase otra fuente de potencia, cémo puede ser la energia nuclear, también puede
ser aprovechada para mejorar la actuacion de la vela eléctrica. Otra alternativa que ofrece este sistema de
propulsion, es la de aumentar el nimero de posibles ventanas de lanzamiento, por lo que se podrian ejecutar
ciertas misiones con mayor frecuencia.

Uso como “data clippers”

El concepto “data clippers” hace referencia a vehiculos espaciales cuya labor es la de aproximarse a la Tierra,
llevando consigo un gran volumen de datos cientificos de alta resolucién almacenados en su memoria. Una
vez en las proximidades de la Tierra, estos datos pueden ser descargados mediante antenas terrestres. Este
tipo de misiones pueden usar las E-sail como mecanismo de propulsion, disminuyendo asi el coste de las
mismas, ya que, el viaje hacia el cuerpo objeto de estudio se puede realizar sin consumir propelente.

2.4 Descripcion de las distintas aproximaciones del modelo dinamico

A lo largo de los afios que lleva desarrolldndose esta tecnologia, son multitud de modelos dindmicos los
que han surgido gracias a la contribucion de diferentes autores. El presente apartado tiene como objetivo
describir de manera breve algunos de los modelos dindmicos actuales, a modo de introduccién, pues més
tarde se entrard en mds detalle en el modelo concreto que se ha seleccionado para el presente proyecto.

* Masas puntuales: algunos de los modelos dindmicos anteriormente mencionados cémo [8], representan
a los tethers de la vela solar eléctrica a través de masas puntuales que se encuentran situadas en su
raiz (parte donde el tether se conecta al cuerpo central que gira) y en su extremo final, donde se une
al tether auxiliar y a la RU. Ademads, los nexos de unién entre estas masas se pueden representar
mediante un muelle y un amortiguador, ambos sin masas, cémo elementos que aportan rigidez y
amortiguamiento respectivamente al sistema. Cémo se indica en la referencia anterior, la ventaja que
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muestra dicho modelo con respecto a un modelo eldstico multipunto, es que es mucho més sencillo y
lo suficientemente preciso para describir el movimiento del tether cuando la velocidad de giro de este
alcanza su limite inferior.

m, v m,

C m,,
O . 'e)
-«

r, Ty

Figura 2.3 Esquema del modelo de masas puntuales. Extraida de [8].

En la figura 2.3, m, y m, representan a las masas puntuaes que se colocan en la raiz y en la punta del
cable respectivamente, C es el centro de masas del sistema, mientras que C,, es el centro de masas del
cable.

Deformada supuesta: otros autores representan la deformada de los tethers mediante una funcién
logaritmica [2]. La idea de este modelo radica en que debido al efecto combinado que producen la
fuerza centrifuga y la presion dindmica del viento solar, el tether sufre un doblamiento y su deformada
se asemeja al arco que se obtiene al graficar una funcién logaritmica. Por lo que al usar este modelo, se
tiene una expresion analitica de la deformada del tehter que puede llegar a representar fielmente la
realidad, siempre y cuando dicha expresion se tome de manera consecuente, segin se indica en [2].
Este modelo se verd mds en detalle en la Seccién 3.6.

Elementos finitos: por dltimo, hay autores que modelan los tethers mediante elementos finitos dada la
complejidad de modelar estos elementos mediante la teoria eldstica catenaria, pues solo tiene solucién
analitica en ciertos casos, como bien se indica en [9]. Este modelo consiste en discretizar el tether en
un nimero finito de elementos, obtener la deformada de cada elemento diferencial y con ello obtener
la solucién de deformada del tether como elemento continuo. La ventaja de usar este modelo con
respecto al anterior es que, este Gltimo puede admitir geometrias més complejas y permite introducir
propiedades diferentes a lo largo de la longitud del tether.

# Spin axis

| B

Figura 2.4 Esquema del modelo de elementos finitos. Extraida de [9].



3 Modelo basico del problema

1 presente capitulo tiene como objetivo presentar el modelo del que se hard uso para alcanzar el propdsito
E del proyecto, el control de la actitud de una E-sail. Pero para ello, previamente se repasaran conceptos
bésicos, que se consideran esenciales y sin los cuales no se podria avanzar. Primeramente, en la Seccién 3.1
se presentardn los sistemas de referencia que definirdn el modelo y que se emplearan a lo largo del proyecto.
Posteriormente, se abordardn aspectos bdsicos tanto de la representacion de la actitud como de su cinemadtica
en las Secciones 3.3 y 3.4, debido a que el control de actitud es el tema principal que nos atafie, por lo que es
muy importante tener claro los conceptos que aqui se muestran. M4s adelante, en la Seccién 3.6 se modelara
la deformada del cable, y ademads, en la Seccién 3.8.1 se presentardn las expresiones analiticas de los pares
dindmicos que intervienen en el problema y que permitirdn modelar la dindmica de este. Por otro lado, se
mostrardn las ecuaciones de Euler que describen el movimiento de un sélido que rota con un punto fijo, pues
son las que definen la dindmica del sistema. Y por dltimo, se mostrardn las simulaciones numéricas obtenidas
al integrar conjuntamente las ecuaciones cinematicas diferenciales que describen la actitud junto con las
ecuaciones dindmicas de Euler. Todo esto se hara basdndonos en las deducciones y formulaciones que se
muestran en [2] y en [10].

3.1 Sistemas de referencia

Los sistemas de referencia usados son: el Heliocéntrico, el orbital, el de ejes cuerpo, un sistema de referencia
inercial ligado al cuerpo y otro auxiliar. Estos sistemas de referencia son los que permitirdn el modelado del
problema. A continuacién se definen cada uno de ellos:

* Sistema de referencia heliocéntrico: Se trata de un sistema de referencia inercial cuyo origen se
encuentra en el Sol y su plano (x5, ¥5), coincide con el plano de la ecliptica. La direccién x, estd
determinada desde la Tierra hacia al Sol en el equinoccio vernal, que también recibe el nombre de
Primer Punto de Aries (), tal y como se define en [5]. Mientras que el eje z; tiene la direccion de la
normal al plano de la ecliptica. El eje y; completaria el triedro a derechas.

* Sistema de referencia orbital: Este sistema de referencia vendra denotado por (O; X, Yo, 20), donde
O, representa el origen del sistema de referencia que se encontrard en el centro de masas del vehiculo
espacial. Por otro lado, el eje z,, positivo se corresponderd con aquel que parte del centro de masas
del vehiculo espacial y apunta hacia el exterior del Sistema Solar, siendo su direccién la definida por
el segmento que une al Sol con centro de masas del vehiculo, el eje y,, positivo es aquel que tiene la
direccién contraria al momento especifico de la 6rbita siendo tangente en todo momento a la trayectoria
de la misma, y el eje x,, positivo es perpendicular a los ejes z; y z,, completando el triedro mediante la
regla de la mano derecha.

En la figura 3.1, adaptada de [9], se muestra conjuntamente un esquema del sistema de referencia
heliocéntrico junto con uno del sistema de referencia orbital.
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\‘ Plano de la ecliptica

£ pp

Figura 3.1 Sistema de referencia heliocéntrico junto con el sistema de referencia orbital. Adaptada de [9].

* Sistema de referencia ejes cuerpo: Se trata de un sistema de referencia ligado al cuerpo principal del
vehiculo espacial y que se mueve solidariamente con él. Este sistema estd definido por B (S; xg, yg,
Zp)» CUyOs vectores unitarios son (iz, /g, k), donde kp se encuentra alineado con el eje de simetria de
del vehiculo espacial, mientras que los vectores (fB, f g), definen el plano nominal de la vela, como se

ve en la figura 3.2, obtenida de [2]. Ademds, S que es el origen del sistema de referencia, se encuentra
en el centro de masas del vehiculo espacial.

sail nominal
plane ---

N-th tether

N 5
"'\-\.H &
1* tether---- \?hﬁx*
X i a g
ai 7F (k+1)-th tether &

Figura 3.2 Sistema de referencia ejes cuerpo. Extraida de [2].

La vela eléctrica consistird en un niimero de cables (tethers), cada uno de ellos denotado por el subindice
k,conk €10,1,2,...,N — 1]. La posicién de cada tether en el plano (xg, y) viene definida por el dngulo
de azimut que comienza a medirse desde el eje xp en sentido antihorario. Este dngulo se define como:
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L (2
G2 (;) k (3.1)

Por otro lado, la orientacién del vehiculo espacial viene definida por [o,, §,]. Donde ¢, € [0, /2] es
el dngulo de inclinacién (pitch angle), siendo este el dngulo entre 7 y el eje zp, definiéndose 7 como
el vector unitario que determina la direccion Sol-vehiculo y que coincide aproximadamente con la
direccion del viento solar. Mientras que 8, € [0, 27 ), es el dngulo horario, siendo este el formado
por la proyeccién de 7 sobre el plano nominal de la vela y el eje xz. Basdndonos en las anteriores
definiciones de ambos dngulos, las expresiones que los determinan serdn las mostradas en (3.2) y (3.3).

a, £ arccos(7-kg) (3.2)
arccos( :I’{B |> si (7jg)>0

5, 2 s (3.3)
27 — arccos ( :]’53 |) si (7-jp) <0

o
T
-

W

Ll :

Sun

Figura 3.3 Representacion gréfica de los dngulos de actitud. Extraida de [2].

* Sistema de referencia inercial ligado al cuerpo: Como su propio nombre indica, se trata de un sistema
de referencia inercial, cuyo origen es el centro de masas del vehiculo y que viene definido por 7 (S;
X7, ¥;» 27) siendo la base de vectores unitarios (;, j;, k;). En la situacién de partida, estos vectores
unitarios coinciden con los vectores unitarios de los ejes cuerpo. Dicho sistema se usa para referir la
actitud que tiene el vehiculo en un determinado instante con respecto a la que tenia inicialmente.

* Sistema de referencia auxiliar: Se trata de un sistema de referencia no inercial. Este sistema viene
denotado por A (S; x4, Y4, 24), la base de vectores unitarios que lo define es (i, Jj,, IAcA). El vector j,
coincide en todo momento con el vector j; de tal forma que tanto x, como z, se encuentran girando
alrededor del eje y, hasta alcanzar ambos un d4ngulo o, con respecto a los ejes x; y z; respectivamente,
cuando la maniobra es completada. Este sistema de referencia, definido en [2], se usa posteriormente
para definir la evolucién temporal de o, es por ello que se incluye aqui. Un esquema visual de dicho
sistema se puede ver en la figura 3.14.
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3.2 Situacion de partida

A la hora de definir la posicién desde la que partird el vehiculo cabe mencionar que el viento solar es variable,
este pierde intensidad al alejarnos del Sol y por ello la fuerza que experimenta la E-sail variard a lo largo de
su trayecto, tal y como se expuso en el capitulo 2. Es por ello, que seleccionar una situacién de partida u otra
influye en el empuje inicial que experimente el vehiculo espacial. Dicho esto, parece razonable elegir como
posicién de partida aquella en la que el vehiculo se encuentre a una distancia de 1 AU del Sol coincidiendo 7
con el vector ]%I en direccion, en la que el empuje al inicio de la misién no serd demasiado pequefio. Dicha
configuracion inicial se muestra en la figura 3.4, extraida de [2].
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Figura 3.4 Situacion de partida. Extraida de [2].

3.3 Representacion de la actitud

La actitud de un vehiculo se define como la orientacién relativa de un sistema de referencia ligado a este
respecto a un sistema de referencia concreto, en nuestro caso estos sistemas serian el sistema de referencia
ejes cuerpo B y el sistema de referencia inercial I respectivamente.

En general, hay varias maneras de representar la actitud de un vehiculo como los dngulos de Euler, los
cuaterniones o la matriz de los cosenos directores. Cada representacion, presenta ventajas e inconvenientes.
Uno de los beneficios de que existan varias formas de representar la actitud es que la dificultad de un problema
puede ser rebajada en funcion de si se usa un tipo de representacion en lugar de otro. De esta forma, se puede
trabajar con el modo de representacion de la actitud que mds convenga y que menos inconvenientes genere a
la hora de abordar un problema. Ademas, es importante destacar también que posible pasar de un tipo de
representacion a otra.

Otro aspecto interesante a comentar es que existe la posibilidad de que dos combinaciones de parametros

representen la misma actitud. En este caso se dice que la representacion tiene ambigiiedades. Lo que se hace
en la mayoria de estas situaciones es limitar los posibles valores que pueden tomar los pardmetros que definen
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la actitud. Algunas de dichas ambigiiedades se comentardn para cada caso de representacion de la actitud
cuando se definan cada una de ellas.

Por otro lado, hay casos en los que es necesario pasar por sistemas de referencia intermedios para alcanzar
una actitud final partiendo de una inicial. En estos casos lo que se hace para llegar a esa actitud final es
componer actitudes, dicha composicién dependera de la representacion utilizada.

3.3.1 Matriz de cosenos directores (DCM)

Dado el sistema de referencia I cuya base de vectores unitarios es (i;, j;, k;) y el sistema de referencia B
determinado por (fB, fB, IAcB), ambos definidos en la Seccién 3.1, la orientacion de B con respecto a I, esta
completamente determinada por la matriz de cambio de base C,B , que permite expresar un vector genérico v,
definido inicialmente en la base de vectores unitarios de /, en la base de vectores unitarios de B mediante:

VB =By (34

donde
5 11 ¢12 €13
Cr=1cu cxn o3 (3.5)

€31 €3 €33

Teniendo en cuenta la expresién 3.4 el vector 7; expresados en ejes cuerpo serfa:
B B A B T T
i =Cip=C7 [1,0,0]" =[cyy, 1, ¢34 (3.6)

Usando el resultado de 3.6, si se realiza el producto escalar entre 75 y 7; estando ambos expresados en la
base de vectores unitarios de B, se llega a que

ig-ip=1[1,0,0]-[c;}, c1. c31]" =y (3.7

Por lo que el elemento ¢, de la matriz DCM serfa el coseno director entre i y #;, de ahi el nombre que
esta toma. Con el resto de términos se procederia igual y entonces quedaria que:
L (i ik
Cr=\Jsu Jpir Jpk 3.8)
kg-1; kg-Jj; kg ki

Razonando de la misma forma se tendria que el cambio de base inverso vendria dado por la siguiente
matriz: .
el ey K
Cp = fB ' Zl J;B ) ZI kg Ji 3.9)
ig-k; Jp-ky kp-k

puesto que, C5 = (C5) ™!, al observar las matrices (3.8) y (3.9) vemos que C5 = (C5)7, por lo que se concluye
que la DCM que define la actitud a través de nueve pardmetros dependientes entre si no puede ser cualquiera,
sino que debe ser una matriz ortogonal y con determinante +1. Esta dltima condicién implica que el sistema
de referencia en cuestion serd dextrégiro, es decir, girard en el sentido de las agujas del reloj.

Por otro lado, la composicion de actitudes en este tipo de representacion viene dada por un simple producto
matricial, es decir, supongamos unos sistemas de referencia genéricos S;, S, y S5, y supongamos ademds

que se tiene que la actitud de S, respecto a S; viene dada por Cgf y que la actitud de S5 respecto a S, viene

definida por CS;, la actitud de S respecto a S, vendrd determinada por Csf = ng; Cglz

3.3.2 Angulos de Euler

Estos dngulos permiten definir la actitud de un sistema de referencia respecto al sistema de referencia origen
mediante una secuencia de tres rotaciones en ejes no consecutivos.

Existen hasta 12 posibles secuencias de dngulos de Euler para representar la actitud. Esto implica que el
orden en el que se realizan las rotaciones es importante, pues es posible llegar a una misma actitud pero
usando diferentes ternas de rotaciones. La eleccioén de una u otra dependerd de la aplicacién. En particular,
en este proyecto se seguird la secuencia:
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Dicha secuencia se puede explicar de la siguiente manera: se parte del sistema de referencia inercial I,
primeramente se ejecuta un giro de dngulo y alrededor del eje z;, mediante dicho giro se pasa a unos ejes
intermedios que se denotardn por S’. Una vez se estd en los ejes S, se realiza un giro de 4ngulo ¢ alrededor
del eje x¢ y se llega a unos nuevos ejes S” que serdn también intermedios. Partiendo de estos ejes S” se vuelve
a realizar una rotacion de dngulo 0 pero esta vez alrededor del eje yg» llegando finalmente a los ejes cuerpo B.
Cabe aclarar que los ejes S’ y S” no son més que sistemas auxiliares, no tienen ningtn tipo de aplicacién en
el proyecto, es por ello que no se definen como si que se ha hecho con los ejes cuerpo y los ejes inerciales /.

La obtencion de la matriz de cosenos directores a partir de los dngulos de Euler se realiza mediante la
multiplicacién de matrices de rotacion elementales que se muestran a continuacién:

1 0 0 , cos@ 0 —sin6 ) cosy siny O
CE(9)={0 cos¢p sing| C5(8)=| 0 1 0 S (y)= | —siny cosy 0
0 —sing cos¢ sin@ 0 cos6 0 0 1

(3.10)

Para el caso que nos ocupa, que es el de la secuencia mostrada anteriormente, la DCM se obtendria
mediante el producto matricial representado en la expresion (3.11), este producto entre las matrices de
rotacion correspondiente a cada dngulo de Euler debe seguir el orden inverso al realizado en la secuencia, al
igual que se indic6 en la Seccion 3.3.1:

cF =cE(0)C5 (9)CF (w) 3.11)

Una vez realizado este producto matricial, la matriz a la que se llega es la mostrada en (3.12)

cosOcosy —sinBsinysing cosOsiny +sinfsingcosy —sinbcosP
Cf = —cos¢siny cos Y cos ¢ sin@ (3.12)
sin@cosy+sin@cosOsiny sinBsiny —singcosOcosy  cosBcos@

Obsérvese que analizando la matriz (3.12), se puede comprobar que la actitud mostrada por (180 + v,
180 — ¢, 180+ 6) representa la misma orientacién que (¥, @, 8). Es por ello, que generalmente se suele
limitar ¢ € [-90°, 90°].

La gran ventaja de usar los dngulos de Euler es el significado fisico que aportan. Sin embargo, operar
con dichos dngulos a veces es complicado, pues en muchos casos se tienen singularidades que evitan que
en ciertas situaciones la actitud esté bien definida. Ademads, otro problema que surge al usar este tipo de
representacion, es que a la hora de componer actitudes, cuando se tienen rotaciones mixtas, las matrices
resultantes son demasiado complejas para ciertas aplicaciones.

3.3.3 Anguloy eje de Euler

Segtn el Teorema de Euler: “El movimiento mds general posible de un solido con un punto fijo es una
rotacion alrededor de un tinico eje”.

A partir del Teorema anterior, se puede ver que la actitud de un sistema respecto de otro, en nuestro caso B
y I respectivamente, queda totalmente definida indicando el dngulo de giro 60 y el eje respecto del cual se
produce ese giro, E'B/, =[e,, €y, eZ]T.

Esto se traduce en que el eje de Euler es el eje en torno al cual debe de producirse el giro del sistema de
referencia origen para obtener la actitud del sistema de referencia objeto de representacién. Mientras que
el dngulo de Euler es la cantidad a girar en torno al eje de Euler. Es por ello, que tiene la ventaja de poseer
un sencillo significado fisico. Sin embargo, presenta ambigiiedades para ciertas rotaciones, por ejemplo un
giro de 0° y uno de 360° son fisicamente iguales, pero para el primero 8 = 0, mientras que para el segundo
no estd bien definido. Esencialmente, es una representacién que se usa para andlisis tedricos o para dngulos
pequeios, es por ello que no se entra en ella con mucho mas detalle. Aunque otro posible uso seria el de
obtener con cierta facilidad errores de apuntamiento, es decir, este tipo de representacion permite ver con un
solo nimero (dngulo de Euler) cudl es la desviacidn existente entre dos sistemas de referencia.



3.3 Representacion de la actitud

23

3.3.4 Cuaterniones

Los cuaterniones fueron introducidos por Hamilton en el siglo XIX como herramienta matematica necesaria
para la resolucion de ciertos problemas fisicos. Los cuaterniones son una extension de los nimeros complejos
a cuatro dimensiones. Un cuaternién genérico se trata de una cuaterna de nimero g, 41, ¢,, g3, que se escribe
de la siguiente manera:

q=4qo+iq,+ jar +kq; (3.13)
Generalmente ¢ se denomina parte escalar, mientras que § =[g;, g5, q3]T
de g.

Algunos aspectos importantes de su dlgebra se muestran a continuacion:

es conocida como la parte vectorial

* Suma: La suma se realiza componente a componente, es decir, dados dos cuaterniones g = g, +iq; +
Jja +kas y 4 = qy+iq| + jgh + kg5, se tiene que

a+4" = (q0+490) +ilq1 + 1)+ (g2 +42) + k(g3 + d5) (3.14)

* Producto: El producto se da componente a componente, conociendo las siguientes reglas de multiplica-
cién:

ii=—1, i-j=k ik=—j, jii=—k j-j=-1, jok=i, k-i=—i, k-k=—1 (3.15)

Se tiene tamién la formula de Hamilton que implica que i - j - k = —1. Ademads, como se puede deducir
de las relaciones mostradas en (3.15), el producto no es conmutativo, es decir, g-¢' # ¢’ - q.

El producto entre dos cuaterniones también se puede escribir en forma matricial y en forma vectorial
[10].

* Conjugado: Se define el conjugado de un cuaternion de manera similar a como se hace en el caso de
los nimeros complejos, es decir, si se tiene que g = gy + iq; + jg, +kgz su conjugado sera:

q" = qy—iq, — jqr —kq; (3.16)

e Mdédulo: EI médulo se define como:
9’ =9-9" =g +491 + 4+ (3.17)

* Divisién: Se define haciendo uso del conjugado y del médulo:
d/a=dla-a"/q"=(d"q")/lal’ (3.18)

Una vez definida el dlgebra del cuaternién, cabe decir que se trata de una representacion matematica sin
sentido fisico, pero que ofrece ciertas facilidades a la hora de operar con ellos.

Dada una actitud determinada mediante el dngulo y el eje de Euler (€ y 0), el cuaternién que representa a
esta actitud se puede definir como:

gp=cos0/2, G=sinB/2¢ (3.19)

Ademds, se observa de las expresiones (3.19) que |g| = 1, propiedad que se debe cumplir para un cuaternién
que represente una actitud.

Sin embargo, se puede observar que para cuaterniones también existe un problema de ambigiiedad, pues
la actitud representada por (¢, 0) es equivalente a la representada por (—¢, 360 — ), lo cual indicaria que
q = —q estableciéndose que un cuaternién y su opuesto representan la misma actitud.

Por otro lado, la formula que se sigue para pasar de cuaterniones a DCM, C, es la de Euler-Rodrigues para
cuaterniones:

C=(q5—q @d+243" —2q0G" (3.20)
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donde el operador ¢* toma la siguiente forma:

0 -9 aq
=\ a 0 —-q (3.21)
-4 4q1 0

Aplicando la férmula de Euler-Rodrigues, (3.20), se llega a:

G+t — a5 — 43 %(6116122 +612oqa)2 2(4193 — q04>)
Clg)=| 2(9192—q09) dw%—91+9— 4 g(cm? +6120611)2 (3.22)
209195+ 4092)  2(9293—9091) G0~ 91—+

Esta matriz es la DCM en funcién del cuaternién asociado, que permitird transformar los datos proporcio-
nados en ejes inerciales a ejes cuerpo.

Si comparamos término a término la matriz (3.22) con la matriz de (3.12) se pueden obtener las siguientes
relaciones que son las que permiten conocer los tres dngulos de Euler a partir del cuaternién asociado.

. 2(9092 — 9193) 2(9043 — 9291)
¢ = arcsin (2(q,q93 +q04;)), 6 = arctan ( , y=arctan | —————
G—di—45+43 G —di+495— 43
(3.23)
donde el problema de soluciones mdltiples estaria solventado al limitar el rango de variacién de ¢ € [-90°,
90°], por la razén mencionada anteriormente. Una vez hecho esto ya se podria conocer en que cuadrante se

encuentran 6 y ¥ mediante los términos, (1, 3)y (3, 3), y, (2, 1) y (2, 2), de la matriz (3.12) respectivamente.

Sin embargo, las férmulas que permiten pasar de la DCM C al cuaternién asociado son las mostradas en
(3.24)

1+Tr(C)
qoz%, G = -(C"=0) (3.24)

siendo T'r(C) la traza de la matriz DCM.

3.4 Cinematica de la actitud

En esta seccidn, se entra a describir las ecuaciones cinemadticas de la actitud para cada una de las representa-
ciones descritas anteriormente. En el caso de la actitud, las ecuaciones cinematicas diferenciales (EDC) son
las que relacionan la representacion de la actitud con la velocidad angular. Generalmente, estas ecuaciones
son no lineales.

Es interesante conocer las diferentes EDC para las diferentes representaciones de la actitud, para asi ver
cudl es la que tiene mds ventajas desde el punto de vista computacional.

3.41 Ecuaciones diferenciales cinematicas para la DCM

A continuacién, se muestra la ecuacion cinematica diferencial correspondiente a la representacion mediante
DCM a efectos descriptivos Unicamente, ya que, no se entrard en mucho detalle, puesto que, estas ecuaciones
no se usardn a lo largo del desarrollo del proyecto. Para ello, hay que tener en cuenta que el sistema de
referencia B gira respecto a I con una velocidad angular QB B/I- Siguiendo el desarrollo que aparece en [10],

se llega a la siguiente expresion:
d p_ B
EC (QB/,) G (3.25)
se trata de una ecuacion diferencial matricial, que habrd que resolver componente a componente, por lo que se

tendrian nueve ecuaciones diferenciales acopladas dado que dichos componentes son dependientes entre si.

Sin embargo, no es muy operativo trabajar con ella, ya que la integracién numérica de las ecuaciones
formuladas en términos de la DCM no garantiza que la matriz resultante sea ortogonal debido a errores
de redondeo que se introducen y la correccién de la matriz mediante un método iterativo para que esta sea
ortogonal hace que este tipo de representacion no sea eficiente. En cambio, es bastante util para realizar el
cambio de base de un vector de un sistema de referencia a otro.
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3.4.2 Ecuaciones diferenciales cinematicas para los angulos de Euler

Partiendo de la definicion de la secuencia mostrada anteriormente, se tiene que la relacion entre las velocidades
angulares obtenidas de la mecénica y correspondientes a las rotaciones, expuestas en la Seccién 3.3.2, de
cada sistema de referencia es:

AB AB A0 2B
QB/I:QB/S//+QS,,/S,+QS//1 (3.26)

—

donde Qg ; es la velocidad angular con la que B (sistema de referencia ejes cuerpo) gira respecto a / (sistema
de referencia inercial). La definicién del resto de velocidades angulares se realizaria de forma andloga.

Como consecuencia de las rotaciones producidas durante el proceso de composicién de actitud de ejes
cuerpo con respecto a ejes inerciales, se tiene que ﬁg/s// = [(}5, 0, O]T, ﬁglﬁ/s, =10, 6, O]T y fzgﬁ/, =10, 0,
W17, por lo que para llegar a la ecuacién 3.26 tendremos que expresar cada velocidad angular en el sistema
de referencia B mediante las matrices de rotacién elementales mostradas en (3.10).

OB OB B 3B B ~S" Bb
QB/] == QB/S” +CS//QS///S/ +CS/CS/ QS’/[ (327)
Mediante la ecuacién (3.27), se llega al sistema de ecuaciones mostrado por la expresion (3.28)

~ cos® 0 —cos¢sin@\ /¢
Q5 a=1 0 1 sin ] (3.28)
sin@ 0 cos¢cos6 3

—

en la que, para obtener una expresion para las derivadas de los dngulos de Euler en funcién de Qg = [Q,
Q,, 4], habria que invertir la matriz llegdndose al sistema (3.29).

¢ | cosgcos 0 cos¢sin0 Q,
) | = singsin® cos¢p —cos@sing | | Q, (3.29)
174 cos ¢ —sinf 0 cos 6 Qs

Como se puede ver, el sistema de ecuaciones (3.29) estd compuesto por 3 ecuaciones diferenciales no
lineales con multitud de funciones trigonométricas que ademads posee una singularidad para ¢ = +90°. Lo
mismo sucede para cualquier otro conjunto de dngulos de Euler, posee singularidades. A pesar de ello, en
el caso que aqui se trata estos problemas de singularidades no se tienen, ya que, los valores que toman los
dngulos de Euler son pequefios.

3.43 Ecuaciones diferenciales cinematicas para cuaterniones

Partiendo de la formulacién de las ecuaciones cinemadticas diferenciales en funcién del dngulo y del eje de
Euler, que se muestran en las expresiones de (3.30)

1T 1 o B} L
&= 5 [(eg/I)X + m(ld 65/1(€§/1)T)} Q) 0=(25,)" Q5 (3.30)

para obtener las ecuaciones diferenciales cinemdticas formuladas con cuaterniones es necesario derivar las
. . .. 5B A .
expresiones (3.19) respecto del tiempo y sustituir € Y 0 en ellas. Tras esto se llega a que:

—

41 —492 —4q3 o)

1 =T 0B
§= 29 QB/I R :l 90 —q3 9> QX (3.31)
3la* +qy1d] Q) 2|6 2 @ a
—4% 41 4o :

Se tratan de cuatro ecuaciones diferenciales bilineales y sin singularidades. Estas propiedades son la razén
mds importante por la cual generalmente son las usadas a la hora de representar la actitud en vehiculos
espaciales. Se realizan los cdlculos necesarios con cuaterniones y posteriormente, si es necesario visualizar
la solucidn, se transforma esta a dngulos de Euler.

Debido a la acumulacién de errores a causa de imprecisiones numéricas, que provoca que el médulo del
cuaternion que representa la actitud ya no sea unitario, es posible llevar a cabo un proceso de renormalizacion.
En cualquier caso, la manera de corregir esta fuente de error es mucho mds sencilla que en el caso relativo a
los problemas de ortogonalidad en la DCM.
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3.5 Definicion de las diferentes fuerzas que intervienen en el problema

En este apartado, se presentan las distintas fuerzas que intervienen en el problema, aunque no todas ellas
se tendran en cuenta, pues la contribucién de algunas, como puede ser el caso de las fuerzas eldsticas o de
las fuerzas de amortiguacion se desprecian en el modelo implementado en el presente trabajo, por lo que
simplemente se comenta la posibilidad de la existencia de las mismas. Dicho esto, las fuerzas que actian son
las siguientes:

* Fuerza gravitatoria: Esta fuerza aparece debido a la atraccién gravitatoria que el Sol ejerce sobre el
vehiculo por el hecho de que este tiene masa. El modelo gravitatorio que se usard a la hora de plantear
las ecuaciones dindmicas viene definido por el Problema de los dos cuerpos, y serd el mostrado por la
ecuacion (3.32)

F,=-G- i, (3.32)

2
dénde G representa la constante de gravitacién universal, cuyo valor es G = 6,67 - 107! N m?/kg?.
Por otro lado, M y m son las masas de los cuerpos que interaccionan, en nuestro caso M se correspode
con la masa del Sol mietras que m con la masa del vehiculo espacial. Por dltimo, r hace referencia a la
distancia que separan a ambas masas y i, es el vector unitario que expresa la direccién de actuacién de
la fuerza.

* Fuerzas inerciales: Su existencia se debe al movimiento del vehiculo espacial a lo largo de su 6rbita. En
concreto, encontramos una fuerza inercial que se opondra al movimiento orbital del vehiculo en torno
al Sol, y otra fuerza inercial que se opondr al de giro de la E-sail alrededor de su eje, definido por el
eje zg. Ambos movimientos estdn acoplados, a causa del efecto Coriolis, como se puede ver en [8].

¢ Fuerza de Coulomb: Su inclusion se debe a la interaccion que se produce entre los protones que se
encuentran confinados en los tethers y las particulas ionizadas del viento solar. Una estimacién de la
misma ya ha sido realizada en la Seccién 2.2. Es esta fuerza, la que permite la generacién de empuje y
la que nos permitird controlar la actitud de la E-sail. Su magnitud dependera del viento solar siendo la
velocidad y energia de este variables, pues estas tltimas varian en funcién de la distancia a la que el
vehiculo se encuentre del Sol.

* Fuerza de ligadura: Esta fuerza surje al considerar la composicién total del vehiculo como un sistema
multicuerpo, formado por los cables y el cuerpo principal del vehiculo, que se idealiza como una masa
puntual. Es por ello, que serd necesario eliminar el vinculo entre ambos para poder ver la contribucién
que el cuerpo principal del vehiculo ejerce sobre el tether y viceversa.

» Fuerzas eldsticas: Estas fuerzas aparecen debido a que se considera a los tethers como elementos que
se pueden deformar y que tienen rigidez, por lo que dependerdn del modelo que se elija a la hora de
representar la deformada de los tethers.

* Fuerzas de amortiguamiento: Son fuerzas que surgen debido a la consideracién del tether como un
elemento que posee amortiguacién. Sucede igual que en el caso de las fuerzas eldsticas, dependeran
del modelo de deformada que se elija.

3.6 Modelo de la deformada del tether

Para el presente proyecto, se considera que los tethers son elementos que se pueden deformar debido a la
interaccion de estos con el viento solar. A la hora de seleccionar el modelo que define la deformada de estos,
se ha optado por aquel que usa la funcién logaritmica proporcionada por [2] y ya introducida en la Seccién
2.4. La ventaja de emplear este modelo es que aporta una gran simplicidad sin dejar de representar fielmente
la realidad, siempre y cuando la vela eléctrica tenga una configuracién de “Sun-facing” en la que la recta
Sol-vehiculo espacial es perpendicular al plano nominal de la vela. En caso de no ser asi el modelo pierde
validez, pues la deformada no se aproximaria al arco descrito al graficar una funcién logaritmica.. Ademads,
nos permite tener una expresion analitica con la que poder trabajar. Esta expresion viene dada por la ecuacion
(3.33).



3.7 Ecuaciones dinamicas de Euler

27

f=bLin(1+7) (3.33)

Donde f representa la distancia de un elemento diferencial de longitud del tether (ds) al plano (xg, yp), el
pardmetro x representa la distancia de ds al eje zp, mientras que L es la longitud del cable. Por otro lado, la
variable b; que aparecen en (3.33) se trata de un coeficiente adimensional de forma cuya expresion viene
dada por la ecuacién (3.34)

A 20V

Y (3.34)

I

siendo v, la velocidad del viento solar cuyo valor ya es conocido de secciones anteriores, p es la densidad

de masa lineal del tether («~ 107> kg/m), mientras que @ es la velocidad de giro de la E-sail. Adicionalmente,

o se trata de un parametro de disefio que representa a la fuerza de Coulomb y que puede modificar su valor en

funcién de la tension eléctrica que tengan los tethers, sus unidades serian [kg/(m - s)]. Su expresion analitica

viene dada por la ecuacion (3.35) y esta tendrd validez siempre y cuando la distancia que separa al Sol y al
vehiculo espacial sea de 1 AU, lo cual supone una nueva limitacién del modelo.

0 =0,18-max(0,V —V,) - /gm,n (3.35)

En la ecuacién (3.35), V representa el voltaje del tether, V,, es el voltaje de las particulas ionizadas del
viento solar (cuyo valor aproximado es de 1 kV, como se indica en [2]), &, es la permitividad del vacio siendo
su valor g, = 8,8541878176 - 102 F/m, mientras que el resto de pardmetros son ya conocidos de secciones
anteriores.

A continuacidn, en la figura 3.5 se muestra un esquema del modelo expuesto anteriormente con el objetivo
de aclarar ideas. Dicha imagen ha sido extraida de [2].
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Figura 3.5 Esquema del modelo de deformada del tether. Extraida de [2].

3.7 Ecuaciones dinamicas de Euler

En el presente apartado se presentan las ecuaciones de Euler para un sélido rigido, procedentes de la mecanica,
que definen la evolucién temporal de la velocidad angular bajo la accién de unos pares y que son integradas
numéricamente junto con las ecuaciones diferenciales cineméticas presentadas en la Seccién 3.4.2 para
obtener la actitud de la vela una vez transcurra un periodo de tiempo concreto. Para ello, nos basaremos en la
formulacidén de la referencia [2].
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Las ecuaciones en cuestion son las siguientes:

. L—1 &

Q. =""200+~ (3.36)
It ’ It

. IL—1 F

Qy: Z] thQerT (3.37)
t t
. 9
Q.= (3.38)

donde I, y I, son los momentos de inercia transversal y longitudinal respectivamente, mientras que [&’, .#,
¢] son las componentes, referidas a ejes cuerpo B, del par dindmico total generado por la vela solar eléctrica
en el vehiculo espacial. Estas componentes incluyen tanto la contribuciéon del momento de fuerzas dado por
la modulacién del voltaje eléctrico en los tethers, asi como los efectos de deformacién en el tether debido a la
presion dindmica ejercida por el viento solar y la fuerza centrifuga causada por el giro de la vela. De acuerdo
con la referencia [2], estas componentes del par total pueden ser escritas como:

N—1 N—1 N—1
E=Y & F=Y F, 9=)Y % (3.39)
k=0 k=0 k=0
donde
L L L
éoké/ dé, fké/ A7, gké/ <, (3.40)
0 0 0

son las componentes del par total asociadas al k-ésimo tether. Asumiendo que b12 ~ 0 (es del orden de 107°),
las expresiones de d&;, d.#, y d¥,., segun la referencia [2] son:

dé&, = o, [(f —xf') sin{, sina, cos(8, — &) — f sina, sin 5, +x sin , cos a,| dx (3.41)
dF, = opv[(xf — f) cos § sinay, cos(8, — &) + f sin oy, cos §, 4 x cos §; cos o, dx (3.42)
d¥, = oy v,sxsina, sin(5, — §; ) dx (3.43)
donde
Cr = Gk VVSLz (344)

Teniendo en cuenta la expresion analitica de la deformada del tether (3.33) e integrando las ecuaciones
(3.41), (3.42) y (3.43), las expresiones de las componentes del par de fuerzas total para el k-ésimo tether son:

& =cy [b, sino,[cos(8, — &) sing, (In8 —2) —sin g, (In4 —1)] + cosoc,,zsmck} (3.45)
Fr =} {bl sinoy,[cos 8, (In4 — 1) —cos(8, — §;) cos &, (In8 —2)] — C()S%za)sédk} (3.46)
G —c, sin(5, — &) sinc, (3.47)

2

principalmente estas expresiones dependen de la longitud de los tethers, la forma que estos tienen, la
orientacion angular entre los diferentes tethers, las caracteristicas del viento solar y la actitud que tenga la
vela solar en cada instante, por lo que las componentes del momento de fuerzas total variardn con el tiempo.
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3.8 Maniobra de control

En el presente apartado se muestran los modelos analiticos de los pares dindmicos que intervienen en el
problema. Ademads, se presentan las evoluciones temporales, para el caso de la maniobra que se define a
continuacion, de las componentes del par de fuerzas total que se mostraron en la Seccioén 3.7. Por otro lado,
se muestra la ley de control activo que se aplicard para alcanzar la actitud deseada, dicha ley ha sido obtenida
de [2]. Por ltimo, se reproducirdn y analizardn los resultados obtenidos en el articulo que se ha usado de
referencia ([2]).

El objetivo de control para el caso que nos ocupa, es realizar una maniobra que permita al vehiculo alcanzar
un valor de @, =5 ° en un periodo de tiempo igual a 120 s. Por otro lado, las caracteristicas de la vela solar
eléctrica para el caso que se analiza son las siguientes

Tabla 3.1 Definicion de los valores de los distintos pardmetros de la E-sail .

L [km] 2
Ne°tethers | 16
V [kV] 16,5
V, [kV] 1

I, [kg m?] | 1000
I, [kg m*] | 3000
o [rad/s] 0,0758

3.8.1 Modelos analiticos de los pares dinamicos

Se presentan a continuacién las expresiones analiticas de los momentos de fuerza que hay actuando sobre
el vehiculo, estando la presencia de dos de ellos (par de referencia y par de control) justificada con el
objetivo de conseguir que la orientacion final del vehiculo sea la deseada. La resultante de estos momentos
dindmicos, generan términos en las ecuaciones de Euler, mostradas en la Seccién3.7. Otro aspecto por el
cual es importante conocer las contribuciones de dichos pares, es que de ellos dependen varios pardmetros
que intervienen en el modelo y que se presentardn mds adelante. Ademads, decir que estos pares son muy
dependientes de la maniobra que se quiera realizar. Para la definicién de estos pares dindmicos se hacen uso
de los modelos y deducciones presentados en [2].

Par de referencia

La introduccidén de este par dindmico en el modelo estd justificada con el objetivo de permitir que la actitud
de la E-sail se adectie a la actitud de referencia fijada. La evolucién del pardmetro ¢, que se toma como
referencia viene definida por la ecuacion (3.48), las razones por la que se toma dicho valor se muestran un
poco mads adelante. Por otro lado, la actitud final que se quiere tener en el vehiculo viene definida por &, ;.

A continuacidn, se muestran la expresion que determinan la referencia a seguir por la evolucién temporal
de o, y la expresion de su derivada temporal. Dichas definiciones, extraidas de [2], serdn fundamentales a la
hora de definir T,

_6G, [, 27
@, = 2 (r —3tf> [1(r) = 1(t —14)] (3.48)
2
. 60, |1 t
&, = T E - E [1(t) = 1(z —1;)] (3.49)

Noétese que en la ecuacion (3.48), cuando la maniobra de actitud llega a su fin, es decir, cuando transcurre
un tiempo 7, se tiene que &, = O, ; como deberia ser en concordancia con lo que se ha dicho anteriormente.
Por otro lado, remitiéndonos a [10], 1a razén por la que se toma la expresién (3.49) para definir la velocidad
angular es que esta se corresponde con la velocidad angular que permitiria pasar de una actitud a otra
empleando la menor energia posible.

Fijando que la velocidad angular de A alrededor del eje y, sea Q4 = @&, j4, si @, siguiera la evolucién
mostrada por la ecuacién (3.48), los ejes cuerpo (B) seguirfan exactamente a los ejes auxiliares, A, durante
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Figura 3.6 Evolucién temporal que se desea que tenga «,,, definida por la ecuacién (3.48).
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Figura 3.7 Evolucion temporal que se desea que tenga ¢,,, definida por la ecuacién (3.49).

todo el tiempo que dure la maniobra, de esta manera se consigue llegar a la actitud deseada. E1 momento
angular deseado del vehiculo en el sistema de referencia auxiliar sera H= I, ok, , donde I, es la inercia

=

longitudinal del vehiculo. Por tanto, la expresion del par de referencia, T, serd:

T,=Q,xH=T,i, (3.50)

siendo su médulo el indicado por la ecuacion 3.51.

_ 2
7,2 T =120 % [—<t> (1) =1t =1p) (3.51)
f f
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Como se puede ver en la expresion del médulo de 7, la evolucion que este sigue con respecto al tiempo es
parabdlica, al igual que la evolucién temporal de la velocidad angular que minimiza la energia en el paso de
una actitud a otra. Por otro lado, en las ecuaciones anteriores el término [1(¢) — 1(¢ — ;)] se identifica con la
funcion escalén que se extiende desde 7 = 0 hasta el tiempo que dura la maniobra 7 = ¢, por lo que fuera
de ese intervalo de tiempo el par de referencia seria nulo y, por tanto, solo se tendria contribucion de este
mientras se estd llevando a cabo la maniobra de actitud. En la figura 3.8 se puede visualizar lo anteriormente
comentado, para la maniobra definida al inicio de la seccién. Para la obtencién de la misma se han usado
como valores de los pardmetros los que aparecen en la tabla 3.1

0.25 —=

oz2p | |

015F| |

T, Nm

0.1 _| |

D.05 I |

0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000
t[s

Figura 3.8 Evolucién temporal de par de referencia T, considerando la maniobra definida y los valores de
los pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.

Par perturbador

La presencia de este par, al que se le denominard 7}, estd asociada de manera inherente al hecho de que,
como se ha dicho ya, los tethers se deforman debido a la presencia del viento solar. La introduccién del par
de referencia lleva asociada la existencia de un par de fuerzas alterador que actda sobre el vehiculo espacial.

Si se asume que todos los tethers tienen el mismo voltaje, la expresién analitica de fd viene dada por la
expresion (3.52):

T, =bNL*cv, InV2 (kg x 7) (3.52)

por lo que el médulo de dicho par serd

T, 2 ||T,| =bNL*Gv, InV2sina, (3.53)

Este par puede ser contrarrestado a través de una pequefia modulacién del voltaje eléctrico en el tether
mediante el pardmetro de disefio o, siendo dicha variable la que define la ley de control que permite modificar
la actitud de la E-sail. Esta ley de control se mostrara en la Seccién 3.8.3.

Dicho momento de fuerza depende del dngulo ¢, y como consecuencia de ello, este aparece cuando el eje
nominal de la vela y los rayos solares no estén alineados.

Su evolucion temporal se puede observar en la figura 3.9. Cabe decir, que dicha evolucién se ha obtenido
considerando la maniobra definida al inicio de la seccidn.
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Figura 3.9 Evolucién temporal de par perturbador 7}, considerando la maniobra definida y los valores de los

pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.

Par de control

Mediante la introduccién de este momento dindmico generado a través de la modulacién del potencial
eléctrico del tether, se consigue ajustar la actitud de la vela eléctrica. Este par es el que resulta de restar 7__"; y
TZ =—[|Tyl Jg. este Gltimo con signo menos para eliminar el par perturbador producido por el doblamiento
del tether. De tal manera queda que i o~ 7:";1 — ]_ii, desarrollando esta expresion se llega a la ecuacion (3.54)

2
L 6o |1t t . NL(ov,)?In2 . .
=L == =) | 1) =1t —tp))iy + ———sina, ] (3.54)
c tf tf (tf) /1A pwz nJA

Por tanto, el médulo de dicho par viene dado por la ecuacién (3.55).

2

2
N 36a, 2w | ¢ t N2LI?(ov,)*(In2)?
LI = | =z || ) | MO-1e-pl+ Tot ) (339
f f f p

Como se puede ver en la expresion (3.54), el par de control, que se encuentra situado en el plano nominal
de la E-sail, es una funcién explicita del tiempo, dado que T;l lo es, y ademds depende del dngulo de cabeceo
o, que variard a lo largo de la maniobra. Su evolucién temporal, teniendo en cuenta la maniobra definida al
inicio de la seccidn, es practicamente similar a la de 7, durante el tiempo de duracién de la maniobra debido
a que el orden de magnitud de 7} es considerablemente menor al de 7,,. Sin embargo, finalizada la maniobra
de actitud es 7; quien impone cual es la evolucién de 7,.. Todo esto se puede observar en la figura 3.10. Al
igual que para el célculo de T, y T, para el célculo de T, se han usado los valores que aparecen en la tabla

3.1 en relacién a los distintos pardmetros de la E-sail.



3.8 Maniobra de control 33

0.26 —=

0z2r | |

0151 |

Nm

1.

R [

0.05 I |

0 100 200 300 400 500 600 VOO 8O0 900 1000

Figura 3.10 Evolucién temporal del par de control 7., considerando la maniobra definida y los valores de los
pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.

Descansando sobre 7_2 y dispuesto ortogonalmente sobre €l estd situado el plano de control de la E-sail.
Este plano de control divide al plano nominal de la E-sail en dos semiplanos, estando ambos caracterizados
por dos niveles de tension diferentes. En esta tltima idea es en la que se basa la ley de control activo.
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3.8.2 Evoluciones temporales de las componentes del par de fuerzas total

A continuacidn, se muestran cual es la evolucién temporal de las distintas componentes ([&’, %, ], definidas
por las expresiones 3.45, 3.46, 3.47) que generan el momento de fuerzas total que actiia sobre la vela para
el caso en el que se considera la maniobra y los parametros de la E-sail definidos al inicio de la seccidn.
Cabe recordar, que estas componentes incluyen tanto la contribucién del momentos de fuerzas dado por la
modulacién del voltaje eléctrico, asi como los efectos de la deformacion en los tethers debido a la presion
dindmica del viento solar y el par causado por la fuerza centrifuga debida al giro de la vela.

0.25

0157 |

01y

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t [s]

Figura 3.11 Evolucién temporal de la componente & del momento de fuerzas total considerando la maniobra
definida y los valores de los pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.
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Figura 3.12 Evolucién temporal de la componente .% del momento de fuerzas total considerando la maniobra
definida y los valores de los pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.
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Figura 3.13 Evolucién temporal de la componente ¢ del momento de fuerzas total considerando la maniobra
definida y los valores de los pardmetros que aparecen en la tabla 3.1.

3.8.3 Ley de control activo

Para conseguir que el vehiculo espacial se desplace por el Sistema Solar es necesario la existencia de una
componente transversal del empuje que serd la que permita direccionar el vehiculo. Para ello, el plano nominal
de la vela eléctrica debe ser orientado de tal forma que se tenga un valor de ¢, pequefio, pero distinto de 0,
con el fin de que la E-sail siga manteniendo simetria axial. Con esta seccion, se pretende mostrar como la
actitud del vehiculo y, por tanto, ¢, pueden ser ajustados con el par 7, presentado anteriormente. Para esto,
se usardn los razonamientos deducidos en [2].

Como se dijo en la Seccion 3.8.1, la presencia del plano de control divide el plano nominal de la E-sail en
dos. Ambos semiplanos estdn sometidos a diferentes niveles de tensién. Dichos niveles de tension vienen
impuestos por la ley de control, de tal modo que el semiplano en el que se encuentra la proyeccion de 7 esta
sometido a un nivel de tensién mayor que el semiplano restante. Con esta modulacién lo que se pretende es
contrarrestar el par perturbador y generar la componente transversal del empuje requerida.

Antes de entrar a definir la ley de control, se establece que § = 8 (¢, a,) € [0, 27] es el dngulo que
define la orientacion del plano de control. Dicho dngulo es el formado por Y_i y el eje x, medido en sentido
antihorario desde x4, como se muestra en la figura 3.14 adaptada de [2].

Este dngulo estd definido por la ecuacion (3.56), y tiende a 7 cuando 7, tiende a 0.

Q .
arctan (Ta> si t< tr

z si t>tf

B= (3.56)

El valor de o, correspondiente a un tether genérico dependera del desplazamiento angular ¥, de este con
respecto al plano de control, dicho desplazamiento angular es:

hEor+§-p (3.57)

Por tanto, la ley de control resultante seria

oc—%5¢ si %el0, m)
o+%5< si yEelr, 2m)

(3.58)

donde A es el Ao requerido por unidad de 7); generado:
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Figura 3.14 Esquema de la maniobra de actitud con el par de control. Extriada de [2].

Ao 2sin(w/N)
1880 _ /N) 3.59
T, v,l*cosq, (3.59)

Como se puede ver en (3.58), se trata de una ley de control en bucle abierto, es decir, sin realimentacion,

puesto que la salida de la ley de control no es remitida de nuevo a la entrada como primera informacion,
permitiendo que esta se regule de forma independiente.

Por otro lado, el incremento del pardmetro de disefio en el semiplano en el cual se encuentra la proyeccién
de 7 viene dado por el término AL

¢, siendo esta misma cantidad la que disminuye este mismo pardmetro en el
semiplano restante. Ademads, el valor de ¢ para todos los tethers que se encuentran en un mismo semiplano
es el mismo, variando este tinicamente con el tiempo y con ¢,,.

3.8.4 Simulaciones numéricas

Con esta seccion, se muestra la evolucién de o, obtenida al integrar numéricamente, con el comando ODE45
de MATLAB, el sistema de ecuaciones diferenciales compuesto por las ecuaciones diferenciales cinematicas

(3.29) y las ecuaciones dindmicas de Euler (3.36), (3.37) y (3.38), que a continuacién se presenta, de esta
forma se reproducen y analizan los resultados del articulo que se ha usado como referencia ([2]).

fi=9=Q,cos0+Q sinb
fr=6=0Q,—(Q,cos0 —Q,sinb)tan¢
=¥ =(Q,cos0—Q sinf)secd

_¢ L—I, (3.60)
fa=Q, = tI, ngz+§

— L—1 F
fs :Qyz TQxQz+T

fGEQz:%
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Para ello se toman los siguientes valores de los pardmetros del sistema, siendo estos obtenidos de [2]:

I, =3I, = 3000 kg mz, L=2km, ®=0,0758 rad/s, N =16,V = 16,5kV, y V,, = 1 kV. Las condiciones
iniciales son ¢(0) = 6(0) = y(0) = Q, = Q, =0y Q, = @. Por otro lado, los valores elegidos para &, y
tfson: &, =5y t;=120s.

Ademds, esta evolucion es comparada con la evolucién que seguirfa ¢, al resolver el mismo sistema de
ecuaciones, pero eliminando las perturbaciones existentes e imponiendo que el tinico momento de fuerzas
aplicado fuese el obtenido al exigir que la velocidad del sistema en las ecuaciones dindmicas de Euler sea
Q, = @&, j,, donde &, viene dada por la ecuacién (3.49). Se considera que la evolucién que aqui se obtiene
es la ideal, es decir, la que seguirfa ¢, sin ningin tipo de perturbacion. El proceso seguido para obtener el
par anterior se muestra a continuacion:

LQ 4 (I, —1)QQ =M, (3.61)
LQ + (I, —1)Q,.Q =M, (3.62)
L+ (L,—1)Q,.Q, =M, (3.63)

Teniendo en cuenta que tanto Q, como , son nulas y que Q, = @, la tinica componente del momento de
fuerzas distinta de 0 seria M,, cuya expresion es:

M, =1,

60, |1 21
: Lf_’%] [1(r) = 1(r —14)] (3.64)

Por lo que las ecuaciones dindmicas de Euler a integrar junto con 3.29 quedarian:

. I —1
Q. = 11, 10,0, (3.65)
I—1 6a,, |1 2t
0, =="0.0, tf e INORS (G ) (3.66)
: rolr
0. =0 (3.67)
6
5 /4.- ——— — -
“ /
by g" Ideal
- ar Vi Con perturbaciones
& 7
/
2 /
/
."{
/
! /
/;
o L= . .
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Figura 3.15 Evolucién ideal (azul) de ¢, junto con la evolucién considerando perturbaciones (rojo) de o,,.
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Figura 3.16 Evoluci6n temporal de ¢, 6 y y para la maniobra correspondiente a o, ; = 5°.

En la figura 3.15, se puede ver la evolucion, considerando perturbaciones, de ¢, en comparacién con la
evolucién ideal, refiriéndonos por evolucién con perturbaciones a la evolucién obtenida al resolver integra-
mente el sistema de ecuaciones compuesto por (3.29), (3.36), (3.37) y (3.38). En ambos casos, se ha tomado
un tiempo de simulacién mayor al de 2 minutos para verificar que el comportamiento de la vela eléctrica es
capaz de mantenerse en la actitud final propuesta mediante la ley de control que se indic6 en la Seccién 3.8.3.

Como puede observarse, las dos evoluciones son practicamente coincidentes desde que se inicia la maniobra
de actitud hasta que se finaliza. Sin embargo, mientras que en la evolucién ideal ¢, es capaz de mantenerse
perfectamente en la actitud final deseada transcurrido un tiempo de 2 minutos, en la evolucién normal ¢,
tiene un comportamiento oscilatorio alrededor de un valor muy préximo al dngulo deseado que es de 5°.
Se muestran ademds las evoluciones temporales de las distintas variables de estado del problema en las
figuras 3.16 y 3.17, y de las potencias de control en la figura 3.18
Como se puede ver la evolucién de y es periddica en todo instante de tiempo, esto es debido a que la vela
estd constantemente girando alrededor de su eje de giro, siendo este el eje zz. Por otro lado, las evoluciones
de ¢ y 0 tras un periodo de tiempo, que coincide con la fase en la que se realiza la maniobra para llegar a la
actitud deseada, alcanzan también una periodicidad en sus evoluciones.

Es interesante resaltar que debido a la presencia del par perturbador y a la componente ¢ del par total en

el eje zp, se produce una pequefia variacién de _ que hace que @, no se mantenga oscilando en ese valor
proéximo al deseado, sino que su valor decae al aumentar el tiempo de integracién, como se indica en [2] y
como se puede ver en la figura 3.19. Por lo que se concluye que la ley de control presentada en la referencia
[2], si bien funciona razonablemente bien para intervalos de tiempo cortos, si queremos que el vehiculo
espacial se mantenga en una determinada actitud un periodo de tiempo mayor como puede ser una hora, esta
ley de control no es muy efectiva, ya que, el comportamiento de ¢, seria mejor en el caso de que no hubiese
ley de control aplicada, lo que se corresponderia con un valor de o, = 0 y por tanto, con un valor nulo de ¢.
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Figura 3.17 Evoluci6n temporal de las velocidades angularespara la maniobra correspondiente a @, = 5°.
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Figura 3.18 Evoluci6n temporal de las variables de control para la maniobra correspondiente a o, = 5°.
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Figura 3.19 Evolucién de a,, con ¢ nulo (rojo) y con ¢ no nulo (azul)..



4 Aplicacion del control LQR

on este capitulo, se pretende mejorar la ley de control propuesta en la referencia [2]. Tal y como se
muestra en la Seccion 3.8.4 la ley de control propuesta en [2] presenta algunos aspectos mejorables,
entre ellos: la eliminacién de las oscilaciones que se producen cuando se llega al régimen permanente y la
estabilizacion de la vela en la actitud final deseada pues el valor de o, decae con el tiempo, como se ve en la
figura 3.19. Para ello, primero se lleva a cabo un proceso de adimensionalizacién de todas las variables del
problema. Posteriormente, se lleva a cabo la linealizacion del sistema de ecuaciones diferenciales (3.60). Por
dltimo, se presenta el control LQR tanto de horizonte infinito como de horizonte finito que se usara para
obtener las ganancias que definan la nueva ley de control.

4.1 Adimensionalizacion del problema

Para evitar la proliferacion de valores muy elevados que oculten posibles errores que se cometan durante el
proceso, se llevard a cabo un proceso de adimensionalizacién. De esta forma aseguramos que las simulaciones
numéricas realizadas son correctas pues los valores de las variables que intervienen no son elevados y de
esta manera no se estdn ocultando errores que pueda haber a lo largo del proceso. Para ello, previamente se
mostrardn las variables adimensionales a utilizar y posteriormente, se presentard como queda el sistema de
ecuaciones (3.60) adimensionalizado.

4.1.1 Variables adimensionales

Se presentan a continuacién las variables adimensionales que se usardn a lo largo del desarrollo de este
capitulo, y por tanto para definir la nueva ley de control. Las variables son las siguientes:

0,=—, O,=—, O =— 4.1)

r, =% (4.2)

t'=w-t 4.3)

siendo o la velocidad de giro nominal de la vela solar eléctrica , como se expuso ya con anterioridad, y
estando ¢ definido por la ecuacién (3.35), mientras que o}, viene dada por las expresiones (3.58). Hay que
tener en cuenta que los dngulos de Euler son ya adimensionales, por lo que no se introducen variables para
ellos.

4.1.2 Sistema de ecuaciones adimensionalizado

Teniendo en cuenta las variables adimensionales definidas en (4.1), (4.2) y (4.3), y aplicando la regla de la
cadena se llega a que:

do do drt  dg
ar _dr ar _dar © 4.4)

4
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dQ, dQ, do, dt*  , do,

X —_

d de, dr ar ¢ ar

4.5)

Procediendo de igual manera para el resto de variables de estado, el sistema definido en (3.60) en su forma
adimensional quedaria de la siguiente manera:

flE%-a):ar(a)xcosG—&-szine)
sz%.w:a)y-w—a)~(a)zcose—wxsin9)tan¢
fgz37",{40:w'(wzCOSG*waine)Squ)

f= £ = Lffﬁx o= I,;tlZ .wzwywer% 4.6)
fo=GF 0 =1

donde las componentes del par de fuerzas total, mostradas en las expresiones (3.45), (3.46) y (3.47);
quedarian de la siguiente forma introduciendo la variable adimensional de control:

& =ul’T, o |b; sina,[cos(8, — &) sin§; (In8 —2) —sin S, (In4 — 1)] + COS“”ZSIHC,(:| 4.7

F, =ul*T, 6 |b;sina,[cos S, (In4 — 1) —cos(5, — &) cos§, (In8 —2)] — cosocnzcoka] (4.8)

sin(8, — &) sina,
2

G, = ul’Tyo 4.9)

4.2 Division en fases del problema. Linealizacion

En el presente apartado se presentan las ecuaciones resultantes de linealizar el sistema de ecuaciones
diferenciales adimensional (4.6). Este proceso de linealizacién se realiza con el objetivo de poder aplicar el
método LQR que nos permite obtener la ley del control 6ptimo, y asi mejorar los resultados mostrados en la
referencia [2].

La linealizacion se hace en torno a la trayectoria de equilibrio en cada una de las fases de las que se
compone el problema: una primera fase de tracking, donde el sistema dindmico se encuentra realizando la
maniobra que le permite pasar de una actitud inicial a una final y una segunda fase de regulacién donde las
variables del problema llegan a régimen permanente y se mantienen en los valores que se desean tener al
finalizar la maniobra de actitud. En el presente proyecto, primeramente se ha resuelto la fase de regulacién y
posteriormente la de tracking, con el objetivo de comprobar primeramente si la vela solar eléctrica era capaz
de mantenerse en la actitud deseada durante una cantidad considerable de tiempo.

4.2.1 Valores de referencia

Valores de referencia en la fase de regulacion

Los valores de referencia aqui mostrados, se obtienen del equilibrio del sistema, siendo este un equilibrio
dindmico pues la vela al final de 1a maniobra sigue girando alrededor de su eje. Estos valores son los valores
que tienen que tener las distintas variables del problema para que la actitud al final de la maniobra sea la
deseada. Dichos valores, ademads, deben verificar las ecuaciones diferenciales que componen el sistema de
ecuaciones (4.6). Es por ello, que el valor de referencia de algunas de las variables se obtiene a partir de
dichas ecuaciones.

Teniendo en cuenta la situacién de partida definida en la Seccién 3.2; la expresion (3.12) de la matriz
DCM, que permite expresar un vector definido en ejes inerciales I en ejes cuerpo B y la definicion de los
pardmetros o, y 9, de la Seccién 3.1, se llega a las expresiones:
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cos o, = cos 0 cos ¢ 4.10)
sind, sin oy, = sin¢ 4.11)
cos 8, sina, = —sin O cos @ (4.12)

Por lo que si fijamos que Oc,ﬁef = 5°, que es la actitud que queremos mantener al final de la maniobra
y tenemos en cuenta la expresion (4.10), podriamos fijar que @, ;= 0° y, por tanto, obtendriamos que
O, = o’/ El valor de referencia de §, se podria obtener ficilmente de la expresién (4.11) o de la (4.12),
y este seria 8¢/ = 180°. Una vez hecho esto, considerando la expresién f, del sistema (4.6) y teniendo en
cuenta las imposiciones anteriores con respecto a ¢, y a 6, se deduce que @, ;= 0. Por otro lado, si
imponemos que @, ;= 1 de la ecuacion f; del sistema (4.6) obtendriamos que el valor de referencia de la
velocidad angular en el eje xz adimensionalizada es @, = —tan 8, - Por tltimo, para obtener el valor de
referencia de la variable de estado y se recurre a la tercera ecuacion del sistema (4.6), en la que sustituyendo
los valores de referencia de las variables anteriores se llega a que V,,; = @/ cos 0, por lo que integrando
se tendria que Y,,p = @ -1/cos 6, .

A modo de resumen, se muestran a continuacién los valores de referencia de las distintas variables de
estado adimensionalizadas

(Pref 0 i
eref (X;;ef
% Veep | _ | @-1/cos 6, 4.13)
ref o, ; —tan6,, y ’
wyref 0
a)zref 1

Con el procedimiento seguido para el cdlculo de los valores de referencia en la fase de regulacion es posible
asegurar que dichos valores son vélidos para el proceso de linealizacion, pues satisfacen las ecuaciones del
problema (4.6).

Por otro lado, para obtener los valores de referencia de las variables de control, f,e rs S€ minimiza la
siguiente funcion

fO) =03+ +03+...+T%, (4.14)

pero teniendo en cuenta que, dichos valores tienen que satisfacer las ecuaciones dindmicas de Euler, siendo
estas las expresiones fy, f5 y fg del sistema (4.6) ya adimensionalizado, lo que supondrdn restricciones a la
hora de resolver el sistema de ecuaciones resultante. Ademads, dichas ecuaciones deberan ser particularizadas
para los valores de referencia ya calculados anteriormente, por lo que, los términos correspondientes a las
derivadas de las velocidades angulares en las ecuaciones dindmicas de Euler serian nulos. Por tanto, las
restricciones a las que estarfa sujeto el sistema serian
(I')rxef-l-&'),ef:D-F,ef (4.15)
donde I seria la matriz de inercias del sistema, mientras que, D serfa la matriz de coeficientes de las
variables de control, estando esta particularizada para los valores de referencia. Teniendo en cuenta esto el
sistema (4.15) un poco mds desarrollado seria

0 -0, O L 0 0 Oy, B
o, 0 -o -0 0o [=DI, (4.16)
- wyref wxref O 0 O IZ Zref
La matriz D tendria la siguiente forma
dyy diy
D= |dy .. dyy 4.17)
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identificando a N con el nimero de tethers en la vela solar eléctrica y siendo los valores de los elementos
de la matriz D los a continuacién mostrados:

L2 ref
dy = vwizc {b, sin o/ [cos(87¢ — &) sin&, (In8 —2) — sin &7/ (Ind — 1)] + Cosazsmc"] 4.18)
v, L2 o ~ » - cos o’/ cos ¢,
dyy, = ”T [b, sino*/ [cos 87/ (In4 — 1) — cos(87¢/ — ;) cos & (In8 —2)] — "2} (4.19)
d v, [F o [sin(87 — &) sino/ 4.20)
3k — w2 2 .

Dichas componentes de la matriz D son valores constantes, debido a que los valores de referencia de las
variables de estado del problema lo son en la fase de regulacién (excepto y, pero esta variable no aparece en
ninguna expresion).

Las expresiones resultantes del sistema (4.15) serian

G,(T ref) =dip Ty Jrdlz Dyres 4. 4diy- FNfl (L-L)o,0.=0
Gy (Tpp) = dyy - T Fbdyy T 4 dyy T - —L)o,0,=0 4.2D)
G4(T ref) =ds; - Fre +d3 T ref+ Fdyy T refl =0

Para minimizar la funcién (4.14) sujeta a las restricciones (4.21), se usa el teorema de los multiplicadores
de Lagrange. De tal forma que el sistema a resolver para hallar los valores de referencia de las variables de
control es el siguiente

af(liref) — K aGl( ref) aGZ( )ef) aG"ﬁ( ref) — O
arg?  NUargm T 2o B o
af(l:ref) aGI (fref') an( rcj) aG3 (frej')
- —xK L — K —-K =0
al—‘qej 1 al—‘qej 2 arrej 3 aI—JILf
a/(Fref) aGl<liref> aGZ( ref) 803(frej') _ O (422)
ores — K ores - R 3rrc j - K3 orel -
N-1 N-1 N=1
G] (Eref) =0
GZ(l:ref) =0
GS (Fref) =0

donde [k, &, k3] son los multiplicadores de Lagrange. El sistema (4.22) se trata de un sistema de
N+3 ecuaciones con N+3 incdgnitas (variables de control adimensionales y multiplicadores de Lagrange)
completamente lineal, por lo que se puede resolver mediante la aplicacién de la eliminacién gaussiana y la
posterior sustitucion regresiva. Ademas, se puede asegurar que la solucién obtenida se trata de un minimo,
pues segiin como se ha definido la funcién f (f), su matriz diferencial segunda, particularizada en la solucién
del sistema, es definida positiva.

Al obtener los valores de referencia de las variables de control de esta manera, lo que se pretende es
repartir el control de una manera relativamente equitativa entre los distintos tethers que componen la vela
solar eléctrica.

Valores de referencia en la fase de tracking

Esta fase es la que identificamos con el periodo durante el cual el sistema dindmico estd realizando la maniobra
para pasar de la actitud que tenfa inicialmente a la deseada o final, es decir, como la fase transitoria.

La forma de obtener los valores de referencia aqui serd similar a la seguida en la fase de regulacién, con
la tnica salvedad de que ahora muchos de esos valores dependeran del tiempo, pues el sistema atin no ha
alcanzado su equilibrio dindmico.

Recordando que la expresion (3.48) de «, era la que permitia pasar de una actitud a otra empleando la
menor energia posible si el giro se produce alrededor de un eje de simetria del cuerpo y se tiene un actuador
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que genera el par de giro como ocurre en el caso que nos ocupa, parece buena razén para tomar dicho valor
dependiente del tiempo como el valor de referencia de o, durante la fase de tracking. Por tanto, se tiene que

, 60 *)3
)= 35 ((z*f 3 ) 1) 16" —1) @.23)

donde ya se ha introducido la varible temporal adimensional.
De igual forma a como se hizo en la fase de regulacion, se fija que ¢,,, = 0, de esta manera mediante la
expresion (4.10) se obtiene que 6, = o/, por lo que

6 *\3
0us10) = 5 ((r*f 3 ) 1) =161 @24)

El valor de referencia de J, se obtiene de igual forma que en la fase de regulacion y el resultado es el

mismo.

De la segunda expresion del sistema (4.6), teniendo en cuenta los valores de referencia de ¢,, ¢ y de 6,,; se
deduce que

o, (*)=6, _ 8%y (. () (1) = 1(t* —13)] (4.25)
Yref f ( t ; ) 2 t;? f

Por otro lado, fijando que @, ;= 1, el valor de referencia de @, se puede obtener de la primera expresion
del sistema (4.6). Dicho valor es

@, (") = —tan(6,,, (")) (4.26)

Por ultimo, el valor de referencia de la variable de estado y se obtendria de forma andloga a la hecha en la
fase de regulacion y su valor es el mismo.

Por tanto a modo de resumen, igual que se hizo anteriormente se muestran los valores de referencia para
las distintas variables de estado durante la fase transitoria

¢ref (t*) 0 %
eref(t*) (Xn(l )
o | W) ] 1"/ cos(6,,(1"))
Xef() = o, )| 7| —tan6 ) 4.27)
@y, (1) B0s ()
wzrej (t ) 1

Para obtener los valores de referencia de las variables de control en esta fase, se procede de igual manera
que en régimen permanente. Es decir, se minimiza la funcién (4.14) pero teniendo en cuenta que ahora las
variables de control dependen del tiempo, no son constantes. Ademds, estos valores deben seguir satisfaciendo
las ecuaciones dindmicas de Euler, por lo que, al igual que antes, suponen restricciones a la hora de resolver
el sistema. Sin embargo, ahora en estas ecuaciones no solo aparecerian los términos giroscépicos, sino que

también aparecen el término asociado a las derivadas temporales de las velocidades angulares en la referencia.

De esta forma las restricciones a las que esta sujeto el sistema son

I- @+ @ 1-@yp = D(17) Ty (4.28)

La matriz D tendria la misma estructura que antes pero ahora sus componentes dependen de la variable
temporal adimensional como a continuacién se muestra

2
_v,L°o

cos(ar/ (t*)) sin ¢,

dy (1) = = by sin(o* (t*))[cos (8¢ — &) sin§, (In8 —2) —sin 8"/ (In4 — 1)] + 5

(4.29)



46

Capitulo 4. Aplicacion del control LQR

2 ref (%
dz,{(z*):vvsw# by sin(0®f (1)) cos 87/ (Ind— 1) — cos(87f — &) cos & (In§ —2)] — “25L% g )) cos
4.30)
2 : ref . ref (%
d3k(l*): Vvs(f)‘zo- SlI’l((Sn Ck)zsnl(an (t )) (431)

Por tanto, expresiones resultantes del sistema (4.28) serfan

G1(fref7f*) =dy (") ‘Fref‘i‘du(t*)'r1ref+~~-+d11v(t*) '1"51:1 ~(L—-L)o,o —Ld,=0
Gy (Trepst”) =dy (1) -T Lol +dy (1) - T 4 doy(t )F;\?il_(lt_lz)wywz_lrwy:o (4.32)
G (T %) = day (1) T (o) T 4 day () T — Lo, =0

7z

De igual forma que antes, para minimizar la funcién (4.14) sujeta a las restricciones (4.32) se usa el teorema
de los multiplicadores de Lagrange. Por lo que el sistema a resolver es el siguiente

afa:ref) aGl( ref st ) aGZ( ref st ) aGS( refs! )
ol — K arref — K arref — K3 orel -
0 0
afa:ref) aGl(f‘refﬂt*) an<f‘V€f‘rt*) aG3<f‘ref7t*> _ 0
F} Fref - M or’e f ) or’e f -3 arre f -
1 1 1 1
afa:ref) aGl( ref[ ) aGZ( refs ! ) aG3<f‘ref7t*> _0 (433)
ores — K arrc f —K arref —K ores -
N-1 - - N-1
Gl(l:refa ) 0
GZ(I:refﬁ ) =0
Gs (Frefv ) =0

Al igual que antes se trata de un sistema de N+3 ecuaciones con N+3 incégnitas, completamente lineal.
La principal diferencia con la fase de regulacion es la dependencia que se tiene con respecto al tiempo que
obligard a resolver el sistema (4.33) en cada instante de tiempo hasta que se complete la fase de tracking, es
decir, hasta que finalice la maniobra de actitud, por tanto, los valores de referencia de las variables de control
son diferentes en cada instante. Esto se realizard de manera previa, es decir, el sistema no se resolverd durante
tiempo real mientras se ejerce el control, pues como se verd en el apartado 4.3.2 el control LQR de horizonte
finito se resuelve desde el futuro hacia el presente.

4.2.2 Sistema de ecuaciones adimensional linealizado

Para llevar a cabo el proceso de linealizacion, es necesario derivar cada una de las ecuaciones, que componen
el sistema de ecuaciones diferenciales (4.6), con respecto a las variables de estado (dngulos de Euler y
velocidades angulares) y con respecto a las variables de control, estando estas en su version adimensional.
Las derivadas de las ecuaciones con respecto a las variables de estado adimensionales se almacenan en una
matriz denominada A, mientras que las derivadas con respecto a las variables de control adimensionales se
almacenan en una matriz denominada B. Dichas matrices se particularizardn para los valores de referencia de
las variables del problema. Estos valores de referencia se corresponden con los valores de las variables del
problema que se desean tener en cada instante de tiempo. Dichos valores deben satisfacer cada una de las
ecuaciones diferenciales que componen el problema. Adicionalmente, se realiza un cambio de variables en el
que se sustituyen las variables originales del problema por unas incrementales, definiéndose estas como la
desviacion de las variables del problema de su referencia. El producto entre las matrices A y B, anteriormente
indicadas por las correspondientes variables incrementales es el que proporciona las ecuaciones diferenciales
linealizadas.

Sistema de ecuaciones adimensional linealizado en la fase de regulacion

La expresion linealizada del sistema de ecuaciones (4.6) en régimen permanente viene dada por:



4.2 Division en fases del problema. Linealizacion

47

. o
55

T - ofX. .l .
a;‘?? ref)6x+ f( reé rej)5l_, (434)

donde X es el vector compuesto por todas las variables de estado adimensionales y el compuesto por
todas las variables de control adimensionales, es decir:

(0
0 T,
=Y = : (4.35)
@, .
o, Iy
wz

En concordancia con lo que se dijo al inicio de la Seccién 4.2.2, se tienen las siguientes igualdades

3f( ref re/) af( n/a ;ef)
A=—""0x YB=""iF

. Por 1o que ambas matrices tendrian la siguiente forma:

afl( ref 1ﬁref) afl( ref ref) afl( ref s F)ef) afl( ref 1ﬂref) afl( ref ref) afl( ref ref)

¢9¢ 8 81;/ acoA 8(»,, Bwq
afZ( refs rref) afZ( refs raj) afZ( ref 1—‘ref) afZ( refs ref) afZ( refs Frej) af2( ref ref)
<9¢ 8 81;/ acox 8(0), 8(07
f3Krer Lres) 03 KierLrer)  0/3Kreplrer)  03KrepLrep)  0KrepTrer)  0fsKres Trer)
A— a¢ 89 811/ acox 8(0) Ba» (4.36)
‘9f4< n/rrc[) 3f4( ref s nf) 8f4( ref rre/) ’9f4< refs 1—‘re/) (9f4( refs an) 3}‘4( ref rn/) ’
a¢ 86 81// 8wx Bw} Bw-
afS( ref rref) afi( ref lef) afS( ref s ref) afS( ref rref) afﬁ( ref » Fref) afS( ref > rref)
3¢ 39 81// 8cox 3@ aw,
af()( refs I‘r('f) afé( ref s 1_‘ref) afG( ref ref) aff)( ref rref) a](6( refs 1_‘ref) af6( ref s F)ef)
¢ a0 Jy dy Jdwy da,
afl( refs Fref) 9f1( ref rre/)
8F0 e BFN 1
B= : : (4.37)
af6()?ref¢fref) af6( ref s ref)
dly e Ily_1

Por otro lado, 5X y ST son las variables incrementales, que se definen como la desviacién de las variables
del problema respecto de sus valores de referencia

X =X-X,; 6 =T-T,; (4.38)

Por tanto, el sistema de ecuaciones linealizado tendria la siguiente forma

85X = ASX + BST (4.39)

Como se puede ver, ni A ni B dependen del tiempo, ya que, ninguno de los valores de referencia dependen
del tiempo excepto Y, r, sin embargo, esta variable no aparece en ninguna de las ecuaciones que componen
el sistema (4.6), por tanto, las derivadas que aparecen en A con respecto a dicha variable son nulas. Este
motivo es el que permite la utilizacién del control LQR con horizonte infinito, que se presenta en la Seccién
4.3, para la obtencién de la nueva ley de control en la fase de regulacion.

Sistema de ecuaciones adimensional linealizado en la fase de tracking

En esta ocasion, la expresion linealizada del sistema de ecuaciones (4.6) es la siguiente

af()?ref(t*)7rref(t*)) 6)—(* + af()?ref(t*)?rref(t*))
X ar

donde se muestra la dependencia con el tiempo adimensional tanto de las variables de estado como de

Of Rye (1) Ty (7))
X y

5X = oT" (4.40)

las variables de control. Al igual que antes, se tiene las siguientes igualdades A(t*) =
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B(t*) = w donde ahora tanto A como B dependen del tiempo. La forma de ambas matrices

es la siguiente

afl()—(‘ref(t*)fref(t*)) afl( nf( ) f(t*)
R —aw
9f2( re/'(t*)»rref(t*)) 9.fz(xnf( ) :e/( ))
g Tor
af?( rej(a) ref(t*)) af?( re/(a ) ref ))
w_ | T el o
AW =1 Ry () ey 7)) D fu(Frey (1) ey 1)) “@.41)
7 To-
8f5< ref( ) ref(t*)) afS( ref(t) ref( ))
I S To-
af6<Xref(t*)Arref(7*)) afﬁ(Xref( ) ref( ))
Y —
8fl( ref( ) ref(t*)) 8fl( ref( ) ref(t*))
aT, Ty,
B(t") = : : (4.42)
6f6<)?re_f(t*)ﬁf‘re_f([*)) ‘9f6< ref( ) ref(t*))
aly dly_1
El sistema de ecuaciones adimensional y linealizado en esta fase seria
5X = A(r")8X + B(1)8T (4.43)

Dada la dependencia de A y de B con el tiempo en la fase transitoria en la que se estd realizando la maniobra
para alcanzar la actitud final, en esta ocasion, a diferencia del régimen permanente, no es posible aplicar el
control LQR de horizonte infinito y hay que recurrir al control LQR de horizonte finito que se define en la
Seccién (4.3).

4.3 Control LQR

El control LQR (Linear Quadratic Regulator) se trata de un método de control 6ptimo que pretende controlar
un sistema dindmico al minimo coste posible y asegura la estabilidad del sistema en lazo cerrado a través de
ganancias de realimentacién. Este método, lo que pretende es minimizar las desviaciones de los valores de
las variables del problema respecto a los valores deseados, es decir, los valores de referencia mostrados en la
Seccion 4.2.1. De esta forma, se pretende determinar aquellas ganancias que minimizan estas desviaciones
no deseadas. En concreto, se usard el control LQR con horizonte infinito para la regulacién pues, como se ha
dicho anteriormente, las matrices A y B del sistema no dependen del tiempo. Sin embargo, para la fase de
tracking serd necesario el uso del control LQR con horizonte finito, pues las matrices A y B resultantes de la
linealizacién si que dependen del tiempo. Para presentar ambos modelos nos basaremos en la referencia [10].

4.3.1 Control LQR de horizonte infinito

Con el control LQR de horizonte infinito lo que se pretende es encontrar una ley de control con realimentacién
que minimice el siguiente potencial
[ —o00
J= (6XT (1) Q8X (1) + 8T (t)RST (t))dr (4.44)
=0
siendo Q y R dos matrices definidas positivas que representan los pesos asignados a las variables de estado
y a las de control respectivamente. Ademds, su seleccion determina en gran medida la calidad del controlador.
Estas matrices han sido elegidas mediante un proceso de prueba y error, y son las siguientes

100000 1000 00
010000 010000

oo 1000 1 loo 1000

=lo o0 10 o ®=v2 10 00 1 0 0 (445)
000010 000010
000001 00000 1

La ley de control 6ptima que minimiza el potencial mostrado en (4.44) es
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8T = K6X (4.46)
desarrolldndola un poco més se tiene que
I=T,,+KX-X,) (4.47)
donde la ganancia K se encuentra de la siguiente manera

K=-R'BTP (4.48)

siendo P la matriz resultante de hallar la solucién de la Ecuacién Algebraica de Riccati que se muestra a
continuacién

O+ATP+PA—PBR'B"P=0 (4.49)

Dicha ecuacion solo es resoluble si el sistema es controlable. Para ello, la matriz C=[B AB AZB A’BA*B

A’B] debe ser de rango completo. En nuestro caso, en el que se tienen 16 tethers se satisface dicha condicién.

La ley de control recogida en (4.47) estd compuesta por una referencia a seguir y una realimentacion que
tiene como fin corregir las desviaciones que se producen con respecto a los valores de referencia. Esta es
la nueva ley que se le aplica al sistema en la fase de regulacién con el fin de eliminar las oscilaciones que
aparecen en el régimen permanente al aplicar la ley de control mostrada en la Seccién 3.8.3.

4.3.2 Control LQR de horizonte finito

Con el objetivo de mejorar el comportamiento de las variables durante la fase de tracking se introduce este
control en el transitorio. Ademas, al realizar esto se recupera el poder de decision en cuanto a la fijacién
del tiempo en el que se quiere llegar a la actitud deseada. Por tanto, se aplica la ley de control conseguida
mediante el control LQR con horizonte finito durante la fase transitoria y posteriormente se pasa a aplicar la
ley de control obtenida con el control LQR de horizonte infinito que se mostré en la Seccién 4.3.1.

En contraposicion al control LQR con horizonte infinito, este método se usa en la practica cuando las
matrices A y B resultantes de realizar el proceso de linealizacién dependen del tiempo, en nuestro caso en la
fase de tracking como se indic6 en la Seccion 4.2.2.

Esta variacién de A y B con el tiempo hace que la solucidn se complique y que, por tanto, sea necesario un
método mds avanzado para poder obtener una nueva ley de control.

El método LQR con horizonte infinito se basa en buscar, una ley de control 5f(t) con realimentacién que
minimice el siguiente potencial

J = /0 T(a;?T(t) Q58X (1) + 8T (t)RST(1))dr + 8X™(T) Q, SX(T) (4.50)

siendo O, Ry Q;, matrices definidas positivas que se identifican con los pesos asignados a las distintas
variables del problema, Q el peso asignado a las variables de estado, R el peso asignado a las variables
de control y Qy;, el peso asignado al estado final. Al igual que en el control LQR de horizonte infinito, la
eleccion de Q, Ry Q;, determina en gran medida la calidad del controlador. En este caso las matrices Q' y R
se definen de la misma forma que en la Seccion 4.3.1, mientras que Q y;, seria la siguiente

1 00000
01 0000
001000

%in=10 00 1 0 0 @50
000O0T1O0
00000 1

A diferencia del método LQR con horizonte infinito, este método al ser de horizonte finito, no requiere la
hipétesis de controlabilidad, es decir, no es necesario que la matriz C, definida anteriormente, sea de rango
completo. Sin embargo, puede haber problemas para obtener resultados si hay pérdida de controlabilidad en
algtn instante de tiempo, como bien se indica en [10].

La ley de control que minimiza el funcional mostrado en (4.50) es la siguiente
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ST =K(r) 86X (4.52)

desarrollandola un poco maés se tiene que

L=T,,+K(6)(X-X,/) (4.53)

donde la ganancia K(¢) se encuentra de la siguiente manera

K(t)=—R ' (t)B(t)TP(r) (4.54)

siendo P(¢) la matriz resultante de resolver la Ecuacién Diferencial de Ricatti que a continuacién se muestra.
Dicha ecuacion es siempre resoluble pero no se puede resolver por los métodos convencionales del cdlculo
diferencial. Ademads, no se puede resolver en tiempo real, sino que hay que resolverla desde el futuro hacia el
presente pues la condicién de contorno estd dada en el instante final (actitud final).

—P=AT(t)P(t)+P(t)A(t) = P(t)B(t) R (t) B" (1) P(1) + Q(t), P(tf)=Qp (4.55)

La ecuacioén (4.52) define la ley de control que se aplica en la fase transitoria, durante la realizacion de la
maniobra. Al igual que antes en la fase de regulacion dicha ley de control estd compuesta por una referencia
a seguir y una realimentacion que pretende minimizar las desviaciones que se produzcan respecto a los
valores de referencia. La principal diferencia ahora en relacion con el régimen permanente es que se tiene
una dependencia con el tiempo tanto de la ganancia como de los valores de referencia.

4.4 Resultados al aplicar el Control LQR

4.41 Resultados al aplicar el control LQR de horizonte infinito

A continuacién, se muestran los resultados obtenidos, con respecto a las variables del problema sin adi-
mensionalizar, en las simulaciones numéricas al aplicar la ley de control (4.47) durante todo instante de
tiempo.

r'|:|_I [deg]

0 200 400 600 BOO 1000 1200
t|s

Figura 4.1 Evolucion temporal de a, aplicando en todo instante de tiempo la ley de control (4.47).

Como se puede ver en la figura 4.1 tras un transitorio la variable ¢, alcanza el valor deseado de 5°, que se
fijo al inicio. Se ha logrado el primer objetivo que era el de eliminar las oscilaciones que se producian en
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Figura 4.2 Evolucién temporal de ¢ (azul) y 6 (rojo) aplicando en todo instante de tiempo la ley de control
(4.47).
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Figura 4.3 Evolucién de temporal de y aplicando en todo instante de tiempo la ley de control (4.47).

dicha variable al alcanzar el régimen permanente. Ademads se puede ver como ¢, se mantiene en dicho valor,
no decae con el tiempo, algo que si ocurria al aplicar la ley de control de la referencia [2].

En la figura 4.2, se puede ver como también las variables ¢ y 0 se estabilizan en torno a sus valores de
referencia tras el transcurso de un cierto periodo de tiempo. Ademads, se puede observar como la evolucién de
0 es practicamente la misma que la de «,, algo l6gico pues se habia fijado que durante la fase de regulacion
ambas variables tomasen el mismo valor de referencia.

Por otro lado, en la figura 4.3 se ve como la evolucién de y es periddica debido al valor de referencia
de esta variable, que se tomd en la fase de regulacién. Dicho valor era dependiente del tiempo y es esa
dependencia la que produce la periodicidad que se observa.

Como pasa con el resto de variables de estado, las velocidades angulares alcanzan los valores de referencia
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Figura 4.4 Evolucion temporal de las velocidades angulares aplicando en todo instante de tiempo la ley de
control (4.47).

fijados en la fase de regulacién tras un periodo transitorio, siendo estos valores una vez se deshace la
adimensionalizacion @, 0= 0,0758 rad/s (valor que se fij6 en la Seccion 3.8.4), o, =0y @,
—o-tan6,,, como bien se observa en la figura 4.4. ‘

f ref

Por ultimo, en la figura 4.5 se puede ver la evolucion de todas las variables de control para el caso en el que
se tienen 16 tethers. Como se puede observar el control ha quedado relativamente repartido con equidad entre
los distintos tethers. Ademads, dichas variables también se estabilizan en sus valores de referencia cuando
las variables de estado lo hacen, pues si se observa la ley de control (4.47) el término correspondiente a la
diferencia entre los valores de las variables de estado y sus valores de referencia se anularia, y por tanto, las
variables de control serfan iguales a sus valores de referencia.

) x101 :0
1

T [

1.5 II\\-;’;_.-'____ aj
1 Iﬁ'ﬁ\ B i
! 2

:: . i
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200 400 600 800 1000 1200 1400

Figura 4.5 Evolucién temporal de las variables de control aplicando en todo instante de tiempo la ley de
control (4.47).
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4.42 Resultados al aplicar Control LQR de horizonte finito en la fase de tracking y Control LQR de horizonte
infinito en la fase de regulacion

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos al aplicar, como se ha dicho al inicio de la seccidn, la
ley de control (4.52) en la fase de tracking y posteriormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacién.

raf

—_ T T i

[deq]

0 200 400 600 8OO 1000 1200
t s

Figura 4.6 Evolucion temporal de ¢, al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y posteriormente
la ley de control (4.47) en la fase de regulacién.
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Figura 4.7 Evolucién temporal de ¢ y 6 al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y posterior-
mente la ley de control (4.47) en la fase de regulacion.

Como se puede ver en las figuras 4.6 y 4.7 la evolucién en la fase transitoria de las variables aqui
representadas ha mejorado con respecto a las que se veian en las figuras 4.1 y 4.2, puesto que ya no se
producen tantas oscilaciones. Sin embargo, es cierto que en las figuras 4.6 y 4.7 se puede apreciar una cierta
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oscilacion en las variables o, y 0, justo antes de llegar al régimen permanente, coincidiendo esto con el
instante en el que se pasa de aplicar una ley de control a aplicar la otra. A pesar de ello, dicha oscilacién
no es muy elevada y tanto en régimen transitoria (obviando la oscilacién) como en régimen permanente
las evoluciones se ajustan bastantes a las referencias (representadas en linea negra rayada). En esta seccidn,
se estudia la mejorfa de la sobreoscilacion comentada a través de la consideracién de un polinomio ctibico
como valor de referencia en la variable ¢, durante la fase transitoria, pues al ser su derivada un polinomio de
segundo grado la transicion entre leyes de control podria ser mds suave.

Por otro lado, la evolucién de y mostrada en la figura 4.8 es idéntica a la que aparecia en la figura 4.3,
algo que tiene légica pues los valores de referencia obtenidos en la fase de tracking y en la de regulacién para
dicha variable eran idénticos.
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0 200 400 600 BOO 1000 1200

Figura 4.8 Evolucion temporal de y al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y posteriormente
la ley de control (4.47) en la fase de regulacién.

Con respecto a las velocidades angulares puede visualizarse en la imagen 4.9 que la evolucion en la fase
transitoria tanto de Q, como de €, se ha suavizado bastante con respecto a las evoluciones mostradas en
la figuras 4.4. Sin embargo, Q_ permanece pricticamente igual que en la fase de regulacion, pues se han
tomado los mismos valores de referencia en ambos casos. La componente Q. se ajusta bastante bien a la
evolucién de su referencia, mientras que en la componente Q, el ajuste ya no es tan exacto, hay diferencias
entre los valores que toma la variable y los que toma su valor de referencia en la fase de tracking. Por otro
lado, la evolucién de Q, difiere un poco de la evolucién de su valor de referencia, esto se puede deber a las
perturbaciones existentes, sin embargo, esta diferencia no es muy grande pues la escala que se muestra en la
tercera imagen de la figura 4.9 es muy pequeiia.

Por tltimo, en la figura 4.10 puede verse como las oscilaciones que se tenfan en la fase transitoria al aplicar
unicamente la ley de control (4.47) se han eliminado y ahora se tienen evoluciones mucho mds suaves en
dicha fase, aunque en ciertas variables de control, se puede ver como se producen pequefias oscilaciones
al darse el cambio en la aplicacion de una ley de control a la otra. Ademads, se sigue teniendo el control
relativamente repartido con equidad entre los distintos tethers que componen la vela.
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Figura 4.9 Evolucién temporal de las velocidades angulares al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de
tracking y posteriormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacion.
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Figura 4.10 Evolucién temporal de las variables de control al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de
tracking y posteriormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacion..

4.5 Posibles extensiones y mejoras a realizar

El objetivo aqui es el de presentar diferentes alternativas con el fin de conseguir eliminar la oscilacién que se

produce al pasar de aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking a la ley de control (4.47) en la fase
de regulaci6n.

Primeramente, se ha modificado el valor de referencia que se ha tomado en la fase de tracking para la

variable o,, con el objetivo de suavizar la transicién entre una ley de control y la otra. Este nuevo valor
propuesto es
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!
ol = /fK-tz-(tf—t)z (4.56)
0

siendo K una constante a determinar para que se cumpla que la integral de K - £ - (tf — t)2 entre 0y 7, sea
igual a &, ;. Imponiendo esto el valor de K obtenido es

30¢
= (4.57)
t
f
Por lo que el nuevo valor de referencia en el régimen transitorio de la variable ¢, es
30 t3 tS l‘4
el = [yl L 4.58
" 5o \37 T35l (438)

con las implicaciones que esto tendria en el resto de valores de referencia que depende de dicha variable.

Con el valor de la expresion (4.58), se tendria que la aceleracion dn’ef seria nula tanto al inicio como al
llegar al final de la maniobra, es por ello que la transicién comentada anteriormente podria realizarse de una
manera mds suave de forma que se omita la oscilacién que se observa en las figuras 4.6 y 4.7 con respecto a
la evolucién de las variables o, y 6.

La comparativa se muestra en la figura 4.11 donde también se muestra los resultados obtenidos para el
polinomio K -3 - (¢ = 1)} donde aqui K se determina de la misma forma que se hizo anteriormente.
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Figura 4.11 Comparativa de las distintas evoluciones que se tienen para diferentes valores de referencia de
¢, durante la fase de tracking.

Como se puede ver no hay mejora, la oscilacion se sigue produciendo a pesar de modificar Oc,fef en la fase
de tracking.

Por lo que se considera una alternativa diferente. Al hacer una ampliacién en la figura 4.10 en la zona
donde se da la transicion entre las leyes de control (en torno a 120 s), se observa que al cambiar la ley de
control entre el transitorio y el régimen permanente se produce un escalén en las variables de control, que
se puede observar en la figura 4.12. Por tanto, la solucién adoptada para este caso, es realizar una pequefia
transicién que permita realizar el paso de una ley de control a la otra de una manera mas suave, para asi
eliminar la oscilacién que se genera en las evoluciones de ¢, y 0.

Para ello, se introduce un filtro de primer orden, de tal forma que el valor de las variables de control en la
transicion es
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Figura 4.12 Escal6n producido en la evolucién de las variables de control al pasar de la ley de control (4.52)
en régimen transitorio a la ley de control (4.47) en régimen permanente.

G]tvrans — G]tvrack(t) et G}r]egul . (1 - efc.t)

(4.59)

donde 64/“* () es el tltimo valor de las variables de control durante la fase de tracking al aplicar la ley
regul

de control (4.52), mientras que o) °" se trata del primer valor que toman las variables de control tras la
transicion, una vez se alcanza el régimen permanente, donde se aplica la ley de control (4.47). Por otro lado,
¢ es un pardmetro a elegir que cuanto mayor sea, mds rdpido se producird la transicién. Es por ello, que se ha
decidido tomar ¢ = 1000. Por dltimo, decir que el tiempo en la expresion (4.59) empezaria a contar cuando
de comienzo la transicion.

Como se puede observar en la figura 4.13, al afadir esta pequefia transicién al modelo la oscilacién se ha
eliminado, lo que supone una considerable mejora. Ya se consigue llegar a la actitud deseada o final en el
tiempo de maniobra fijado. Ademds, se puede apreciar una pequefia diferencia entre la evolucion de ¢, y su
referencia, sin embargo, esta diferencia es pequefia, de tal forma que o, se ajusta bastante bien a los valores
que toma su valor de referencia. Dicha oscilacién en la evolucién de la variable 6 también se ha eliminado
como se puede ver en la figura 4.14. Con respecto a ¢, su evolucién es muy similar a la mostrada en la figura
4.7 y se ajusta bastante bien a su referencia.

Por las razones ya comentadas, la evolucion temporal de ¥ no sufre ninguna variacién al introducir el
filtro de primer orden que elimina las oscilaciones visualizadas en las variables o, y 6, como se puede ver en
la figura 4.15.

Por otro lado, con respecto a las velocidades angulares, en la figura 4.16 no se aprecia ninguna diferencia
significativa con respecto a la figura 4.9

Para finalizar, en la figura 4.17 se puede ver que aparentemente al introducir el filtro de primer orden las
evoluciones de las variables de control son iguales a las mostradas en la figura 4.10. Sin embargo, si nos
centramos en las proximidades del instante de tiempo (120 s) en el cual se produce la transicién de una ley
de control a la otra (figura 4.18), se puede ver como el escal6n observado en la figura 4.12 se ha eliminado,
gracias a la transicién introducida.

Dicho escaldn es el que originaba la oscilacion en las evoluciones de las variables ¢, y 6,y su eliminacién
ha conllevado la omisién de las oscilaciones comentadas, por lo que el objetivo del proyecto se ha conseguido
de manera satisfactoria.
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Figura 4.13 Evolucion temporal de o, al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y posteriormente
la ley de control (4.47) en la fase de regulacién, afiadiendo ademads el filtro de primer orden.
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Figura 4.14 Evolucién temporal de 6 y ¢ al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y poste-
riormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacion, afiadiendo ademas el filtro de primer

orden.



4.5 Posibles extensiones y mejoras a realizar

59

Figura 4.15 Evolucién temporal de y al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de tracking y posteriormente
la ley de control (4.47) en la fase de regulacion, afiadiendo ademds el filtro de primer orden.

[radis]

Figura 4.16 Evolucién temporal de las velocidades angulares al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de

tracking y posteriormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacién, afiadiendo ademas el
filtro de primer orden.
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Figura 4.17 Evolucién temporal de las variables de control al aplicar la ley de control (4.52) en la fase de
tracking y posteriormente la ley de control (4.47) en la fase de regulacién, afadiendo ademads el
filtro de primer orden.
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Figura 4.18 Evolucién de las variables de control en las proximidades de la transicién de la ley de control
(4.52) en la fase de tracking a la ley de control (4.47) en la fase de regulacion.



5 Analisis paramétrico de los resultados
obtenidos con la ley de control 6ptimo

n el presente capitulo se aplican las leyes de control mostradas en el Capitulo 4 a casos diferentes en los
E que se varfan pardmetros distintos con el fin de ver como se comporta la vela solar eléctrica a través de
las distintas variables de estado y de las variables de control. En concreto, primeramente se hace un anélisis
donde se varien el nimero de tethers con los que cuenta la vela. Posteriormente, se varia también el valor de
¢, que se desea tener al final de la maniobra y por dltimo, se hace un estudio en el que se modifica el tiempo
de maniobra.

Dicho andlisis se realiza sin considerar el filtro de primer orden aplicado a las variables de control que
elimina las oscilaciones producidas en las evoluciones de ¢, y ¢, con el objetivo de ver como afectan los
pardmetros comentados anteriormente al sistema de partida sin la adicién del filtro, pues al afiadir el filtro las
evoluciones de las distintas variables del problema son practicamente iguales.

5.1 Analisis de la influencia del numero de tethers

Se analiza el comportamiento de la actitud de la vela para los casos en los que se tienen 32 tethers y 8 tethers,
que junto con el caso nominal en el que se tenian 16 tethers, se considera un andlisis suficientemente completo
como para ver la influencia del nimero de cables en la actitud de la E-sail.

Por otro lado, el resto de pardmetros se consideran iguales a los valores que estos tienen en la situacién
nominal, y que vienen definidos en la Seccién 3.8.4.

61
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Figura 5.1 Evolucion de o, variando el nimero de tethers.

Como se puede ver en las figuras 5.1 y 5.2 al aumentar el nimero de tethers la amplitud de la oscilacién
que se produce en las variables o, y 0, al pasar de la ley de control (4.52) en la fase de tracking, a la (4.47)
en la fase de regulacion, se disminuye. Mientras que sucede lo contrario si el nimero de cables es menor, es
decir, la amplitud de dicha oscilacién aumenta. Por lo que, el incremento del nimero de cables de la E-sail
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tiene un aspecto beneficioso a la hora de atenuar dicha oscilacién y poder llegar a la actitud deseada en el

tiempo fijado para la maniobra.
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Figura 5.2 Evolucién de ¢ y de 0 variando el nimero de tethers.
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Figura 5.3 Evolucion de y variando el nimero de tethers.
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Figura 5.4 Evolucion de las velocidades angulares variando el nimero de tethers.

Por otro lado, la evolucién del resto de variables de estado es practicamente igual en los dos casos bajo
estudio, no se aprecian variaciones significativas. En concreto, para y la evolucién en ambos casos es idéntica,
esto es asi porque dicha variable estd desacoplada del problema como se ha comentado ya anteriormente.
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Figura 5.5 Evolucion de las variables de control variando el nimero de tethers.

En la figura 5.5 se puede ver como las evoluciones de las potencias de control en ambos casos son similares.
La tnica salvedad es el ntimero de variables de control que se tienen en un caso y en otro, estando dicho
nimero directamente relacionado con el nimero de tethers que tiene la vela (una variable de control por cada
theter que tiene la vela). Ademds, los valores que adquieren las variables de control en el caso en el que se
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tienen 32 tethers es menor pues al tener un mayor nimero de tethers el control estd mds repartido. Por otro
lado, se sigue teniendo ese escalén al pasar de una ley de control a la otra, pues como se ha dicho ya este
andlisis se estd realizando sin incluir el filtro de primer orden.

5.2 Analisis de la influencia de la actitud final deseada

Aqui se estudia el comportamiento de las distintas variables del problema en funcién de la actitud final que
se quiera tener que viene definida, como en ocasiones anteriores, por €l parimetro ¢,,.

Al igual que antes, el resto de pardmetros se consideran iguales a los que se tenfan en la situaciéon nominal,
y s6lo se varfa el valor de @, ;. En concreto se analizan dos casos, uno en el que &, = 2,5 ° y otro en el que
@, =10°

Con respecto a (t,,, se puede visualizar en la figura 5.6 que no se aprecian cambios significativos en la
forma de la evolucién. Se sigue teniendo dicha oscilacién, pues se estd realizando el presente andlisis para el
caso en el que se tienen 16 tethers, si este nimero aumentase la amplitud de la oscilacién se veria disminuida
como se mostr6 en la Seccién 5.1. En ambos casos o, consigue alcanzar el valor final deseado de una forma
bastante exacta al igual que sucede en el caso en el que @, = 5°. Sin embargo, dicho ajuste si es bastante
preciso en la fase de tracking.

Al igual que para el caso nominal, en los dos casos bajo estudio la evolucién de 6 es practicamente igual
ala de o, mientras que ¢ se mantiene practicamente en 0° durante la totalidad del tiempo de simulacién,
por las razones ya comentadas en el Capitulo 4. Sin embargo, no se aprecian diferencias significativas con
respecto a la evolucién de la variable y en los dos casos bajo estudio y en la situacién nominal mostrada en el
Capitulo 4, asi como tampoco se observan en las diferentes componentes de la velocidad angular de la vela.
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Como se puede ver en la figura 5.10 al aumentar el valor de @, que se quiere tener al final de la maniobra,
el médulo de los valores de las variables de control aumenta, algo logico pues mayor debe ser la diferencia de
potencial eléctrico entre los distintos cables para alcanzar un valor de ¢, mayor. Ademds, se ha comprobado,
para el caso en el que &, = 10 °, que las potencias de control no alcanzan su valor de saturacién. Dicho valor
de saturacion se ha definido como 1,15-0 y se alcanza para &, = 15 ° aproximadamente, a partir de dicho
valor, las variables del problema dejan de comportarse como lo hacen en la mayoria de casos aqui mostrados
y no alcanzan los valores que se desea que alcancen en régimen permanente.
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5.3 Analisis de la influencia del tiempo de maniobra

Se estudia a continuacion la influencia que tiene el tiempo de realizacion de la maniobra de actitud, 7, sobre
la evolucioén de las distintas variables del problema.

Igual que en casos anteriores, Unicamente se modifica I, el resto de pardmetros serdn iguales al caso
nominal. Mds concretamente se hace el andlisis para los casos en los que se tiene que 7, =60 s y t, =240 s

Como se puede ver en las figuras 5.11 y 5.12 al disminuir el tiempo de maniobra, es decir, al hacer la
maniobra de actitud mds rapida, mayor es la amplitud de las oscilaciones que se producen en las variables o,
y 0, al pasar de la ley de control (4.52), en la fase de tracking, a la (4.47) en la fase de regulacion, lo que
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Figura5.10 Evoluci6n de las variables de control variando el valor de @,

no permite llegar a la actitud final deseada en el tiempo indicado. Sin embargo, al aumentar el tiempo de
maniobra, dicha oscilacién disminuye en amplitud, pudiendo incluso desaparecer como se muestra en la
figura 5.11b.

Por otro lado, al igual que en los casos analizados anteriormente, la modificacién del tiempo de maniobra
no provoca variaciones en la evolucion de y.

Con respecto a las velocidades angulares en la figura 5.14 se puede visualizar como al aumentar el tiempo
de maniobra la oscilacién que se produce en €, se suaviza disminuyendo la amplitud, ademds, el ajuste con
respecto a su referencia ya no es tan exacto como lo es en el caso en el que el tiempo de maniobra es de 60 s.
Mientras que con el resto de componentes no hay cambios significativos.
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Figura 5.11 Evoluci6n de @, variando el valor de 7.

Por dltimo, con respecto a las variables de control, decir que los érdenes de magnitud de las mismas no
cambian de un caso a otro, pues se quiere llegar en ambos a la misma actitud final. Sin embargo, la pendiente
de las potencias de control durante la fase de tracking es mayor en el caso en el que 7, = 60 s que cuando 7, =
240 s, algo evidente pues en el primero de los casos se desea llegar a la actitud final en un intervalo de tiempo
menor y por tanto, las potencias de control tienen que alcanzar su valor de régimen permanente mucho mas
rdpido. Ademds en la figura 5.15b se puede ver como el escalén que se produce en el transito de una ley de
control a la otra ha disminuido, esta es la razén por la que en las figuras 5.11b y 5.12b a penas se observa la
oscilacién en las evoluciones de «, y 6.
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6 Conclusiones

n este trabajo se estudia el control 6ptimo de actitud de las velas solares eléctricas, un nuevo método de

generacion de empuje que usa el viento solar para propulsarse. En concreto, en este escrito se ha usado

el Control LQR para generar una ley de control que permita modificar la orientacién del vehiculo donde se
integra la E-sail, mediante una modulacién del voltaje al que estdn sometido los cables que la componen.

Primeramente, se ha realizado una breve revision de las E-sail para ver cual es el estado actual de este
novedoso mecanismo de propulsion, las posibles aplicaciones que este tiene y sus ventajas sobre otros sistemas
cuyo fin es similar.

Posteriormente se ha tomado un modelo dindmico de la literatura en la que se basa este trabajo ([2]) y
se reprodujeron los resultados obtenidos en dicha referencia con el fin de comprender correctamente el
funcionamiento de la ley de control alli propuesta. Se ha comprobado ademas, que estos resultados no eran
del todo satisfactorios pues o, pardmetro usado para definir la actitud, no logra mantenerse en el valor
deseado durante el transcurso del tiempo y aparecen oscilaciones en su evolucién en régimen permanente.

El siguiente paso ha sido la aplicacién del Control LQR para generar una nueva ley de control, la 6ptima,
que mejorara el comportamiento de o, y del resto de variables del problema. En particular, en primer lugar
se aplica la ley de control con ganancias de realimentacion, obtenida de aplicar el control LQR de horizonte
finito con la que se consigue disminuir las oscilaciones en régimen permanente y evitar la disminucién de
los valores tomados por o, durante el transcurso del tiempo. Sin embargo, no contentos con esto, se genera
una nueva ley de control, esta vez dependiente del tiempo pero de nuevo con ganancias de realimentacion,
con el objetivo de suavizar las oscilaciones producidas durante el régimen transitorio al aplicar durante todo
instante de tiempo la ley de control (4.47). Previo a esto, se lleva a cabo un proceso de adimensionalizacion y
linealizacion.

Tras analizar los resultados obtenidos, puede verse que el objetivo del trabajo se ha alcanzado de manera
satisfactoria a pesar de la oscilacién que se genera al pasar de una ley de control a otra en la evolucioén de
los pardmetros ¢, y 6. Sin embargo, se ha visto como dichos resultados se pueden mejorar mediante la
adicién de un filtro de primer orden en las variables de control, que permita suavizar la transicién entre las
leyes de control. Se ha visto también mediante la aplicacién del teorema de los multiplicadores de Lagrange,
como optimizar la reparticién del control entre los distintos tethers de la vela obteniendo distribuciones
simétricas de las variables de control en cada caso analizado. Por otro lado, realizar un andlisis paramétrico
de los resultados nos ha permitido visualizar como aumentar el nimero de tethers tiene un impacto positivo
en la sobreoscilacion producida en las evoluciones de las variables ¢, y 8, y como aumentar el tiempo de
maniobra también contribuye de manera positiva a la disminucién de la misma. Ademds, se ha visto como
para alcanzar mayores valores de @, en régimen permanente hay que aumentar los valores de las potencias
de control y por tanto, la diferencia de voltaje entre los cables de la E-sail, identificindose el valor de o, (15°
aproximadamente) deseado al final de la maniobra que produce la saturacién de las variables de control.

6.1 Lineas de trabajo futuro

En cuanto a posibles trabajos o ampliaciones a varias lineas de trabajo pueden ser:

* Estudiar la implementacion de esta ley de control en los prototipos de velas solares eléctricas existentes
y ensayar su funcionamiento, aunque a dia de hoy no se haya realizado ninguna misién que demuestre
la funcionalidad del sistema.
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Andlisis del despliegue de los tethers, fase que no ha sido considerada en el presente trabajo debido a
su complejidad mecdnica.

Otra posible linea de trabajo futura seria incluir ciertas perturbaciones a la hora de recoger todas
las fuerzas en las componentes del momento de fuerzas total generado presentado en la seccién 3.7,
como por ejemplo el efecto del gradiente gravitatorio (aunque en primera aproximacién pueda ser
despreciable). Ademas, de eliminar las hipétesis simplificadores que se han ido tomado durante el
desarrollo del presente trabajo como la axilsimetria, la eleccién de la deformada tomada y demads
hipétesis que permitirfan hacer del modelo uno més realista.

En cuarto lugar, seria interesante poder realizar una mejora del modelo que permitiese alcanzar mayores
valores de @, sin que se produzca la saturacion de las potencias de control.
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