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Resumen

En el presente trabajo se ha llevado a cabo una investigacion acerca de los diferentes modelos de
guerra basados en la teoria de William Lanchester y su estudio de dichos modelos basados en los
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales.

Se han estudiado en profundidad los modelos de Fuego Directo y de Fuego Indirecto o en area, y se
han explicado las principales caracteristicas de estos y las diferencias existentes entre ellos.

Ademas, se ha realizado un apartado basado en el Marco Matematico donde se han expuesto todos
los conceptos tedricos necesarios para conocer el comportamiento de las soluciones de los Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales que son la base de estudio de este trabajo.

También se ha realizado el andlisis cuantitativo y cualitativo de las soluciones de los sistemas, que
sirve para conocer el comportamiento de estos sistemas en los puntos de equilibrio, acompafidndolo
con imagenes graficas que hacen ver la trayectoria de las curvas solucion; ademas de la inclusion de
definiciones y demostraciones necesarias para su comprension.

Finalmente, se ha incluido un apartado como anexo donde se tratan otros aspectos de menor
relevancia para este trabajo en concreto, pero que son de utilidad conocer para ampliar
conocimientos relacionados con el tema. En el se han incluido conceptos acerca de los Sistemas
Planos Lineales Homogéneos y los Sistemas Planos No Lineales Homogéneos.
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Abstract

In this work, an investigation has been carried out about the different war models based on William
Lanchester’s theory and his study of said models based on Differential Equations Systems.

The Direct Fire and Indirect or Area Fire models have been studied in Depth, and their main
characteristics and the differences between them have been explained.

In addition, a section base don the Mathematical Framework has been made where all the theorical
concepts necessary to know the behaviour of the solutions of the Differential Equations Systems that
are the basis of study of this work have been exposed.

The quantitative and qualitative analisis of the solutions of the systems has also been carried out,
which serves to know the behaviour of these systems at the equilibrium points, accompanying it with
graphic images that show the trajectory of the solution curves; in addition to the inclusién of
definitions and demonstrations necessary for their understanding.

Finally, a section has been included as an annex where other aspects of lesser relevance for this
particular work are discussed, but which are useful to know to broaden knowledge related to the
subject. Concepts about Homogeneous Planar Linear Systems and Homogeneous Nonlinear Planar
Systems have been included in it.
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1 INTRODUCCION

lo largo de la historia han ocurrido una gran cantidad de conflictos armados que han causado

graves consecuencias tanto a nivel humano, como social y economico. En todo tipo de conflicto
tienen una gran importancia los aspectos matematicos e ingenieriles, que son claves en el desarrollo
y la consecucion de dichos conflictos, ya que gracias a estos se trazan estrategias militares adecuadas
que optimizan la reduccion del gasto presupuestal de la defensa de un pais o territorio.

Uno de los modelos de combate militar mas conocido hasta la fecha es el modelo de guerras que
propuso Frederick William Lanchester (1868 — 1946). Este ingeniero britanico realiz6 un estudio
basado en el uso de ecuaciones diferenciales para intentar predecir el resultado de los combates
aéreos que se produjeron durante la Primera Guerra Mundial.

El objetivo de este trabajo de investigacion no es otro que el de realizar un estudio de los diferentes
modelos matematicos de guerra utilizando las ecuaciones de Lanchester y la demostracion de teorias
y afirmaciones que no tienen una justificacion detallada.

Teniendo en cuenta el objetivo principal de este trabajo, este se desarrolla en tres secciones
diferenciadas.

En primer lugar, se hard una presentacion de los distintos modelos de guerra estudiados, explicando
como surgieron, como se implantaron y finalmente la importancia que estos han tenido a la hora de
realizar una estrategia de defensa durante un conflicto.

Seguidamente en un segundo apartado se hace referencia a todos los conceptos matematicos que son
necesarios para llevar a cabo el estudio del modelo de Lanchester y que ayudaran a una mejor
comprension del mismo. Por ello esta seccion se centrard exclusivamente en el marco matematico
basandose en los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales.

En el tercer capitulo se realiza el analisis en profundidad y por separado de cada uno de los modelos
en estudio. Aqui, entre otros temas, se explica el célculo de las soluciones analiticas a las que se han
llegado en cada sistema, ademas de la estabilidad de estas soluciones, el campo de direcciones y el
diagrama de fases. También en este apartado se incluyen demostraciones asociadas a los resultados
obtenidos y a las previsiones de final de combate.

Finalmente se hara una aplicacion de ejemplo al conflicto Palestino-Israeli.






2 OBJETIVOS

Conocer la influencia y la importancia de los distintos conceptos matematicos e ingenieriles
en los conflictos armados y como se aplican estos conceptos en el modelo de Lanchester.

Proponer un marco matematico basado en la teoria de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Comprender cual es la relacion existente entre los modelos matematicos y la determinacion
del ganador entre las fuerzas de combate en un conflicto armado.

Comprobar que se cumplen los principios de los modelos de Lanchester respecto al principio
de concentracion.
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3 DESCRIPCION DE LOS MODELOS

En este capitulo se hace una descripcion detallada de los dos modelos de guerra en los que se va a
centrar este trabajo, modelo de fuego directo y modelo de fuego indirecto o también llamado
fuego en area.

Ambos modelos vienen desarrollados por las conocidas ecuaciones de Lanchester, las cuales se
vinculan a modelos matematicos preparados para el estudio de combates bélicos entre dos fuerzas.

Primeramente, se especifican las caracteristicas que debe tener un enfrentamiento armado para que
sea susceptible de ser estudiado y validado por el modelo de Lanchester; ya que, para sacar
conclusiones correctas y demostrables del conflicto, este debe cumplir con las peculiaridades que se
adapten a los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales que se analizan en el modelo.

También se reportan las leyes a las cuales conducen las ecuaciones, asi como las ventajas e
inconvenientes de las mismas.

Segin Lepingwell (1987), el interés por encontrar formas de modelar enfrentamientos terrestres
viene a raiz de la evolucion en el &mbito de la investigacion de operaciones militares.

Los encargados de defensa durante los conflictos armados encontraron que el ingeniero Frederick
William Lanchester propuso en 1916 dos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que se
basaban en combates aéreos ocurridos durante la Primera Guerra Mundial. En ellos se describia la
disminucion del nimero de hombres en dos fuerzas armadas y enfrentadas entre si durante un
llamado combate simétrico, es decir, aquel que se produce entre fuerzas armadas de naturaleza
similar, y en el que se usan los mismos modelos estratégicos militares.

Gracias a la evolucion en el aspecto tecnologico, ademds de poder planificar un combate armado, se
han podido implementar y disefiar otros modelos mas complejos de combate convencional entre dos
fuerzas, siempre tomando como base las ecuaciones de Lanchester ya que son la forma mas sencilla
de comprender como se desarrollan este tipo de enfrentamientos (Lepingwell, 1987).

No obstante, esta sencillez en la teoria y la comprension logica de los conceptos propuestos por
Lanchester han hecho que existan muchos detractores de sus planteamientos puesto que los modelos
de Lanchester son modelos de combate analiticos deterministas con cierto grado de abstraccion y no
cuentan con una justificacion solida cientifica, ademas aseguran que tiene lagunas a la hora de tratar
el combate moderno, puesto que no considera factores como el humano, el logistico, la tactica, la
inteligencia, otros factores externos como la climatologia, las enfermedades, el terreno de combate
etc. y presentan deficiencias al considerar las fuerzas homogéneas, los coeficientes de aniquilamiento
constantes, entre otros (Taylor, 1980).

El hecho de la falta de validez cientifica lo justifica Taylor (1980), citando a Bonder (1974),
aludiendo que esto se debe a la poca informacion en general acerca de los diferentes conflictos
armados que se han sucedido a lo largo de la historia, tal como el tipo y la cantidad de armas usadas
o el nlimero de hombres.

Sin embargo, hay evidencias que si que demuestran la validez e importancia de los modelos de
Lanchester a pesar de la falta de informacion, sobre todo en enfrentamientos ocurridos durante la
primera y la segunda Guerra Mundial, como son los casos de Iwo Jima y de Panzers Ruso-Germana
de Kursk donde se han obtenido resultados muy favorables basados en las ecuaciones de Lanchester
(Romero, 2011).
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Para llevar a cabo la descripcion de los modelos se parte de un conflicto armado entre dos grandes
fuerzas a las que se les llamara X; y X>, que se encuentran en un combate en el cual ninguno de los
bandos puede aumentar su pie de fuerza durante el enfrentamiento. EI nimero de efectivos de la
fuerza X; viene definido por x, (t) = x; en cualquier instante de tiempo, mientras que analogamente
el nimero de efectivos de la fuerza X2 viene definido por x,(t) = x, en cualquier instante de
tiempo.

Por otra parte, es necesario definir el numero de impactos acertados durante un intervalo de tiempo
por cada efectivo de cada bando. Este concepto esta dado por el coeficiente de aniquilamiento. De
manera que el coeficiente de aniquilamiento del ejército X7 es § mientras que el del ejéreito X2 es a.
El célculo de los coeficientes de aniquilamiento depende de factores como la economia, la calidad de
las armas, la preparacion del ejérceito etc (Ochoa, 2009).

3.1. Modelo de Fuego Directo - Ley Cuadrada

Lanchester parti6 de diversas premisas que supuso que se presentarian durante un combate moderno.
De ese modo realiz6 las siguientes consideraciones:

1. El fuego es directo, ambos bandos apuntan y concentran su fuego sobre objetivos
previamente seleccionados y el fuego se distribuye uniformemente sobre los objetivos.

2. Los objetivos deben ser visibles y accesibles.

3. Las secuencias de fuego deben ser determinables de manera que tras desactivar un objetivo
el fuego se cambiard inmediatamente a un nuevo objetivo.

4. Cada fuerza estd formada por fuerzas homogéneas, es decir, cada unidad efectiva tiene el
mismo tipo de arma y eficiencia en el combate.

Teniendo en cuenta estas suposiciones, Lanchester (1916) considera que en un enfrentamiento bélico
entre los ejércitos X; y Xz, la pérdida de efectivos por parte del ejército X; sera proporcional al
nimero de efectivos del ejército X> (x2), siendo esa constante de proporcionalidad el coeficiente de
aniquilamiento del ejército X> (a). Analogamente para la tasa de pérdidas del ejército X>.

dx1
— = —oaX;
dt
dXZ
—_— = — X
Py px1

Estas ecuaciones, segun Lanchester, citado por Lepingwell (1987), llevan a la Ley Cuadrada, la cual
establece que lo que mide realmente la capacidad militar de un ejército, fuerza combativa, es el
coeficiente de aniquilamiento multiplicado por el cuadrado de su fuerza numérica. La Ley Cuadrada
deduce que el ganador del combate es el ejército que tiene una mayor capacidad militar o fuerza
combativa. Si ambos bandos tuvieran la misma fuerza combativa ninguno ganaria. Adicionalmente,
esta ley permiti6 a Lanchester justificar cuantitativamente el principio de concentracion (Lepingwell,
1987).
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3.2. Modelo de Fuego Indirecto o Fuego en Area - Ley
Lineal

Contrariamente a la Ley Cuadrada, segin Lanchester, la ley lineal no contempla la concentracion de
fuego durante un enfrentamiento, ya que en este caso de fuego indirecto las armas utilizadas no
permiten que los efectivos de un bando ataquen a la vez un mismo objetivo. En el combate moderno
la ley lineal cobra sentido cuando se asumen las siguientes suposiciones:

1. El fuego es indirecto, de manera que al disparar no se cuenta con una linea de vision
directa entre el arma y el objetivo ya que no se conocen las posiciones del adversario.

2. El fuego se distribuye uniformemente a lo largo de una zona.

3. Ningun ejército tiene informacion sobre el dafio que ha producido por el fuego y por tanto
no cambia a un nuevo objetivo cuando este es desactivado.

4. Cada fuerza esta formada por fuerzas homogéneas, es decir, cada unidad efectiva tiene el
mismo tipo de arma y eficiencia en el combate.

En este caso Lanchester (1916) aduce que en los combates que tengan estas caracteristicas, la tasa de
pérdida de un bando ademés de depender del numero de efectivos del oponente y su coeficiente de
aniquilamiento, también dependera del nlimero de efectivos propios que estén en el area de fuego en
ese momento. Matematicamente:

dx1 _
E —_ _(sz x1
de _
ar —Bx1 X3

En este caso se puede deducir que el hecho de aumentar el niimero de efectivos, por un lado ayudara
a reducir las fuerzas enemigas, pero a su vez también se reduciran las propias.

Estas ecuaciones conducen a la ley lineal, la cual indica que la fuerza combativa de un grupo armado
es igual al coeficiente de aniquilamiento multiplicada por su fuerza numérica. De la misma forma
que en la Ley Cuadrada se deduce que el ganador del combate es el ejército que tiene una mayor
fuerza combativa y si dos fuerzas son iguales en esta medida, ninguna de las partes ganard. A
diferencia de la ley cuadrada, en la ley lineal el principio de concentracion no es aplicable para
ningun bando bajo este modelo (Lepingwell, 1987).

Cabe destacar que en ambos modelos los sistemas de ecuaciones planteados modelan combates
convencionales donde cada bando conoce a su oponente y el lugar donde se desarrolla el conflicto,
de forma que el enfrentamiento sea transparente.
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4 MARCO MATEMATICO

I ara llevar a cabo el estudio de los modelos de guerra introducidos en el apartado anterior, es
necesario partir de unos conceptos tedricos matematicos basicos que facilitaran la comprension
del andlisis que se realizara mas delante de cada uno de los modelos.

De esta manera los modelos estudiados se consideran Sistemas Planos Autonomos (SPA); y mas
especificamente, y teniendo en cuenta las caracteristicas de los modelos, el estudio se centra en los
Sistemas Planos Auténomos Lineales Homogéneos (SPALH) y los Sistemas Planos Autéonomos No
Lineales Homogéneos (SPANLH), ademds de conceptos tedricos de algebra para el estudio de
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales. Sin embargo, en este apartado no se incluye cierta
informacion acerca de los SPANLH ya que unicamente se incluye lo necesario para comprender el
analisis de los modelos y no se tiene una teoria para realizar el calculo de las soluciones analiticas de
Sistemas No Lineales.

Este capitulo estara dividido en dos apartados; en el primero de ellos se trataran los aspectos mas
generales de los Sistemas Planos Autonomos (SPA), mientras que el segundo apartado tendrd un
enfoque mas concreto sobre el estudio y resolucion de los Sistemas Planos Autonomos Lineales
Homogéneos (SPALH) ademas de la solucion de un SPALH No Degenerado ligado a los
autovalores reales distintos de la matriz de coeficientes constantes del sistema y el comportamiento
de los distintos tipos de soluciones de este, vinculado a los autovalores reales distintos de signos
opuestos.

4.1. Generalidades

Para empezar, se definird lo que se conoce como Sistema Plano Autonomo. Un SPA es aquel
sistema de ecuaciones que estd formado por dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
en las que no aparece explicitamente la variable independiente (t).

< x1 = f1(x1,x2)
x5 = f2(%x1,%2) 2.1)
Siendo x; y x, funciones desconocidas con una Unica variable independiente .

De igual modo la expresion (2.1) se escribir en forma de notacion vectorial:

x = f(x) 22)

Siendo los vectores
O R - B

La solucién de un SPA vendra dada por dos funciones de clase C* x;(t) y x,(t) que cumplen el
sistema (2.2) en un mismo intervalo denominado /.

11
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— ¢>1<t))

x(0) = (3260

De esta manera, el objetivo es realizar un estudio del comportamiento de las soluciones x;(t) y
x,(t) alo largo del tiempo. Asi se podra observar que para cada instante de tiempo t habra un tnico
vector solucion x(t) que formara una curva solucién o trayectoria y en el plano R? dado por los

puntos x;(t), x,(t). El conjunto de todas las curvas solucién o trayectorias se conoce como
diagrama de fases, que sera el que indique el tipo de comportamiento del sistema.

Las trayectorias pueden ser de diversos tipos: curvas cerradas simples, curvas abiertas simples o
puntos de equilibrio.

La curva cerrada simple es aquella que no tiene puntas sueltas o finales y que no se corta a si misma.
La solucion asociada a esta trayectoria es una solucion periodica, es decir, para un periodo de tiempo
T > 0 la solucion del sistema x'(t) = f(x) serd una x(t) tal que x(t + T) = x(t) para cualquier
valor de t.

Una curva abierta simple es aquella que tiene puntas sueltas o finales y que no se corta a si misma.
Esta curva admite una parametrizacion inyectiva.

Un punto de equilibrio (X7, X;) es aquel que se encuentra cuando el vector solucion del sistema esta
compuesto por funciones constantes x;(t) = x; , x,(t) = ;. En este caso la solucion x(t) es una
solucion estacionaria. Solo pasard una Unica trayectoria por cada punto del diagrama de fases.

A partir de este punto es necesario definir un punto de equilibrio no degenerado. Un punto de
equilibrio no degenerado ocurre cuando la matriz jacobiana del sistema en ese punto es no singular.
Ademas, se cumple que los puntos de equilibrio no degenerados son también aislados, es decir, no
existen otros puntos criticos distintos a su alrededor.

Un SPALH es no degenerado si existe un punto de equilibrio no degenerado (x7, X3) y por tanto ese
punto de equilibrio es el unico punto de equilibrio y tiene valor (X1, x;) = (0,0). En los SPANLH no
degenerados puede haber més de un punto de equilibrio, pero todos son no degenerados.

Con la interseccion de las llamadas nulclinales se pueden determinar los puntos de equilibrio de un
sistema. La nulclinal x; en el sistema (2.2) son todos los puntos (x; (t), x,(t)), en los que la funcion
f,(x1, x3) es cero, y la nulclinal x, son los puntos (x;(t), x,(t)) donde f,(x;, x;)es cero. Las
nulclinales ademas dividen el plano en diferentes zonas donde el vector tangente tiene la misma
direccion y sentido.

A su vez se puede hacer una clasificacion de los puntos de equilibrio aislados. Estos pueden ser
estables, inestables o asintoticamente estables.

Un punto de equilibrio aislado X se considera estable si una trayectoria y que al principio esta
proxima a X se mantiene proxima a x a lo largo del tiempo.

lim x, () = % lim x,(t) = x;
—00 t—ooco

Por el contrario, un punto de equilibrio aislado X es inestable si una trayectoria y que en el inicio se
encuentra proxima a X se aleja de este a lo largo del tiempo.

. e s — . . 2()-x2 . .
Si el punto de equilibrio aislado X ademas de ser estable cumple con que tllm %i% existe o bien,
—00 -

el resultado de este es + o0 ¢ - 00, entonces el punto de equilibrio aislado serd asintéticamente estable.

Por ello la trayectoria de todas las soluciones que empiecen suficientemente préximas a un punto
asintoticamente estable, a lo largo del tiempo deben converger al equilibrio X ademas de permanecer
cerca de este.

12
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Anotacion: Los SPALH se clasifican en estables, inestables o asintoticamente estables, sin embargo,
en los SPANLH los que se clasifican asi son los puntos de equilibrio.

. . er as . . dx fo(x1,x2) -
Es necesario definir la ecuacion diferencial de las trayectorias: d_x2 = m Esta ecuacion es la
1 1(X1,X2

que satisfacen aquellas curvas solucion que no son constantes a lo largo del tiempo, es decir que no
son puntos de equilibrio. Por tanto, para este tipo de trayectorias, ademés de poder obtener
explicitamente las soluciones, estas también se podran obtener resolviendo esta ecuacion diferencial.

Por Gltimo, también hay que definir un campo de direcciones. Siendo D un conjunto de R?, un
campo de direcciones sobre R? es una funcién G que asigna a cada punto (X7,%;) de D un vector
bidimensional G(x) tangente a la curva solucion en ese punto. Siendo G(x) = x'(t).

Una vez definidos los conceptos basicos necesarios de los SPALH y los SPANLH, el siguiente
apartado se centrara en el estudio de los SPALH no degenerados.

4.2 Sistemas Planos Autonomos Lineales Homogéneos

En primer lugar, para abordar el estudio de los SPALH, sera necesario definir un SPAL.

Un sistema plano auténomo se dice que es lineal cuando las funciones f y f, de la expresion (2.1)
son lineales en x; y x,.

De forma que un SPAL de primer orden se expresa de la siguiente forma:
X; = aqXq + ayx, + by

Xy = A3Xq + ayXy + by (2.3)
Siendo a4, a,, az, a, , b, y b, nimeros reales.

En el caso en el que b; = b, = 0, entonces el sistema plano autdbnomo lineal también serd homogéneo
(SPALH).

Para facilitar el manejo de las expresiones que se utilizaran en este capitulo se usara la notacion
matricial, quedando la expresion anterior como:

x' =Ax (2.4)

a az)

Donde A es la matriz de coeficientes definida como A = ( a; a,

Y x es el vector de variables dependientes definido como x = (2)

Antes de introducir las explicaciones correspondientes a la busqueda de una solucion general para un
SPALH, es necesario definir varios conceptos.

Una matriz fundamental de soluciones ¢ es aquella que esta formada por un conjunto fundamental
de soluciones de un sistema (2.4) en un intervalo /. Siendo un conjunto fundamental de soluciones
cualquier conjunto de dos vectores x4 (t) y x,(t) soluciones linealmente independientes del sistema
en el intervalo.

q0=(1) =0=02) o= o)

X22 X21 X22
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La matriz exponencial de una matriz A>,> se define como:

A% 43 w Ak
eA:IZ+A+E+;+...: Zk:OF (2.5
Incluyendo el tiempo t, se expresa:
A _ t24% 343
e —12+tA+T+T+"' (26)

de manera que para cada t, e*4 es una matriz 2x2.

Esta matriz e*4 es una matriz fundamental de soluciones del sistema (2.4) y la solucién general de
este sistema es:

x(t) = et4c 2.7)
siendo ¢ un vector cualquiera de dos componentes.
A continuacion se realizara una demostracion del punto anterior en cuestion.

‘7 . , . d .
Demostracion: En primer lugar serd necesario demostrar que = et = Aet; para ello es conveniente

derivar la expresion (2.6)

4t _1( vgar | ea )
—et == (L +tA+——+—— +

tA%2 243 t3a%
+
1! 2! 3!

+...

t24%2 343
AL +tA+ -+ + )

tA _ AetA.

d .
Por tanto se puede confirmar que =€ ; y por ello e* es una matriz fundamental de

soluciones del sistema (2.4).

El siguiente paso a cumplir relacionado con e4 es que sus columnas deben ser linealmente
independientes, es decir, det(et4) # 0 para cualquier instante t.

Proposicion: Siendo A una matriz cualquiera, » x n y ¢ un escalar cualquiera, se obtiene:

etde~t4 = |,

Por tanto se puede saber que la inversa de e™4 es e 74,
Particularizando en el caso para la ecuacion (2.4), n=2, se tiene: ete 4 =1,.

Se aplica determinante en ambos lados de la igualdad y sabiendo que el determinante de un producto
es el producto de los determinantes y que det (I,)=1:

det (et et = det (I2) det(e*Mdet(e ) =1
Llegados a esta expresion se puede asegurar que det(e*4) # 0 para cualquier instante t.

Finalmente, y teniendo en cuenta esta conclusion junto a la anterior de que todas las columnas de et4
son soluciones de (2.4); se puede afirmar que e‘4 es una matriz fundamental de soluciones de

x' = Ax.

Por ello la soluciéon general del sistema serd: x(t) = e®c siendo ¢ un vector cualquiera de R?
cuyas componentes quedan definidas con las condiciones iniciales.

Un problema de valor inicial para el sistema x' = Ax, es aquel cuya forma:

14
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x' = Ax x(ty)=b (2.8)

siendo

con by, b, € R.

Existencia y unicidad de las soluciones: Considerando 4 una matriz cuadrada, 2x2, asociada al
sistema de ecuaciones diferenciales y tomando b como un vector de componentes constantes (b , b)
que se corresponden con las condiciones iniciales del sistema, tendremos que la tnica solucion
posible del problema de valor inicial (2.8) es:

x(t) = et-t0)4p

Llegados a este punto, ahora se llevard a cabo la definicion, el céalculo y la clasificacion de los
autovalores y autovectores asociados a la matriz 4 de (2.4) cuando este es No Degenerado (caso de
estudio). En segundo lugar, a partir de la clasificacion de los autovalores se calculard la forma de la
solucion general de dicho sistema y se determinara el comportamiento de las soluciones sobre los
puntos de equilibrio segun el tipo de autovalor y el signo.

Un autovector asociado a la matriz A es todo aquel vector v no nulo € R tal que:
Av=Av 2.9)
donde A es un niumero real o complejo llamado autovalor de la matriz A asociado al vector v.

A partir de (2.9) se obtiene con las propiedades de las matrices:

Av —Av =0 (2.10)
Av — A(IV) =0
(A=) v =0 @.11)
con v= ("

A partir de esta ecuacion (2.11) se calculan los autovectores de A.

Por tanto (2.11) equivale a:

(aq —AV) vy +a,v, =0

az;vy +(ag—A) vy, =0 (2.12)

De la expresion (2.12) se deduce que es un sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incognitas
(v1, v3), cuya solucion nunca puede ser (0,0) ya que el vector v debe ser no nulo.

El sistema (2.11) tendra una solucion distinta de cero siy solo si:
det(A—AI)=0 (2.13)

La ecuacion (2.13) es la llamada ecuacién caracteristica de 4, cuyo resultado da lugar al llamado
polinomio caracteristico de 4.

Ademas se puede comprobar que si v es un autovector asociado a A, también lo serd cualquier
multiplo del vector v (cv).
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A continuacion se realiza de demostracion de la afirmacion anterior, partiendo de 4 (cv).
A (cv)=c (Av)
Por el hecho de ser autovector A, se cumple también que:
c(Av)=c (Av)
c(Av)=A(cv)
Finalmente:
A (cv)=21(cv)

Por tanto todos los vectores que pasan por v y el origen son también autovectores de A y se les llama
linea de autovectores de A.

Se define A como autovalor de 4 a todo A que cumple:
pA)=det(A—A)=0 (2.14)
es decir, los autovalores de A4 son las raices de (2.13) que es la ecuacion caracteristica.

Hay que tener en cuenta que una matriz tendrd tantos autovalores como dimension n tenga. En este
caso 4 es una matriz 2x2, por tanto tendra 2 autovalores.

En el siguiente punto se llevara a cabo la clasificacion de los autovalores, que nos servird para
conocer la solucion general de un SPALH y el comportamiento de las distintas soluciones del
sistema. Unicamente, para el analisis de los casos que son de interés en este trabajo, se estudiaran
mas a fondo aquellos en los que los autovalores sean reales distintos y con signos opuestos.

Clasificacion de los autovalores.
En primer lugar, es necesario definir la traza de una matriz 4 como t(4) = a, + a,.
De forma que reformulando (2.14) se obtiene:

A2 —tr(A)A +det(A) =0

Por tanto, resolviendo con la féormula tipica para la resolucion de ecuaciones de segundo grado, las
soluciones de la ecuacion serian:

1
5 (tr(A) + J(tr(A)% — 4 det (A))
Segtin el signo del discriminante d, se pueden estudiar tres posibilidades:
d = (tr(A))? — 4 det (4)

e Sid >0, las soluciones de la ecuacion se corresponderan con dos Autovalores Reales
Distintos (1, # A,).

e Sid<0, las raices de la ecuacion se corresponden con dos nimeros complejos conjugados y
se les llama Autovalores Complejos. (1 = a % ib).

e Sid =0, existird una raiz doble real que dan lugar a los llamados Autovalores Reales
Dobles. (4, =4, = 1)

16
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A partir de los autovalores y conociendo los conceptos del algebra lineal, se puede definir la matriz
diagonal D como una matriz del mismo tamafio que 4 (2x2), caracterizada de la siguiente forma:

A4 0
p=(3 )
Es necesario saber que al tener 4 dos autovalores reales y distintos (1; y 4,) y cuyos autovectores

asociados son independientes linealmente, se puede considerar que A es diagonalizable y por ello
tiene una matriz diagonal asociada D.

Definiendo V' como una matriz que tiene sus columnas formadas por autovectores linealmente
independicntes de A4, se tiene que:

D =v~tAay
A continuacion, se ensefia la demostracion correspondiente de que A" = VD"V ™1,

Demostracion:

* Probandoconn=1.
Al ser D y A matrices semejantes (mismo tamaio)
D=vtAv

Si se multiplican ambos miembros de la igualdad por V (por izquierda) y después por V! (por
derecha) respectivamente, se obtiene

VD =VV 1AV
VD = AV
VDV l=4A

Se comprueba que para n = 1 se cumple la igualdad.
= Hipotesis de Induccion.
Se supone n = k.
A¥ =yDpky1
* Probando con n =k+1.
Multiplicando en ambos lados de la igualdad por 4 (por derecha):
A*A =VDkV 1A
Akl = yDpky-1(ypy-1)
Akt =Dk -ty)py -1
AR+ = y(DkD)y 1
Ak+1 — ypk+1y-1
Por tanto la igualdad se cumple para todo #.
At =ypnry1

Una vez que se ha reformulado 4, se introduce en la expresion (2.6) y queda:
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t2(vp2v~-1) ¢3wp3y~1
( )Jr ( ) +

tA_ -1
etA=L+1(VDV 1)+ > 5

(0]

A2
B Z k!

k=0

tkpk _
=V V™
De aqui se llega a:
etd =yetPy-1 (2.15)

Ademas de esto se sabe que ¢ es una matriz fundamental de soluciones de (2.4), pero también lo
seran las matrices halladas a partir de un conjunto fundamental de soluciones. Por ejemplo, a partir
de los autovectores v; y v asociados a los autovalores A, y 1, respectivamente, ya que estos
autovectores son linealmente independientes.

V11 V12

Dicho esto, tomando V = (
V21 V22

); la expresion e®4V también sera matriz fundamental de

soluciones del sistema (2.4).
Multiplicando cada miembro de la igualdad (2.15) por V (por la derecha) quedara:
etV = (VetPy—Hv

etV =Ve? (V1)
etV = Vet?

Finalmente, desarrolando la expresion:

tAV _ (1711 le) (eﬂlt O )
e - Ayt
Va1 V22 0 etz

At Ayt
tA _ Ulle 1 17216 2
eV = At Ayt

Siguiendo la definicién de matriz fundamental de soluciones
x1(t) = ety y x5(t) = e*2'v,

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema (2.4), y se llega a la solucion general de
un SPALH cuando la matriz A4 tiene autovalores reales y distintos sera:

At

x(t) =cieMtvy + cet2ty, (2.16)

Siendo ¢; y c> constantes arbitrarias.

Estas dos soluciones x4 (t) y x5 (t) son llamadas de linea recta, y estan situadas en el plano de fases
sobre dos rectas claramente distinguidas que tienen unas trayectorias dirigidas hacia el origen de
coordenadas si A <0; y se alejan del (0,0) si A > 0.

A continuacion se explicara un ejemplo resolutivo de lo anterior.

18
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Ejemplo 1: Dado un SPALH de la siguiente manera:
(2 2
x=(] 3)*

Se calculan los autovalores y autovectores asociados a (i ?,) a partir de las ecuaciones (2.13) y

Q.11).
det (7 3)- (g -0
det(ZI/1 33/1)=0
A2—51+4=0

A-4)(A-1)=0

Por tanto los autovalores de la matrizson 4, =4y 4, = 1.

Ahora habra que hallar el autovector asociado a cada autovalor.

(§ 3 - Pwa=(
(7 2 =)
o) =(6)

De aqui sale un sistema de ecuaciones con dos incognitas que seran las componentes del autovector
(Y11, V21)-

= Autovector de 4, =4.

)

—21711 + 2U21 = O
V3p— V1 =0

Por tanto, v;; = v,;. Esto significa que cualquier vector donde sus componentes sean iguales seran
autovectores de 1, = 4.

. _ (1
Por ejemplo v, = (1)
Para el calculo del autovector asociado a A, = 1, se realizard el mismo método, llegando finalmente a
un sistema definido por:
V12 + 21722 =0
V12 + 21722 =0

Por ello, v;, = —2v,,. Esto quiere decir que sera autovector de A, = 1 todo vector cuya primera
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componente valga el doble de la segunda y ademads tenga distinto signo.
. _ (2
Por ejemplo v, = (_1).

Por 1ltimo se introducen los autovalores y autovectores calculados en la ecuacion (2.16) y se obtiene
la solucion general del sistema

x(t) = cle‘”(i) + czet(_zl)

Se puede mostrar ahora el campo de direcciones.

Figura 4.1: Campo de direcciones, nulclinales y linea de autovectores ejemplo 2.2.1.

En esta imagen se puede observar que el plano queda dividido en cuatro regiones, que son cada uno
de los cuadrantes, ya que las nulclinales coinciden con los ejes.

Ademads, las lineas de autovectores son las que se observan en el primer y tercer cuadrante,
correspondiente a A; =4; y en el segundo y cuarto cuadrante para A, = 1.

En la imagen que aparece a continuacion, se observan ademas de lo anterior, las trayectorias de
ambas soluciones que se van alejando del origen como se indico en la teoria previa al ejemplo, ya
que ambos autovalores son > 0.

7 A NS
7y AN | } v\
Py g / A, ,

/ rary
VRS AR /4 /

’

\:‘;\

Figura 4.2: Campo de direcciones, lineas de autovectores y diagrama de fases ejemplo 2.2.1.

En este ejemplo realizado, los autovalores hallados son positivos reales y distintos y se ha llegado a
unas soluciones tipicas de los SPALH llamadas soluciones de linea recta. El signo de dichos
autovalores es importante para conocer el comportamiento de este tipo de soluciones y por ende
predecir y comprender el comportamiento del resto de posibles soluciones de un SPALH cualquiera.

20
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En este tipo de sistemas se sabe que las curvas solucion son curvas abiertas simples y tienen puntos
de equilibrio simples, sin embargo en casos donde los autovalores sean de signos opuestos
apareceran puntos de silla (figura 2.3).

Figura 4.3: Ejemplo de un punto de silla.

Para el autovalor con signo negativo las trayectorias se acercan al origen, mientras que para el
autovalor positivo se alejan de el. Ademas, las trayectorias hiperbolicas se acercan asintdticamente al
espacio vectorial de los autovalores cuando t — oo, en el caso del autovalor > 0, y cuando t — - «, en
el caso del autovalor < 0. Es importante notificar que los puntos de silla siempre son inestables.

En resumen, es importante incidir en el hecho de que segln el signo de los autovalores se podra
conocer como se comportan las soluciones del sistema cuando t — o 0 t — - 00; alejandose del punto
de equilibrio las trayectorias cuando A > 0 y viceversa.
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5 ANALISIS DE LOS MODELOS

n este capitulo se analizara en profundidad cada uno de los modelos de guerra de Lanchester
Epropuestos en este trabajo, a saber, el modelo de fuego directo y el modelo de fuego indirecto.

En primer lugar, se calcularan analiticamente las soluciones de los sistemas correspondientes y
estas se mostraran graficamente durante el estudio del modelo de fuego directo, para poder estudiar
los distintos casos particulares y comprobar la relacion existente entre los coeficientes de
aniquilamiento, el nimero de efectivos y el resultado final del combate armado.

Para el modelo de fuego indirecto se mostrard una demostracion de esa relacion existente.

Mas adelante, en cuanto al estudio cualitativo de los modelos, sera necesario el calculo de los puntos
de equilibrio. Para el caso de fuego directo se seguird la teoria explicada en el anterior capitulo,
mientras que para el fuego en area, al ser SPANLH Degenerado, se observard su campo de
direcciones para hallar la estabilidad del punto de equilibrio.

Finalmente, se estudiaran casos particulares que verifican el principio de concentracion y se hara una
demostracion.

5.1 Modelo de Fuego Directo

Recordando el capitulo 3. Descripcion de los modelos, se sabe que en un modelo de fuego directo el
numero de efectivos caidos de un bando durante el combate es directamente proporcional al nlimero
de efectivos en el bando contrario. Siguiendo el sistema de ecuaciones diferenciales dado por:

dx1
- = —ouaX
dt z
de
— T — X
Tt B xq

Este sistema sera un SPALH, si se toman dos condiciones iniciales que en este caso seran x; (0) = xy,
y x2 (0) = x2,, siendo estas el nimero de efectivos de cada bando al inicio del combate.

Como se ha visto en el capitulo anterior, para el estudio de este tipo de sistemas serd necesario en
primer lugar hallar la solucion general del mismo x;(t) y x,(t),y para ello se ha de realizar el
calculo de estas condiciones iniciales x; (0) =x7,y x2 (0) = x2o.

A continuacion, se realizara el calculo de autovalores asociados a la matriz de coeficientes del
sistema que involucra las variables de estado x;(t) y x,(t). Siendo x;(t) y x,(t)el numero de
efectivos del ejéreito X; y Xz respectivamente en cada instante de tiempo .

Quedando asi el sistema de forma matricial:
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Tras realizar los pasos pertinentes se llega a la ecuacion caracteristica
A2 —af =0
Dando lugar a los autovalores 4, = /aff y 1, = —\/af.

Ahora en el célculo de los autovectores:

* Autovectorde 4, =./af

— ﬁ 0
G -0 om0
o ﬁ o Vi1 ) —
< \_/;_ _\/Z?) (1721)_(3)
—\/@Vn —avy =0
—Bvi1 — \/“_/37721 =0

resolviendo se llega a una relacion de:
—F Vi1 = V21
Va

Cualquier vector que cumpla esa relacion sera autovector de 1; =/ af. Por ejemplo :

1
vy = _\/E
Va
* Autovectorde 1, = — /afs
De la forma analoga para A, se obtiene:
1
Vy = \/E
Va

Como se observa, los autovalores son reales distintos y de signos opuestos, y la solucion general del
sistema seria

x(t)= cle‘/“_ﬁt (-3@) + cze_‘/“_ﬁt <é>

Va Va

con ¢; y ¢z constantes que quedan definidas con las condiciones iniciales.

Finalmente, han quedado definidas x, (t) y x,(t)con la solucion general como
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x.(t) = c,eVaBt 4 ¢ e—Vabt

0o ()

Aplicando las condiciones de contorno, es decir sabiendo que x; (0) =x7,y x2 (0) = x2

x1(0) =c1 + 2= x40
x2(0) =1 (%) + (g) =X20

Haciendo las cuentas pertinentes y despejando:

a
Ky
I
N -
=
=
Qo
|
==
=
[y}
Q

Cy = =| X0+

N =
“=TE
=
N
Qo

Por tanto reescribiendo las variables de estado una vez calculado el valor de ¢; y c2 se tendrian las
siguientes expresiones:

x1(t) :%(xlo - \/g XZO)EWt + %(xm + \/% XZO)G_Wt (3.1

x2(t) = % (xlo - ﬁ xZO) eVabt (%) + %(xlo + \/% xZO) e~Vapt (g) (3.2)

A partir de aqui se introducira el término de terminacion de combate, considerando que el conflicto
fuera simple y finalizara cuando uno de los bandos fuera completamente aniquilado, o los dos en
caso de que se considere un empate. Con esto es posible determinar cuando acaba el combate.

Llamando x, (tf) = X1 al namero de efectivos del ejéreito X; al final de combate y de la misma
forma para el ejército X, se puden dar tres escenarios diferentes:

I Xiesvencedor; x> 0 yx,5 = 0.
II.  Xcesvencedor; x,r >0 yxip = 0.
IMI.  Empate; x5 = 0y x5 = 0.

» Para determinar cuando acaba el combate, es decir, #, en el caso I. se sustituye en la
expresion (3.2) para x, (ty) =0y se despeja ty.

0 :%(xlo - \/% x20> eVaBty (%f) + %(xlo + \/% x20> e~VabBty (%)
e (G- ) e )

24
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0=— (xlo — \/% xZO) e2VaBty 4 (xlo + \/% x20>

a a
X10 — \/%xZO ez\/a_ﬁtf = <x10 + \/%xZO

X10 T

ez\/@tf =

=R
=
[\S]
Q

a
X10 + F X20

x10+fx20

tr = - J_ [x (3.3)
ﬁ 20

» Para determinar cuando acaba el combate, es decir, #, en el caso II. se sustituye en la
expresion (3.1) para x; (tr) =0y se despeja tr al igual que en el anterior caso.

1 a 1 a
0= 5| X0 = \/%sz eVaBts 4 5| %10+ \/%xzi, e—Vabty

a
—X10~ ExZO

1
tr = In (3.4)
! 2\/@ xlO_\/%XZO

Hasta llegar a

» Sin embargo para el caso III cuando el combate termina en empate; dado que Lepingwell
(1987) afirma que las fuerzas iniciales en cada bando se consideran iguales, los primeros
términos de las variables x, (t) y x,(t) se anulan quedando

x1(t) = (xlo \/% x20> e~Vapt (3.5)
00 =3 (310 +[§ 220) eV () (6

En este caso no se puede conocer el t; porque no hay una solucion exacta. Por ello lo que se hara es

calcular el tiempo transcurrido desde el inicio del conflicto cuando los ejércitos tienen un nimero m
de efectivos.
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=  Para X;:

1 a
my = =| X0 + |= xp, |Vt

2 B

o—VaBt — 2m,

a
X10 + F X20

—\/@t = In 2m,

a
X10 + \/% X20
1

t=— In 21y

VaB x10+\/%x20

= Para X2 : Con el mismo procedimiento se llega a

mzzé X1 T %sz e‘\/@t<g>

1

In 2am;
JaB

\/Exlo + \/E X20

t=—

El siguiente objetivo que se nos presenta es el de deducir la relacion que hay entre los bandos
combatientes X; y X> durante una guerra y que segin afirma Lepingwell (1987) es lo que puede
hacer predecir el resultado final de la misma.

Para ello se hace un estudio grafico con la ayuda del programa GeoGebra, donde se van variando los
coeficientes de aniquilamiento y el nimero de efectivos por bando en el momento de inicio del
combate.

Para que sea mas facil el estudio grafico, se tomaran valores del coeficiente de aniquilamiento en un
intervalo entre 0 y 1, y los valores de los nimeros de efectivos por bando en el momento inicial
tendran una relacion de niimeros enteros entre ellos. Por ejemplo x;0 = 2 x20 6 X170 = 3 X20.

En primer lugar se fijara un valor para  y se iran probando valores de a hasta observar cuando
ocurre el empate entre fuerzas; y entonces poder conocer, cambiando «, cuando un ejército gana o
pierde.

= Primer caso: X = 2 X2

Partimos de x;, = 500, x2, = 250, f = 0.25. Modificando los valores de a, se da el empate
cuando a = 1. De manera que graficamente quedaria:
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Namero de efectivos
500-f

400

x10 =500 x20=250
B=025 a=1

80 90 100

Tiempo (t)

Figura 5.1. Representacion grafica de la variacion del nimero de efectivos en cada bando respecto al tiempo
cuando hay empate. En modelo de fuego directo con x;, = 500, x2, = 250, f = 0.25.

Al no cortar ninguna de las dos funciones con el eje del tiempo, esto significaria que el combate seria

infinito, pero evidentemente este terminaria cuando ambos ejércitos quedaran sin efectivos en sus
filas.

Cambiando los parametros x;o, X20 , 5 pero manteniendo la relacion x;, = 2 x2, y siguiendo el supuesto
de que el combate terminara en empate saldrian los siguientes resultados.

Xlo B X20 a
500 0.25 250 1

350 0.2 175 0.8
200 0.15 100 0.6
160 0.1 80 04

Tabla 5.1 Relacion entre parametros de manera que el combate termine en empate y x7o = 2 X2,

Se puede observar que en estos casos donde el nimero de efectivos en el bando X; es el doble que en
X>, también se cumple en todos los casos que « , que es el coeficiente de aniquilamiento del ejército
X, tiene que ser cuatro veces mayor que 3, que es el coeficiente de aniquilamiento del ejército X7,
para que haya empate.

Esto hace que se llegue a la conclusion de que si el ejéreito que tiene el doble de efectivos tiene un
coeficiente de aniquilamiento § > 0.25, entonces siempre serd el ejército que se proclame ganador
del combate, puesto que para un supuesto empate el coeficiente de aniquilamiento del otro bando
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tendria que ser cuatro veces mayor es decir @ > 1, y esto en cuaquier caso es imposible ya que el
coeficiente de aniquilamiento como mucho podra valer 1 segun el caso estudiado.

El ejército X> sera vencedor del enfrentamiento cuando su coeficiente de aniquilamiento & sea mayor
que el valor de este mismo para el cual se da el empate entre ambos bandos.

Y al revés, X; serd el ganador del conflicto cuando el valor de a sea menor que el valor de este

mismo para el cual se produce el empate.

A continuacion, se expondran distintos casos, segun varie a, para determinar que bando sale

victorioso y cuanto tiempo duraria el conflicto bélico.

Tomando los valores de los parametros en la segunda fila de la Tabla 3.1. se llega a la siguiente
representacion grafica.

Xlo

B

X20

350

0.2

175

0.8

> Paravaloresde 0 <a <0.8

o

Se toma a = 0.6.

350

Nuamero de efectivos

a=06

x10 =350 x20=175
B=02

B = (8.6718904300564, 175.0000000000001)
150 —
o O A B
100
50
A = (8.6718905113665, 0) Tiempo (t)
0 2 4 [+] 8 ® 10 12 14 16

Figura 5.2 . Situacion donde el bando X7 gana el combate al llegar el nimero de efectivos de
X2 a cero, siendo a = 0.6 y el resto de parametros como se indica.

En este caso se puede observar que, como se ha comentado anteriormente, al ser a <
0.8 (situacion de empate) el bando ganador sera el de mayor nimero de efectivos, X;,
que finaliza el enfrentamiento con 175 efectivos (punto B); y el perdedor, que se

queda sin efectivos, sera X>.

Ademas, se puede apreciar que en el mismo instante de tiempo en el que el bando
perdedor se queda sin efectivos, el bando ganador alcanza el minimo de efectivos en

sus filas, lo cual es logico.
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No hay que tener en cuenta la grafica una vez finalizado el enfrentamiento.

o Setomaa =0.7, a =0.4 y comparamos con a = 0.6 del ejemplo anterior.

350 lq

Numero de efectivos x10 =350 x20=175

x1(t) B=02

300

D = (3.88, 247.49)
250

200 =
—~—— 7% -7, 175) [ B E————
s —
50N x2) C=(14.45,123.74)
@
100
50
Tiempo (t)
Py > A 14 16
E = (3.88, 0)\ F = (14.45, 0)

Figura 5.3 Comparativa de situaciones segin a = 0.7, @ = 0.4 y a = 0.6, manteniendo el resto
de parametros constantes. Siempre gana X;.

Como se puede ver en esta Ultima imagen, a medida que el coeficiente de
aniquilamiento del bando X> (a) aumenta, mas costosa sera la victoria del ejército X;
y por tanto mas efectivos caeran en este bando y mas tardara la guerra en concluir.

Cuando a = 0.4, el ejército X; ganard mas facilmente y por tanto el conflicto finaliza
antes (t = 3.88) y el bando ganador acaba con mas efectivos (247) que en los otros
casos donde el coeficiente de aniquilamiento de X> es mayor (a = 0.6, « = 0.7) donde
X finaliza el combate con 175 y 123 efectivos respectivamente.

> Paravaloresde 0.8 < a < 1.

o

Setomaa=09ya=1

350-0

Numero de efectivos x10=350 x20=175

x1() B=02
300
250
200
S
150 x2(t)
a=1 a=0.9
1o I = (10.42, 78.26) O O o s
J = (15.54, 58.33)
= \
H = (10.42, 0) K=(1554,0)  Tiempo (t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Figura 5.4. Comparativa de situaciones segun @ = 0.9 y @ = 1, manteniendo el resto de
parametros constantes. Siempre gana X,

En este caso se puede apreciar que al ser los coeficientes de aniquilamiento de X>
mayor que 0.8 (caso de empate), se da la victoria de este bando aunque empiece en
inferioridad numérica.

Se observan en la imagen ademas el numero de efectivos con los que acaba el bando
ganador y el tiempo que dura el conflicto. Estos datos al igual que antes estan
reflejados en los puntos I, H, J y K que estan sobre las curvas.

A continuacion, se muestra una tabla resumen con los diferentes casos que se pueden dar cuando x;,

=2 X2,
Xlo B X2 a Vencedor
500 0.25 250 <1 Bando X;
350 0.2 175 <0.8 Bando X;
350 0.2 175 >0.8 Bando X>
200 0.15 100 <0.6 Bando X;
200 0.15 100 >0.6 Bando X>
160 0.1 80 <04 Bando X;
160 0.1 80 >0.4 Bando X>

Tabla 5.2 Ejército vencedor en funcion de @ manteniendo el resto de parametros constantes.

Finalmente, como se ha comentado antes y segun los datos de la Tabla 3.1 y Tabla 3.2, siendo x;, =

2 x20 se da:

v' Sia = 4p, se produce un empate.

v' Sia < 4p, gana el ejército X;.

v' Sia > 4p, gana el ejército Xo.

El siguiente caso de estudio sera el caso en el que un ejéreito tenga el triple de unidades inicialmente
que el otro bando.

= Segundo caso: x7, = 3 x2

Se parte de la siguiente tabla de datos y se hace un estudio analogo al anterior, buscando los
valores de a para que se produzca el empate.

Xlo

ﬁ X2o0 a
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300 0.1 100 0.9
180 0.01 60 0.09

Tabla 5.3 Relacion entre parametros de manera que el combate termine en empate y x7 = 3 X2o.

De esta tabla se puede deducir, siguiendo el mismo razonamiento que en el caso x, = 2 X2, que
habra empate entre las fuerzas cuando @ = 9.

Para comprobar que esto se cumple siempre, se van a demostrar graficamente las situaciones
reflejadas en la siguiente tabla, que varian los parametros pero siempre manteniedo la relacion de
empate @ = 90.

Xlo p X20 a
150 0.04 50 0.36
600 0.07 200 0.63

Introduciendo manualmente los datos en Geogebra quedaria la siguiente grafica.

Tabla 5.4 Situaciones donde se produce empate para x;, = 3 X2o.

|Nl‘1mero de efectivos
600

500

400

300

200

100

g x1(t)

x2(t

x1o0 =150 x20 =150
=004 a=036

150 200

350

Figura 5.5 Representacion del sistema al introducir manualmente los datos de la tabla 3.4

Como se puede apreciar en la figura 3.5, en ambos casos se da el empate entre las fuerzas
combatientes, ya que ambas quedan con sus bandos aniquilados con el paso del tiempo y no habria

vencedor.

En resumen, se puede llegar a la conclusion de que cuando un ejéreito tiene inicialmente el triple de
efectivos que el otro, se producira el empate solo si el coeficiente de aniquilamiento del ejército en
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superioridad numérica es la novena parte del coeficiente de aniquilamiento del bando en inferioridad
numérica.

Dicho esto las conclusiones a las que se llegan, son:
v' Sia = 9B, se produce un empate.
v' Sia < 9p, gana el ejército X;.
v' Sia > 9pB, gana el ejército Xo.

Con estos dos casos de estudio y con los resultados obtenidos, se puede afirmar que:

Dado x;, = k x20 , siendo k un nimero racional positivo cualquiera, ocurre que en un enfrentamiento
entre dos fuerzas X; y X>.

v Sia = k?p, se produce un empate.
v Sia < k?B, gana el ejército X;.
v Sia > k2B, gana el ejército Xo.

. ., , L x1
Despejando & de x;, = k x20, queda en funcion de los pardmetros iniciales, £ = o

o
o S€ concluye que:

= El ejército X; ganara el enfrentamiento si la fuerza combativa de X; es mayor que el de X>.
axs, < pxi,

= FEl gjéreito X> ganara el enfrentamiento si la fuerza combativa de X2 es mayor que el de X;.
2 2
axy, > Pxi,
*  Si la fuerza combativa en ambos bandos es igual entonces habra empate. ax3 = px? 5

A continuacion, se realizara una demostracion de las afirmaciones anteriores a través de la ecuacion
de trayectorias, que viene dada por la expresion:

dx;  Bx;
dx, ax,
Esto da lugar a una integral que se puede resolver por partes.

X1 X2
ﬁ X1 dx1 = aJ Xo de

X10 X20

B(xf, — xf) = a(xf, — x3)
Bxi — axj = Bxi, — axj, (3.7)

Esta ultima expresion indica que la diferencia entre las fuerzas combativas de ambos bandos es
constante e igual a la diferencia de las fuerzas combativas en el momento inicial.
Una vez explicado esto se procede a la demostracion de los enunciados expuestos anteriormente.

= 1°Enunciado: El ejército X7 ganard el enfrentamiento si la fuerza combativa de X/ es mayor
queelde X2. ax3 < Bxf

Considerando la expresion (3.7) y que de ax3, < Bxi sellegaa: 0 < px{ —ax3 ,se
deduce que se cumple ax3 < Bx? (3.8) para todo instante de tiempo.
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Y por tanto ang < ﬁxlzf. (3.9)
Teniendo en cuenta esto, se pueden dar tres escenarios diferentes al término del
enfrentamiento.
1. Si X> es el vencedor del combate, entonces X; sera completamente eliminado.
px? = 0.
De manera que con (3.9) se tiene que axs ;< 0. Sin embargo esta expresion carece

de sentido y no se puede dar nunca ya que el coeficiente de aniquilamiento toma
siempre valores entre 0y 1, 0 < a <1y x5 > 0 por el hecho de que ganaria el

combate.

Por tanto esto hace saber que nunca se puede dar en este enunciado la victoria del
ejército Xo.

2. Si se produce un empate, los dos ejércitos serian aniquilados al cabo del tiempo.
2 (0 — 2
Bx; ;= 0= ax; .
Lo que tampoco se puede dar puesto que no cumple (3.9).

Por todo esto la tinica opcion es la que se indica en el enunciado, es decir, el ejéreito
X; ganaré el enfrentamiento si la fuerza combativa de X; es mayor que el de X>.
(Escenario 3).

2° Enunciado: Fl ejército X> ganara el enfrentamiento si la fuerza combativa de X2 es mayor
queelde Xi. ax; > pxi

Siguiendo el mismo procedimiento que antes se llega a que  ax3 ;> Bx? . (3.10).

Se dan por tanto otros tres escenarios posibles al finalizar el combate.
1. Si X; es el vencedor del combate, entonces X> serd completamente eliminado.
ax? - =0.

Con la expresion (3.10) se llega a 0 > Bx? ;5 estoes imposible porque tanto S como
X1 tienen que ser mayores de cero. En conclusion, X; no puede ser el vencedor del
combate.

2. Si se produce un empate, los dos ejércitos serian aniquilados al cabo del tiempo.
Bx? =0= ax? ;
Lo que tampoco se puede dar puesto que no cumple (3.10).

Por todo esto la tinica opcidn es la que se indica en el enunciado, es decir, el ejército
X> ganara el enfrentamiento si la fuerza combativa de X> es mayor que el de X;.
(Escenario 3).

3° Enunciado: Si la fuerza combativa en ambos bandos es igual entonces habra empate.
2 _ o2
axy, = Bxi )

Como antes, se llega a la conclusion de que ax32 ;= Lx? ; (3.11)

Una vez mas se distinguen tres escenarios distintos al acabar la batalla.

1. Si X7 es el vencedor del combate, entonces X> sera completamente eliminado.
axs ,=0.
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Con (3.11) se obtiene 0 = Bx2 1 lo que no se podria dar ya que se tiene que dar que
B >0y x1r > 0siX;es el vencedor del combate.

Por ello este escenario no es posible.

2. Si X> es el vencedor del combate, entonces X; sera completamente eliminado.
,Bxff =0.
Con (3.11) se obtiene ax> ;= 0, lo que no se podria dar ya que se tiene que dar que
a > 0y xyr > 0s1X;es el vencedor del combate.

Entonces este escenario tampoco se puede dar, por lo que el Gnico escenario posible
es el del empate. (Escenario 3)

Con esta demostracion se ha comprobado que la afirmacion realizada por Lepingwell (1987) es
cierta, es decir, el ejército que tenga al inicio del combate una fuerza combativa mayor serad el
vencedor del enfrentamiento, y si las fuerzas combativas iniciales son iguales el resultado final del
combate sera el empate entre bandos.

También se llega a la conclusion de que, dado que el sistema es lineal homogéneo no degenerado, el
origen, punto (0,0), es el tnico punto de equilibrio del sistema. Esto quiere decir que el nimero de
efectivos de ambas fuerzas no variard cuando estos no tengan pie de fuerza.

Ademas, este punto de equilibrio sera un punto de silla ya que los autovalores del sistema son reales
distintos y de signo opuesto, y serd inestable ya que las trayectorias ubicadas en los cuadrantes uno y
tres, en donde se encuentra la solucion de linea recta que esta situada sobre la linea de autovectores
asociada al autovalor —\/a_ﬁ , se acercan al punto de equilibrio, mientras que las trayectorias ubicadas
en los cuadrantes dos y cuatro, donde se halla la solucion de linea recta que esta situada sobre la linea

de autovectores asociada al autovalor /af8 se alejan del punto de equilibrio.

A continuacion, se muestran unas graficas correspondientes al campo de direcciones y al diagrama
de fases de un modelo de fuego directo.

~ > ra
N 7/
N\ /
N\ /
oy T s
\ /
g, X, /
\ : s
N\ /
N 14 /
N\ 7
\\ /
Y //
2 2y A \ L] ’
/ N\ x
/ N
i “1 \
7/ \
4 N
7/ N\
4 -2 N
/ \
/ N
/ \

s/ 3 N

1.Campo de direcciones de modelo de fuego 2. Diagrama de fases de un modelo de fuego
directo. directo.

Figura 5.6: Campo de direcciones y diagrama de fases de un modelo de fuego directo.
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Una vez que se conocen los distintos casos de soluciones del sistema y de como varia el nimero de
efectivos de cada bando con el tiempo, se esta en disposicion de continuar con el estudio a partir de
la ecuacion de las trayectorias, inicamente considerando el primer cuadrante puesto que los ejes se
refieren al tiempo (eje X) y al ntimero de efectivos (eje Y) y no tiene sentido hablar de cantidades
negativas en ninguno de los casos.

De la expresion fx{ — ax3 = Pxi — axj, (3.7) se puede llegar a:

pxi ax}

2
20

— =1 3.12
Bx%,— ax Bx%,— axj, (3.12)
De esta expresion se puede concluir que si la fuerza combativa al inicio de X> es superior a la de X,
entonces el denominador en ambos términos de la expresion (3.12) serd negativo y quedaria la
expresion:
2 2
X2 X1 —

_ b .2 2 _ 42
X230 g *X1o  BX20” *1o

que se corresponde con un hipérbola de centro (0,0) y eje real x>, como se observa en la siguiente
grafica.

5*

Iy

v

Figura 5.7. Gréfica relacionada con la expresion (3.13)

Los vértices de la hipérbola son los puntos donde esta corta con el eje x2, solo se tendra en cuenta el
valor positivo ya que es el que se encuentra en el primer cuadrante y es en este cuadrante donde se va
a centrar el estudio como se dijo anteriormente.

El valor de dicho vértice sera
2 _ P 2
0, |x3, 7 X1,

que representa el nimero de efectivos con el que finaliza el combate el ejército X> mientras el bando
Xi es completamente eliminado.

El otro caso de estudio se da cuando la fuerza combativa al inicio de X; es superior a la de Xa,
entonces el denominador en ambos términos de la expresion (3.12) serd positivo y quedaria la
expresion:
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2 2

X1 _ X2 -1
2 _ L2 B . > 2

10 T B %20 o X, ~ X2,

(3.14)

Analogamente a la grafica anterior, en este caso la expresion (3.14) se corresponde con una hipérbola
de centro el punto (0,0) y eje real x;.

5
\

Figura 5.8. Grafica relacionada con la expresion (3.14)

De la misma forma se obtiene que el vértice de la hipérbola en el primer cuadrante viene dado por

que indica el nimero de efectivos con los que finaliza el enfrentamiento el bando X; frente al bando
X2 que queda eliminado completamente.

Por ultimo, se estudia el caso en el que ambas fuerzas combativas son iguales inicialmente. De la
expresion (3.7) se obtiene

pxi = axj

de donde se llega a x, = \fgxl . Esto es una funcion lineal cuya grafica en el primer cuadrante

viene dada por:

>

Figura 5.9. Grafica relacionada con el caso en el que ambos bandos X; y X>quedan eliminados.
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Por tanto, se pueden mostrar a continuacion en una misma grafica las tres diferentes trayectorias que
se pueden dar segun sea el caso de estudio, es decir, si la fuerza combativa inicialmente de X> es
superior a la de X, sila fuerza combativa inicialmente de X; es superior a la de X> o si ambas fuerzas
combativas fueran iguales. Unicamente se muestra la parte de las graficas referidas al primer
cuadrante.

ry
- < -

Figura 5.10. Grafica que muestra las tres situaciones que se pueden dar en un enfrentamiento bajo las
condiciones de un modelo de fuego directo.

El siguiente punto del estudio del modelo de fuego directo, se va a centrar en confirmar que el
principio de concentracion es aplicable a este modelo, como asegura Lanchester en su estudio.

El principio de concentracion afirma que es recomendable que cada ejército retina sus fuerzas
combativas a la hora de enfrentarse a su rival en un solo combate. Por tanto a continuacion, se va a
analizar qué ocurre cuando el ejército vencedor, cuando se da un solo combate, se divide en n partes
iguales y se producen n enfrentamientos entre ambos bandos en los que batallan la n-€sima parte del
ejército dividido con el niimero de efectivos restante del bando contrario, y teniendo en cuenta que
cada combatiente mantiene constante su coeficiente de aniquilamineto en cada uno de los »
enfrentamientos.

Partiendo de x;y = kx,, y @ = pB siendo k y p nimeros racionales positivos y asumiendo que la
fuerza combativa de X; sea mayor que la de X2; esto significaria la victoria del ejército X; en el caso
de un solo combate, sin embargo, se va a estudiar si hay alguna situacion en el que saliera vencedor
el bando X al dividir X; en n partes iguales y atacarlo secuencialmente.

De (3.7) se obtiene

Bxi, — axi = [)’xlzf - ang (3.15)

= Escenario 1: Al dividir X; en dos partes iguales

La fuerza combativa de X; vendra dada por

p(e) - 352

Sustituyendo en (3.15) para el primer combate
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p

Si X> sale vencedor en los dos enfrentamientos, se supone que X; acaba en ambos combates
completamente eliminado, por tanto, su fuerza combativa al finalizar estos es cero.

2
a (kx,,
_ 2 _ 2 2
( > ) axy, = ,3X1f1 AX3

2
i KXz — ax? = —ax?
p 2 20 - 2f1

k2
ax;, (E — 1) = —axj, (3.17)

. k2
Para que esto se cumpla debe ocurrir que pre 1 < 0 vy, por tanto

k? < 4p

Finalmente, X> ganara el primer combate si esta expresion se cumple.

Para saber si X> gana también el segundo enfrentamiento, habra que hallar el pie de fuerza
con el que finaliz6 el primer combate, X f1.

Despejando de (3.17)
k2
fol = ’1_5 X20 (318)

Reemplazando (3.18) y (3.16) en (3.15)

a (kxy k?
;( 5 ) -« 1—5 X0 | = Bxi, — axi,

De igual manera

k2 2
ax%o <E— 1 +E> = — ax%n
Llegando a
k* <2p (3.19)

Se llega entonces a la conclusion de que, al cumplirse esta desigualdad, X> sera vencedor del
combate y X; serd aniquilado.

= Escenario 2: Al dividir X; en tres partes iguales

La fuerza combativa de X; vendra dada por

) - 32y

p

De manera anéloga a la situacion anterior

p

k 2
a(kxo\” o, .,
3 axy, = — axj,,
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2
2 (k — 2
ax;y, (%— 1) = —axy,

2

. k
Para que esto se cumpla debe ocurrir que P 1 < 0 vy, por tanto

k? <9p

(3.21)

Finalmente, X> ganaré el primer combate si esta expresion se cumple.

Para saber si X> gana también el segundo enfrentamiento, habra que hallar el pie de fuerza

con el que finaliz6 el primer combate, x5 5.

11
Xpf1 = -—x
2f1 op Y20

2

Por tanto

De igual manera

2 (2K _ 2
axsy, (E — 1) —ax;,
Llegando a
9
k2 <2
2

a (kxyg\ k?
5( 3 ) - 1’1_%3620 = By, -

(3.22)

2

axs,,

(3.23)

Se llega entonces a la conclusion de que, al cumplirse esta desigualdad, X sera vencedor del segundo

combate y comienza el tercero con el siguiente nimero de efectivos.

Xor2 = |1 —g X20

Al igual que antes y reemplazando en las expresiones correspondientes

2

p

a (kx20>2 2k?
- a

3 9

Asi se llega a

Llegando a

— 42
1- X20 | = ﬁx1f3 -

2
axj,

(3.24)



40 Analisis de los Modelos

Por tanto, si se cumple esta condicion, se puede afirmar que el ejército X> sera el ganador de la
batalla y X1 quedara completamente eliminado.

En resumen, teniendo en cuenta las expresiones a las que se ha llegado en las dos situaciones
analizadas, se puede afirmar que dado x;y = kx,, y @ = pf siendo k£ y p niimeros racionales
positivos y asumiendo que X; sea el bando ganador en un solo combate; entonces se sabe que X> sera
el vencedor y eliminard al ejército X; en el combate n-ésimo si X> divide el numero de efectivos de
X; en n partes iguales y se cumple la expresion

Bxf, < naxj (3.25)
Esta afirmacion es una hipdtesis puesto que solo se han comprobado dos situaciones diferentes de las

inifinitas que habria, por ello se va a proponer una demostracion de lo anterior a continuacion.

Demostracion:

Si no se diera el caso de que X> ganara el combate en el enfrentamiento n-ésimo y en este eliminara
completamente a X}, entonces significaria que seria X; el vencedor del combate y eliminaria a X> en
el enfrentamiento n-ésimo o este terminaria en empate. Por tanto, se llegaria a la conclusion de que
en ese supuesto la fuerza combativa inicial de X seria mayor a la de X> o estas serian iguales, en caso
de empate. Lo que se resume en la expresion siguiente

2 2
Bxi, = naxy,

Se sabe que el pie de fuerza inicial de X> en este enfrentamiento es igual al pie de fuerza final del
enfrentamiento anterior, por ello

2 2 |2 (1 _M>

n n?p

Sabiendo que a, [ y n son positivos se llega a

2 1,2
X10\2 5 axzok n—-1)
ﬁ (_) 2 axZo nzp

2 2 2 2 1,2
pBxi, = n“pax;, —ax; k*(n—1)
2 2 2 _ a2 12 21,2
pBxi, = n“pax;, — ax; kn+ ax; k

Sabiendo que x1¢y = kx,,y @ = pf3, se tiene

Bxi, = naxj, (3.26)

Sin embargo, esta expresion no se puede cumplir puesto que no concuerda con la (3.25), por tanto, se
llega a la conclusion de que la hipotesis es cierta y X> aniquila a X; por completo en el combate n-
ésimo.
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Finalmente, se puede decir que en un combate en circunstancias de un modelo de fuego directo, el
bando que tenga una mayor fuerza combativa sera el bando ganador si el combate se disputa en un
solo enfrentamiento, mientras que el ejército que saldria derrotado en este caso puede cambiar el
resultado del combate si logra dividir al bando que saldria vencedor en n partes iguales de forma que
la fuerza combativa al inicio fuera mayor que la n-ésima parte de la fuerza combativa de su
adversario y lo atacara secuencialmente en # batallas.

5.2 Modelo de Fuego Indirecto o Fuego en Area

La principal diferencia de este modelo respecto al modelo de fuego directo es que el nlimero de
efectivos de cada bando ademas de disminuir segun el pie de fuerza del adversario, también lo va a
hacer dependiendo del numero de efectivos del propio bando que se encuentren en el area de fuego.

El sistema que describe este modelo es el siguiente

dx1 _
E = —0XyXq
dX2 _
ar — Bx1%;

Este sistema serd un SPANLH, si se toman dos condiciones iniciales que en este caso seran x; (0) =
x10y X2 (0) = x2,, siendo estas el nimero de efectivos de cada bando al inicio del combate.

Al ser un SPANLH, la manera de calcular la solucion analitica del sistema sera con la ecuacion de
las trayectorias.

dx, _F

dx; «a

X1 X,
f pdx; = f adx,

X1, X2,

.B(x10 - x1) = a(xzo - xz)
Bx1, — axy, = fx; — ax, (3.27)
c1 = PBxq —ax, (3.28)
siendo ¢; = Bx;, — axy,.

Si se despeja de la igualdad (3.28) el término x,, quedaria
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Introduciendo esto en la primera ecuacion del sistema se obtiene

ax _ B ¢1
z = —en(Ga-2)
dx
d—tl = — Bxi+cix;
dx
——— =dt
— Bxi +c1xq
dx
1 =dt
x1(c1 — Bx1)
Con fracciones parciales
A N B _q
X1 €1~ Px
A(c; — Bx1) + Bxy 1
x1(¢1 — Bx1) x1(c1 — Bx1)

A(Cl _ﬁxl) + Bxl = 1
—Afxy +Ac; + Bx; =1
xl(B _Aﬁ) +AC1 = 1

. 1 .
siendoA =—yB = £ , Se tiene que
Cq Cq

1/1 B _ 1
€1 (x1 " €1 — ,3951> B x1(¢c1 — Bxy)

11 B y
— =+ —")dx, = | dt
J C1 (xl * cq — ﬁxl) *1 J
X1, to
X1
1 1 i
— [ (=+———)dx =t
C1 (x1 C1 - ﬁxl) xl
xlo

X1 X1

¢ — Bxq

0

1 1
U L [ 2|
1

~[(n 2, ~In(ey ~ fx1)) — (nxy, ~In(e; — fra, )] = ¢

X
1 ¢, — Bxq

—|In =t
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_ %1
¢ — Bxq
X1,
€1 — ,Bxlo

- eC]_t

Despejando x,

C1 ﬁx1o 1 ﬁx10
c1xp, et
= Bxy
Xl Bxloeclt
1+———%—
€1 — ﬁx10
X, = i (3.29)

e~C1t(cy—Bxyy)+Bxy,

En esta expresion se puede ver que si ¢; = 0, x; quedaria indeterminado. Por ello se ha de
diferenciar cuando ¢; = 0y cuando ¢; # 0.

Sicq # 0, se tiene la expresion (3.29), pero si ¢; = 0, entonces:

dx1 2
dr Bxi
X1 t
! d f dt
X
—Bx;
xlo to
1 1
Bx1 ﬁx10
1 thxi, +1
Bx, .39510
Xy =t
1 thxi, +1
En definitiva x4 (t) queda definida como una funcion a trozos de la forma:
X1,
—_—, c1=0
thxy, + 1 1
x1(t) = C1X1
2 c, %0

e‘cl'f(c1 - Bxlo) + /3x10'



Analisis de los Modelos

También al despejar x; de (3.28) queda

Bxy =c, —ax,

1 ax,
A
Al introducir esta expresion en la segunda ecuacion del sistema se tiene
dx, (61 axy
2 _ (24 _)
dt PraG+7%5
dX2 2
— = —ax) — X
dt 2 142

De manera que al igual que antes hay que diferenciar los casos para ¢; = 0 y para ¢; # 0, puesto
que cuando ¢; = 0 se produce una indeterminacion.
Sic; # 0, siguiendo un procedimiento analogo al calculo de x4, se llega a

c1xp et

Xy =
€1 — axp et + ax,

pero si ¢; = 0, entonces

X2,
Xy) = —————
tax,, +1
En definitiva x, (t) queda definida como una funcion a trozos de la forma:
X2
- %0 , c;=0
tax,, +1
x2 (t) = Clxzoe—clt
, c,#0

€1 — axp et + ax,

Analizando las funciones tanto de x;(t) como de x,(t), se puede observar que ambas tienen
asintotas horizontales en x; = 0 y x, = 0 respectivamente. Esto hace imposible que se pueda saber
con seguridad cuando finaliza el combate, sin embargo, si se puede obtener el tiempo de algin
momento puntual de la batalla a partir del nimero de efectivos que tienen los bandos en ese mismo
instante.

Llamando n, al pie de fuerza del bando X; en el instante de tiempo que se quiere conocer, se obtiene:

Sic; #0,
C1X1,

e‘clt(cl — ,Bx10) + x4,

Tl1=

—cqt —cit —
—nicie” 1 +nyfx e =nfxy, — Xy,

e—C1t —_
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1 nifxy, — 1%,
t=——1In
€1 n15x10 — NG
Sl C1 = 0,
ny, = _ M
;=
thx,, +1
X1
tpxy, +1=—
ny
X1, — g
pr, = =2
x10 - Tl1
t=——7—
n1ﬂx10

De igual forma para X, llamando n, al pie de fuerza que se mantiene en combate, el tiempo que ha
transcurrido se batalla sera:
Sicy #0,

c1xz, et

nz =
€1 — axye 1t + ax,,

le(cl + axzo) = Clxzoe_clt + nzaxZoe_Clt

. (e +axy)

C1Xz, T Ny Xz,

e a1

ny (¢ + axy,)

C1Xz, + Npaxy,

Si 1= 0,

_ X2,
n, =—
tax,, +1

X2
tax,, +1=—
n;
. Xp, — M2
nyaxy,

Dado que las funciones que definen las variables de estado estan definidas a trozos, la exploracion
grafica de estas variables no es valida para deducir la relacion entre las fuerzas de cada ejéreito, que
determinaria el vencedor de la batalla. Por ello se va a realizar una demostracion de la afirmacion
propuesta por Lepingwell acerca de la relacion de las fuerzas combativas de cada bando y el
resultado final de a batalla.

Como afirma Lepingwell, en un combate en condiciones de fuego indirecto entre los ejércitos X7 y
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Xz, ocurre que:
* X;es el vencedor de la batalla si ax, < fxq,.
* X es el ganador de la batalla si ax,, > fxq,.
* Elresultado del combate es empate si ax,, = fx;,.

Demostracion:

Se sigue un razonamiento parecido al realizado en el modelo de fuego directo, de manera que para
las tres afirmaciones citadas se tiene:

* 1° Enunciado: X; ganard la batalla si ax,, < fx,,.
De este enunciado y de la expresion fx;, — ax,, = fx; — ax, (3.27)sellegaa
Bxy > ax,
En el momento final de combate sera
,8x1f > axy, (3.30)

Por tanto, se cumple el enunciado propuesto, si al inicio del combate la fuerza combativa de
X1 es mayor, también lo es al final y por tanto gana la batalla.

* 2° Enunciado: X es el ganador de la batalla si ax,, > Bxq,.
Al igual que antes, de (3.27) se obtiene que
Bx; < ax,
Y al final sera
Bx; F < axy,

Se cumple lo afirmado, si al inicio del combate la fuerza combativa de Xz es mayor, también
lo es al final y por tanto gana la batalla.

* 3° Enunciado: El resultado del combate es empate si ax,, = fxq,.
De la expresion (3.27) y de la igualdad especificada se obtiene
Bx1 = ax;
Al final del combate también seran iguales las fuerzas combativas de ambos bandos
:B X1 f = ax; f

Por ello se puede concluir que el enunciado se cumple, es decir, si ambos bandos tienen
fuerzas combativas iguales, el resultado sera empate.

Llegados a este punto se ha demostrado que lo afirmado por Lepingwell se cumple en los tres casos
propuestos. Ganara la batalla aquel ejército que tenga una mayor fuerza combativa al inicio de la
batalla, y en caso de que las fuerzas combativas iniciales sean iguales el resultado final sera de
empate.

Ademas, se sabe que los puntos de equilibrio de este sistema son los que cumplen —ax,x; =0y
—Bx1x, = 0, es decir, los que son de la forma (x7,0) y (0, x3).

También es necesario utilizar la matriz jacobiana del sistema asociado al modelo de fuego indirecto y
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evaluarla en cada punto de equilibrio para saber qué puntos son no degenerados.
—ax, —ax;
Df = ( )
f —Bx; —Px1
Si se evaltia esta matriz en los puntos de equilibrio de la forma (x7,0), el determinante de esta
queda:

DFGE 0= (o _get) =0

Si ahora se evalua la misma matriz en los puntos de equilibrio que cumplen (X3, 0), el determinante
es:

IDFO.7) = (Zga o) =0

Por tanto, se puede decir que, siguiendo la teoria expuesta en el marco matematico, todos los puntos
de equilibrio son degenerados y por consiguiente el sistema también lo sera.

Igualmente, todos los puntos de equilibrio son no aislados por lo que todas las conclusiones sacadas
surgen de la observacion grafica y no seran resultado de una teoria general.

Como se puede observar en la siguiente figura los puntos de equilibrio ubicados que estan en los ejes
positivos son estables, ya que el sentido de los vectores tangentes a las Orbitas cerca a cada punto de
equilibrio sefala a cada uno de estos, mientras que los puntos de equilibrio que se situan sen los ejes
negativos son inestables, debido a que en todos estos los vectores tangentes a al menos una de las
curvas solucion cerca a cada punto de equilibrio sefiala en sentido opuesto al punto.

34

)

o
=

Figura 5.11. Campo de direcciones de un sistema de modelo de fuego en area
El siguiente paso es mostrar en una grafica las trayectorias del sistema, para ello se despeja x, de
(3.27).

x, =5x ¢ (3.31)

a a
siendo ¢ = ax,, — fxy,.
Teniendo la expresion (3.31), se puede observar que es una funcion de pendiente % y ordenada en el
. C
origen —.
En este caso si el ejéreito X; es el vencedor, porque tenga mayor fuerza combativa inicialmente que
el bando Xz, entonces i < 0. Esto implica que la grafica de la situacion tenga un punto de corte, en el
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primer cuadrante, con el eje que representa x; en el punto (— %, O), lo que indica la cantidad de

efectivos con los que finaliza el ejército X; cuando X> es aniquilado.

Y
Fa]

& i,

- >

Figura 5.12. Funcion trayectoria de una situacion de modelo de fuego en area donde el bando X es aniquilado
y el bando X; mantiene pie de fuerza.

Por otro lado, si el ganador del combate resultara ser el ejército Xz, por lo que tendria mayor fuerza

combativa inicial que X, entoncesg > 0, lo que implica que la grafica resultante de esta situacion
mostraria un punto de corte en el eje x2 en el punto (O, i), que al igual que antes se refiere al pie de
fuerza que mantiene el bando ganador, en este caso Xz, mientras el bando perdedor es totalmente
aniquilado, en este caso Xj.

i
2

Ly

-
"

Figura 5.13. Funcion trayectoria de una situacion de modelo de fuego en area donde el bando X; es aniquilado
y el bando X> mantiene pie de fuerza.

El otro caso posible es que se diera un empate entre ambos ejércitos, lo que significaria que ambas
. . o« o . Cc .y .
fuerzas combativas son iguales al inicio quedando - = 0. Esto da lugar a una funcion que tiene un

punto de corte en el origen (0,0), de manera que ambos ejércitos quedan aniquilados.
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¥

>

Figura 5.14. Funcion trayectoria de una situacion de modelo de fuego en area donde ambos bandos X; y X
quedan aniquilados.

Finalmente representando en una misma grafica las tres trayectorias que se pueden dar en las tres
situaciones analizadas, quedaria la siguiente figura.

[ )
Ty

J’]A

~%- >

Figura 5.15. Funciones trayectorias de las tres situaciones que se pueden dar en un modelo de fuego en area.

El siguiente punto por tratar en el andlisis de este modelo de fuego indirecto o fuego en area, es la
comprobacion de la afirmacion de Lanchester que asegura que en este modelo no es posible aplicar
el principio de concentracion.

Se realizara un procedimiento analogo al realizado en este apartado para el modelo anterior.

Partiendo de x;y = kx,q y a = ppf siendo k y p nimeros racionales positivos y asumiendo que la
fuerza combativa de X; sea mayor que la de X; esto significaria la victoria del ejército X; en el caso
de un solo combate, sin embargo, se va a estudiar si hay alguna situacion en el que saliera vencedor
el bando X> al dividir X; en n partes iguales y atacarlo secuencialmente y teniendo en cuenta que cada
combatiente mantiene constante su coeficiente de aniquilamineto en cada uno de los n
enfrentamientos.

De la expresion (3.27) se obtiene

ﬁxlo - lezo = Bxlf - afo (332)
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Se contemplan dos posibles escenarios:
= Escenario 1: Al dividir X7 en dos partes iguales
La fuerza combativa de X; vendra dada por
x a (kx
=22 = —( 20) (3.33)
2 p 2

Sustituyendo en (3.32) para el primer combate

a (kxzo
p\ 2

Si X> sale vencedor en los dos enfrentamientos, se supone que X; acaba en ambos combates
completamente eliminado, por tanto, su fuerza combativa al finalizar estos es cero.

)— X320 = Bxlfl - AXzr1

a (kx
_( 20) — Xy = — afol
p\ 2
k
axZO (5 - 1) = = afxzfl (334)

. K
Para que esto se cumpla debe ocurrir que - 1 < 0 vy, por tanto

k<2p

Finalmente, X> ganara el primer combate si esta expresion se cumple.

Para saber si X> gana también el segundo enfrentamiento, habra que hallar el pie de fuerza
con el que finalizo el primer combate, X5 5.

Despejando de (3.34)
fol = (1 - 5) X20 (335)

Reemplazando (3.35) y (3.33) en (3.32)

a (kx,g k
;( ) )—a (1—%>X20 = ,Bx1fz— aXzr2

De igual manera

Llegando a

k<p (3.36)

Se llega entonces a la conclusion de que, al cumplirse esta desigualdad, X> sera vencedor del
combate y X; serd aniquilado.

Escenario 2: Al dividir X; en tres partes iguales

La fuerza combativa de X; vendra dada por
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Yo _ & (kxzo) (3.37)
3 p\ 3 ’

De manera analoga a la situacion anterior

a (kx
T S———
k
afoO (5 - 1) = - axzfl (338)

: k
Para que esto se cumpla debe ocurrir que o 1 < 0 vy, por tanto

k<3p

Finalmente, X> ganara el primer combate si esta expresion se cumple.

Para saber si X> gana también el segundo enfrentamiento, habra que hallar el pie de fuerza
con el que finaliz6 el primer combate, x5 5.

xop = (1 —%) X0 (3.39)

Por tanto, siguiendo un procedimiento similar al realizado en el escenario anterior se obtiene

2k
axZO (5 - 1) = = afoz (340)

Llegando a
3
k < 2P
2

Se llega entonces a la conclusion de que, al cumplirse esta desigualdad, X sera vencedor del segundo
combate y comienza el tercero con el siguiente nimero de efectivos.

2k
Xa2f2 = (1 _§> X20

Al igual que antes y reemplazando en las expresiones correspondientes
k
aXyo (; - 1) = — ax2f3

Llegando a
k<p (3.41)

Por tanto, si se cumple esta condicion, se puede afirmar que el ejército X> sera el ganador de la
batalla y X1 quedard completamente eliminado.

En el andlisis de estos dos escenarios se puede observar que independientemente del niimero de
partes iguales en las que el bando X> divida a X7, siempre que se cumpla la condicion de k < p, X>
sera el vencedor de la batalla, es decir, siempre que Sx19 < @X3.

Sin embargo, esto no se puede dar ya que siempre se va a cumplir fx;, > ax,, debido a que se
supuso que el ganador en un nico enfrentamiento seria el ejército X;.

Como conclusion se puede afirmar entonces que, en enfrentamientos susceptibles de ser modelados
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bajo condiciones de fuego en area, no es posible que el ejército perdedor en un solo enfrentamiento
pueda ganar si divide al otro bando en partes iguales y lo atacara secuencialmente en varios
enfrentamientos. Es decir, no se cumple el principio de concentracion.

Demostracion:

Si se diera el caso de que el bando X> ganara la batalla en el enfrentamiento n-ésimo y en este
aniquilara por completo a X; después de haberlo dividido en n partes iguales y atacarlo
secuencialmente, entonces significaria que en este enfrentamiento # la fuerza combativa inicial de X>
seria mayor a la de X2. Lo que se resume en la expresion siguiente

> ﬁxlo
X2pm-1) ~ "

Se sabe que la cantidad de efectivos inicial de X> en este enfrentamiento es igual al pie de fuerza final
del enfrentamiento anterior, por ello

axy, <1 - (n— Dk) > Pry

np n

Sabiendo que a, [ y n son positivos se llega a

npax,, — ax, (n— Dk S Bx1,

np n

npax,, — ax, (n— Dk > ppx,,

Sabiendo que x;, = kx,0 y @ = pf, se tiene

2
na“x,,

B

— axi N+ axg, > axq,

na’x,,
B

axy, > fxq,

> axqn

Sin embargo, esta expresion no se puede cumplir puesto que no concuerda con el hecho de que X; es
el ganador en una batalla a un solo enfrentamiento. Dicho esto, se puede afirmar que ain dividiendo
el bando X> a X; en n partes iguales y combatiéndolo en n enfrentamientos secuencialmente, este
nunca ganaria la batalla sea cual sea n.

Finalmente, se puede decir que en un combate en circunstancias de un modelo de fuego indirecto o
en area, el bando que tenga una mayor fuerza combativa serd el bando ganador sea cual sea el
namero de enfrentamientos que se den durante la batalla.
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6 ANALISIS DEL CONFLICTO PALESTINO-ISRAELI

A continuacion, se realizard un analisis de ejemplo basado en el conflicto entre Palestina e Israel
donde se introducen nuevas variables que seran comentadas mas adelante.

6.1 Modelo de Fuego Directo con Refuerzos

d
ﬁzp_axz
dt

de

—_ = — Bx
B2 Q —pny

En este caso se han incluido tropas de refuerzo en ambos bandos.
Siendo:

x1=x1 (¢) el numero de individuos de X; en un instante de tiempo .
X2=x2 () el nimero de individuos de X> en un instante de tiempo ¢.

P = ntimero de tropas de refuerzo que el bando X; puede llevar a la zona de combate en unidad de
tiempo.

QO = nimero de tropas de refuerzo que el bando X> puede llevar a la zona de combate en unidad de
tiempo.

a = coeficiente de eficiencia del bando X> sobre el bando X; por unidad de tiempo.
p = coeficiente de eficiencia del bando X; sobre el bando X2 por unidad de tiempo.
Ademas de los valores iniciales.

x70=numero inicial de individuos del bando Xj.

x20=numero inicial de individuos del bando X>.

ISRAEL PALESTINA
x10=187.000 x20=96.000
P =752.000 reservistas 0 =10.000 reservistas
p=38 o=2

Tabla 6.1. Comparativa entre Israel y Palestina en Modelo de Fuego Directo con Refuerzos

54




Modelos de guerra: Aplicacion al conflicto Palestino-Israeli 55
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Figura 6.1. Grafica de fuego directo con refuerzos entre Israel y Palestina

Si trasladamos este ejemplo a un enfrentamiento entre dos bandos, se observa que el vencedor del
conflicto seria el bando X7, ya que posee mds tropas que el otro bando y, ademas, la tasa de bajas
sobre el enemigo por unidad de tiempo de las unidades del bando X; sobre el X> es mayor. De modo
que, respecto a las unidades del bando X>, pese a tener refuerzos, se podria afirmar que no serian
capaces de ganar este enfrentamiento.

6.2 Modelo de Fuego Directo sin Refuerzos

dxq _
E_ — 00Xy
dx; _
ar —px

En este caso no se contempla la inclusion de refuerzos.
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Figura 6.2. Grafica de fuego directo sin refuerzos entre Israel y Palestina

En este caso Israel tiene bajas importantes pero los palestinos pierden sus efectivos completamente.

6.3 Modelo de Fuego Indirecto o Fuego en Area sin
Refuerzos

El segundo sistema por analizar se trata de un modelo no lineal correspondiente a la primera ley de
Lanchester. En este caso, se considera un ataque sorpresa, de modo que se desconoce por donde va a
atacar el bando contrario. Al igual que en el anterior, los pardmetros o y f (tasas de bajas sobre el
enemigo por unidad de tiempo de cada bando) son mayores que cero. El sistema sera

dxl _
E — —0X1Xy
de _
ar — B x1x;
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Figura 6.3. Grafica de fuego indirecto sin refuerzos entre Israel y Palestina

Esta situacion atn es peor ya que Israel tiene bien defendidas sus fronteras y sus incursiones causan
muchas bajas a Palestina. Por el contrario, Palestina pierde con rapidez sus efectivos.

6.4 Modelo de Fuego Indirecto o Fuego en Area con
Refuerzos

En este caso que se estudiard a continuacion, se usara el sistema estudiado en el punto anterior con la
diferencia de que se le anadiran los parametros Py Q. Estos nos indican los refuerzos que pueden
recibir los bandos X7 y X> en cada unidad de tiempo. En primer lugar, se hara el estudio del diagrama
de fase para analizar el comportamiento de la solucién y, de esta manera, se pueden hacer
predicciones del resultado del conflicto. Ademas, se anadird la solucion del sistema hallada por
método numérico para tener una aproximacion de las soluciones mediante un ejemplo. Ademas, se
ha de tener en cuenta que los parametros del sistema P, O, a y S son todos mayores que cero. Dicho
sistema es el siguiente:

dxl
— =P —ax;x
ot 1X2

de

— =0Q —pxix;

dat
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6 10° Guerra de guerrillas con refuerzos Israel-Palestina
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Figura 6.4. Grafica de fuego indirecto con refuerzos entre Israel y Palestina

La situacion es idéntica. Realmente Israel no necesita refuerzos ya que lo que hace, debido a su
superioridad, es acumular hombres.
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7 CONCLUSIONES

Con la realizacion de este Trabajo de Fin de Grado, al haber profundizado en un tema como es el de
los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales, se han incrementado mis conocimientos acerca de los
conceptos relacionados con este tema, que ha sido muy recurrente durante las asignaturas de
Matematicas cursadas durante la carrera.

Asimismo, haber podido incluir en el Marco Matematico todos los conceptos necesarios para el
conocimiento de los distintos puntos de interés como por ejemplo el comportamiento de los sistemas
alrededor de los puntos de equilibrio, ha hecho que a la hora de entrar en el analisis de dichos
conceptos tedricos se haga mas facil interpretar las curvas solucion de los modelos.

Otro punto que destacar es el haber conocido la relacion que tienen las fuerzas combativas con el
resultado final de la batalla, donde en el modelo de Fuego Directo la solucion es una funcion
continua y en el modelo de Fuego en Area es un sistema definido a trozos, por lo que se pierde
informacion en el analisis de este ultimo. Ademas, se ha podido comprobar la importancia de las
fuerzas combativas en el principio de concentracion propuesto por Lanchester y que lo verifican
matematicamente.

También se ha comprobado la importancia de la exploracion y de la observacion en el mundo de las
Matematicas al realizar el estudio basado en la exploracion grafica e ir complementandolo con la
teoria establecida.

Se ha hecho una simulacion sobre el conflicto Israeli-Palestino. Los modelo abordados dan a Israel
una aplastante victoria en cualquiera de ellos.

Finalmente, la realizacion de este trabajo ha hecho dar cuenta, atin mas si cabe, de que durante un
conflicto armado solo se producen consecuencias negativas respecto a lo social, econdmico y
humano, y que en todos ellos siempre va a haber pérdidas de vidas humanas sea cual sea el vencedor
de la guerra.
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8 ANEXOS

El objetivo de este apartado no es otro que el de presentar un complemento del marco matematico
descrito en el segundo apartado de este trabajo.

Como no toda la informacion relacionada con los sistemas de ecuaciones diferenciales era necesaria
para la comprension de la teoria de los diferentes modelos de guerra, en este anexo se completara esa
informacion para clarificar los conceptos y las posibles soluciones de los SPALH y los SPANLH.

En primer lugar, se estudiaran los distintos tipos de soluciones de un SPALH.

Clasificacion de autovalores

e Autovalores reales vy distintos

Si los autovalores tienen el mismo signo, el punto de equilibrio es un nodo.

Si ambos autovalores son negativos se da un nodo estable en el origen, ya que todas las
trayectorias van en direccion a este cuando t = 0. (44,4, < 0).

Figura A.1. Grafica de un nodo estable.

Si por el contrario ambos autovalores son positivos, entonces da lugar a un nodo inestable en
el origen, ya que todas las trayectorias se alejan de este cuando t — oo. (1;,4, > 0).
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Figura A.2. Grafica de un nodo inestable

Autovalores reales dobles

Teniendo una matriz A,y, con autovalor A de multiplicidad algebraica dos y multiplicidad

V11 . . V12
autovector asociado a A, existe v, = v llamado
22

geométrica uno. Con vq = (v
21

autovector generalizado de A tal que:
(A - Al )vz ="V
Para hallar la solucién general de un sistema con estas caracteristicas se hard la siguiente
suposicion.
Siendo V una matriz de columnas vy vy, se tiene: ] = V1AV donde J es la forma
A 1)
0 4

De esta expresion multiplicando a izquierda y derecha respectivamente por V y V=1 se llega
a

canonica de Jordande 4. | = (

vjv-l=vyv-lavy-1
Vvt = Wwv-HAawv1
A=vjy1
Con un procedimiento similar al realizado para autovalores reales y distintos se obtiene
Ak =yjky—1
Y reemplazando en (2.6)

etd =yetly-1

etdy = vel
tAv, (U11 1712) (e’“ te)lt>
eV =
1721 U22 0 elt



64 Anexos

i, (vie?t vitet +v,et
eV = At At At
vy et vy ter +u,,e

Por definicion:

x1(t) = eMvy y x,(t) = e (tvy + vy)

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema. Por tanto, la solucion de un
SPALH con estas condiciones es

x(t) = cieMvy + et (tvy + vy) (A1)
con ¢4 y ¢, constantes.

Si A1<0, el punto de equilibrio en el origen es un nodo impropio estable, todas las
trayectorias se dirigen al origen cuando t — oo.

Figura A.3. Grafica de un nodo impropio estable

Si 4> 0, el punto de equilibrio en el origen es un nodo impropio inestable, todas las
trayectorias se alejan del origen cuando t — oo.

Figura A.4. Grafica de un nodo impropio inestable

Si por otro lado A tiene multiplicidad algebraica dos y multiplicidad geométrica dos, 4 sera

-6 2
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V11 V12 .
) y Uy = ( ) son los autovalores linealmente
V21 V22

independientes de A. Por ello todo vector no nulo seré autovector de A.

Siendo a = A, se tiene que vy = (

Al igual que antes se tiene que

etAV_(eat 0)(1711 Ulz)
0 e/ \Vy1 Uy

A e 0\ (V11 V2
eV = At
0 e Va1 Vo2

At At
tAvr _ V11€ Vi€
eV = At At

Uy € Voo

Por definicion:

x1(t) = eMv, y x2(t) = eMv,

forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema. Por tanto, la solucion de un
SPALH con estas condiciones es

At

x(t) = cie?vy + cetv, (A2)

con c; y ¢, constantes.

Si A <0, el punto de equilibrio en el origen se denomina punto de estrella estable, todas
las trayectorias se dirigen al origen cuando t — oo.
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Figura A.5. Grafica de un punto de estrella estable

Si 1> 0, el punto de equilibrio en el origen es un punto de estrella inestable, todas las
trayectorias se alejan del origen cuando t — oo.
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Figura A.6. Grafica de un punto de estrella inestable.

e Autovalores complejos conjugados

Dados los autovalores A, =a+ib y A, =a—ib de una matriz 4, los autovectores
asociados son también conjugados. De forma que teniendo vy = B; + iB, autovector
asociado a A4, se sabe que existe v, = B; — iB, autovector asociado a A,, siendo By y B,
vectores de dos componentes € R?.

Demostracion:
Por definicion de autovector se conoce que

Avy = 4 vy
A(Bq+iB;) = (a+ib)(By1 +iB;)
Aplicando las propiedades basicas de las matematicas
AB. + AiB, = aBq + aiB; + biBy — bB,
AB. + AiB, = (aB1 — bB;) + i(aB; + bB,)

Como dos niimeros complejos son iguales solo si sus partes reales e imaginarias son iguales entonces

AB, = (aB{ — bB,;) (A.3)
AiB, = i(aB; + bB,) (A4)

Si se multiplica (A.4) por -1 queda
—AiB, = —i(aB, + bB4) (A.S)

Sumando las expresiones (A.3) y (A.5)
AB; — AiB, = (aB, — bB,) — i(aB, + bB;)
A(By — iB,) = By(a — ib) — B,(a — ib)
A(By —iB3) = (a — ib)(By — iB)
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Reemplazando
sz = ).2 ()

Por tanto, se puede afirmar que v, = B4 — iB, es autovector asociado a A, ya que A, es autovalor
de 4.

Para hallar la solucion general asociada al sistema, se sigue el mismo modelo que para autovalores
reales distintos.

Sabiendo que la solucién general es del tipo

x1(t) = cie’ttvy  y  x5(t) = e, (A.6)
Los autovalores son de la forma
A =a+ib
Ay =a—ib
Y por tanto se tiene
et — la+ib)t
pl2t — p(a—ib)t
et — patibt
Con la férmula de Euler se llega a
et = e (cos bt + i sen bt) (A7)
Lt _ pat
cos bt + i sen bt
Si se multiplica por el conjugado la segunda expresion
et (cos bt — i sen bt)

elzt —

cos bt + i sen bt (cos bt — i sen bt) -

B e®(cos bt — i sen bt)
"~ (cos bt + i sen bt)(cos bt — i sen bt)

De aqui se llega a
e’2t = ¢ (cos bt — i sen bt) (A.8)
Si se introduce (A.7) y (A.8) en (A.6)
x1(t) = c,e® (cos bt + i sen bt)(B1 + iB3)

x2(t) = c,e (cos bt — i sen bt)(B; — iB5)

Ademas, si estas dos expresiones se suman se obtiene
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x1(t) + x5 (t) = cie* (cos bt + i sen bt)(B1 + iB;) + c,e% (cos bt — i sen bt)(B; — iB3)
= e"{(c; + ¢;)[B; cos bt — B, sen bt] + i(c; — ¢;)[B; sen bt + B, cos bt]}

Finalmente, la solucion general cuando la matriz tiene autovalores complejos queda de la forma

x1(t) + x5 (t) = ke (B4 cos bt — B, sen bt) + k,e® (B sen bt + B, cos bt)

Donde se ha tomado k; = (¢; + ¢3) v ky = i(cy — ¢3).
Respecto a las respresentaciones graficas de las distintas posibles soluciones se tiene que:

Si la parte real de los autovalores es distinta de cero (a # 0) el punto de equilibrio se denomina foco
0 punto espiral.

Si a < 0, el punto de equilibrio es un foco estable, todas las trayectorias se dirigen al origen cuando
t - oo,

Figura A.7. Grafica de un punto espiral estable

Si a > 0, el punto de equilibrio es un foco inestable, todas las trayectorias se alejan del origen
cuando t — oo,

Figura A.8. Grafica de un punto espiral inestable.

Si la parte real de los autovalores es igual a cero (a = 0) el punto de equilibrio se denomina centro.

Las trayectorias en este caso son curvas cerradas que rodean al origen, no tienden a el cuando t — oo
ot = —oo. El punto de equilibrio es estable.
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=

Figura A.9. Grafica de un centro.

Otra forma de estudiar la estabilidad del sistema es a través de la traza tr(A4) y el determinante
det (A) de la matriz de coeficientes constantes A.

Siendo A una matriz de orden dos, y el sistema x" = Ax se tiene que:
e Si det (A) <0 o tr(A) > 0, el sistema es inestable.
o Sidet (A) >0y tr(A) <0, el sistema es asintoticamente estable.

e Sidet(A)=0ytr(A) <0 odet(A)>0ytr(A) =0, el sistema es estable pero no
asintoticamente estable.

e Si det (A) =0 y tr(A) = 0, el sistema puede ser estable o inestable.

Sistema Plano Autonomo No Lineal Homogéneo

Como se afirmo en el capitulo 4. Marco Matemadtico, no se pueden analizar las soluciones de los
SPANLH al no ser estos lineales. Sin embargo, se puede desarrollar el comportamiento de dichas
soluciones en los puntos de equilibrio del sistema haciendo uso de la teoria de los SPALH y
linealizando el SPANLH en esos puntos.

En primer lugar, se definiran los conceptos necesarios para el analisis de las soluciones de un
SPANLH.

Definicion: Se dice que un sistema plano auténomo es no lineal si al menos una de las funciones f; y
/> del sistema es no lineal en las variables x; y x>.

El objetivo principal de linealizar un SPANLH es conseguir un sistema lineal que permita conocer
las soluciones del sistema no lineal en sus puntos de equilibrio aislados, de manera que las soluciones
del sistema no lineal y del sistema una vez linealizado sean muy cercanas entre si.

En primer lugar, se hallaran los puntos de equilibrio, tanto el origen como aquellos que no
pertenezcan al origen.

Los puntos de equilibrio que no sean el origen se tendran que trasladar al origen teniendo en cuenta
las variables que se muestran a continuacion.
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U =x1—a (A9)

Siendo (a, b) el punto de equilibrio distinto del origen.

Derivando respecto del tiempo se tiene que

du; d(x;—a)
dt  dt
du, d(x; —Db)
dt  dt

Como la derivada de una constante es cero y la derivada de una diferencia es la diferencia de las
derivadas con (A.9) y (A.10) se llega a

du; dx;
dt  dt
du, dx,
dt  dt
Despejando de (A.9) y (A.10)
d d
=== fi(yy +aup + b)
d d
%=%=f2(u1+a,u2+b) (A.11)

Este sistema tendrd un punto de equilibrio en el origen.

Ahora es necesario recordar que la linealizacion de una funcién vectorial f(x,y) en un punto
(x9,¥o) viene definida por:

d 0
) = £ 30) + 5 (o 30)(x = 30) + 5 (20, 70) = 7o)

Particularizando (A.11) en la anterior expresion, siendo el origen (0,0) el punto de equilibrio se
obtiene:

il + @,y +b) = £1(0,0) + S 2 0.0 -0+ 52 e - (0.0)(u ~ 0

Fas + 0,5 +b) = £(0,0) + 22 2 0.0 -0+ 32 7 0,0)(w ~ 0

Como (0, 0) es el punto de equilibrio, entonces

filws + @ up +b) === oh (o 0) uy fl (o 0) u,

fz(u1+a,u2+b)—£(0 0)u fz (o 0) u,
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Finalmente, el sistema ya linealizado en ese punto seria

dul

2= 0,0 u + 320,00

T2=220,0 1+‘7f2(0 0) uy

Por tanto, ya se puede analizar el comportamiento de las soluciones en el punto de equilibrio
aplicando la teoria de los Sistemas Planos Lineales.

Se toma
, 9f —~1(0,0) 9h (0,0)
uj Uy Juy du,
= (u—> u=(Z)  preo=| 5y of,
2 2 \ouw: @0 33, @9

Y queda el sistema linealizado escrito en forma matricial de la siguiente manera
u' = Df(0,0)u
Donde la matriz de coeficientes A obtenida anteriormente es la Matriz Jacobiana.

Finalmente es necesario saber que el andlisis de las soluciones del sistema una vez linealizado se
realiza a través de la clasificacion de los puntos de equilibrio desarrollados en el anterior apartado,
ademas de la necesidad de conocer los casos donde las soluciones se comportan de manera distinta
cerca del punto de equilibrio.
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