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1. INTRODUCCION

La preparacién de estas notas ha llevado, al méds veterano
de los autores, a rememorar sus primeros tanteos con los
métodos numéricos. Tratando de desarrollar su tesis
doctoral sobre efectos dindmicos en puentes de
ferrocarril, descubrié, en 1968, en la biblioteca del
Laboratorio de Transporte (donde el profesor Jiménez
Salas era Director) las Actas de la reunién ASTM (1) en
las que Quilan y Sung proponian la asimilacién del
comportamiento dinamico del semiespacio eldstico a un

sistema con un grado de libertad.
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SOMMAIRE

On @ludie la solution théorigue de la disicibution des forces
Je long un pie fillat charge, ainsi que dans le cas du
frotlement néguiif. On suppose tue le terrain posside fes
proprictés du demi-espace de Baussinesq ¢l que le pieu st
réduit i wne ligne, On pose I compatibilité des affuissements: da
terrsin avec lexisience du -piey, en- employant Véquation de
Mindlin, et Fon arrive & poser les quations imégrales qui se
résolvent numériquemnent & Laide d'un ordinatcur Glectronique.

SUMMARY
“Chis paper deals with the solution of sitesses alang a loade:
pile taking uegative m'licn into accouat. 115 assuined that the

i
in the sol s srcses along the pilc arc < dcrerminet by Mindhies

equation, in order 10 artive a1 integral equations which can K
salved by clcc\mnl: computer.

DANS CE RATPORT, nous présentans quelques solutions théo-
riques au probéme de I distribution des forces le long d'un
pieu, Pour cela, nous considérons le pieu réduit 3 une ligne
de longueur consiante, comprise dans un demi-espace de
Boussinesq, Nous supposons qu'il n'y & aucun glissement
entre e pieu ot le sol, ce qui revient &
entre 1o pisu ot le sol est plus forte que
qui 56 produit dans tous Is points o périmétre. Copendant,
fcs sphrtions wuxquelles nous allons arriver pourraicnt Tucile-
ment sappliquer wu_ cus ol un glissement se produirait on
une certaine portion dn piew. Trois cas vont &tre considérds:
picu flottant, friction négitive sur un pie flottant ef friction
négative sur un picu-colenne.

PIEU FLOTTANT
Supposons quun pieu est planté dans le sol, sous les
conditions théoriques décrites ci-dessus. Supposons auissi
wane chatge P a été plastc sur la tétc de cc picu. 1.c picu
va subit un sffaissement égal & &, qui sera le méme aur tous
ses points, puisque nous I'avans epréseaté comme une ligne
de longucur constante. Tandis que se produit cet affaisse-
ment, une force va sexcreer enure le pieux et Je sol, en
fonction de la profondenr ¢, force que nous pouvons repré-
senter par ¢(c). Clost précisement cette foncfion que nous
vouloas trouver. L'aflaissement sur wn point du pien, d'une
profondeur 2, se produira comme intégrate de chacune des
forces éhémentaircs uppliguées Tc long du pics, multipliée par
une hmcuou que nous appelicrons K (e, 2,), ¢ éant I
de la foree € T affaisse-
Thent &ant conssant sur chaque poini du pieu, nous powvors
éerire:

J' Klom) bicide — b )

c& qui cortespond aux quations de premier type de Fred-
halm. Celte équation est non-homogéne ot singhlidre, puis-
que la fonclion X prond unc valeur infinie lorsque € = z,.

Cette équition intégraic, une fois réwoluc. nous donuer:
1a solution du problé 1 fonction K fut donnée par
Mindlin (1936) et est égale &:
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1a signitication de 2, ¢, R, el R, st déd sur la “L 1.
Le module de déformaton travsversal est G, égal 3 E22(1
+ a). Lu fonction Kic. z} a é1é calculée avee un ordinateur
Gloctronique, cf les résahiats son résumés sur I fig, 1.
Les valeurs Leprésentées sur le nommogramme sont cens
Q'un coeivient dinflucnee ¥, e lg valeur w de Maffaissement
sera:

w— (PG &3]
Tes valeuss de I fonction K(c, z) pour r == G et 2/e = |
[0nt trés supéricures wux autres, ot elies sont représentécs &
une écheble 10 fois inféricures. De cette maniére, dans Je
casdgr=0etz/e< 1,
w e (107 ¢ G @)
Observons linfluence isyportame de k. vieot et Iy forme
étrange de I courbe eonmpun(lsme @ la salene - %, par-
ERA ) de 1 force
pour des valours réduites de r. Lo torme de ceie coucbe o
Fexpression d'wn phénomine similzire. dans e cas de
Mindfin, an phénaméne de soulisement du sel, dans le cas
de Boussinesq, anx olentours de la force, Jorsque g — %

Figura 1
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Ademds de incorporar estos resultados a un modelo de
puente para tener en cuenta los fendmenos de interaccién
dindmica terreno-estructura dicho autor entré en contacto
con algunos miembros del equipo de investigacién del
Prof. Jiménez Salas que, por entonces, estaba explorando
la posibilidad de aplicacién del ordenador y los métodos
numéricos necesarios para tratar los problemas mds
dificiles de Mecdnica de los Medios Continuos. De
hecho fue ese grupo quien contribuyé a introducir en
Espaiia el método de los elementos finitos en la
ingenieria civil, pero ademds, y en relacién directa con el
titulo de este articulo fue el propio Jiménez Salas quién
inicié la linea de trabajo de lo que mas tarde se ha
llamado Método Indirecto de Elementos de Contorno (2)
{figura 1) que luego fue seguida por otros miembros de
su grupo (3,4).

En aquélla época poco podia sospechar el autor
precitado que iba a dedicar una parte sustancial de su
vida al desarrollo de ese método numérico en su version
Directa y mucho menos que gran parte de la motivacién
vendria del problema de interaccién dindmica terreno-
estructura una de cuyas primeras soluciones habia
obtenido en la mencionada visita al Laboratorio de
Transporte. En efecto los autores trataban en 1975 de
encontrar un procedimiento que les permitiera afrontar el
estudio de la interaccién en tineles sometidos a carga
sismica (5) y tropezaron, al utilizar el método de
elementos finitos, con el problema de las reflexiones de
ondas en los contornos artificiales creados al truncar la
malla de calculo. Deseando evitar el uso contornos
absorbentes y otros recursos similares se exploré la
posibilidad de  soluciones  fundamentales que
incorporasen el comportamiento en el infinito y, fruto de
ello, fueron los primeros trabajos (6,7,8) que introdujeron
el Método Directo de los Elementos de Contorno en
Espaiia en problemas estdticos. La extension a teoria del
potencial, dindmica en el dominio de la frecuencia,
plasticidad, etc tuvo lugar inmediatamente siendo en la
mayoria de los casos los problemas tipicos de mecdnica
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del suelo los que motivaron y justifican el esfuerzo
realizado (9-16)

Un campo apasionante, el de la poroelasticidad
ha dado lugar a nuevas contribuciones (17-20) y también
se han escrito libros de diverso calado (21-24) que
describen las posibilidades del método para dar
contestacién a preguntas de gran importancia técnica.

Los autores quieren poner de manifiesto que la
redaccién de este trabajo, debe considerarse no solo como
la muestra de algunos resultados de aplicacién a
problemas précticos, sino también como un homenaje y
reconocimiento explicito a la labor precursora del Prof.
Jiménez Salas y a su espiritu de permanente curiosidad
por el conocimiento cientifico.
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2. EL. METODO DE LOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

Se puede considerar que existen tres claves que
caracterizan el método: una solucion fundamental de la
ecuacién de campo del problema, una férmula de
representacién que permita expresar la solucién en un
punto en funcién de valores en el resto del dominio o
contorno y una filosofia de discretizacién que permite
reducir el problema a un ntimero finito de incégnitas.

Jiménez Salas y Arrechea (2) presentaron una
temprana aplicacién del ordenador a este proceder en su
articulo sobre la carga admisible en un pilote situado en
terreno eldstico (figura 2), simulado mediante una linea
soldada al mismo.
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Figura 2

En este caso la solucion fundamental es la
correspondiente a una carga vertical actuante en el
interior de un semiespacio propuesta por Mindlin (figura
2.a) U; que representa el desplazamiento vertical
producido en el punto i cuando en el punto j acttia una
carga vertical unidad. La discretizacién consiste en la
subdivision del eje en elementos rigidos y en la
sustitucion de las tensiones de adherencia actuantes en la
periferia de cada elemento de pilote por una carga
concentrada en el centro de aquél. La férmula de
representacion es ahora la aplicacién del principio de
superposicion al cdlculo del desplazamiento en un punto
i; utilizando la notacién de indice repetido:
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u, =U; F (1.1
Si los puntos i y j coinciden se aprecia el cardcter singular
de la solucién fundamental lo que conduce a problemas
numéricos que Jiménez Salas y Arrechea solventaron
aprovechando la hipédtesis de rigidez del pilote y
colocando las ecuaciones en los extremos de cada
elemento obligando a que los desplazamientos finales
sean iguales a un valor constante.

En el campo bidimensional otros autores
aplicaron la misma idea. Asi Hoek y Brown (25)
describen en su conocida obra un método de elementos
constantes utilizando la solucién de Kelvin para un
espacio eldstico y Crouch (26) usé la solucién
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fundamental correspondiente a la apertura de una grieta
presurizada para resolver problemas tipicos de mineria.
Como se ha visto antes, la aplicacién de la
solucién fundamental en puntos distintos a aquéllos en
los que se establecen ecuaciones evita el problema del
tratamiento numérico de la singularidad por lo que
muchos autores siguieron esta linea. Asi Crouch con su
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método de fisuras (figura 3) calcula las presiones que
deben aplicarse en el interior de N de ellas situadas
arbitrariamente para que los valores de las tensiones
normales y tangenciales o los movimientos en N
elementos del contorno 92 sean las que corresponden al
problema que se estd estudiando.
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Una vez conocidas aquellas presiones es posible calcular
las incégnitas en el contorno dQ. Este procedimiento
llamado método indirecto tiene problemas numéricos
cuando se tratan contornos con tangente discontinua
(27).

Una formulacién mucho mds interesante es el uso
de la identidad de Somigliana como férmula de
representacion.

Como es sabido (figura 4) es posible poner:

Q " P
Ip

Figura 4

[c]{u(P)}+ J;LT(P,Q)] {u@Q?} =
@.1)

=J;£ZU(P,Q)] {t(Q)}+J.Q[U(P,q)]{f(q)}

Como se ve se trata de la misma estructura de la teoria
del potencial que rige, por ejemplo los problemas de
filtracidn.

En esa férmula [c] recoge las caracteristicas del
contorno en el punto P; {u(P)} y {t(P)} son los
desplazamientos y tensiones en un punto P del contorno
{f(q)} el vector de cargas por unidad de volumen en un
punto q del dominio y [T(P,Q)]; [U(P,Q)] los ndcleos de

la solucién fundamental correspondientes
respectivamente a tensiones y movimientos inducidos en
Q por la carga aplicada en P. La dltima integral es
conocida y en la mayoria de los casos inexistente, por lo
que basta discretizar el contorno para resolver el
problema. La discretizacién incluye la definicién de la
interpolacion de {u(Q)} y {t(Q)} que generalmente se
lleva a cabo mediante polinomios. También la geometria
se puede aproximar en cuyo caso se tiene el
planteamiento isoparamétrico, pero ello no es necesario y
en algunos casos, como el de los métodos autoadaptables
(14) o con elementos incompatibles, puede resultar
contraproducente.

Generalmente los nudos se utilizan como puntos
de colocacidn por lo que es preciso resolver las integrales
singulares que se producen cuando P y Q coinciden.
También es posible introducir funciones singulares (12)
que recojan la existencia de puntos singulares en esquinas
reentrantes, vértices de tablestacas, etc.

El planteamiento en dindmica es semejante si se
trabaja en el dominio de la frecuencia, lo que permite
introducir medios viscoldsticos.

Para leyes de comportamiento no lineal aparece
una integral de dominio que es preciso evaluar en cada
caso de carga. De nuevo se trata de una integral que no
introduce incégnitas, pero la elegancia del método se ve
amortiguada.

Las principales ventajas, en estos tiempos en que
el tamafio de los sistemas de ecuaciones carece de
importancia ante la potencia y la rapidez de los
ordenadores, radican en la posibilidad de introducir de
forma automatica las condiciones de contorno en medios
infinitos, lo que hace especialmente adecuado para
problemas de interaccion terreno-estructura-fluido sobre
todo en problemas dindmicos donde el truncamiento del
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dominio introduce soluciones pardsitas que deben
eliminarse por procedimientos ad-hoc.

3. APLICACIONES

La utilizacién del método directo ha producido diferentes
aplicaciones a problemas tipicos de mecdnica de suelos:
filtracion (10), consolidacién (13), plasticidad (11), etc,
asi como a problemas especiales.

Una de las primeras aplicaciones llevadas a cabo
en Espafia trat6 la distribucion de tensién alrededor de
anclajes (figura 5) modelados como fisuras con un labio
rigido, al que se aplica la carga, y otro libre.

Utilizando el método de Mushkeslisvili fue
posible obtener una solucién analitica cuando el anclaje
estd lejos de los contornos, que sirvié para validar el
cédigo de elementos de contorno que luego se aplicé a
anclajes en las proximidades de bordes libres.
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Figura 5
Un problema tipico en dindmica ha sido la determinacién
de la impedancia dindmica de zapatas rigidas, empotradas
0 no, en terreno estratificado. La solucién en el dominio
de la frecuencia es semejante a la estdtica si se dispone de
la solucién fundamental, ya que basta discretizar la
superficie y las interfases. El ejemplo de la figura 6
corresponde a un caso en que, en lugar de utilizar la
solucién axisimétrica, se recurri6 a la solucién
fundamental en tres dimensiones lo que obligé a definir

E. Alarcon / J. Dominguez / A. Fraile

elementos de corona circular en las interfases (15).

el

Figura 6
El método fue posteriormente extrapolado al caso de
cimentaciones empotradas y pilotes aislados.
El mismo planteamiento se aplica a otro
problema de gran interés: los empujes dindmicos en
estribos de puente (figura 7) donde tiene gran

importancia la disipacién de energia debida a la radiacién
(16)

Figura 7
En todos estos casos se manifiestan las ventajas del
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para  problemas con
lineal y eldstico y

método muy adecuado
comportamiento prdcticamente
contornos infinitos.

Ello no quiere decir que no sea posible la
utilizacién del método en problemas con comportamiento
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no lineal. En la figura 8 por ejemplo se dibuja un
resultado tipico de cdlculo de carga de hundimiento en un
medio elastopldstico (11). Puede verse sin embargo la
necesidad de uso de celdas de integracién en el interior
del dominio que, aunque como se dijo mas arriba no
introducen nuevas variables, provocan la duda sobre las
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ventajas en relacién con el método de elementos finitos.
Una posibilidad que se ha explorado es la
combinacién de -ambos conectando una malla de
elementos finitos situada en la zona con comportamiento
no lineal, con otro de elementos de contorno que recoge

la zona la zona lineal elastica (figura 9). Es el enfoque de
la ref 28 donde se utilizé ademds un interesante método
de resolucién paralelo. Observesé que el  subdominio
tratado con elementos de contorno sélo necesita la
discretizacién de la linea de interfase entre subdominios.
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Subdominio de aplicacién de los
elementos de contorno

(@)
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Subdominio de aplicacién de los
elementos finitos

(b)

Figura 9

Una aplicacién reciente se refiere al problema de
transmisién de vibraciones provocadas por el trafico
ferroviario a edificaciones vecinas. De nuevo el
tratamiento en frecuencia es ventajoso ya que en él
establecen las Normas los criterios de admisibilidad. La
figura 10 muestra un caso estudiado en la estacién de
Xeraco donde se tomaron medidas antes y después de
llevar a cabo un aislamiento de la via, medidas que
sirvieron para calibrar un modelo numérico con el que se
compard la efectividad de diferentes soluciones (29).

Figura 10

Cuando el Método de los Elementos de contorno se
formula para problemas de propagacién de ondas en
medios poroelasticos saturados o cuasi-saturados debe
hacerse en términos de cuatro variables de campo: las tres
componentes del desplazamiento en el esqueleto sélido y
la presién intersticial. En términos de estas variables y
sus derivadas puede establecerse una ecuacién integral
que se dicretiza empleando los mismos procedimientos
de otros problemas de medios continuos.

Un ejemplo que resume muy bien las
posibilidades del Método para problemas de interaccién
dindmica es el que se muestra en la figura 11. En ella se

presenta la malla de elementos de contorno empleada
para el cdlculo sismico de una presa béveda. La
discretizacién de los contornos implica la del agua como
medio sometido a ondas hidrodindmicas, la presa como
medio viscoelastico, el suelo como medio viscoelastico
infinito con regiones de diversos materiales y los
sedimentos de fondo como medio poroeldstico que tiene
un importante efecto amortiguador de la respuesta.

Este modelo permite considerar rigurosamente
los fenémenos de interaccién dindmica entre todos estos
medios asi como los efectos de la topografia y la
distribucién espacial de la excitacion (efecto de la onda
viajando), fenémenos estos que dificilmente pueden ser
contemplados en modelos basados en métodos de
dominio.

Figura 11
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