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Grupo de Elasticidad y Resistencia de Materiales, Escuela Técnica Superior de Ingenierı́a
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RESUMEN

El criterio acoplado de la Mecánica de la Fractura Finita (CCFFM por sus siglas en inglés) aplicada al Modelo de Interfase
Elástica-Lineal Frágil (LEBIM por sus siglas en inglés) ha mostrado ser una herramienta robusta y fiable para la carac-
terización del inicio y crecimiento de grietas de interfase a diferentes escalas. En el presente trabajo se usa este enfoque
para analizar el comportamiento de las grietas que aparecen en la unión adhesiva presente entre una lamina de refuerzo
de material compuesto y un bloque de hormigón en el ensayo de doble cortante pull-push. El estudio incluye el uso de
la solución analı́tica de este problema (basada en un modelo de viga de Timoshenko) y resultados experimentales con
diferentes configuraciones, para formular un problema inverso con la finalidad de obtener la resistencia y la tenacidad a
la fractura necesarios para caracterizar la interfase. También se analizan modelos numéricos que incluyen las propiedades
obtenidas en el problema inverso y que permiten estudiar no solo el inicio sino también la propagación de las grietas de
interfase.

PALABRAS CLAVE: CCFFM, LEBIM, ensayo a cortante pull-push, problema inverso.

ABSTRACT

The Coupled Criterion of Finite Fracture Mechanics (CCFFM) applied to the Linear Elastic-(perfectly) Brittle Interface
Model (LEBIM) has proven to be a robust and reliable tool for the characterization of interface crack onset and growth at
several scales. In the present investigation, this formulation is used to analyse the interface crack behaviour in the adhesive
joint between a composite laminate (reinforcement) and a concrete block in the double pull-push shear test. The study
includes the use of an analytical solution of the problem (based on a beam model) together with experimental data of
several test configurations as input for an inverse problem with the aim to estimate the interface strength and toughness
that characterize the interface. Numerical models including previous obtained parameters are also analysed. These models
allow the study of interface crack onset and propagation.

KEYWORDS: CCFM, LEBIM, Double pull-push shear test, inverse problem.

1. INTRODUCCIÓN

En muchas aplicaciones prácticas, la zona de unión en-
tre sólidos se puede modelar como una capa de mue-
lles elástico-lineales que permiten estudiar el fallo de la
unión/interfase. Aunque estos modelos son conocidos des-
de hace tiempo, recientemente algunos autores han usado
este modelo junto con un criterio de fallo adecuado pa-
ra obtener soluciones analı́ticas de uniones estructurales
con diferentes configuraciones geométricas, de material
y parámetros de carga [1, 2, 3, 4].

Tomando como referencia la misma idea, los autores han
propuesto implementaciones numéricas del modelo de in-
terfase elástica lineal frágil (LEBIM por sus siglas en
inglés) [3, 5]. Los códigos desarrollados en estos traba-
jos han mostrado ser una herramienta eficiente y robusta
para estudiar el fallo de las interfases en problemas a di-
ferentes escalas.

Debido a su sencillez, en el LEBIM se relacionan direc-
tamente tres propiedades mecánicas: la energı́a de fractu-
ra, la resistencia y la rigidez en la interfase. Por tanto, si
dos de ellas se definen la tercera queda fijada también.
Usualmente se imponen la resistencia y la tenacidad a
la fractura, lo que puede conllevar a interfaces con una
flexibilidad mayor a la real. Una forma de eliminar es-
te comportamiento, es la aplicación del criterio acoplado
de la mecánica de la fractura finita (CCFFM por sus si-
glas en inglés) al LEBIM, que permitirı́a que la rigidez
se convierta en una variable independiente [2]. La teorı́a
de la CCFFM propone que se deben cumplir de mane-
ra conjunta un criterio energético y un criterio tensional,
ver [6, 7].

En el presente trabajo, se usa el CCFFM aplicado al LE-
BIM (CCFFM + LEBIM) implementado en un código
numérico basado en el método de los elementos de con-
torno (BEM por sus siglas en inglés) [3, 5, 8]. De ma-
nera especifica, en este trabajo se estudia un modelo del
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ensayo a doble cortante pull-push (DPPST por sus si-
glas en inglés) con la finalidad de comparar los resultados
numéricos obtenidos con soluciones analı́ticas y también
con datos experimentales. Para este propósito se usan los
datos de la campaña experimental de Yuan et al. [9]. Los
estudios incluyen un problema inverso que permite obte-
ner la resistencia y propiedades de fractura de la unión.

2. CCCFM+LEBIM

En el LEBIM las interfases o uniones adhesivas se mode-
lan usando una distribución continua de muelles, donde
las tensiones y los desplazamientos relativos son propor-
cionales en cada punto de la interfase: σ(x) = knδn(x) y
τ(x) = ktδt(x), donde σ(x) y τ(x) son las tensiones nor-
males y tangenciales en cualquier punto “x”, kn y kt son
la rigidez normal y tangencial de la interfase y δn y δt son
los desplazamientos normales y tangenciales [3, 5]. Ası́,
el módulo del vector tensión en cada punto x se puede
expresar como:

t(x) =
√
σ2(x) + τ2(x) (1)

La correspondiente tasa de liberación de energı́a (ERR
por sus siglas en inglés) por unidad de área en modo
mixto de fractura en cada punto no dañado viene dado
por [1, 3, 5]:

G(x) = GI(x) + GII(x)

=
〈σ(x)〉+〈δn(x)〉+

2
+
τ(x)δt(x)

2
(2)

=
〈σ(x)〉2+

2kn
+
τ2(x)
2kt

,

donde el operador de Macaulay 〈·〉+ =
(·)+|·|

2 indica la parte
positiva de un número real. De acuerdo a la ecuación (2),
si existen tensiones de compresión en la interfase la ERR
queda definida como G = GII .

La mixticidad del modo de fractura basada en la energı́a
en cada punto x se define usando el ángulo ψ(x) [3]:

tanψ(x) =
1
√
κ

τ(x)
σ(x)

with κ =
kt

kn
. (3)

En el CCFFM, los criterios tensional y energético deben
cumplirse simultáneamente. De manera especifica el cri-
terio tensional se impone a lo largo de un segmento finito
de la interfase sin daño en cada punto x, desde x = 0 has-
ta x = ∆a [6]. El criterio tensional se puede reescribir de
forma adimensional como:

σnom

σc,ch
≥ s(x) def

=
t̂c(ψ(x))

t̂(x)
∀ x ∈ [0,∆a], (4)

con t̂(x) =
t(x)
σnom

y t̂c(ψ(x)) =
tc(ψ(x))
σc,ch

,

donde tc(ψ(x)) es el módulo del vector tensión crı́tico que
es función del modo de fractura en cada punto sin daño x;
σnom es la tensión nominal aplicada que depende de cada
problema; σc,ch es un parámetro que caracteriza la resis-
tencia de la interfase. Nótese que tc(ψ(x)) se puede ex-
presar usando diferentes criterios de fallo tensionales [3].
En particular en el presente trabajo se ha usado un cri-
terio fenomenológico basado en la expresión propuesta
por Hutchinson y Suo [10]. Aunque esta ley fue propues-
ta originalmente como criterio de fallo energético, su uso
en el LEBIM y LEBIM+CCFFM es natural debido a que
los criterios de fallo tensional y energético se pueden re-
lacionar usando (2). Por ello, en este trabajo se usa la mis-
ma ley fenomenológica para ambos criterios energético y
tensional.

El criterio energético incremental esta basado en un ba-
lance de energı́a que considera el cambio de energı́a en-
tre el estado previo y posterior al avance finito ∆a de la
grieta. Este balance se expresa como la disminución de
energı́a potencial −∆Π(∆a) y energı́a disipada durante el
crecimiento finito instantáneo de la grieta ∆R(∆a) [7, 11]:

−∆Π(∆a) ≥ ∆R(∆a) ó∫ ∆a

0
G(a) da ≥

∫ ∆ξ

0
Gc(ψ(ξ)) dξ (5)

donde G(a) es la ERR asociada al vértice de la grieta en
la interfase en x = a, obtenido usando (2). Gc(ψ(ξ)) es
la energı́a de fractura asociada en el mismo punto ξ = a.
Como se ha comentado previamente, aunque se pueden
usar diferentes criterios de fallo en este trabajo se usa la
ley propuesta por Hutchinson y Suo, también en el crite-
rio energético. El criterio energético también se puede es-
cribir en términos adimensionales definiendo una energı́a
de fractura caracterı́stica de la interfase Gc,ch y una rigi-
dez caracterı́stica de la interfase kch,

σ2
nom

2kch

∫ ∆a

0
Ĝ(a) da ≥ Gc,ch

∫ ∆a

0
Ĝc(ψ(ξ)) dξ (6)

El parámetro adimensional µ =
2Gc,ch kch

σc,ch
2 caracteriza la ri-

gidez de la interfase, cf. [2]. Por tanto el criterio energéti-
co puede reescribirse como:

σnom

σc,ch
≥

√
µ g(∆a) (7)

Combinando ambos criterios en (4) y (7), el CCFFM +

LEBIM se puede reescribir como:
σnom,c

σc,ch
= mı́n

∆a
máx

{
s(∆a),

√
µ g(∆a)

}
, (8)

donde σnom,c es la carga mı́nima que satisface ambos cri-
terios y provoca una grieta de longitud acrit = ∆a. Nótese
que Gc,ch, σc,ch y kch se escogen conforme al modo de
fractura predominante del problema.

En el problema analizado en el presente trabajo, DPPST,
prevalece el modo II de fractura [12]. Por ello los paráme-
tros caracterı́sticos usados son: Gc,ch = GIIc, σc,ch = τc y
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kch = kt. Adicionalmente, σnom se define como la tensión
aplicada al final del refuerzo σr

x. Por ello, la mı́nima car-
ga aplicada en el refuerzo que satisface simultáneamen-
te ambos criterios es σr

crit = σnom,c. Adicionalmente, el
parámetro de sensibilidad al modo de fractura usado en
la ley de Hutchinson y Suo, λHS , se escoge para tener en
cuenta el modo predominante de fractura, por ello en este
trabajo se usa λHS = 0.5 [12].

3. EL ENSAYO A DOBLE CORTANTE PULL-PUSH
(DPPST)

3.1. Descripción del ensayo

El pegado de laminas de material compuesto es una las
formas más comunes de reparar y aumentar la resistencia
de estructuras civiles. La caracterización de la unión es
relevante, debido a que el fallo de la unión suele produ-
cirse por la pérdida de adhesión entre los adherentes [13].
El ensayo a cortante pull-push (PPST) es una las configu-
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Figura 1: Vista lateral del ensayo (a) a doble cortante y
(b) cortante simple. (c) Vista superior de ambos ensayos
PSST.

raciones más usadas para caracterizar el fallo de la unión
entre una lamina de refuerzo y una superficie de hor-
migón. Existen 2 configuraciones del PPST: doble cor-
tante y cortante simple, ver la Fig. 1 (a) and (b), respec-
tivamente. Aunque el ensayo a cortante simple es el más
común (debido a que es más fácil de ensayar), los resulta-
dos de ambas configuraciones son aproximadamente las
mismas [14]. Por esta razón y además debido a que el
ensayo a doble cortante es más fácil de modelar, es muy
común usar los resultados analı́ticos/numéricos del en-
sayo a doble cortante y compararlos con los resultados
experimentales del ensayo a cortante simple.

Recientemente, Yuan et al. [9, 15, 16] han realizado di-
versas campañas experimentales para estudiar los efectos

de algunos parámetros que afectan a este tipo de uniones.
En el presente trabajo se usan los resultados de 3 configu-
raciones de ensayos experimentales descritos en [9] para
compararlos con los resultados obtenidos con el mode-
lo descrito en la Sección 2. Los 3 tipos de configuracio-
nes usadas mantienen todas las propiedades geométricas
y mecánicas, excepto en la lámina de refuerzo que tiene
diferentes laminados. Los 3 laminados usados son (man-
teniendo los nombres indicados en [9]):

2C incluye dos capas de fibra de carbono (2C).

1C4B incluye una capa de fibra de carbono (1C)
unida al bloque de hormigón y 4 capas de fibra de
basalto (4B) unidas en la parte superior de 1C.

4B1C incluye cuatro capas de fibra de basalto (4B)
unidas al bloque de hormigón y 1 capa de fibra de
carbono (1C) unida en la parte superior de 4B.

Las caracterı́sticas geométricas y mecánicas de los sóli-
dos se muestran en la Tabla 1. Estos valores fueron toma-
dos de [9], excepto por los valores de Eb, νb y νr, que se
han estimado dentro de los valores usuales [13]. Estudios

Tabla 1: Caracterı́sticas mecánicas y geométricas de los
sólidos usados en el PPST [9].

Bloque lb(mm) tb(mm) hb(mm) Eb(GPa) νb
350 350 150 30 0.2

Refuerzo lu(mm) la(mm) tr(mm) hr(mm) Er(GPa) νr
2C 50 200 40 0.334 191 0.30
1C4B 50 200 40 0.647 85 0.30
4B1C 50 200 40 0.647 85 0.30

previos han demostrado que el fallo de la unión depende
de muchos factores incluyendo las propiedades mecáni-
cas del refuerzo y el hormigón [13, 15]. Por esta razón, en
el presente trabajo se presenta un análisis inverso simpli-
ficado con la finalidad de caracterizar la unión tomando
como referencia los resultados experimentales.

3.2. Análisis inverso aplicado al PPST

Los análisis inversos se han usado para obtener paráme-
tros de fractura en el marco de la CCFFM [17] o el LE-
BIM [18]. En el presente trabajo se hace uso de la so-
lución analı́tica del PPST obtenida en un trabajo previo
de los autores [12] junto con un análisis inverso para de-
terminar 2 parámetros necesarios en el presente modelo:
GIIc y τc.

Se destaca que el fallo de la unión usando el CCFFM +

LEBIM esta caracterizado por tres parámetros indepen-
dientes: Gc,ch, σc,ch y kch. En el presente trabajo estos
parámetros son: GIIc, τc y kt, respectivamente. El valor
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de kt puede obtenerse de una manera sencilla tomando
como referencia la pendiente de la primera zona (elástica-
lineal) de las curvas fuerza-desplazamientos de los ensa-
yos [19]. Los valores kt obtenidos para cada configura-
ción se muestran en la Tabla 2.

Para obtener los otros dos parámetros necesarios (GIIc y
τc), se necesitan como mı́nimo dos configuraciones de
ensayo diferentes con similares caracterı́sticas geométri-
cas y propiedades mecánicas. En el presente trabajo se
han usado las tres configuraciones descritas en la Tabla 1.

En el primer paso del análisis inverso, se obtiene una su-
perficie de fallo σr

crit(GIIc, τc) para cada configuración de
ensayo, que se compara con el valor σr

crit,exp obtenido de
los experimentos.

En Yuan et al. [9], se ensayan 3 probetas para cada con-
figuración de ensayo, obteniendo 3 cargas de despegue
para cada tipo de refuerzo (2C, 1C4B y 4B1C), ver Ta-
bla 2. Esta carga se corresponde con el primer pico en las
curvas fuerza-desplazamiento. En el presente trabajo, se
ha estimado σr

cri,exp para cada configuración como la me-
dia de las tres cargas proporcionadas en [9]. Los puntos

Tabla 2: Cargas de despegue e interfases usadas deter-
minadas de los datos experimentales de [9].

2C 1C4B 4B1C

Carga crı́tica 1 (MPa) 935.63 483.00 621.72
Carga crı́tica 2 (MPa) 982.78 555.64 694.36
Carga crı́tica 3 (MPa) 1005.24 459.04 672.33

σr
crit,exp (MPa) (media) 974.55 499.23 662.80

kt (MPa/mm) 3.6 4.7 7.0

que generan la superficie de fallo en cada configuración
se obtienen aplicando (8). Por tanto, la carga aplicada en
el refuerzo que provoca el despegue, σr

crit, se puede escri-
bir en función de acrit:

σr
crit = τc s (acrit (µ)) = τc s

(
acrit

(
2GIIckt

τ2
c

))
(9)

Cada superficie de fallo esta compuesta por 5000 com-
binaciones de σr

crit(GIIc, τc). Los rangos usados para cada
parámetro son 0.0015-11.5 N/mm para GIIc y 0.1-2.5 MPa
para τc.

En la Fig. 2, se presenta la intersección de la superficie de
fallo con el plano definido porσr

crit,exp en cada una de las 3
configuraciones analizadas. Dichas intersecciones gene-
ran isolineas que representan todas las parejas de valores
GIIc y τc que predicen σr

crit(GIIc, τc) = σr
crit,exp. Aunque la

Fig. 2 se centra en las curvas generadas usando los valores
medios σr

crit,exp de cada configuración, también se puede
analizar el rango de valores obtenido experimentalmente
en cada configuración. Este rango se obtiene usando los
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Figura 2: Intersección de la superficie de fallo y los pla-
nos σr

crit,exp para las configuraciones: (a) 2C, (b) 1C4B y
(c) 4B1C.

valores de carga mı́nima y máxima obtenidas experimen-
talmente en cada configuración mostrados en la Tabla 2.
En la Fig. 3, las lı́neas punteadas representan las isoli-
neas obtenidas en la Fig. 2 con los valores medios, y las
lı́neas continuas representan las isolineas obtenidas usan-
do los valores mı́nimos y máximos de carga obtenidos
experimentalmente. La pareja de valores seleccionada se
estima en la zona donde las 3 zonas de fallo se cruzan.
De manera especifica en este problema, se escogen los
siguientes valores GIIc=2.2 N/mm y τc=1.20 MPa, repre-
sentados con un punto en la Fig. 3.

3.3. Comparación entre los resultados numéricos y
analı́ticos

En esta sección se comparan los resultados obtenidos me-
diante la solución analı́tica propuesta en [12] y los resul-
tados numéricos por medio del método de los elementos
finitos. En ambos modelos se permite la penetración en-
tre sólidos en la zona libre de adhesivo, es decir no se
tienen en cuenta los posibles efectos de compresión en
esa zona. De manera especifica, solo una de las 3 con-
figuraciones analizadas previamente se considera en esta
sección (configuración 1C4B).

En la Fig. 4 (a), se presentan las tensiones obtenidas usan-
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Figura 3: Zona de fallo experimental para cada confi-
guración del ensayo. Las lı́neas que limitan cada zona
representan las isolı́neas obtenidas con los valores mı́ni-
mos y máximos de carga, σr

crit,exp , mientras que las lineas
punteadas representan las isolı́neas obtenidas con los va-
lores medios en cada configuración de ensayo.

do los modelos numéricos (NP) y analı́ticos (AP). Se des-
taca la buena correlación entre ellas. En la Fig. 4(b) se
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sección.

muestra la intersección de las curvas s(∆a) y
√
µ g(∆a)

donde se muestra el primer crecimiento finito de la grieta
de interfase.

3.4. Comparación entre resultados experimentales
y numéricos

En esta sección se comparan los resultados obtenidos con
los modelos descritos y los resultados experimentales de
Yuan et al. [9]. En la Fig. 5 se muestran los resultados
numéricos donde se tiene en cuenta el efecto de incluir o
no el contacto sin fricción, para las tres configuraciones

de ensayo, donde las curvas grises representan los ensa-
yos experimentales. Estas figuras representan, para cada
ensayo, la carga aplicada versus el desplazamiento relati-
vo que se mide en el ensayo. El desplazamiento incluye
tanto el deslizamiento entre las partes pegadas y la elon-
gación de la parte no pegada del refuerzo. Se destaca que,
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Figura 5: Comparación entre los resultados experimen-
tales y las predicciones numéricas en el ensayo de doble
cortante PPST.

en control en carga, cuando se alcanza la carga crı́tica se
alcanza el fallo total de la unión. Sin embargo dado que el
crecimiento finito se da a una carga constante, el CCFFM
es capaz de captar un comportamiento tipo snap-back tal
como ocurre en ensayos donde se tiene un control en des-
plazamiento [20] o en simulaciones usando modelos de
zona cohesiva [14].

4. CONCLUSIONES

El criterio acoplado de la fractura finita (CCFFM) apli-
cado al LEBIM se ha usado para modelar el ensayo de
doble cortante pull-push. Los resultados muestran una
muy buena correlación entre los resultados numéricos y
analı́ticos.

Los resultados obtenidos por los modelos también se han
comparado con resultados experimentales, obteniendo un
buen acuerdo. Se ha realizado un análisis inverso para
una correcta caracterización de la interfase, donde se han
ajustado los valores de GIIc y τc tomando como referencia
los resultados experimentales.

Revista de Mecánica de la Fractura. Vol1, 2021

43



Los resultados muestran que la herramienta numérica es
adecuada para la predicción del fallo de uniones adhesi-
vas. Como trabajo futuro, se destaca la importancia del
conocimiento del campo tensional en la zona cercana al
vértice de la grieta cuando se usa el LEBIM, el uso de ele-
mentos especiales que sean capaces de captar este com-
portamiento permitirı́an mejorar la eficiencia de los cálcu-
los dado que en la actualidad se necesita mallas muy re-
finadas cuando se tienen rigideces elevadas.
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