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RESUMEN

Se propone un modelo de superpoblación, en el que se ha considerado

el Modelo de Respuesta Aleatorizada de Warner, para estimar la propor-

ción de un carácter dicotómico que es sensible para los individuos de una

poblac ión finita y homogénea. _

Palaóras clave: Población finita, Modelo de Respuesta Aleatorizada de

Warner, Modelos de Superpoblación, Inferencia Bayesiana,

1. INTRODUCCION

Las encuestas dirigidas a poblaciones de individuos, que buscan rnedir, a partir de

preguntas directas, características sensibles (aborto, fraude, drogas, etc.}, suelen trope-

zar con dificultades tales como que los individuos no contesten o que intencionada-

mente falsi^quen sus respuestas.

Un intento de evitar tales dificuitades consiste en utilizar diseños basados en el

concepto de «Respuesta aleatorizada». Ta1es diseños hacen uso de un instrumento

aleatorio en el proceso de realización de la pregunta. Así, el entrevistado debe contestar

a una pregunta que ha sido seleccionada aleatoriamente de un conjunto de preguntas,
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ciescun^^ciend^^ e! entrevl4tddl)r la pregunta ^^:leccit^nada, C.^ ►e etita manera, el entrevis-

tadc^ puede ce^ntestar ht^nestamente sin revelar tutalmente la información sensible.

Yor otra parte, al conocerse pur parte del investigador las probabilidades del instru-

menta aleat^ria, se pueden estimar aspectOS cuantitativos de características sensibles,

para una cierta publación de individuos, a partir de las respuestas prap+arcionadas por

una muestra de individuos. La pérdida de informacián que se praduce por la introduc-

ción del instrumento aleatoric^ puede ser menos importante que las dificultades señala-

das más arriba.

Han sido desarrallados varias diseñc^s de respuesta aleatorizada; un resumen puede

verse en el irabajo de Horvitz, Greenberg y Albernathy (197b). En nuestra irabajo nos

limitamos al diseño ^riginal de Warner (19ó5).

E1 análisis inferencial del diseñc^ de Warner ha sicio desarrallado pur procedimientas

clásicos y bayesianos. El trabajo de Winkler y cois. (1979) aborda el problema desde

un punt+u de vista bayesiano, peru cansidera que la pc^ ► blación es infinita.

Ei objetivo de este trabajo es utilizar la aproximación de los «Mudelos de Superpo-

blación» al diseño de ^Tarner. Estos modelus proporcionan una metodología fructifera

para abordar los problemas de diseña, inferencia y robustez en poblaciones finitas

(Basulto y Murgui, 1982).

E1 trabajo está estructurado en secciones; asi, en la sección 2 introducimos el Modelo

de Superpc^blación que describe la población fínita baju estudio; en la sección 3 se

obtiene la distribución que nus permite hacer estimaciones del parámetru pc^blaciunal de

inter^:s; en la sección 4 se analiza dicha disiribución, haciendo comparaciones con los

resultadas obtenidos par procedimientos clásicus y bayesianos. Yar último, en la sec-

ción S, se resume y discute el modelo pr^.^puesto.

2. MDDELD DE SUPERPOBLACIC ►N YARA EL DISEÑO DE WARNER

Vamos a considerar una población U de tamaño N, cuyas unidades están identifica-

das por los enteros 1, 2, ..., N. A cada unidad i, de la poblacicin, asUCiamos un vecttar
aleatario T; _{^C;, Z;), siendo ^^ y Z; variables aleatorias diccatómicas que tuman valures

uno y cero. La distribución de probabilidad del vectar T; viene dada pur

,^^(T';IE^) = ^^(^C^. Z^^t)) -- .f^(}^,^Zrr E^) ^ .f^(Z^) [2. 1^

donde

Pr(Z; = 1) = ^, p ^ 0,5

^a e s conoc ida
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N'(X, = liL,, tf) -

53

( t^ s i 1; = 1

- t^ si Z - a^

La cantidad t^ es una variable aleatoria, can recorrido en el intervala [0.1), que tiene

una distribucic^n Beta con parámetros ci y b.

La variable aleatoria Z; selecc iona, para el individuo i, la pregunta sensible con

probabilidad ^; par ejemplo: ^Es usted defraudador?, y con probabilidad 1-^ la

pregunta sensible complementaria; por ejemplo: i Es usted no defraudadar?

La variable aleatoria X;, observable, toma el valor uno en el caso de respuesta

afirmativa y el vator cer^ en el caso de respuesta negativa.
Es fácil ver que

Pr(Z; -- 1 /E^) - ^p + (1 - H) (1 -- p ) = i^, [ 2 . 2 •I

siendo t^ la probabilidad de que un individuo conteste «sí», independientemente de la

pregunta seleccionada.

Por ŭ ltimo, vamos a suponer que el conjunto de vectores aleatorios T=(T, , T2, ...,

TN) son independientes, condicionados a la variable aleatoria ^, e igualmente distribui-
dos. Es dec ir:

N [ 2 . 3]

f(T/^) = IZ f'(T,/e)

Sea, ahara, la variable aleatoria Y; = X^ Z; +(1 - X^) •(1 - Z;). Es fácil ver que Y^

es una variable dicot©mica, tomando el valor uno si l^C^ = 1 y Z^ = I(el individuo
contestan «sí» a la pregunta sensible) o X; = 0 y Z, = 0(el individuo contesia «no» a la

pregunta sensible complementaria); en los demás casos, la variable ^t'; toma el valor

cero.

Estamos interesados en estimar las funciones paramétricas `#', =^Y; , total de

individuos que contestan «sí» a la pregunta sensible, y ^^ =^Y;iN, la proporción de

individuos que contestan «sí» a la pregunta sensible.

3. ESTIMACION DE ^, Y^rz A PARTIR DE UNA MUESTRA

Sin pérdida de generalidad, tomaremos los n primeras individuos de la poblacián U.

Sea s= {x,, x2, .,., x^ } los valores de las variables aleatorias X;, i= 1, 2, ..., n en los
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^} primeros individuos. Nuestrc^ c^bjetivo, en esta sección, es determinar la distribucitín

cond ic ionada

.t^(^,íx,, x^, .. ., x,,; u, b)

es decir, la distribución del «número de individuos en la población que contestan sí a la

pregunta sensible ^► habie ndo obse rvado una muestra s.

Notemos que la dr'StrlbuCl$n [3. ij puede escribirse como

.f'(^,ls; n, h) - ^.Í(tV ,Is; E^) ^ f{H/s; a, b} d(^

u

donde las distribuciones, dentro de1 signo de integración, son, respectivamente, ía

distribución de ^, condicionada a s y a E^, y la distribución de E) condicionada a s.

E1 siguiente ierna nos será útil para obtener la primera distribución condicionada que

aparece bajo el signo de integración.

Lema 3,1

Sea K^ una variable aleatoria binomial con parámetros (E^^ , rrf ), i= 1, 2, 3. Suponga-

mos que las variables aleatorias K,, Ki y K; son independientes, entonces la distribu-

ción de probabilidad de la variable aleatoria K= K^ + K2 + Ki viene dado por la

expresión siguiente

a2 b^ t1 , !?` 1? ^

.Í^(K) = ^ g ^(E),
^^ ^ K-(K^+K;) I^C^ K^

donde

u, --- rnax (0, rr 2-- (n - K))

a2 = min (K, n,)
s

b ^ = max (0, (K -- K^) - n ^ )

b 2= min (n z, (K - K2))

también

^; ^(f^,) = E^^K-K2-K') , (1 - {^ )tn,-K+K^+Ka)
1

x,(^^;) ^ (E^iK^) . (^ - f^r)(n^-K^),

• ,^2(í^^) • k^(E^;3 [3,1^

= 2, 3; ^= 2, 3

donde max (c , cl ) y min (c , ci ) signi^ca el máximo y mínimo, respectivamente, de los

número c• y c,^. Además, el primer sumando es para la variable K, y el segundo para K;.
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Df^m^^struc•rvn: Nuede verse en el apéndice

EI siguiente lema proporciona la distribución de ^, condicionada a s y f.^.

LE^mu ^.2

La variable aleatoria ^y ,, condicionada a la muestra s y Ei, es una surna de tres

variables binomiales i ndependientes.

Dc^m^^struc•ic^n

La cantidad ^ r se puede descomponer en ^r' ,^`' y^^, siendo

i= +n

n

. x; y ^,3 ^

nutemos que +^ 2 + ^ ; _ es independiente de ^', candicionado a s y E^, porque

.f•(Y,, Y^, ..., Y,,, Yn+^, ..., Y„lxi, x,, ..., x„ • E)) --,

- •f^(Y,, ..., Yníx,, x^, ..., xn; E^) • .t^(Y„+1, ..., Y„/E3)

[gualmente ^Z y^3 son independientes, condicionados a s y E^, porque

f^(Y, , Y:, Yn%.^C^, x^,

n, ^) ` I^ .I ^.cY; /X; ; ^)
r^l

luego, a partir de las dos últimas expresiones vemos que ^V', ^2 y c^3 son independien-

tes. Además, por la definicián de diehas variables aleatorias, es fácil ver que^ tienen,
distribuciones binomiales con parámetros (E^, N-- n), (^^°^^, m} y(t^(1 -- ^)/(1 -^^), n-

m), respectivamente. La cantidad m es el número de individuos que contestan «si»

entre los n individuos entrevistados.

A partir de los lemas 3.1 y 3.2 se deduce que la distribución de ^u, , condicivnada a s

y E^, es de la forma [ 3.1J , donde después de la serie de simpli^caciones queda ]a

expresián siguiente:

J (`Y , ^ S^ ^ ll ) - [i^ ^ ' \ 1 - `^) ^^^ ^ ^ ^ ^ %. i 1 / ( l - ^. ))" -^` • ^,'a (+^ , }

con

aZ b2 N-- n tn I1 -Irt

^,^ ^4' } ^ ^
^^(n-^Z-m-y^'^{ t , ^^,m r

4 ^ ` 'I ,f.
a, b, ^ ^ ^ ^2 - ^v^ ^2 ^Y;

(3.2]

s_W^
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u , = max ({), m - (N - ^ , ))

u+ = min (^,, m)

b, = max (4, ^► , - ^2 - N + n)

b2 = min (n - m, ^, ^ -- ^,^)

Respecto a la distribución condicionada de la variable E), resutta después de aplicar

el teorema de Bayes que

^ f ' (t ) / s ; u , h ) c^c ►̂. • (1 - r^ )" -^` • fl ° ` 1 (1 _ í))6-^ [ 3 . 3]

doncle el símbolo oc significa q ue Id primera parte es proporcional a la segunda parte.

Luego de ( 3.2j y( 3.3.^ resulta, después de una serie de simpli^caciones, que

,^^(^V,ls; a, b) ^ k,^(^,) • Rb(^,/n, u, b)

donde [ib (^p, / N, u, b) es una distribución Betabinomial.

[3.4]

La distribución [3.4j nos permite hacer estimaciones puntuales, una vez especifi-

quemos la función de pérdida, sobre ^r ,(y también sobre ^^} o realizar estimaciones

mediante intervalos.

4. ANALISIS DE LA DISTRIB UCI+tJN ^f^(^, ls ; u, b}

En esta sección proporcionamos aproximaciones de1 valor medio y la varianza de la

distribución [ 3.A] .

En primer lugar vamos a calcular una aproximación de1 valor medio, E(^ ,/s ; u, b),

de la distribución [ 3.4] .

De la sección 3, lema 3.2, resulta que la esperanza condicionada de ^, es

E( ^ , / s ; t^ } = ( N -- n ) • E^ + m • (Ei • ^ )/ ^. + (n - m ) • ^(1 -- p ) / (1 -- ^. )

Consideremos ahora la función

h(H) = m • E^p/^, + (n - m) • ^(1 - X^)l(1 - ^^)

Desarrollando en serie de Taylor 1a funci+ón h(•} alrededor del vaíor E(E)ls; u, b} se

obtiene, después de una serie de cálculos, que

E(^,/s; u, h) r- (N - n)• E(E)ls; u, b)+ h(E(E^/s; u, b)) + [4.1]+ var (Ei/s; u, b) • h"(E(f)/s; u, b))/2
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dunde E(E^/s ; u, b) y var {ff / s ; u, h) son la media y la varianza, respectiva^nente, de la

distribucicin ^^((^is ; u, h). La función !r" es la derivada segundd de la función /t ; puecie

verse que

h "(l.l ) ^ 2 • /^ ' ( I - ^ ) ' ( 2^ - 1) { ( n - m ) / (1 - ^. ); -- rn / r. ^ }

E1 símbolo -^ significa «aproximadamente».

A continuación consideramos una aproximación debida a Winkler y cols. (1979) para

ealcular la media E((^ í s; u, h) y la varianza var (^^ í s; u, b).

Sean los valores n* y m* soluciones del sistema

*
m*ln* _ {m/n -- {i - /^)}l(2^i - 1) = f^

A ^ ^
n * = n • ( 2^r^ -- 1)Et ^ (1 - f) ) i (^. . (1 -- t. ) )

^
donde t. = rrr írr. Suponemos que ^ > 0,5 y que 1 -^ < m í n < ^. Entonces

E(^ís; u, b) =(u + nt*)/(u + h + n*)

var (E)ís: u, b) = {a + rn*) • (b + n* - m*)/(u + b + n*) • (u + h + n* + 1)

La sustitución de estas últimas aproximaciones en la fórmula [ 4.1] permite obtener

una aproximac ión del valor medio E(+^ , ls ; u, b).

Si estamos interesados en estimar el parámetro ^,, la proporción de individuus que
contestan «si» a la pregunta sensible en toda la población, entonces una aproximación
de la cantidad E(^ ,ls ; u, b) es

E(+^,ls; u, b) =(l --- n/N) • E(Ef/s; a, b) + 0 1 j4.2)
n

que se aproxima a E(^ /s ; cr , b) para N sufic ientemente grande. Precisarnente este es el

estimador propuesto por Winkler y cois. (1979) en el caso de una población infinita.

También, si en [4.2J consideramos que u y b sc^n suficientemente pequeños, entonces

E(^,/s; u, 6) = Ĥ

que es precisamente el estimador propuesto por VVarner (19ó5).

Para obtener, ahora, u na aproximac ión de la varianza, var (^ ,/s ; c^ , b), de la
distribución [ 3.4], hacemos uso de la siguiente igualdad

var (^ ^ /s ; u , b ) = E(^ ^ ls ; u , b ) - { E(+^ t /.s ; u , 6 )} 2
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siendo

^(^;^s; u, h) _ (N - rr) ^ E(f)(1 - t^)/s; c^, h)) + (N - n)^ • ^{^;/s; a, h) +

+ E(^(E^)1s; u , 6)

donde

k(Ei) = m^^(1 - p)^(1 - tt)/i. + (m^► ►̂tl/^..)z + (n - m)^(1 - p)E^/(1 - i^.)^

+ {{n - m)(1 - p)E^l(1 - ^^)}z

+

Desarrollando en serie de Taylor la función x( •) alrededor del valor E(E^/s ; u, b) se
obtiene

E{X(f^t)/s: u, b} ' ^,^(E(E^t)is: u, h) + var (E^1.^•; c^. b)^"(E(E)is; u. b))

De todo lo anterior puede ve rse q ue

var (^r , l s ; U , b ) _ (N - ^i )2 v ar (E^ / s ; u , 6 ) + 0 ( N - rr )

y para el parámetrca ^^ se obtiene

var (^,/s; u, b) = (1 -- n/N)2 var (^/s; a, b) + 0((N -- n)/N}

luego para N suficientemente grande respecto de n obtenemos el estimador propuesto
por Winkler y cols, (1979).

5, RESUMEN Y DISCUSIC^N

En este trabajo hemos estudiado el mo►delo de Warner desde el punto de vista de un

Modelo de Superpoblación; así se supone que la población ^nita considerada es una

realización del modelo

i ^

f•(^`!u , 6 ) - ^ L._.I .t^(T;/H) • ^f`(Hlu , h )c^d { 5. i]
o ^^^

donde ^f ^(E^ lu ,^i ) es una d istribución Beta.

E1 modeíU que el vector de variables aleatorias Y=(Y, , Y^, ..., Y„ ), no observa-
bles, se distribuye como

i JV

,f^(Y/a, h) = j^ f'(Y;IE^) •_t'(E3/a, b)dE) j5.2]
^ =i
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cionde las variables Y; , i = 1, 2, ..., N, son condiciunadas a tf, independientes e

idénticamente distribuicfas.

F1 mudelo [S.^j significa que las variables Y, , Y,, ..., Y^, sun intercambiables, y de

ahí que la población bajo estudio sea cons^derada como una población homogénea; no

siendo relevantes ios identificadores cte las unidades de la población, en el caso de

est imar func iones simé tricas d el vector Y, por ejem plo, ^, y+^ + (M urgui, 198^).

Todo esto último conduce a que, una vez fijado el tamaño muestral n , la selección de
una muestra de tamaño n se reduzca a tomar cualquier subconjuntc^ de tamaño n de U.

(Suponiendo un coste constante para cada unidad. )

También, al variar los parámetros a y b, el modelo describe distintos niveles de

incertídumbre sobre las cantidades ^, y^^ bajo estudio.

A partir de observar una rnuestra s= {x,, .z^, ..., xn} hemos derivado de [S.1] la

distribución predictiva [3.4j, proporcionando aproximaciones de su valor medio y va-

rianza.

Por fin, el trabajo puede generalizarse si se considera otros diseños de respuestas

aleatorizadas.

APENDICE

Valnos la demostración del lema 3.

La distribución conjunta de las variables aleatorias I^;, i= l, 2, 3, es

3 n;
f^(K,, K2, K^) -- ^ ek^(1 - 8;)"1-K^

'_' K^

Haciendo la transtormación

K = I^, + K2 + K;

x = K2
Y = K^

se obtiene la distribución conjunta,f'(K, X, Y).

Si queremos obtener la distribución marginal f'(K, X^ debe observarse que

0< Y< n^, Y=( K - X) - K, y 0^ ^ K, ^ n
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viendc^ que si ( K- X)? r7 , entun^e^ Y> (:) c^ Y_> í K -- XI - ri ,, y ^i ( K- Xl <^^ ^

entc^n^es Y? 0 ú Y >_ ( K -- X) - ^t ,. l..uegc^

.t^( K, X) = ^ .t^(K. X. Y}

cfonde b, y h^ fuerc^n ya de^nidas en la seccián 3.

Si, por fin, se quiere ubtener la distribución .f^(K) debe observarse que

0 { X ^ n, (l ^ (K - X) ^ n - n,

siendo n = n, + n, + n;, viendo que si K>_ n, entonces 0-< X-< n,, y si K< n,

entunces U^ X^ K. L uego

as

.f^(K) - ^_ i•(K. X)

donde u, y a2 fueran ya definidas en la sección 3.
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SUMMARY

The ^bjective of this article is tu present a Superpvpulatiun mudel to

estimate the proportion of a sensitive dicotomic character in a tinite and
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