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RESUMEN

Se propone un modelo de superpoblacién, en el que se ha considerado
el Modelo de Respuesta Aleatorizada de Warner, para estimar la propor-
cién de un caracter dicotdmico que es sensible para los individuos de una
poblacién finita y homogénea.
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1. INTRODUCCION

Las encuestas dirigidas a poblaciones de individuos, que buscan medir, a partir de
preguntas directas, caracteristicas sensibles (aborto, fraude, drogas, etc.), suelen trope-
zar con dificultades tales como que los individuos no contesten o que intencionada-
mente falsifiquen sus respuestas.

Un intento de evitar tales dificultades consiste en utilizar disefios basados en el
concepto de «Respuesta aleatorizada». Tales disefios hacen uso de un instrumento
aleatorio en el proceso de realizacién de la pregunta. Asi, el entrevistado debe contestar
a una pregunta que ha sido seleccionada aleatoriamente de un conjunto de preguntas,
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desconociendo el entrevistador la pregunta seleccionada. De esta manera, el entrevis-
tado puede contestar honestamente sin revelar totalmente la informacién sensible.

Por otra parte. al conocerse por parte del investigador las probabilidades del instru-
mento aleatorio. se pueden estimar aspectos cuantitativos de caracteristicas sensibles,
para una cierta poblacion de individuos, a partir de las respuestas proporcionadas por
una muestra de individuos. La pérdida de informacidon que se produce por la introduc-
cién del instrumento aleatorio puede ser menos importante que las dificultades senala-
das mas arriba.

Han sido desarrollados varios disenos de respuesta aleatorizada; un resumen puede
verse en el trabajo de Horvitz, Greenberg y Albernathy (1976). En nuestro trabajo nos
limitamos al disefio original de Warner (1965).

El analisis inferencial del diseiio de Warner ha sido desarrollado por procedimientos
clasicos y bayesianos. El trabajo de Winkler y cols. (1979) aborda el problema desde
un punto de vista bayesiano, pero considera que la poblacion es infinita.

El objetivo de este trabajo es utilizar la aproximacion de los «Modelos de Superpo-
blacion» al diseiio de Warner. Estos modelos proporcionan una metodologia fructifera
para abordar los problemas de disefio, inferencia y robustez en poblaciones finitas
(Basulto y Murgui, 1982).

El trabajo esta estructurado en secciones; asi, en la seccién 2 introducimos el Modelo
de Superpoblacion que describe la poblacion finita bajo estudio; en la seccidn 3 se
obtiene la distribucion que nos permite hacer estimaciones del parametro poblacional de
interés; en la seccion 4 se analiza dicha distribucion, haciendo comparaciones con los
resultados obtenidos por procedimientos clasicos y bayesianos. Por ultimo. en la sec-
cion 5, se resume y discute el modelo propuesto.

2. MODELO DE SUPERPOBLACION PARA EL DISENO DE WARNER

Vamos a considerar una poblaciéon U de tamano N, cuyas unidades estan identifica-
das por los enteros 1, 2, ..., N. A cada unidad /, de la poblacion, asociamos un vector

aleatorio T, = (X;, Z,). siendo X; y Z; variables aleatorias dicotémicas que toman valores

uno y cero. La distribucion de probabilidad del vector T viene dada por
S(TW) = f(X;. ZM8) = (XJ/Z, 0) - [(Z) (2.1
donde
Pr(zZz;, = 1) = p, p * 0S5

p es conocida
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8] si Z,=1

Pr(X, = 1/Z, 0) =
1 — 8 s Z' =0

La cantidad 9 es una variable aleatoria. con recorrido en el intervalo [0.1]. que tiene
una distribucion Beta con parametros a y b.

La variable aleatoria Z, selecciona, para el individuo /. la pregunta sensible con
probabilidad p; por ejemplo: (Es usted defraudador?, y con probabilidad 1 — p la
pregunta sensible complementaria; por ejemplo: (Es usted no defraudador?

La variable aleatoria X,, observable, toma el valor uno en el caso de respuesta
afirmativa y el valor cero en el caso de respuesta negativa.
Es facil ver que

Pr(Z, = 1/8) =6p + (1 —8)-( —p) =1 (2.2

siendo 7. la probabilidad de que un individuo conteste «si», independientemente de la
pregunta seleccionada.

Por dltimo, vamos a suponer que el conjunto de vectores aleatorios T = (T,, T,, ...,
T,) son independientes, condicionados a la variable aleatoria 0, e igualmente distribui-
dos. Es decir:

N (2.3)
Sy = [1 f(T,0)

i=1

Sea, ahora, la variable aleatoria Y, = X, Z, + (1 — X,) - (1 — Z)). Es fécil ver que Yi
es una variable dicotémica, tomando el valor uno si X, = 1y Z, = 1 (el individuo
contestan «si» a la pregunta sensible) o X; = 0y Z; = 0 (el individuo contesta «<no» a la
pregunta sensible complementaria); en los demas casos, la variable Y, toma el valor
cero.

Estamos interesados en estimar las funciones paramétricas ¥, = XY,, total de
individuos que contestan «si» a la pregunta sensible, y ¥, = XY,/N, la proporcién de
individuos que contestan «si» a la pregunta sensible.

3. ESTIMACION DE ¥, Y ¥, A PARTIR DE UNA MUESTRA

Sin pérdida de generalidad, tomaremos los n primeros individuos de la poblacién U.
Seas = {x,,x,. .... x,} los valores de las variables aleatorias X;,i = 1,2, ..., n en los
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n primeros individuos. Nuestro objetivo. en esta seccion, es determinar la distribucion
condicionada

SW ix, X, oo X0 a, b)

es decir, la distribucién del «nimero de individuos en la poblacion que contestan si a la
pregunta sensible» habiendo observado una muestra s.

Notemos que la distribucién [3.1] puede escribirse como

F isiacb) = [ f,/s0) - fO/s:a. b)do

[

donde las distribuciones, dentro del signo de integracién, son. respectivamente, la
distribucion de ¢, condicionada as y a 8, y la distribucion de 0 condicionada a s.

El siguiente lema nos sera util para obtener la primera distribucién condicionada que
aparece bajo el signo de integracion.

Lema 3.1

Sea K, una variable aleatoria binomial con parametros ®,, n)). i = 1. 2, 3. Suponga-
mos que las variables aleatorias K,. K, y K; son independientes, entonces la distribu-
cion de probabilidad de la variable aleatoria K = K, + K, + K, viene dado por la
expresion siguiente

a; b, n, n, n,
S(K) = ( ) ( ) ( ) £,0,) - 2,0, - g,0,) [3.1]
az, 2 K~ (K, +K},) K. k/ '

donde
a, = max (0, n, — (n — K))
a, = min (K, n,)
b, = max (0, (K — K, — n,)
b, = min (n,, (K — K,))
también

gl«)l) — O:K‘K;—Kl) . (l _ U])("I_K*KP"K!’
g,0) = O —op™T =235 j = 2.3

donde max (¢, d) y min (¢, d) significa el maximo y minimo, respectivamente, de los
nimero ¢ y d. Ademas, el primer sumando es para la variable K, y el segundo para K,.



EL DISENO DE RESPUESTA ALEATORIZADA DE WARNER ss

Demostracion: Puede verse en el apéndice

El siguiente lema proporciona la distribucion de ¥, condicionada a s y 0.

Lema 3.2

La variable aleatoria ¥,, condicionada a la muestra s y 0, es una suma de tres
variables binomiales independientes.

Demostracion

La cantidad ¥, se puede descomponer en V', ¢* y ¢*, siendo

N n n
V= D YL wi= Y Xy V=Y, - X)
i=1l+n i=] i=1
notemos que Y2 + y? = Z Y, es independiente de ¥ ', condicionado a s y 8, porque
i=1
S0 Yoo ool Yoo Yorio s Yix o x, x5 8) =
=LY oo Y 0x, Xae e X ) - F(Y e, Y, 70)

Igualmente Y2 y y? son independientes, condicionados a s y 0, porque

n
JY 0 Yy oo Yalx,, x5, o, X3 8) = [] S(Y,ix;5 0)

i=1
luego, a partir de las dos dltimas expresiones vemos que V', ¥? y ¢* son independien-
tes. Ademas. por l'a definicion de dichas variables aleatorias, es facil ver que tienen
distribuciones binomiales con parametros ., N — n), ©p°~. m)y 0(1 — p)(1 — »), n —
m), respectivamente. La cantidad m es el nimero de individuos que contestan «si»
entre los n individuos entrevistados.

A partir de los lemas 3.1 y 3.2 se deduce que la distribucion de ¥, condicionada a s
y U, es de la forma [3.1], donde después de la serie de simplificaciones queda la
expresion siguiente:

S s 0y =eve o = )NV - (7 = )T g W) 13.2)

con

n —m

a, b, N —-n m
- (=yi-m—y' )] — p)m YV’
v = 2 2‘ (\y - - w’) (\uz) ( v’ ) g B
a, 1 1
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donde
a, = max(0.m — (N — vy,))
a, = min\,, m)
b, = max (0, ¥, — ¥ — N + n)
b, =mintn — m, ¥, - ¥?)

Respecto a la distribucion condicionada de la variable 6, resulta después de aplicar

el teorema de Bayes que
fO/sia.b) o »™ - (1 — 2™ 077 . (1 - 0! [3.3]
donde el simbolo o« significa que la primera parte es proporcional a la segunda parte.
Luego de [3.2] y (3.3.] resulta, después de una serie de simplificaciones, que

. N
SW,/s;a,.b) c g,,) - Bb(Y,/n, a, b) (\1/ ) (3.4
1
donde Bb(¢,/N, a, b) es una distribucion Betabinomial.

La distribucidn [3.4] nos permite hacer estimaciones puntuales, una vez especifi-
quemos la funciéon de pérdida, sobre ¥, (y también sobre ¥,) o realizar estimaciones
mediante intervalos.

4. ANALISIS DE LA DISTRIBUCION f(y,/s; a, b)

En esta seccion proporcionamos aproximaciones del valor medio y la varianza de la
distribucion [3.4].

En primer lugar vamos a calcular una aproximacién del valor medio, E(y,/s; a, b),
de la distribucién [3.4].

De la seccion 3, lema 3.2, resulta que la esperanza condicionada de {, es
EW,/s;8) = (N —n) -0 + m O -p)Yh + (n —m)-06(1 — p) — )
Consideremos ahora la funcién
h@®) = m - Op/h + (n — m) - 81 — p)/(1 — X)

Desarrollando en serie de Taylor la funcién h(:) alrededor del valor E®/s; a, b) se
obtiene, después de una serie de calculos, que

EW,/s;a,b) = (N — n) - E®/s; a, b) + h(E®/s; a, b)) + [4.1)
+ var@®/s; a, b) - h"(E®/s; a, b))/2 :
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donde EM®/s; a, b) y var (V/s; a, b) son la media y la varianza, respectivamente, de la
distribucion f(U/s; a. b). La funcion 1" es la derivada segunda de la tfuncion /i puede
verse que

h®) =2-p - (1L —p)-@2p — D{n — m)y/(1 — 7)) — m/r%}
El simbolo = significa «aproximadamente».

A continuacion consideramos una aproximacion debida a Winkler y cols. (1979) para
calcular la media EQ@/s; a, b) y la varianza var O/s: a, b).

Sean los valores n* y m* soluciones del sistema
m*/n* = {m/n — (1 — p)/@2p — 1) = O
n*=n-2 - DO-U = 0)G - =)
donde 7. = m/n. Suponemos que p > 0.5 y que | — p < m/n < p. Entonces

EW®/s; a, b) = (a4 + m*)/(a + b + n*)

varO/s:a, b) = (@ + m*)- (b + n* — m*)a + b + n*)- @@ + b + n* + 1)

La sustitucién de estas ultimas aproximaciones en la formula [4.1] permite obtener
una aproximacién del valor medio E(V,/s; a, b).

Si estamos interesados en estimar el parametro V¥ ,. la proporcion de individuos que
contestan «si» a la pregunta sensible en toda la poblacion, entonces una aproximacion
de la cantidad E(Y,/s; a, b) es

EW,/s;a,b) = (1 — n/N) - E0O/s; a, b) + 0(%) [4.2)

que se aproxima a E®/s; a, b) para N suficientemente grande. Precisamente este es el
estimador propuesto por Winkler y cols. (1979) en el caso de una poblacion infinita.

También, si en[4.2] consideramos que ¢ y b son suficientemente pequefos, entonces
EW,/s;a, b) = 0
que es precisamente el estimador propuesto por Warner (1965).

Para obtener, ahora, una aproximacién de la varianza, var (y,/s; a, b). de la
distribucion [3.4], hacemos uso de la siguiente igualdad

var (W ,/s; a, b) = EW?/s; a, b) — {EW\,/s; a, b)}?
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siendo
EW3/s:a.b) = (N — n) - EO1 — 0)/s:a. b)) + (N — n) - E(Wi/s;a, b) +
+ E(g®)/s; a.b)
donde
g®) = mp(1 — p)8(1 — 8)» + (mpY/r)> + (n — m)p(1 — p)v/(1 — ~r)* +
+ {tn — m)(1 — pp/(1 = 1)}

Desarrollando en serie de Taylor la funcidon g(-) alrededor del valor EQ®/s: a, b) se
obtiene

E(g®)/s:a.b) = g(E@)s. a. b) + var ®/s: a. b)g"(EO®/s; a. b))
De todo lo anterior puede verse que
var ({,/s;a, b) = (N — n) var®/s; a, b) + O(N — n)
y para el parametro {y, se obtiene
var (Y,/s; a, b) = (1 — n/N)? var®/s; a, b) + O((N — n)/N)

luego para N suficientemente grande respecto de n obtenemos el estimador propuesto
por Winkler y cols. (1979).

5. RESUMEN Y DISCUSION

En este trabajo hemos estudiado el modelo de Warner desde el punto de vista de un
Modelo de Superpoblacidn; asi se supone que la poblacion finita considerada es una
realizacion del modelo

LN
fTia. by = [[Trmw) - rora. buo (5.1]

0i=1
donde f@®/a, b) es una distribucion Beta.

El modelo que el vector de variables aleatorias Y = (Y,. Y,. .... Y,), no observa-
bles, se distribuye como

1 N
f(Yia, b) = ‘[[']f(y,/o) - fO/a. b)do (5.2
=1

i
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donde las variables Y,. /i = 1. 2. .... N. son condicionadas a #, independientes e
idénticamente distribuidas.

El modelo [5.2] significa que las variables Y,. Y,. .... Y, son intercambiables, y de
ahi que la poblacién bajo estudio sea considerada como una poblacién homogénea; no
siendo relevantes los identificadores de las unidades de la poblacion, en el caso de
estimar funciones simétricas del vector Y, por ejemplo, V¥, y ¥, (Murgui, 1982).

Todo esto ultimo conduce a que, una vez fijado el tamano muestral n, la seleccion de
una muestra de tamano n se reduzca a tomar cualquier subconjunto de tamafno n de U.
(Suponiendo un coste constante para cada unidad.)

También, al variar los parametros a y b, el modelo describe distintos niveles de
incertidumbre sobre las cantidades V, y {, bajo estudio.

A partir de observar una muestra s = {x,, x,, ..., x,} hemos derivado de [5.1] la
distribucion predictiva [3.4], proporcionando aproximaciones de su valor medio y va-
rianza.

Por fin, el trabajo puede generalizarse si se considera otros disefios de respuestas
aleatorizadas.

APENDICE

Vamos la demostracion del lema 3.1.
La distribucion conjunta de las variables aleatorias K,, i = 1, 2, 3, es
3 n _
FK,. K. Ky) =[] ( ) ok — e,k
i=1 K,
Haciendo la transtormacion
K K, + K, + K,
X =K,
Y = K,
se obtiene la distribucion conjunta f(K, X, Y).
Si queremos obtener la distribucion marginal f(K, X) debe observarse que

0=<Y=mn, Y=((K-X)-K, y 0= K, < n,
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viendo que si (K — X) = n,entonces Y =2 00Y =2 (K - X) —n,.y si(K - X) < n,
entonces Y =2 00Y = (K - X) — n,. Luego

bl
FIKX) = ) (KX Y)
b,

donde b, y b, fueron ya definidas en la seccion 3.
Si. por fin, se quiere obtener la distribucién f(K) debe observarse que

0 X<n, 0SS (K-X=<n-n,

siendon =n, + n, + n,. viendo que si K = n, entonces 0 < X < n,.y si K < n,
entonces 0 < X < K. Luego

S(K) = Z (K. X)

donde a¢, y a, fueron ya definidas en la seccion 3.
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SUMMARY

The objective of this article is to present a Superpopulation model to
estimate the proportion of a sensitive dicotomic character in a finite and
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homogeneus population. We focus on the original randomized response

model proposed by Warner.

Keyv words: Finite Population: Warner's randomized Response model: Su-

perpopulation model; Bayesian Inference.
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