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Resumen.

Este trabajo aborda uno de los problemas de mayor renombre en areas como la
fisica, las matematicas o la ingenieria: las conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes.
Estas ecuaciones en derivadas parciales, enmarcadas en el contexto de la mecanica
de fluidos, constituyen la piedra angular de un problema que aiin continia abierto
a dia de hoy, dada su naturaleza no-lineal. No obstante, bajo determinadas condiciones
veremos que es posible determinar la existencia y unicidad de soluciones. En este texto
estudiaremos el caso bidimensional, incompresible y auténomo. A su vez, el estudio
realizado se complementa introduciendo el concepto de atractor, orientado a estas
ecuaciones. Una vez desarrollada la teoria en torno a la construcciéon de éstos, tendremos
ocasion de apreciar la utilidad de los atractores dinamicos a la hora de concebir el
problema de evolucién planteado por Navier-Stokes. Se introducen también algunas
nociones relativas a lineas de investigacion mas actuales para casos no-auténomos,
desde la extension del problema al caso tridimensional, hasta la formulacién de las
ecuaciones de Navier-Stokes estocasticas, anadiendo un ruido aditivo. En lo que respecta
a los atractores, se introducen sucintamente los atractores pullback, estableciendo los
prolegémenos para poder ahondar en la materia mas all4 de este texto.



Abstract.

This work addresses one of the most renowned problems in areas such as physics,
mathematics or engineering: those known as Navier-Stokes equations. These partial
derivative equations, framed in the context of fluid mechanics, constitute the cornerstone
of a problem that is still open today, given its non-linear nature. However, under certain
conditions we will see that it is possible to determine the existence and uniqueness of
solutions. In this text we will study the two-dimensional, incompressible and autonomous
case. In addition, the study carried out is complemented by introducing the concept of
attractor, oriented to these equations. Once the theory around their construction has
been developed, we will have the opportunity to appreciate the usefulness of dynamic
attractors when it comes to conceiving the evolution problem posed by Navier-Stokes.
Some notions related to more current lines of research for non-autonomous cases are
also introduced, from the extension of the problem to the three-dimensional case, to
the formulation of the stochastic Navier-Stokes equations, adding an additive noise.
With regard to attractors, pullback attractors are briefly introduced, establishing the
prolegomena in order to delve into the subject beyond this text.
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1. Introduccion.

Las ecuaciones de Navier-Stokes sin duda constituyen uno de los problemas mas sonados de las
ultimas décadas. Estas ecuaciones surgen a raiz de las investigaciones realizadas por los matematicos
Claude-Louis Henri Navier (1785-1836) y George Gabriel Stokes (1819-1903), permitiendo modelar
el movimiento de un fluido viscoso incompresible en un espacio cerrado e inmévil. De hecho, estas
ecuaciones gobiernan toda clase de fendmenos en la naturaleza, desde la atmosfera terrestre hasta
al movimiento de los mares, pasando por sistemas realmente complejos como el flujo del plasma
en un tokamak. No obstante, se trata de ecuaciones en derivadas parciales no-lineales, por lo que
la resolucion del problema sélo resulta sencilla bajo determinadas condiciones (como veremos en
capitulos posteriores). En la préctica, el estudio del caso tridimensional para estas ecuaciones aun
no ha permitido demostrar la unicidad de soluciones, exceptuando casos en los que la energia y la
velocidad inicial del sistema es muy pequena, o la viscosidad del mismo muy grande.

Especialmente a partir de la segunda mitad del siglo XX, mateméaticos de renombre como Jean
Leray (1906-1998), Olga Ladyzhenskaya (1922-2004) o Ciprian Foias (1933-2020); y otros mds recientes,
como Roger Temam, James C. Robinson o Ricardo Rosa se han dedicado extensamente a estudiar
este problema, que ain continda abierto a dia de hoy. De hecho, en el afio 2000 el Instituto Clay
de Matematicas incluy6 estas ecuaciones en sus reconocidos problemas del milenio, ofreciendo un
millén de dodlares a quien demostrase la existencia y unicidad de soluciones para un problema de flujo
laminar en el instante inicial [1].

El presente texto se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo [ se establece un marco
funcional adecuado y se definen los operadores fundamentales, pasando por plantear el problema de
Stokes y formular los operadores A y B, asi como la forma trilineal b, que usaremos con frecuencia a lo
largo del texto. Apoyandonos sobre el capitulo anterior, en el Capitulo [3|se introducen las ecuaciones
de Navier-Stokes en 2D, considerando densidad constante, y estudiando posteriormente la existencia
y unicidad de soluciones del problema. Acto seguido, el Capitulo [4] introduce y desarrolla el concepto
de atractor global, lo cual aplicamos a las mencionadas ecuaciones a lo largo del Capitulo 5, pudiendo
apreciar la utilidad de los atractores en el contexto de Navier-Stokes y finalizando a modo de ejemplo
con un estudio del cardcter finito-dimensional del atractor. Finalmente, en el Capitulo [f] se estudia la
posibilidad de relajar algunas de las hipoétesis tomadas haciendo uso de un método de energia, y se
introducen nociones sobre diferentes las lineas de estudio —mas alld de este texto— que ofrecen las
ecuaciones de Navier-Stokes bajo el paradigma de los atractores dindmicos no auténomos, sean éstas
los atractores pullback, las ecuaciones de Navier-Stokes estocasticas o la posible extensién al caso 3D.






2. Marco funcional y operadores.

2.1. Espacios de funciones.

Denotaremos mediante L*(2) al espacio de la clase de funciones reales evaluadas en €2, las cuales
son L? para la métrica de Lebesgue dv = dx; - - - dz,,. Este espacio estd dotado de los habituales
producto escalar y norma [2]:

(u,0) = Jo u(z)v(z)dz

Ju| = {(u,u)}"?.

Denotamos mediante H™(2) al espacio de Sobolev de clases de funciones que estan en L?(£2), junto
con todas sus derivadas de orden menor o igual que m. Esto no es mas que el espacio de Hilbert
tipico para el producto escalar y la norma:s:

donde a = (ay, ..., ), a; € N, [o] =y + ...y y:

H; () es el subespacio de Hilbert de H'(Q), compuesto de funciones que «se anulan» en I'. Para
m e N, 1 <p< oo, W™P(Q) es el espacio de las clases de funciones u en LP(Q2) cuyas derivadas
distribucionales de orden menor o igual que m estan en LP(Q2). Se trata de un espacio de Banach
para la norma:

ullyymoe = D 1Dl ooy -

[a]<m



2. Marco funcional y operadores.

Cuando p = 2, escribimos W™?(Q) = H™(1Q), y esto resulta ser un espacio de Hilbert para el
producto escalar:

((u,0)) gmey = Y, (D%, D).

[a]<m

Por supuesto, se pueden definir espacios similares en cualquier otro conjunto abierto aparte de €2,
en particular, en @ = Qx]0,7[ C R"™'. Para T > 0, escribimos Q =  x (0,T). Introducimos asi
los espacios de Sobolev, que seran considerados con mas detalle en una seccion posterior: denotamos
por H*(Q), m € N, al espacio de funciones que se hallan en Hj, (R") (es decir, ulo € H™(O) para
cada conjunto abierto y acotado @) y que son periddicas con periodo Q:

u(z + Le;) =u(z), i=1,..,n.

Para m = 0, H]? (Q) coincide simplemente con Lg(@) (las restricciones de las funciones en Hg (Q)
hacia @ son todo el espacio L*(Q)). Para un valor arbitrario m € N, H*(Q) es un espacio de Hilbert
para el producto escalar y la norma:

(U, V) = > /QDO‘u(x)DO‘v(x)d:U.

[a]<m

Las funciones en H]*(Q) son caracterizadas de manera sencilla mediante su expansién en series de
Fourier:

H'(Q) = {uu = > al™ =k, Y KT ol < oo} , (2.1)

kezn kezn

2
y la norma |u|,, es equivalente a la norma {Zkezn(l + |E[P™) |ck|2} / . También agrupamos:
H7(Q) = {u € HY'(Q) del tipo 1), co =0} (2.2)

Apreciamos que el lado derecho de (2.1)) cobra sentido mas generalmente para m € R, y nosotros
realmente estamos definiendo H;”(Q), m € R, m > 0, mediante (2.1); se trata de un espacio de

Hilbert para la norma indicada mas arriba. Para m € R, definimos H]"(Q)) mediante 1’ que es

1/2 . A
un espacio de Hilbert para la norma {Zkezn k> |ck|2} / , vy HN(Q) y H,™(Q) se encuentran en
dualidad para todos los m € R. Dos de los espacios usados con mayor frecuencia en el marco tedrico
de las ecuaciones de Navier-Stokes son:
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2.1. Espacios de funciones.

V= {u €HYQ),V u= Oen]R”}
H= {u € Hg(Q),V-u: OenR”},
donde H;”(Q) = {H;”(Q) }n De manera mas general, para cualquier espacio de funciones X, denotamos

mediante X al espacio X™ provisto con la estructura de producto. Complementamos V' con el producto
escalar y la norma de Hilbert:

((ua U)) = Z

i=1

<8u ov

S on )l = (.

Esta norma equivale a la inducida por (H,(Q))", y V es un espacio de Hilbert para esta norma.
Es sencillo ver que el dual V' de V es:

V= {u e B,1Q) = Q). - u=0en R}

||-l,» denotard la norma dual de ||-|| en V’; tenemos V. C H C V', donde las inyecciones son
continuas y cada espacio es denso en el siguiente. Uno puede mostrar también mediante una pequena
modificacién que el espacio funciones suavesﬂ7

V=V NE=R"",

es denso en V', H y V'. Hagamos hincapié en lo siguiente:

i) Usando el teorema de la traza, es posible mostrar que u € V' si y solamente si su restriccion
u|g hasta () pertenece a:

{v € HI(Q),V~u:OenQ,v|pi+n =lr,,J = 1,...,n},

donde hemos enumerado las caras I'y, ..., 'y, de () como sigue:

Denotamos mediante € (£2) al espacio de funciones reales y continuas en . €(Q) representa el espacio de funciones
reales continuas y diferenciables en Q. Los espacios de funciones reales 6> en € con un apoyo compacto en ) se
denotan mediante 6€5°(2) 6 D (), tal y como se denota en la teorfa de las distribuciones de Schwartz [3]; %'(2)
es el espacio de distribuciones en €.

11



2. Marco funcional y operadores.

{rjan{xjo}

Fj+n = 8Qﬂ{$] = L},

y v|r, es una manera de denotar la traza de v en I';. La caracterizacion de u|g para u € H es algo
mas delicada y se basa en el siguiente teorema para la traza: u € H si y solo si u pertenece a:

{v cL*(Q),V-v=0en Q,v-Vlp,,, = —v-Vlp,j= 1,...,n}.

ii) Sea G el complemento ortogonal de H en HY) = (L2(Q)/R)". Tenemos entonces:

G ={ueH)Q),u=Vqq€H(Q)}

2.2. Propiedades de los espacios de Sobolev.

Los espacios H™(Q2) y W™P(Q) definidos anteriormente contienen 6€>(f2) e incluso 6™(Q). El
cierre de 65°(£2) en H™ () (resp. W™P(Q2)) se denota mediante H[*(€2) (resp. Wy *(€2)). Es especial-
mente habitual hacer uso de los siguientes espacios:

HY Q) ={u € L*(Q), Dyu € L*(Q),1 <i<n}

H}(Q) = el cierre de C§°(Q) en H*(Q)

Ambos son espacios de Hilbert para el producto escalar:

Cuando 2 esta acotado, o al menos lo esta en una direccion —i.e., €2 esta incluido en el conjunto
limitado por dos hiperplanos ortogonales en esa direccion—, tenemos una desigualdad de Poincaré:

n 1/2
lu| < eo(9) {Zl |Diu\2} , Yue HAQ), (2.3)

12



2.2. Propiedades de los espacios de Sobolev.

lo cual implica que H}(€2) es un espacio de Hilbert para el producto escalar y la norma:

((u7 U)) = Z?:l (Diu7 Dﬂ})

lull = {((w, )},

(2.4)

siendo esta norma equivalente a la norma inducida por H'(Q). Remarcamos en este punto la
importancia de los espacios de Sobolev, cobrando especial relevancia a través de los teoremas de
densidad, inmersién, compacidad y traza [4].

2.2.1. Teoremas de densidad.

Si €2 es un conjunto abierto de R", de la clase €™, m > 1,1 < p < oo, entonces

€™ (2) es denso en W™P(Q).
(2.5)

Esto resultado de densidad es también valido si asumimos regularidades débiles en 2. En particular,
sera valido siempre que:

Exista un operador continuo y lineal de prolongacién, I1 € £ (W™(Q), W™P(R")),
(ITu)(x) = u(x) para casi cualquier = € 2.

(2.6)

Esto implica, cuando €2 es suficientemente regular, que:

W™P(Q) es denso en W™ 12(Q)

H™(Q) es denso en H™1(Q).

2.2.2. Teoremas de inmersion.

Sea p un valor real mayor o igual que uno; y consideremos (al menos de momento) m > 1 como
un entero. Asumamos que 2 C R™ es un conjunto abierto, no necesariamente acotado, el cual es
suficientemente regular (Lipschitziano), por ejemplo, de clase 6™"!. Entonces, si 1/p — m/n >
0,WmP(Q) C LI(Q),1/q =1/p —m/n, y la inmersién es continua:

”uHLq(Q) < c(m,n,p, Q) ||u||WmvP(Q) (2.7)

13



2. Marco funcional y operadores.

Si 1/p —m/n =0, las funciones WP (Q) estan en L] (), es decir, L? en cualquier subdominio
acotado de €2, para ¢, 1 < ¢ < oc:

[uloll ooy < c(m;n, O, Q) [[ullyympq) VO acotado C Q2 (2.8)

Si 1/p — m/n < 0, entonces escribimos m — p/m = k + «, con k la parte entera de m — n/p,
0 < a < 1,y las funciones en W™P(Q) pertenecen a 6%(0), para todo O C Q acotado, y:

‘Dku@) — Dku(y)’ < c(m,n,p,0,Q) Hu||Wm,p(O) |z —y|*,Va,y € O C Q, acotado. (2.9)

El espacio €%(0) es el espacio de funciones en 6€*(0) cuyas derivadas de orden k, Diu, [j] = k,
son Holder] continuas con exponente a:

‘a .

Sup
z,y€0 |z —y
Ty

Este es un espacio de Banach cuando esta dotado de la norma:

oy Sup [ 22) = DOty
k(O ,

=k |z —y|*
z,yeO
Ay

||u||<€k,a(9) = [|lu

Cuando 2 estd acotado, la inmersiéon de W™P(2) en 6%(Q) es continua, de acuerdo con ({2.9).
Las propiedades de inmersién de arriba son validas cuando 2 = R". Para 2 # R"”, son vélidas para
para dominios menos regulares que los dominios 6™*!; serdn validas siempre y cuando se satisfaga
. Cuando u pertenece a WP (), pertenece @ (lo cual equivale a u en Q y a 0 en Q), y por
tanto las propiedades de inmersion de mas arriba —incluyendo —— son validas para u en
Wy"P(Q) sin cualquier hipétesis de regularidad para €.

2.2.3. Teoremas de compacidad.
Sea ) cualquier conjunto acotado de clase 6, o que satisfaga (2.6)) (para m = 1). Entonces:

La inmersion WP(Q2) C L% () es compacta para cualquier ¢;, 1 < ¢ < 0o, si p > n;
y para cualquier ¢;, 1 < ¢; <1, (1/g=1/p—1/n)si1 <p < n.

2Se dice que una funcién f real o de valor complejo en el espacio euclideo d-dimensional es Hélder continua cuando
hay constantes reales no negativas C, a > 0 tales que: |f(z) — f(y)| < C|lz — y||”, para todos los z e y en el
dominio de f. El pardmetro « se denomina condicién Holder [5].

14



2.2. Propiedades de los espacios de Sobolev.

(2.10)

Si p > n, la inmersiéon WHP(Q) C €% (Q) es compacta, para todo a; < a = 1—n/p.

(2.11)
Con los mismos valores de ¢; y a1, las inmersiones:
WhP(Q) Cc Lu(Q) sip<n
WhP(Q) C 6%1(Q)  sip<n,
son compactas para cualquier conjunto acotado §2.
(2.12)

2.2.4. Teoremas de traza.

Si Q es suave (por ejemplo, de clase 6™!) y una funcién u pertenece al espacio de Sobolev
Wm™P(Q)), entonces podemos definir la traza de u en I, la cual coincide con el valor de w en I' cuando
u es regular (u € 6'(2)). De forma mds general, si v = {vy,...,v,} es el vector normal unitario
exterior en I', podemos también definir las trazas en I' para ciertas derivadas normales 0/u/dv’,
7 =1,...,m—1. En pos de la simplicidad, nos restringiremos al caso p = 2; se hara alusiéon posterior
a los teoremas de traza relacionados con los espacios W™P(Q).

Param = 1:

Sea ) un conjunto acotado de clase ‘6. Existe un operador lineal continuo v, €
L(HY(Q), LA(T)) tal que:

You =ulp, Vu € €(Q).

(2.13)

El espacio L*(T") es el espacio de (clases de) funciones reales que son L? en I' para la medida dT.
También, se tiene que:

Hy(Q) = {u € H'(Q),yu = O} = el kernel de 7 (2.14)

15



2. Marco funcional y operadores.

El espacio vo(H'(2)) no constituye la totalidad del espacio L?(T'); se denota como H'/?(T), y a su
vez este espacio puede ser dotado, por ejemplo, con la norma del cociente:

el gremy = Inf Nullgq (2.15)
You=w

la cual lo convierte en un espacio de Hilbert. Su dual se denota como H~'/2(T"). Los siguientes
resultados son similares para m > 2:

Sea €2 un conjunto acotado de clase 6™*!. Existe un conjunto de un operadores
lineales continuos 7o, ..., Ym_1 € L(H™(Q), L*(T)) tales que:

ViU = g%h, Yu € C™H(Q),j=0,...m—1

H Q) ={ue H"(Q),vu=0,7=0,...,m—1} = el kernel deyp X - -+ X Yp_1.

(2.16)

El espacio v;(H™(Q)) —que no es L?(T')—, se denota como H™~1/2(Q), y se le puede atribuir
una norma similar a . Su dual se denota como H~""+1/2(Q)). Es posible formular definiciones
alternativas y normas para los espacios H'/ 2(T), r € N, las cuales, en ultima instancia, resaltan la
consistencia de las definiciones anteriores.

2.2.5. Algunos espacios adicionales.

En la préactica, resulta interesante estudiar las propiedades de otros espacios de Sobolev, menos
habituales.

e M no entero.
Sean X e Y dos espacios de Hilbert, X C Y, siendo X denso en Y, y con una inyeccion continua. En

este contexto, la teoria elemental de interpolaciones proporciona una familia de espacios de Hilbert,
denotados como [X, Y]y, 0 < 0 <1, tales que [X,Y]o =X, [X,) Y] =Yy

X clX,)Y],CY, (2.17)

siendo las inyecciones en la expresion anterior continuas, y cada espacio es denso en el sucesivo. La
norma en [X, Y]y es tal que:
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2.2. Propiedades de los espacios de Sobolev.

lullpeyy, < @) lullx” llully,  YueX, voelo1]. (2.18)

Mediante la interpolacién entre H™(2) y H™ (), podemos definir para o € ]0, 1[:

H™(Q) = [H™(Q), H™ ()] - (2.19)

Por otra parte, también podemos definir H™*(Q), 0 < a < 1, m € N, mediante una interpolacién
apropiada entre H™1(Q) y L?(Q) (o H™ (), ...), y las definiciones serfan equivalentes; es decir,
los espacios correspondientes son isomorfos.

Los teoremas de densidad, inmersion, compacidad y traza enunciados en la seccion anterior se
pueden extender sin modificacién alguna a los espacios H*(Q2) = W*%(Q), s € R,. Los teoremas de

compacidad ([2.10])-(2.12)) se pueden completar de la siguiente manera:

Si Q2 es un conjunto acotado de clase 6* (o que satisface (2.6) con m = 1), la inmersién
de H*1(€2) en H*2(2) es compacta, para cualesquiera si, s9, 0 < s9 < s7.

(2.20)

También podriamos definir espacios intermedios entre los espacios de Sobolev W™P (), W™ +1p(Q),
m € N, y por tanto obtener la familia de espacios W*P(Q), s € R, p > 1. Sin embargo, diferentes
métodos produciran diferentes definiciones, no equivalentes, de estos espacios.

e Funciones peridédicas espaciales.

En ocasiones, es preciso considerar espacios de funciones reales definidas en R", y que son periddicas
con un periodo L; > 0 en cada direccién xy, ..., z,,

uw(x + Lje;) =u(z), Vz,j=1,..,n, (2.21)

donde eq,...,e,, es la base candénica de R". En este caso, denotamos el periodo como €2, 1 =

10, Ly[x -+ x]0, L, [, y denotamos como H,? (€2) (o también como W P(Q)) al espacio de restricciones

a {2 de funciones periédicas —en el sentido de (2.21))— que estdn en H™(O) (0 en W™P(O)) en cada

conjunto abierto O. Haciendo uso de los teoremas de traza, podemos mostrar que H,,. () es el

espacio de u en H'(Q) de manera que las trazas you en las caras correspondientes de §2 son igualeﬁ;

éste es un subespacio de Hilbert de H'(Q). De manera similar, H? () es el espacio de u en H™(Q)

en el cual las trazas yju en las caras correspondientes de 2 son iguales (si j es par u opuesto; si j es

STy =I'N{z; =0} y Ij411 =T N{z; = L;} son las denominadas caras correspondientes de £ (o de I'). Dos puntos
correspondientes de I' son dos puntos con las mismas coordenadas, exceptuando las j-ésimas, las cuales son iguales
a0y L; (j=1,..,n).

4Parte de lo que decimos aqui y en la pégina siguiente se expuso ya en la segunda pagina de este capitulo.
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2. Marco funcional y operadores.
impar —debido a la orientacion opuesta de v en las caras correspondientes—, 7 =1, ...,m — 1.

Para estudiar los espacios H}¢,.(£2) podemos usar una expansién de Fourier:

u(z) = Y ugexp(2irk - f), (2.22)
kezn L

con Uy = u_y, (de modo que u es real), y:

:{xl xn}’ k.%:kl.ﬂjg_yrkn.ﬁ (2.23)

r
L Ly Ly,

Por tanto, u estard en L*(Q) si y sélo si:

2 2
||u||L2(Q) = || Z lug|” < oo, | = Ly...Ly,

kezm™

y u estard en HS, (), s € Ry, siy sélo si:

per

ST+ KPP ug]? < oo (2.24)
kezn

Adicionalmente, la raiz de (2.24)) induce en H?, (€2) una norma equivalente a la de H*(Q).

per

Denotamos mediante L(2) y H™(2) al espacio de funciones u en L*(Q) o H™(Q) tales que:
dz = 0.

Por tanto, H;’;T(Q) 6 H;eT(Q), m € N, s € R, es el espacio de funciones u en L?(2) que satisfacen

(2:22) y (2.24), y:
1/ (x)dz =0 (2.25)
Uy = — u\xr)axr = u. .
“alJe

Encontramos en H!. () una desigualdad de Poincaré similar a 1)

per

[ul < (@) llull,  Vu € H,, (), (2.26)

18



2.3. Operadores lineales.

y esto nos muestra que H', (Q) es Hilbertiano para el producto escalar ((-,-)) definido en l) y

per

l[u| = {((u, u))}*’* serd una norma en este espacio, equivalente a la inducida por H().

2.3. Operadores lineales.

Antes de introducir el operador A, fundamental en el marco de las ecuaciones de Navier-Stokes,
es preciso introducir algunas nociones tedricas sobre operadores lineales que se veran reflejadas
directamente en la seccion siguiente a través de la formulacién del problema de Stokes. En esta seccion,
introduciremos a través de distintos apartados los operadores acotados, los operadores compactos y
los operadores simétricos; y tendremos la oportunidad de ver que un operador compacto y simétrico
se comporta de manera muy similar a una matriz real simétrica. Esto nos permitira encontrar bases
que constituidas enteramente por las autofunciones de cierto operador lineal dado.

Decimos que un operador A en un espacio vectorial V' es lineal si:

Alx+Xy) =Az+ M Ay z,yeV y AeR(6C).

2.3.1. Operadores lineales acotados en espacios de Banach.

Decimos que un operador lineal A de un espacio normado (X, ||-||y) a otro espacio normado
(Y, ||-]ly-) estd acotado si existe una constante M tal que:

|Az|l, < M|zlly Ve X. (2.27)

Denotamos mediante £(X,Y") al espacio de todas las aplicaciones lineales acotadas de X a Y. La
norma del operador de un operador A (de X a Y) es el valor mas pequenio de M tal que (2.27) se
cumple:

Al 2(xyy = Inf {M : (2,27) se verifica} . (2.28)

Una definicién equivalente es:

||Ax||Y
| Al = sup = sup |[|Ax] . (2.29)
LX) 0 ol jalle=t
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2. Marco funcional y operadores.

Cuando no se dé lugar a confusién, omitiremos el subindice £(X,Y’) en la norma, anadiendo en
ocasiones el subindice «op» (para «operadory), con el fin de de obtener una notacién algo més clara

(||-||Op). El espacio £(X,Y) es un espacio de Banach siempre que Y sea un espacio de Banach;
sorprendentemente, esto no depende de si el espacio X es completo o no.

Proposicién 1. Sean X un espacio normado e Y un espacio de Banach. Entonces, L(X,Y) es un
espacio de Banach.

Demostracion. Sea {A,} una sucesiéon de Cauchy en £(X,Y’). Necesitamos mostrar que {A4,,} — A
para cierto A € L(X,Y). Debido a que {4, } es de Cauchy, para un € > 0 existe un N tal que:

A, = Anll,, <€ Vn,m>N. (2.30)

Mostraremos ahora que, para cada = € X fijado, la sucesion {A,z} es Cauchy en Y. Esto se debe
a que:

[AnX — Apzlly = [[(An — Ap)zlly < [[An — AmHop (eI (2.31)

y que {A,} es Cauchy en L£(X,Y). Puesto que Y es completo, se tendrd que A,x — y, cuando y
depende de x. Podemos también definir una aplicacion A : X — Y mediante Ax = y. Sin embargo,
aun debemos mostrar que A € L(X,Y) y que A, — A en la norma del operador.

En primer lugar, A es lineal debido a que:

Alx 4+ \y) = nh_}rgo Ap(x 4+ Ny) = dm Apx + A lim Ay = Az + \Ay.

Para mostrar que A esté acotado, tomamos n,m > N (de (2.30)) en (2.31)) e imponemos m — cc.
Ya que A,,x — Az, tendremos que:

|Auz — Azlly < clally (2.32)

Puesto que (2.32)) se cumple para cada z, tendremos que:

14, — A, <€ (2.33)

op —
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2.3. Operadores lineales.

y por tanto A, — A € L(X,Y). Debido a que £(X,Y") es un espacio vectorial y que A, € L(X,Y),
inmediatamente se deduce que A € L(X,Y), y (2.33) muestra que A, - A en L(X,Y). [

Una propiedad interesante de los operadores lineales acotados es que éstos son automaticamente
continuos.
Proposiciéon 2. Sea L : X — Y un operador o una aplicacion lineal. Entonces, L es continuo si y

solo si estda acotado.

Demostracion. Si L esta acotado, entonces:

[ L(@n = 2)[ly < (Lo [len = =l x

lo cual aporta continuidad. Si L es continuo pero no acotado, entonces para cada n existe un y,, tal
que || Ly,|ly > n? ||ynll - Entonces:

Tp = yn/(n Hyn”X) — O’

pero || Lz, > n, de modo que L no es continuo en el origen, lo cual supone una contradiccién. Por
tanto, continuidad implica acotacion. [ |

Introduciremos ahora, a modo de ejemplo, un operador del que haremos uso en los apartados
siguientes.

Lema 1. Sea k(z,y) € L*(Q x Q):
/ / k(z, )| dedy = C* < 0.
aJa
FEntonces, el operador integral K : L*(Q) — L*(Q2) definido por:

(K] (2) = [ Kl y)uly)dy (2:34)

estd acotado.
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2. Marco funcional y operadores.

Demostracion. Tenemos:

Kuf = [ ([ K yutiy) da.

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos:

Kl = [ ([ k)l dy) ([ ) dy) do= ([ [ 6Ge)P dedy) ( [ 1P dy) =2

lo cual muestra que [|K]||,, < C. |

2.3.2. Dominio, rango, kernel y operador inverso.

Podria darse el caso de que un operador no se halle definido en la totalidad de X. Llamaremos
dominio al subespacio en el cual un operador se encuentra definido. Asi pues, para un operador lineal
genérico A, denotaremos su dominio como D(A). Si A: X — Y, entonces la imagen del dominio de
A bajo la aplicacién de A se denomina rango de A, denotado como R(A):

R(A)={veY :v=Au,ue D(A)}.

Esto bien podria ser un subespacio propio de Y. En general, podriamos escribir:

XDODA)sx—Are R(A) CY.

Un operador lineal acotado definido en un subespacio lineal de X se puede extender a un operador
lineal acotado definido sobre todo X (como puede verse en la seccién 3.3 [6]). Debido a esto, resulta
poco natural restringirse al dominio de definicién de un operador lineal y acotado, de modo que en
las siguientes secciones asumiremos D(A) = X.

En analogia con la teoria de matrices, diremos que A es invertible si la ecuacion Ar = y tiene
una unica solucién para cada y € R(A) (es decir, si A es inyectiva). En este caso, definimos el
inverso de A, A™' mediante A~y = z. Es sencillo comprobar que AA™'u = u,Vu € R(A) y
A7 Au = u,Vu € D(A). Si A es lineal y A™! existe, entonces este tltimo es también lineal. Otro
concepto importante es el de kernel de A, Ker(A), el espacio de todos los elementos de D(A) que A
vuelve cero:

Ker(A) ={ue D(A): Au=0}.
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2.3. Operadores lineales.

La invertibilidad de A es equivalente a la trivialidad de su kernel.

Lema 2. A es invertible si Ker(A) = {0}.

Demostracion. Supongamos que A es invertible. Entonces, la ecuacion Ax = y tiene una tnica
soluciéon para cualquier y € R(A). Sin embargo, si Ker(A) contiene algin elemento no-nulo z,
entonces A(z + z) = y también, de modo que Ker(A) debe ser {0}. En cambio, si A no es invertible,
entonces para algin y € R(A) habra dos soluciones distintas, x; y xs, de Ax = y, y por tanto
A(xy — x9) = 0, proporcionando un elemento no-nulo de Ker(A). [

2.3.3. Operadores compactos.

Introduciremos una clase de operadores cuyo comportamiento resulta notablemente mas simple
que los operadores generales acotados. La compacidad implicita en su definicién hace su analisis
mucho mas simple. El propésito de introducir estos operadores es que, como veremos més adelante,
existen operadores diferenciales cuyo inverso es compacto. Partamos de la siguiente definicién, valida
tanto para operadores lineales como no-lineales:

Definicién 1. Un operador K : X — Y es compacto si la imagen de cualquier conjunto W acotado
en X tiene un cierre compacto en'Y : K(W) es compacto en'Y para todo W C X acotado.

Habitualmente, usaremos esta definicién para la imagen consecuencia de K de una sucesion {z,}
contenida en un conjunto acotado X. De hecho, a raiz de esto la sucesiéon { Kz, } en un subconjunto
compacto de Y, y por tanto no tiene una subsucesién convergente. Aunque un operador lineal y
acotado no tiene por qué ser compacto, cualquier operador compacto esta acotado.

Lema 3. Un operador compacto estd acotado.

Demostracion. Debido a que B = Bx (0, 1) —la esfera unitaria en X— estd acotada y K es compacto,
K (B) es compacto, y por lo tanto acotado, contenido en By (0, R). Entonces:

sup [[K(z)[ly < R,

[l x <1

y entonces, debido a (2.29), || K|, < Ry K estd acotado. |

El espacio de todos los operadores lineales compactos de X en Y, K(X,Y), es un espacio de
Banach cuando esta equipado con la norma del operador, siempre que Y sea un espacio de Banach.
Contemplemos el siguiente resultado de completitud:

Teorema 1. Supongamos que X es un espacio normado e Y un espacio de Banach. Si {K,} es una
sucesion de operadores (lineales) compactos en L(X,Y') convergentes hacia cierto K € L(X,Y) en
la norma del operador, i.e.:
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2. Marco funcional y operadores.

sup ||Kyz — Kz|ly, =0 cuando n — oo,
llzll =1

entonces K es compacto.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién acotada en X. Dado que K; es compacto, Ki(x,) tiene
una subsucesion convergente, Ki(z,,). Como z,, estd acotado, Ks(wy,) tiene una subsucesion
convergente, K(x,,,). Se repite este proceso para obtener una familia de subsucesiones encajadas,
Ty, , con Kiy(zy,;) convergente VI < k.

Consideremos ahora la subsucesién diagonal y; = z,,;,. Esta es una subsucesién de la {z,} original,

y mostraremos ahora que K (y;) es Cauchy, y por tanto convergente, para completar asi la prueba.
Escogiendo un € > 0, usamos la desigualdad triangular para escribir:

1K () = K (y)lly < I (yi) = Kna)lly + 150 () = K (ys)lly + (150 (y;) = K(y5)lly -

Debido a que {y;} estd acotada y K, — K en el operador norma, elegimos un n suficientemente
grande para que:

1K (y;) — Kn(yi)lly < €/3

para todos los y; de la sucesion. Para dicho valor de n, la sucesién K, (y;) es Cauchy, y por tanto
existe un N tal que, para 7,7 > N, podamos garantizar:

1K (i) = Ka(y;)lly < €¢/3.

De este modo, ahora tendremos:

1K (y:) = K(y)lly <e Vi, j=N,

y {K(y,)} es una sucesién de Cauchy. |

Corolario 1. Si X es un espacio normado e 'Y es un espacio de Banach, entonces K(X,Y) es un
espacio de Banach.

Demostracion. Si {K,} es una sucesiéon de Cauchy de elementos en K(X,Y), entonces {K,} una
sucesion de Cauchy en £(X,Y). Dado que £(X,Y’) es un espacio de Banach por la Proposicién [1]
se tiene que K,, — K para cierto K € L(X,Y). Por otra parte, el Teorema |I| muestra que K es
compacto y, por tanto, K € K(X,Y). [
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2.3. Operadores lineales.

El Teorema [I| puede resultar especialmente 1til cuando se aplica a una serie de aproximaciones
finito-dimensionales de un operador, puesto que cualquier operador acotado con un rango de dimensiéon
finita es compacto.

Lema 4. Sea A un operador acotado (no necesariamente lineal) desde X hasta Y. Si A tiene rango
finito-dimensional, entonces A es compacto.

Demostracion. Sea u, € D(A) una sucesién acotada dada. Debido a que A estd acotado, entonces
Au,, € R(A) esta también acotado. Puesto que R(A) es finito-dimensional, el teorema de Bolzano-
Weierstrass implica que Aw,, tiene una subsucesién convergente, y por tanto A es compacto. [ |

Usamos ahora el Teorema [I] y el Lema [] para mostrar que el operador lineal del Lema [I] es
compacto.

Proposicién 3. El operador integral K : L*(Q) — L*(Q) dado por:
(K] (@) = | Kz, y)uly)dy. (2:35)

donde k € L*(Q x ), es compacto.

Demostracion. Sea {¢;} una base ortonormal para L*(Q2). Se puede demostrar que {¢;(z)¢;(y)} es
una base ortonormal para L*(Q x ). Si escribimos k(z,y) en términos de esta bases, tendremos:

ko) = 3 hyon(2);(y),

J,k=1

donde los coeficientes k;; vienen dados en la forma k;; = [q.qk(x,y)0i(2)¢;(y)dxdy vy la suma
converge en L*(Q2 x Q). Dado que {¢:(x)¢;(y)} es una base, tenemos:

1kl = [, [ ()l dody = 3 Jhy . (2:36)

1,j=1

Aproximamos ahora K mediante operadores derivados a partir de los truncamientos finitos de la
expansion de k(z,y). Fijamos:

kn(2,y) = ,ilkij@(iﬂ)%(y),

7/7]:

(K] () = Jo kn(, y)uly)dy.
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2. Marco funcional y operadores.

Si v € L?(Q) viene dado por u = 3 ¢;¢;, entonces:
=1

Kou= Y kijc;d;,

,j=1

y por tanto K, tiene rango n. A raiz del Lema [4] sabemos que K, es compacto para cada n. Si somos
capaces de mostrar que K,, — K en la norma del operador, entonces podremos usar el Teorema
para mostrar que K es compacto. Los argumentos usados en el Lema 1| muestran que:

[e.e]

16— Kol < [ [ Ik(@y) = kalo )P dody = 30 [yl

ij=n+1

usando la expansion de k y k,,. La convergencia de K, hacia K surge debido a que la suma en ([2.36))
es finita. ™

2.3.4. Operadores simétricos compactos en espacios de Hilbert.

La teoria de autovalores en matrices resulta particularmente simple en aquellos casos en los cudles
estas matrices son simétricas, lo cual asegura que los autovalores asociados son reales y que sus
autovectores son mutuamente ortogonales. Analogamente, cuando H es un espacio de Hilbert y
A€ L(H, H), podemos hacer la siguiente definicién:

Definicién 2. Un operador lineal A € L(H, H) es simétrico si:

(u, Av) = (Au,v) VYu,v € H.

No obstante, para tales operadores simétricos, existe una manera alternativa de obtener el operador
norma de A:

Proposicién 4. Si A es un operador simétrico, entonces:

1Al ,, = sup |(Au,u)].

willull=1
Demostracion. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta obvio que, para |lu|| = 1,
|(Au, u)| = [[Aul lul < [Allz,,,, - (2.37)
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2.3. Operadores lineales.

Veamos la desigualdad opuesta. Si escribimos « para el lado derecho de (2.37)), entonces:

|(Au,u)| = a||ul|”  ue H. (2.38)

Para cualesquiera u y v en H, tendremos:
4(Au,v) = (Alu+v),u+0) = (Alu = v),u =) < afluto|* + [Ju = of|*) = 2a(|Ju]® + [Jo]*),

usando (2.38) y la ley del paralelogramo que debe satisfacer la norma en un espacio de Hﬂbertﬂ
Ahora bien, si Au # 0 escogemos:

Au
v= Il o

para obtener, puesto que |[v]| = |Ju]|,

[Aul] < aful,

que obviamente se verificara si Au = 0, y de este modo tenemos:
<
||A||L(H,H) > @,

lo cual nos da la igualdad (2.37)). [ |

Mostraremos ahora que, si k(z,y) es simétrica, entonces el operador integral K lo es también:

Lema 5. Si k(z,y) = k(y,x), entonces el operador integral es simétrico.

Demostracion. El producto interno (Kwu,v) viene dado por:

/Q (K] (2)v(x)de = /

Q

(/Q k(az,y)u(y)dy) v(z)de = /Q/Qk(x,y)u(y)v(:c)dmdy =

2 2 2 2
*llut ol + lu— ol = 2[lul” + 2"
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2. Marco funcional y operadores.

= [ [k oyut@iardy = [ ([ ko) ulg)dy = [ aly) (50 (0)dy,

lo cual es (u, Kv). |

2.3.5. Bases propias para un operador compacto simétrico.

Un autovalor de A es un niimero complejo A tal que existe un valor no-nulo u € H (la autofuncién)
con:

Au = \u.

Para un operador A compacto y simétrico, podemos mostrar que al menos uno de los dos valores
1All,, 6 — I All,, es un autovalor.

Lema 6. Si A es un operador simétrico y compacto, entonces al menos uno de los valores % || A,

es un autovalor de A.

Demostracion. Asumamos que A # 0 —pues, de otra forma, el resultado seria trivial—. A raiz de la
Proposicion [}

||A||op: Sup |(A$7l')’

{lz|=1}

Entonces, existe una sucesiéon de vectores unitarios x,, tales que:

(Azp, x,) — + HAHOP = q.

Dado que A es compacto, también habra una sucesion z,,; tal que Aw,, converge hacia cierto y.
Renombremos ahora x,,; como z,. Consideremos:

|Az, — ax,||> = ||Az,|)® + o — 20( Az, ) < 202 — 20( Az, 1)

Debido a la eleccion de z,, el lado derecho de la expresion anterior tiende a cero cuando n — oc.
A consecuencia de ello, puesto que Az, — y:

axr, — 1Y,
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2.3. Operadores lineales.

y dado que fijamos « # 0, debemos tener x,, — x para cierto x € H. Por tanto, Az, = Ax = azx. A
raiz de esto, tenemos que:

Ar = az,

y claramente z # 0, ya que [|ly[| = |af [[z]| = [[A]],, 7 0. u

Podemos aplicar este lema repetidamente para obtener una base para R(a) conformada enteramente
por autovectores.

Teorema 2. (Teorema de Hilbert-Schmidt) Sea A un operador lineal, simétrico y compacto
actuando sobre un espacio de Hilbert infinito-dimensional, H. Entonces, todos los autovalores A; de
A son reales, y si estdn ordenados de forma que:

|)\n+1| S |/\n|7
entonces tendremos:
A5, An = 0.

Adicionalmente, las autofunciones w; pueden ser escogidos de manera que formen una base ortonormal
para R(A), y la accion de A sobre cualquier uw € H viene dada por:

Au=>" \j(u, wy)w;.

Jj=1

Demostracidn. Debido al Lema [f] existe un w; tal que ||wi| =1y Aw; = =+ ||A]| w;. Consideremos
el subespacio de H perpendicular a wy: H; = wi. H; permanece invariante tras la actuacion de A,
dado que si v L w;, entonces:

(Au,wq) = (u, Awy) = A\ (u,wy) = 0.

Si consideramos A; = A|p,, tendremos otro operador simétrico compacto cuya norma [[A;| <

op —
| All,,, debido a que el supremo en la expresién (2.37)) estd tomado sobre un conjunto més pequefio (H,

op’
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en lugar de H). Por tanto, podemos aplicar el mismo argumento a H; para obtener un autovalor Ay =
+ || Ail[,,, ¥ su correspondiente autovector wy, por construccién perpendicular a w;. Continuando de
esta forma por induccién, obtenemos una sucesién de autovectores ortonormales w;, con Aw; = \jw;

Y Angal < Al

Supongamos ahora que A; 4 0, de modo que |\;| > n para cierto n > 0. Entonces, para todos
los j,nw; € A(B(0,1)); sin embargo, claramente nw; no tiene subsucesiones convergentes debido a
que los {w;} son ortornormales, contradiciendo la compacidad de A. Finalmente, si x es ortogonal
al sistema generador de {w,}, entonces:

[Az < [As] ]

para todos los j, de modo que Az = 0. Entonces, debemos tener x € Ker A. Por tanto, no existen
mas autovalores no-nulos de A.

Si{k;} ez es una base ortonormal para el kernel de A, entonces {k;}U{w;} es una base ortonormal
para H. Por tanto, escribiendo:

w= Y (wwy)uw; + 3w by,

j=1 JET

obtenemos:

Au=> \j(u, wj)w;.

Jj=1

Finalmente, a raiz de esta ultima igualdad observamos que los {w;} forman una base para el rango
de A, completando asi la prueba. [ |

Resulta sensato preguntarse cuando las autofunciones forman una base para todos los H. Podemos
ver en la prueba del Teorema [2| que esto ocurre siempre que Ker A = {0}. También vimos, a través
del Lema 3.4, que un operador A es invertible si y solo si Ker A = {0}. Por consiguiente, llegamos
al siguiente corolario del Teorema 2}

Corolario 2. Si A es invertible y satisface las condiciones del Teoremald, entonces existe una base
de H compuesta enteramente por autofunciones de A.

2.3.6. Extensiones y operadores cerrables.

Sea A = d/dx. Supongamos que queremos considerar un operador diferencial como un operador
de L?(0,1) dentro de L?*(0,1), lo cual nos permitirfa aprovechar la estructura del espacio de Hilbert

30



2.3. Operadores lineales.

de L?. Escoger un dominio adecuado para A no resulta trivial. Por ejemplo, podriamos escoger que
D(A) fuese CY ([0,1]) para cualquier valor j > 1. De algin modo, querrfamos escoger un D(A) que
fuese consistente con la definicién de A, con la cual estamos familiarizados (en este caso, C* ([0, 1])).
Nuestro propésito es encontrar una forma canénica de extender d/dz a dominios mayores en L.

Definicién 3. Un operador (A4, D(A)) es una extension de (A, D(A)) si D(A) D D(A) y A= A en
D(A).

Podemos hallar uno de esos dominios de una manera estandar llamada «cierre del operadory.
Supongamos que empezamos con un operador (A, D(A)), con A : X — Y. Consideremos una sucesion
{z,} en X tal que:

t, v en X & Ar,—y enY. (2.39)

Ahora pues, si x € D(A), entonces querriamos tener y = Az, pero esto no surge automaticamente
debido a que A no esta acotado y por lo tanto no es continuo. Para garantizar que y = Ax, basta
con que para cada sucesion x,, — 0, ya sea Az, — 0 6 Az, no converja. Bajo esta hipotesis podemos
definir una extensién de A, fl, tomando D(fl) como todos esos x € X para los cuales hay sucesiones
que satisfacen y definiendo Az = y. Para ello, si hay dos sucesion {z,} v {Z,} que satisfagan:

T, —x en X & Az, —y enY

T, —x en X & Ar,—7 enY,

se llega a que —dado que z,, — 7, — 0— y =7, y por tanto Az = y es una extension bien definida

A

de A. Esto nos proporciona un operador cerrado A.

Definicién 4. Un operador A es cerrado si, siempre que {z,} € D(A) obedezca la relacién (2.39)),
entonces x € D(A), con Az = y.

El siguiente resultado muestra que un operador simétrico cuyo dominio es denso puede ser siempre
cerrado.

Proposiciéon 5. Si A es un operador simétrico en un espacio de Hilbert H con dominio denso,

entonces tiene una extension cerrada A que también es simétrica.

Demostracion. Supongamos que z,, — 0 y que Az, — f. Entonces, para cualquier u € D(A),
tenemos:

(f,u) = lim (Az,,u) = lim (z,, Au) = 0.
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2. Marco funcional y operadores.

Puesto que D(A) es denso en H, se deduce que (f,u) = 0 para todos los u € H y, por tanto,
escogiendo u = f tendremos que f = 0. Podemos, por lo tanto, definir una extensiéon como hicimos
anteriormente, tomando A como todos los z € X para las cuales hay sucesion que satisfagan .
La simetria es clara. [ |

Debido a este resultado, en el siguiente apartado no haremos distincién entre un operador y su
extension cerrada.

2.3.7. Teoria espectral para operadores simétricos no acotados.

De manera similar a como hicimos para la teoria de autovalores enfocada a operadores simétricos
y compactos en un espacio de Hilbert, en esta seccién orientaremos nuestro desarrollo hacia los
operadores no acotados, apoyandonos en resultados previos. Dado que un operador no acotado no
se encuentra necesariamente definido en la totalidad de H, debemos modificar apropiadamente la
definicion vista para el operador lineal:

Definicién 5. Un operador lineal (A, D(A)) es simétrico si:

(Az,y) = (z, Ay),Vz,y € D(A).

El siguiente lema servira para relacionar los problemas donde A no esta acotado con aquellos
problemas en los que si lo estéa:

Lema 7. Si A es un operador simétrico no acotado cuyo rango abarca la totalidad de H y cuyo
inverso estd bien definido, entonces A™! estd acotado y es simétrico.

Una condicién que asegura que A~! estd bien definido es que A esté acotado inferiormente.

Demostracién. Si A™! no estd acotado, entonces existe una sucesion {y,} € D(A) tal que:

Ayl =1 & |yn| — oc.

Para cualquier f € R(A) = H, existe un x(A) tal que Az = f. Por tanto:

| Wn> N = [(yn, A2)| = |(Ayn)2| < |2].
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2.3. Operadores lineales.

Esto muestra que las funciones lineales L, en H dadas por f — (y,, f) estdn acotadas para cada
f € H y para cada valor de n. A raiz del Teorema de Banach—Stez’nhau&ﬂ se deduce que debe haber
una cota uniforme en la norma de estas funciones L,,. Ahora pues, dado que esta claro que:

tenemos

||L7’LHop = |y77»| Y

y por tanto los {y, }, lo cual resulta en una contradiccién. Para mostrar que A~! es simétrico, tomamos
xr,y € H, con x = Au e y = Av, donde u,v € D(A). Entonces:

(A7 'z, y) = (A Au, Av) = (u, Av) = (Au,v) = (Au,v) = (z, A™y).
|

Ahora, cualquier autofuncién para A sera también autofuncién para A=!, y viceversa, debido a que:
Aw,, = \w,, < A7 w, = X tw,.
Por tanto, tenemos el siguiente resultado para el Lema [7] el Teorema [2]y el Corolario [2}

Corolario 3. (Teorema de Hilbert-Schmidt) Sea A un operador lineal simétrico en H cuyo
rango es todo H, y supongamos ademads que su inverso estda bien definido y es compacto. Entonces,
A tiene un conjunto infinito de autovalores reales N\, con sus correspondientes autofunciones wy,:

Aw,, = M\ w,,.

Si los autovalores estan ordenados de modo que |Any1| > |\n|, se tendra:

lim A\, = .
n—oo

6Sea X un espacio de Banach e Y un espacio normado. Sean a su vez S C L(X,Y) y sup ||Ty|y < oo,Vz € X.
TES

Entonces: sup [Tz x y < 00. Para una prueba de este teorema, véase la seccion 3.3 de [6)].
€s ’
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2. Marco funcional y operadores.

Ademds, los w, pueden ser elegidos de manera que forman una base hilbertiana para H y, en
términos de esta base, el operador A puede ser representado por:

Au = i Aj(u, wji)w; (2.40)

j=1

Apreciemos que una consecuencia del Corolario [3| es que el dominio de A puede representarse
como:

D(A) = {u Tu = icjwj, i lc;|° A< oo} : (2.41)

J=1 J=1

A partir de esta representacién, surge que D(A) es un espacio de Hilbert cuando estéd dotado del
producto interno y la norma correspondiente:

((u,0))p(A) = (Au, Av)

1l pay = [l Aul] -

2.4. El problema de Stokes y el operador A.

El problema de Stokes asociado a un problema con condiciones de contorno periddicas del tipo
(adelantandonos a lo que veremos al introducir las ecuaciones de Navier-Stokes):

uw(z + Le;, t) = u(x,t) Vo CR™Vt >0,

donde ey, ..., e, es la base candénica de R", y L es el periodo en la direccion i-ésima, consiste en lo
siguiente:

Dado un f € Hg(@) 6 H;I(Q), encontrar u € H;)(Q) y p € L*(Q) tales que:

—ANu+Vp=fenQ

V-u=0enQ.
(2.42)
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2.4. El problema de Stokes y el operador A.

Es sencillo resolver este problema explicitamente usando series de Fourier. Introduzcamos las series
de Fourier de u, py f:

u= 3 uk€2m'k-;t/L
kezn

p= Z pk€27rik~x/L
kezZn

f — Z fke27rik~:c/L
keZn

Las ecuaciones (2.42)) se reducen, para cada k # 0, a:

47r2‘k‘ m + 27,7r]<;p — fk
(2.43)

Tomando el producto escalar en la primera de las ecuaciones anteriores con k y usando la segunda
ecuacion, encontramos los distintos py:

Lk - fx
2 k|’

P = keZ k+#0.

Por tanto, la primera ecuacién de (2.43)) nos proporciona los distintos uy:

L2 <fk (k- fi)k
~4n? [k R

)  keZM k40
A raiz de la definicién 1} de H'(Q), si f € HS(Q), entonces u € Hg(@) yp e H;(Q); si

fe H;l(Q), entonces v € H)(Q) y p € H)(Q). Ahora, si f pertenece a H, entonces k - f; = 0 para
cada valor de k, de modo que p =0 y:

fel?
An? |k|*

U = —

Definimos de esta manera la aplicaciéon uno a uno f — w desde H sobre D(A) ={u € H,Au € H} =
H>(Q) N H. Su inverso, desde D(A) sobre H se denota mediante A; y, de hecho:

Au=—Au Yue D(A).
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2. Marco funcional y operadores.

Si D(A) esta dotado de la norma inducida por H)(Q), entonces A se convierte en un isomorfismo
desde D(A) sobre H. A raiz de esto, la norma |Au| en D(A) es equivalente a la norma inducida

por H}%(Q) El operador A puede interpretarse como un operador lineal autoadjunto, positivo y no
acotado en H; podemos definir las potencias A%, « € R, con dominio D(A®) en H. Agrupamos:

Vo = D(A*?),

donde V, es un subespacio cerrado de HS(Q), de modo que:
Vo = {UGHS(Q),V-v:()}. (2.44)

En particular, Vo = D(A), Vi =V, Vo = H, V1 = V'. A es un isomorfismo desde V, 5 sobre V,,
Va € R; D(A) sobre H, V sobre V', etc. La norma ‘Aa/ QU‘ en V, equivale a la norma inducida por

HY(Q):

clulyy < 1A% < & fuly,  Vu € D(AY), (2.45)

donde ¢y ¢ dependen de L y a. Remarcamos, ademas, que la inyecciéon de V,, sobre V,,_. es compacta
para cada a € R, € > 0. Efectivamente, si u,, es una secuencia que converge débilmente hacia 0 en
V,, entonces:

Y Jumi|’ [E[** < ¢,  constante independiente de m,
keZn

Ump — 0 m — o0 Vk € Z7.

Para cada K € R, K > 0:

[l = 3 e 1R <5 June R+ g 3 ] [
keZn |k|<K |k|>K

2 c
a—e — K?2¢)

Jfm sup |uyy,|

y, dado que este limite superior es arbitrariamente pequeno, u,, —+ 0 en V___.
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2.5. La forma trilineal b y el operador B.

Abordemos ahora la cuestion de las autofunciones de A; para ello, nos apoyamos en el Teorema de
Hilbert-Schmidt (Corolario . El operador A™! es lineal y continuo desde H hasta D(A), y dado
que la inyeccién de D(A) en H es compacta, A~' puede considerarse como un operador compacto
en H; como operador de H, resulta ser también autoadjunto. Por lo tanto, este operador posee una
serie de autofunciones w;, j € N, las cuales forman una base ortonormal de H:

Aw; = \jwj, w; € D(A),

0< A <A< A3,...,\; = coparaj — o0
De hecho, la serie de los w; y los A; es la serie de las funciones wy o y los nimeros A ., donde:

ko 2mik-x/L
Wea = (ea — fib) b/

Ara = 472 |k|* L2,

donde k = (ky,....k,) €Z*, k #0, a =1,...,n y los ey, ..., €, representan las bases canénicas de R".

2.5. La forma trilineal b y el operador B.

Para el fin que nos ocupa, recordemos algunas propiedades de los espacios de Sobolev: si O es un
conjunto abierto de R™, y su frontera 0O es suficientemente regular (Lipschitziana), y 1/2—m/n > 0,
entonces:

m
n

(2.46)

siendo la inyeccién continua. Concretamente, existird una constante positiva ¢, dependiente de m, n
y L, tal que:

[ul0 (Q) < elm,n. L) [ul,,  Vue H'(Q), m< 3.

Para m > n/2, H'(Q) C 6,(Q) (es decir, el espacio de funciones reales y continuas con periodo
(), con una inyeccién continua. Por otro lado, si my,ms € R, m; < my y 0 € [0, 1], la desigualdad
de HéldeIE] discreta nos proporcionas:

T3 aibil < (2, ai )P 0P )V p=1/8, p =1/(1- ).
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2. Marco funcional y operadores.

1-6 0
DO R T (Z [ |uk|2) : (Z Ll \Uk\Q) ;

kezn keZm kezn

de modo que:

1-6 0 m
[l (s gymroms < [l b, V€ HY2(Q),  my < m. (2.47)

Si (1 —@)my +my > n/2, la inmersién continua de H)"(Q) en 6,(Q) nos revela que existe una
constante ¢ que solo depende de 6, my, my,n y L, tal que:

1-6 0
’u‘Loo(Q) < C(e, mi, ma, N, L)(’u‘gnl ) |u‘m2)

(2.48)
Vu € H™(Q), mi<my, 0<0<1, (1—0)mg+0my> 7.
La desigualdad ([2.48) también serd valida si:
n n o n/2 —m
0<m < —=<mg, (1=0)m3+0my=—, ie, §=————. (2.49)
2 2 my — My
En particular, si consideramos n = 2:
cluf"? fuly” 2
Ul e () < Vu e H(Q), (2.50)
3/4 |1/4
¢ luly"™ Jul,

y debido a la relacién (2.45)), tendremos:

C’u‘l/Q ‘Au|1/2

Ul o) < Vu e D(A). (2.51)
3/4 1/4
e|lul** | Aul

Por su parte, si consideramos n = 3:

1/4,, 13/4
el ful3/

Ul o) < Vu e HQ), (2.52)

1/2 1/2
e lul}? uly
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2.5. La forma trilineal b y el operador B.

y de manera similar al caso anterior, tendremos:

c |u|1/4 |AU|3/4
4l ey < Vu e D(A). (2.53)
¢|full? |Aul*?

Llegados a este punto, estamos en disposicién de mostrar como se aplican las citadas propiedades
de los espacios de Sobolev. Para ello introducimos la forma b. Sea O un conjunto abierto y acotado
de R™, situado en Q o en Q. Para u,v, w € L'(O), establecemos:

blu,v,w) = > / w; Djvjw;de,
0

1,j=1

siempre y cuando las integrales en (2.49) sigan teniendo sentido. En particular, podemos enunciar el
siguiente lema:

Lema 8. Sea O = Q 6 Q. La forma b se define y es trilineal continua en H™ (O) x H™1(QO) x
H™3(O), donde m; > 0, y:

m1+m2+m32% S1 mz#%, i:1,2,3,
(2.54)
my+mg+m3>5  sim; =73, para cierto i.

Demostracion. Si m; < n/2, para i = 1,2,3, entonces, debido a la relacién (2.46)) tenemos que
H™i(O) C L%(0O), donde 1/q; = 1/2—m;/n. Debido a (2.54), (1/¢1 +1/g2+1/q3) < 1, y el producto
u;(D;v;) es integrable y b(u, v, w) cobra sentido. Aplicando la desigualdad de Hélder, obtenemos:

|b(u, v, w)| < 3¢ |wil o (0) |Din‘Lq2(o) |wj|Lq3(o) )
(2.55)

[b(u, v, w)| < exfuly, [0], 00 (W], -

Si uno o mas de los m; es mayor que n/2, procedemos como antes, con los correspondientes g;,
reemplazados por +o00 y los otros ¢; igualados a 2. Si alguno de los m; resulta ser igual a n/2, los
reemplazamos con m, < m;, m; — m, suficientemente pequenos, de modo que la correspondiente

desigualdad de (2.55) se siga verificando. [ |

Es preciso remarcar lo siguiente:
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2. Marco funcional y operadores.

» ;) Contemplado como un caso particular del Lema [§y (2.55]), b es una forma trilineal continua
en Vi, X Vi1 X Vi, con m; tal y como se ha visto en (2.54)), y:

b(u, v, w)| < K lul,, |v] Vu e Vv € Vi1, w € V. (2.56)

mo—+1 |w|m3

En particular b es una forma trilineal continua en V' x V' x V, e incluso en V' x V' x Vj 5. Tal
vez, una forma mas intuitiva de visualizar la cota superior de |b(u, v, w)| sea (como suele verse
en numerosos textos):

[l a2 o w2 [l 2, m =2,
|b(u, v, w)| < k x (2.57)

1/4 3/4 |1/4 3/4

[l ol T2 ([l 7, me= 3.

» ii) Podemos reforzar las relaciones (2.55)) y (2.56|) mediante otras desigualdades que procedan
de éstas mismas, y de (2.47))-(2.53)); por ejemplo las siguientes desigualdades, combinadas con

(2.56)) y (2.47) resultan especialmente utiles:

1b(w, v, w)| < K ul”? Jul? Jo|Y? |Av|? |w| YueV,veDA),weH sin=2,
(2.58)
1b(u, v, w)| < k|jul|[v]|"*|Av|"? lw| YueV,veDA),weH sin=3.

» iii) Con menos frecuencia, también se hard uso de las siguientes desigualdades. Observamos
que u;(D;v;)w; es «sumabley si —por ejemplo— u; € L>*(0), Dyv;,w; € L*(0), y:

< il oo 0y [Divj | |wy] -

’/ u; Divw,dx
@

De esta forma, y haciendo uso también de ([2.51]), obtenemos para el caso n = 2:

[ul? |AuV? jv]| [w|  Yue D(A),veV,we H,
|b(u, v, w)| < e X
|u| HUH |w|l/2 |Aw|1/2 Vue HveV,we D(A);
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2.5. La forma trilineal b y el operador B.

y para el caso n = 3 —usando (2.53)—, tenemos:

" | Auf’* ||v|| |lw| Yu e D(A),v e V,we H,
1b(u, v, w)| < k x
fu [Jo] Hme \Awlm Vue HoveV,we D(A),

Finalmente, destacamos una propiedad fundamental de la forma b:

b(u,v,w) = —b(u,w,v) Yu,v,w e V. (2.59)

La propiedad anterior se establece facilmente para u,v,w € V. Con v = w, la propiedad (2.59))
implica:

b(u,v,v) =0 Vu,veV. (2.60)

Llegando al punto algido de este apartado, introduciremos el operador B. Para u,v,w € V,
definimos B(u,v) € V''y Bu € V', estableciendo:

(B(u,v),w) = b(u,v,w), Bu= B(u,u). (2.61)

Puesto que b es una forma trilineal continua en V', B es un operador bilineal continuo desde V' x V'
hasta V’. De forma mas general, aplicando el Lema [8| vemos que:

B es un operador bilineal continuo en desde V;,,, x Vmg+1 (o desde H™ (O) x

H™*1(0O)) hasta V_,,,, donde m;, my, m3 satisfacen las hipétesis realizadas en el
Lema [§

(2.62)

Cabe recalcar que es posible derivar varias estimaciones para la norma del operador bilineal B (-, -)
a partir de las estimaciones anteriores realizadas para b.
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3. Formulacion general de las ecuaciones de
Navier-Stokes.

Supongamos que tenemos un fluido llenando una regién € del espacio. Para una representacion
euleriana del flujo del fluido, consideramos tres funciones: p = p(z,t), p = p(z,t), u = u(x,t),
con r = (x1,29,x3) € Q, t € R; donde p(x,t) y p(z,t) son la densidad y la presion del fluido,
respectivamente, en un punto z en un instante ¢, mientras que u(z,t) = (uy(z,t), us(z,t), us(x,t))
representa la velocidad de una particula del fluido en un punto z en un instante t. En caso de
optar por una formulacién lagrangiana del flujo, introducimos las funciones p = p(a,t), p = p(a,t) y
u = tu(a,t); en este caso, u(a,t) representa la velocidad de una particula de fluido que se halla en un
punto a € ), en algin instante de referencia tq. Por su parte, las variables p(a,t) y p(a,t) juegan un
papel similar al de sus contrapartidas eulerianas.

Centrémonos en la primera representacion. Si el fluido es newtoniano, entonces las funciones p,
p vy u estardn sujetas a la conservacién del momento (3.1) y la masa ([3.2)), asi como a alguna ley
constitutiva que relacione p y p, componiendo asi las ecuaciones de Navier-Stokes:

3
p(%tjt—l—z:uzgll) — pAu— BN+ p)VV -u+Vp=f (3.1)
i=1 i
dp
o + V- (pu) =0, (3.2)

donde 1 > 0 es un coeficiente de viscosidad cinemética, A es un parametro fisico de ajuste y f = f(z,t)
representa una densidad de fuerza por unidad de volumen. Si el fluido es homogéneo e incompresible,
entonces p serd una constante independiente de z y de ¢, de modo que las ecuaciones anteriores se
reducen a:

ou 5. Ou
p(G+uge) - ndu=Vp= (3.3
V- (pu) = 0. (3.4)
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Habitualmente, se toma p = 1 y se fija v = pu, llegando a:

g?;+(u-V)u—uAu+Vp:f. (3.5)

Podemos considerar a como una forma adimensional de la ecuacién de Navier-Stokes ,
obtenida de la siguiente manera: fijamos p = p.p', p = pp, v = wu!, x = L', t = Tt
f=(pU/T,)f", donde p,, L.y T, son, respectivamente, densidad, longitud y tiempo de referencia
para el flujo, y U, = L, /T, p. = U?p.. Sustituyendo en , obtenemos para las cantidades
reducidas u'(2',t'), p'(2',t") y f'(2/,t"). No obstante, en este caso la inversa de v representa el llamado
numero de Reynolds del flujo:

Re = /;‘L*U* (3.6)

Las ecuaciones y (3.5) constituyen la formulaciéon mas bésica para este problema. Una
obtencién detallada de las ecuaciones de Navier-Stokes puede hallarse en [7]. Apreciamos que estas
ecuaciones cobran sentido matematico si € es un conjunto abierto en R? u = (uy,us), f = (f1, fa)
Puesto que resulta ttil considerar también esta situacion, y con el fin de cubrir ambas casuisticas
simultaneamente, supondremos desde ahora que:

2 es un conjunto abierto de R", n = 2 6 n = 3, con frontera I'. Ademds, asumimos
que 2 se encuentra situado localmente en un lado de I', y que I' es Lipschitziano o,
en ciertos casos, de clase C", para un cierto r especificado.

(3.7)

Una de las primeras cuestiones que nos surgen a raiz de y (3.5 es la determinacién de un
problema asociado de valor en la frontera debidamente formulado. Se trata de un problema atn
sin resolver, aunque se cree —y de hecho, ha sido probado para n = 2— que las ecuaciones
y deben ser completadas por las siguientes condiciones iniciales y de frontera (para un flujo
considerando t > 0,z C ).

e Condicién inicial:
u(z,0) =up(x), z€Q (ugdado). (3.8)

e Condicién de frontera:

u(z,t) = ¢(x,t) xel, t>0 (Qacotado, ¢ dado). (3.9)
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Si Q no estd acotado (y en particular, para Q@ = R"), a la condicién de frontera anterior la
sustituiremos por una condicién en el infinito:

u(z,t) = Y(x,t) cuando |x| — +oo, (3.10)

para un 1 dadd} En lugar de (3.9) y (3.10), es interesante considerar otra condicién de frontera
—sin significado fisico—:

u(z + Le;, t) = u(z,t) VYreR" V>0, (3.11)

donde ey, ..., e, constituye la base candénica de R"™, y L es el periodo de la direccién i-ésima; ) =
(]0, L[ )™ es el cubo del periodoﬂ. La ventaja de la condicién de frontera (3.11)) reside en que permite
establecer un marco funcional mas sencillo, a la par que muchas de las dificultades matematicas
permanecen inalteradas (exceptuando aquellas relacionadas con los valores en la frontera, que se
anulan).

Aclaracién 1. En el caso periddico (i.e., (3.11))), es conveniente introducir el valor medio de u en
el cubo del periodo:

1
my(t) = |Q|/Qu(m,t)dx, (3.12)

y fijar:

U= my + u. (3.13)

La media m se halla explicitamente determinada en términos de los datos. Integrando (3.5)) sobre
(), haciendo uso de (3.4)), de la férmula de Stokes y teniendo en cuenta el hecho de que las integrales
en la frontera Q) de @ se anulan debido a (3.11]), obtenemos:

jtm“(t) = my(t) (: @/Qf(%t)dl) ; (3.14)

de modo que:

'Para conjuntos acotados especiales €, es preciso afladir algunas condiciones adicionales a (3.9) y (3.10) [3][9].
2Por supuesto, podriamos considerar diferentes periodos L1, ..., L, en diferentes direcciones, y en este caso Q =

[Ti=: (J0, Zs[).
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.
t
Ma(t) = My + / my(s)ds. (3.15)
0

Sustituyendo (3.13]) en (3.5]), finalmente llegamos a:

?;Z + (aV)i — vAU A+ (my - V)i = f(= f —my) (3.16)

Cuando la cantidad m,, es conocida, el estudio de (3.16|) se torna muy similar al de (3.5). Por
tanto, en pos de la simplicidad, supondremos en el caso periédico que el flujo medio es nulo, m, = 0.

3.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D - Formulacion débil
del problema.

Con el fin de introducir resultados plenamente estudiados y demostrados, extensibles al &mbito de
los atractores, focalizaremos las secciones siguientes en torno a las ecuaciones de Navier-Stokes para
el caso bidimensional.

Comencemos considerando un flujo incompresible. Sea 2 un conjunto abierto y acotado de R?, con
frontera I'. Las ecuaciones de Navier-Stokes en {2 gobiernan el flujo de un fluido que llena un cilindro
infinito de secciéon €2 y que se mueve paralelo al plano de §2. Sean éstas:

Po (?; + (u- V)u) —vAu+Vp = f, (3.17)

V-u=0, (3.18)

donde el significado de todas las variables es andlogo al del caso tridimensional. La frontera I, solida
y en reposoﬂ se expresa mediante la condicion de no-deslizamiento:

u=0, zel

3Una frontera que no estuviese en reposo modificaria la condicién, reescribiéndose como: u = ¢ en I', donde la funcién
© = p(z,t) es la velocidad dada de T
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3.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D - Formulacién débil del problema.

Por otra parte, podemos contemplar el caso en el que el espacio sea periédico, de modo que
Q= (OaLl) X (07L2)7 y:

u, py las derivadas primeras de u son 2-periddicas (es decir, u y p toman los mismos
valores en los puntos correspondientes de I').

(3.19)

Adicionalmente, podemos asumir en este caso que el flujo promedio se anula:

/udx:O.
Q

Estas condiciones no son més que una particularizacién de las condiciones de frontera a las que se
ha hecho alusion en el caso general. Cuando se considera un problema de condiciones iniciales, las
condiciones anteriores se complementan con una condicién inicial del tipo ((3.8]).

Sustentandonos en el marco teérico introducido en las primeras secciones de este texto, y por
motivos practicos, sintetizaremos el marco espacial y operacional en torno al problema que estamos

considerando (n = 2). Asi pues, consideramos un espacio de Hilbert, H, que no es mas que un
subespacio cerrado de L*(2)". En el caso de no-deslizamiento:

H:{ueLQ(Q)”,V-u:Qu-UzoenF},

mientras que en el caso periddico tenemos:

H = {u e LX),V -u= 0, uir, = Wir,,,,% = 1, ,n} )

Notese que I'; y 'y, son las caras x; = 0y z; = Ly de I'. Por su parte, la condicion wu;r, = ur,.,
expresa la periodicidad de u - v, mientras que L2(Q)" es el espacio de las u en L*(Q)". Naturalmente,
el espacio H viene estd dotado del producto escalar y la norma de L*(2)™. Por su parte, consideramos
el subespacio cerrado de H'(2)", V| para el caso de no-deslizamiento:

V={ueH)(Q" V- u=0}, (3.20)
mientras que para el caso periédico tenemos:

V={ue Q)" V- u=0}, (3.21)
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

siendo la definicién de H! (€)™ la proporcionada en l} En ambos casos, V' también estd provisto

per
de el producto escalar y la norma:

((u,v)) =3 (g;‘j., 322)

lall = {((u, )}

El operador lineal no-acotado A (cuya definicién es andloga a la proporcionada al estudiar el
problema de Stokes) en H satisface la relaciéon de producto escalar:

(Au,v) = ((u,v)), Vu,veV (3.22)

El dominio D(A) de este operador se puede caracterizar en su totalidad usando la teorfa de
regularidad de sistemas lineales elipticos:

mientras que en el caso no-deslizante se tendra:

D(A)=H? (Q)"NV,

per

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [I0] y en las referencias contenidas. Si
definimos V' como el dual de V, el espacio H puede concebirse como un subespacio de V”’, es decir:

DA cVCHCcCV,

donde las inclusiones son continuas y cada espacio es denso en el siguiente. En un espacio periédico,
tendremos que A satisface la relacion Au = —Auwu, mientras que en el caso no deslizante la relacién
serd Au = —PAu, en ambos casos Vu € D(A), siendo P el proyector ortogonal en L*(Q)" en H.
Concibiendo estas relaciones como Au = f, VYu € D(A), f € H, nos damos cuenta de que esto
equivale a decir que existe un p € H(2) tal que:
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3.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D - Formulacién débil del problema.

—Au+Vp=f en Q,
V-u=0 en Q,

u=0 en Q.

Recordando que el operador A™! es continuo desde H hasta D(A), y puesto que la inmersién de
H(Q2) en L?*(2) es compacta, la inmersién de V en H es, como podemos esperar, también compacta.
A consecuencia de esto, A™! es un operador compacto autoadjunto y continuo en H; ademds, a raiz
de los teoremas espectrales clasicos, existirdn una sucesion A; (0 < Ay < Ay, ..., Aj = 00) y una
familia de elementos w; de D(A) ortonormal en H, obedeciendo la relacion Aw; = \jw;, V j.

Como vemos, esta definicién del operador A no es méas que una adaptacion de la definicién
provista para el caso general tras analizar el problema de Stokes. Algo similar ocurre para el
operador B y la forma trilineal b. Si bien en secciones posteriores abordaremos la existencia y
unicidad de soluciones, primero expondremos aqui la llamada formulacion débil de las ecuaciones de
Navier-Stokes, adelantando algunos resultados, con el fin de concentrar la formulaciéon del problema
2D en una tunica seccién. Esta formulaciéon involucra solamente a la variable u, y es obtenida
multiplicando por una funcién test v en V, e integrando sobre (2. Usando y las

condiciones de contorno, hallamos que el término que implica a p desaparece, quedando:

jt(u,v) +v((u,v)) + b(u,u,v) = (f,v), VvelV, (3.23)
donde
n a'l}j
b(u,v,w) = igz:l/ﬂuiaxlw]dx,

siempre y cuando la integral tenga sentido. A raiz de esto, remarcamos que la forma trilineal b es
continua en H'(Q)" (n = 2), y en particular lo es en V. Tenemos, pues, las siguientes desigualdades,
que condensan varias de las propiedades de continuidad de b:

ful 2 [l ol * [ Ao |, Vu €V, we D(A), we H,

|u|1/2 |Au|1/2 v |lw|], VYueD(A),veV,weH,
|b(u, v, w)| < ¢ X
jul [0l w2 4w, Vue H, veV, we D(A),

[ 2 ([l [l Joo 72 [0l 2,V v, w €V
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

donde ¢; > 0 es una constante escogida adecuadamente. Es posible formular de manera alternativa
la ecuacién ((3.23)) usando el operador A y el operador bilineal B desde V' x V' dentro de V', cuya
definicién viene dada por (2.61)), de forma que (3.23)) es equivalente a:

CCZ;Z +vAu+ B(u) = f. (3.24)

En lo que respecta a la condiciéon inicial (3.8)), ésta puede ser reescrita como:

u(0) = up.

Veremos en secciones posteriores que, asumiendo que f es independiente de t, es posible definir un
sistema dindmico auténomo asociado a (3.24]):

f)=feH, Vt

3.2. Existencia de soluciones débiles.

Amparandonos en todo el marco tedrico introducido, procederemos a estudiar la existencia y
unicidad de soluciones para las ecuaciones de Navier-Stokes.

El siguiente resultado sera véalido tanto para m = 2 como para m = 3. Es preciso remarcar de
antemano que el teorema no hace alusion alguna a la unicidad, y la solucién no necesita ser continua
en H. No obstante, obtenemos la continuidad débil en H; es decir, para cada ¢ € H:

lim (u(t) — u(to), ) =0 (3.25)

t—to

Teorema 3. (Soluciones débiles) Sea f € L} (0,T;V’). Entonces, siug € H, existe una solucion
débil u(t) de

du/dt + vAu + B(u,u) = f (3.26)

tal que, para cualquier T>0,
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3.2. Existencia de soluciones débiles.

u€ L®0,T; H)N L*(0,T; V),

y la ecuacion se mantiene como una igualdad en LP(0,T;V"), conp =2 sim = 2, yp = 4/3 si
m = 3. Ademds, la solucion es débilmente continua en H, como en .

Demostracion. Recurriremos a la ecuacion finito-dimensional que se obtiene al mantener sélo los n
primeros modos de Fourier; es decir, la aproximacion n-dimensional de Galerkin:

Up =Y Upj(t)w.
=1

La ecuacién para u, es:

duy,
% + v Auy, + PyB(un, un) = P f, (3.27)

donde P, es la proyeccién sobre los primeros n modos de Fourier:

Intentaremos hallar una cota en |u, | que sea uniforme en n. Para ello, tomamos el producto interno

en la ecuacion (3.27)), obteniendo:

1d

ST |un|2 + v(Aup, up) + (PoB(un, uy), un) = (Pof,uy) .

Percatdandonos ahora (puesto que wu,, € P,H) de que:

(P B(tn, U )y tn) = (B, ), Potiy) = (B(tn, Up), Upn) = b(ty, U, wy),

Aprovechando la relacién de producto escalar (3.22)) y la relacién de ortogonalidad (2.60)), podemos

reescribir la ecuacién diferencial como:

1d

2
S [l + v lfunl* = (fun)® < I Mluall
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Usando ahora la desigualdad de Young en el lado derecho de la ecuaciéon, obtenemos:

1d
577 [unl” + v ” <

v I£112
2 di =3 o

2
[unll™ +

de modo que:

d, o 2 _ I3
_ < *
a2 P < 1

Integrando ambos lados entre 0 y ¢, llegamos a:

' ”f||2L2 0.T:V!
un(®) v [ ()| ds < Jun(0) + =HEOLD

Puesto que |u, (0)| = |Pyuo| < |ug| (como bien se demuestra en [6]), tenemos las siguientes fronteras:

1F 1 z2 0,007
sup un(t)]* < K = Jugf? + ——2OTVD

t€[0,T]

T 2
| lun(s)IP ds < /v
uniformemente en n. Por tanto, u, estda acotado uniformemente (en n) en:

L0, T;H) y L*0,T;V).

Estas fronteras uniformes nos permiten usar el teorema de compacidad de Alaoglu ([6]) para hallar
una subsucesiéon —que cambiara la notacion de u,— tal que:

u, > u en L>®(0,T;H), (3.28)
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3.2. Existencia de soluciones débiles.

pero ademds podemos extraer una subsucesion adicional, de modo que tenemos (ndtese el cambio en
la notacién):

u, —u en L*(0,T;V),

con:

w € L0, T; H)N L*(0,T; V).

Finalmente, debemos obtener las fronteras en las derivadas, du, /dt. Encontramos aqui una diferen-
cia entre la eleccion de m = 2 y m = 3. Por un lado, para m = 2 podemos demostrar que du,,/dt
estd uniformemente acotado en L*(0,T; V'), mientras que para m = 3 podemos obtener una frontera
tinicamente en L*/3(0,7T;V"). Tomaremos p = 2 cuando m = 2, y p = 4/3 cuando m = 3.

Puesto que:

du, /dt = —vAu, — P,B(uy,, u,) + P.f,

debemos mostrar que cada término del lado derecho estd uniformemente acotado en LP(0,7; V).
Esto se aplica a Au,, ya que u, estd uniformemente acotado en L*(0,7;V’), y A es un operador
lineal continuo desde V' hasta V’. En este sentido, es claro ver que P, f estd también acotado, puesto
que hemos asumido que f € L?(0,7;V’). Sélo nos queda verificar el mismo tipo de frontera para
P,B(uy,u,), y es aqui donde se hace patente la diferencia entre los casos m = 2y m = 3. Las

siguientes fronteras en || B(u, u)||, son consecuencia de (2.50) y (2.52)), asi como de (2.58):

Ela full, — m=2,
1B, <
Blal ul* - m=3.

Por otro lado, puesto que:

1P, B(u, v)ll, < [[B(u, )],

tenemos
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

T
2 2
BB 1) By < [ 1B (s), () s,
por lo que para m = 2 tenemos:
T 2 2 2 2
||PnB(un7un)”L2(0,T;V’) < k/o [un($)I” [[un(s)]|" ds < k ||un||L<>c(0,T;H) HunHL?(O,T;V) )
mientras que para m = 3 tenemos:

2 3 2/3 2
| P B(Um“n)HL? 0,7;V") < k/ |tn(s) / [[un(s )” ds < k”UnHL/oo 0,T;H) ||un||L2(0,T;V)‘

(véase (3.28))), P B (tn, un,)

Dado que u,, se halla uniformemente acotado en L>(0,T; H) y L*(0,T;V)
3(0,T; V') si m = 3. Esto nos

estd uniformemente acotado (en n) en L2(0,T;V') si m = 2y LY
proporciona las mismas fronteras en du, /dt:

L*(0,T,V"), m =2,
du,/dt  estd acotado uniformemente en
LY3(0,T,V"), m =3.

Amparandonos en las condiciones de compacidad ya conocidas, podemos garantizar que existe una
subsucesion {u,} que converge hacia u fuertemente en L?(0,T'; H), lo cual a su vez nos proporcionara
una convergencia débil—* del término no-lineal en LP(0,T; V"),

B(tp,un) = B(u,u) en  LP(0,T; V). (3.29)
De hecho, si w € L9(0,T; V), entonces:

T T
/ b(Up, Uy, w)dt = —/ b(Uy, w, Uy, )dt = Z / / Up)i(Dijw;)(uy,) jdxdt.
0 0

1,j=1
Abordando ahora (3.29), tenemos:

/OT b(tpy, Uy, w) — b(u, u, w)dt == — Z / / Up)i — i) (Djw;)u; + (uy)i(Diw;) [(un); — uy] dadt.

2,J=1
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3.2. Existencia de soluciones débiles.

Necesitamos considerar expresiones de la forma:

T
E, :/ /(Un — v)wu,dzdt,
0 J@Q

donde v, — v en L?(0,T;H), w € L0, T; H), y v, estd uniformemente acotado en L°°(0,T; H).
Puesto que:

vanHLQ(O,T;H) < HwHL2(O,T;H) HUTLHLOO(O,T;H)
se tiene que FE,, — 0. Por tanto, B(u,, u,) converge débilmente—* hacia B(u,u) en LP(0,7;V’), tal
Yy cOmo se precisa.
P,B(uy, u,) converge débilmente—* hacia B(u,u) en LP(0,7; V") usando argumentos similares a
los usados a la hora de abordar un problema lineal parabdlico general. Por tanto, hemos mostrado

la convergencia de todos los términos en LP(0,T;V’), y tenemos una soluciéon v € L*(0,7;V) N
L>(0,T; H) que satisface:

du/dt + vAu + B(u,u) = f (3.30)
como una desigualdad en L?(0,7;V"). Esto serd lo mismo que V satisfaciendo (3.30)) en V' para casi
cualquier ¢t € [0,7].

Para mostrar que la solucién tiene u(0) = g, debemos elegir una funcién test ¢ € C*([0,T]; V),
con ¢(T) = 0, y comparar el resultado de tomar el producto interno de (3.30) con ¢ e integrando
por partes,

— [t 6Ot v [ (e, o))t + [ bt u(t), 6(0)idt =
= (w(0),6(0)) + [ (7(0),0(0) dt,

con el resultado de tomar el limite de un proceso similar aplicado a las aproximaciones de Galerkin,

T

[ Ot [ () S0+ [ bl (61,00, 60 =
= (ual0),0(0)) + [ (1) 6(0)
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

la cual converge hacia:

— [, 6Ot [ (le), o))t + [ bt u(t), 6(0)idt =

= (a0, 0(0)) + [ (F(0),000))

debido a que u,(0) = P,uy — u(0). Esto desembocara en que u(0) = ug. En ultimo lugar, debemos
demostrar la continuidad débil en H. Puesto que (3.30)) se cumple para casi cualquier ¢ € [0, 7], como
una desigualdad en V', tomamos el producto interno de (3.30)) con un v € V fijado para obtener:

(du/dt,v) + v((u,v)) + b(u,u,v) = (f,v).
Integrando la expresion anterior entre ¢y y ¢, podemos expresar ésta como:

(u(t) — ulto), ) = v [ (uls),v))ds +

to to

b(u(s), u(s), v)ds = /t (f,v) ds, (3.31)

t t
0

lo cudl es valido para cualquier 0 < ¢y < ¢. A raiz de las desigualdades para b (2.50) y (2.52)), asi como
(2.58)), y de las fronteras en (3.28)), tenemos que para un v € V fijo, t — b(u(t),u(t),v) € L*(0,T;R)
para cada T > 0. De manera similar, tanto ((u,v)) como (f,v) se hallan en L'(0,T,R), y por lo

tanto, a partir de (3.31)) se tiene que:

lim(u(t) — u(ty),¢) =0 VoeV.

t—to

Dado que V' es denso en H, la expresion anterior sera valida para cualquier ¢ € H. [ |

3.3. Unicidad de soluciones débiles en 2D.

Considerar el caso bidimensional sin duda ofrece resultados mucho mejores a la hora de estudiar
la continuidad de las soluciones en H y la unicidad de soluciones débiles de las ecuaciones de
Navier-Stokes, en comparacion con el caso tridimensional. Es por ello, principalmente, por lo que nos
restringimos al estudio del primer caso.
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3.3. Unicidad de soluciones débiles en 2D.

Teorema 4. (Unicidad de soluciones en dos dimensiones) Si m = 2, entonces la solucion
u(t) de la ecuacion de Navier-Stokes:

du/dt + vAu + B(u,u) = f (3.32)

satisface:

u € OO([O,T};H),

y depende de forma continua de la condicion inicial ug. En particular, la solucion es unica.

Demostracién. La continuidad en H surge de u € L*(0,7;V) y de du/dt € L*(0,T;V), obtenido
para m = 2 usando el Teorema incluido en el Anexo [A.1] Tras haber probado la continuidad
de la solucién u(t;ug) con respecto a t, la continuidad en wuy equivaldra a un resultado de unicidad.
En esta linea, las desigualdades vistas para la forma trilineal b(u, v, w) jugardn un papel importante
a lo largo de la prueba, constituyendo uno de los puntos mas obvios de distincién entre los andlisis
posibles para los casos 2D y 3D.

Consideremos dos soluciones, u y v, para (3.32)). Sea w = u — v su diferencia, la ecuacién reescrita
en funcién de esta nueva variable satisfacera:

dw/dt + vAw + B(u,u) — B(v,v) =0,

la cual a su vez puede ser reescrita usando las propiedades del operador B,

B(u —v,u) + B(v,u —v) = B(w,u) + B(v,w),

obteniendo:

dw/dt = vAw + B(w,u) + B(v,w) = 0.

Si tomamos el producto de esta ecuacién con w usando el Teorema 23], y usando las propiedades
de ortogonalidad de b, (2.60), obtenemos:
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Usando ahora ([2.50]) y (2.52), tenemos:

1d

k2
§@|w|2 + v fw]* < [b(w, u,w)| < klw| w]| |ul] < g||w||2 + 5|w|2 [ull <,

y por tanto:

d , K
W vl < — [lul| [w]*.

dt

: . 2
Despreciando el término v ||w||”, podemos ver que:

) < e (- [ o)) o), (333

v puesto que el Teorema [3| garantiza que u € L?(0,T;V), la integral en la exponencial es finita. Por
tanto, si tenemos que w(0) = 0, entonces w(t) = 0, para todo t > 0, lo cual nos da la unicidad de la
solucion. u

Percatémonos de que debido a la expresion de unicidad (3.33)), tenemos una propiedad de separacion
de Lipschitz de soluciones:

lu(t) —v(t)] < L(T)|ug —vo|, 0<t<T.

Los resultados obtenidos muestran ademas que, cuando f es independiente de ¢, podemos definir
un sistema semi-dindmico en H,

(H.{Su(t)}5)
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3.4. Existencia de soluciones fuertes en 2D.

donde Sg(t)up = u(t) y Su(t) es un semigrupo C°:

Sy (t)xg es continuo en zg y t.

3.4. Existencia de soluciones fuertes en 2D.

En el caso bidimensional, es posible obtener soluciones mas suaves si se toma una f mas suave,
considerando una condicién inicial en V' en vez de en H: son las llamadas soluciones fuertes, las cuales
juegan un papel importante, por ejemplo, a la hora de extender el andlisis al caso tridimensional, de
modo que (como veremos), si existe una solucién de este tipo para las ecuaciones en 3D, ésta debe
ser Unica.

Teorema 5. (Soluciones fuertes) Sim =2,uy €V, y f € L},.(0,00; H), entonces hay una tinica
solucion para:

du/dt + vAu + B(u,u) = f  (como una igualdad en L*(0,T; H))

que satisface:

u € L®((0,T; V)N L*0,T; D(A))

y, de hecho, u € C°([0,T]; V). Ademds, las soluciones depende de manera continua de la condicién
micial, ug.

Merece la pena destacar que la unicidad de estas soluciones surge a raiz de la unicidad de las
soluciones débiles, puesto que una solucién fuerte es también una solucion débil. Sin embargo, para
obtener la continuidad en V' y con respecto a la condicién inicial, sera necesario hallar fronteras mas
idoneas para u.

Demostracion. Tomaremos el producto interno de la aproximacion finito-dimensional de Galerkin,

(3.27), con Au,, de modo que:

1d
5 77 1unl® + v [ Aun|* + (PuB (tn, ), Aun) = (f, Auy).
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Aprovecharemos el hecho de que el operador A conmuta con F,, puesto que Aw; = \jw;, de
manera que:

(P B(tn, upn), Auy) = (B(tn, Up), Aty) = b(tp, Up, Auy,),

y usando la relacién de ortogonalidad de la forma b, (2.60)), esta expresion es igual a cero en el caso
bidimensional periédico, de modo que tenemos:

1d

Aplicando la desigualdad de Young, obtenemos:
d 2
D 4 v w2 <
Procediendo como hicimos antes, integramos ambos lados entre 0 y ¢ para hallar:
2 t 2 2 |f|i2 (0,t;H)
[un (@) +V/O |[Aun ()] ds < JJua (O] + ===
y, puesto que ||u,(0) < |Juo|| —debido al Lema [18| ubicado en el Anexo [A.1}—, tenemos:

sup |Jun ()] < K = [Jup|® + 4D

t€[0,T]

T
/pm@W@ng
0

Por lo tanto, u,, estd uniformemente acotado (en n) en L>(0,T;V) y L*(0,T; D(A)). A raiz de los
de compacidad débil reflexivafl] en espacios duales (teorema de compacidad débil de Alaouglu) [6],

480 X es un espacio reflexivo de Banach y x,, una sucesion acotada en X, entonces x, tiene una subsucesion que
converge débilmente en X. Una prueba de este corolario puede encontrarse en [6], pdg. 106.
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3.4. Existencia de soluciones fuertes en 2D.

podemos extraer una subsucesiéon de modo que:

u, >u en L>*(0,T;V)

u, —u en L*0,T;D(A)),

para cierto

u € L0, T;V = NL*(0,T; D(A)).

Argumentos similares a los esgrimidos por el Teorema 3] muestran que du, /dt estd uniformemente
acotado en L*(0,T; H), y por lo tanto, con una subsucesién adiciona,

duy,/dt — du/dt en L*(0,T;H).

Es posible demostrar también que u € C°([0,T];V) (ver [6], Corolario 7.3). Por su parte, los
términos du,, /dt, Au, v P,f convergen todos débilmente en L?(0, T; H). Para mostrar que el término
no lineal, P, B(uy,u,) converge de la misma forma (apelando al Teorema , recurrimos al hecho
de que u,, — u fuertemente en L?(0,7;V). Esto es suficiente para mostrar la convergencia requerida
para el término no lineal, de modo que podemos deducir que sigue siendo una igualdad en
L?(0,T; H) (y por tanto, una igualdad en H para casi cualquier ¢ € [0,77]).

Para abordar la continuidad respecto a las condiciones iniciales, volvemos a considerar el parametro
w = u — v, reescribiendo la ecuacién como:

dw/dt + vAw + B(u,u) — B(v,v) = f.

Tomando el producto interior con Aw, obtenemos:

Ld
2dt
1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 3/2
< k[l 2 ol [l | Aul? | Acw| 4 Jo] /2 [0l flw]] [ Aw 2] <

|w]]* + v |Aw|* = b(v, v, Aw) — b(u, u, Aw) <
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3. Formulacion general de las ecuaciones de Navier-Stokes.

14
< C [l llull | Aul + [[oll* flw]]?] + 5 4wl

donde en la ultima linea hemos vuelto a usar la desigualdad de Young. Cancelando el término |Aw|?,
tenemos:

1d 2 4 2
5 g Il < € [llull |4 + Jlo]|*] ],

y por tanto:
Jw@ < eap (C [ Ju()] [Auts)]+ o(s)]") (O]

La continuidad respecto a las condiciones iniciales surge debido al hecho de que tanto v como v
son soluciones fuertes, y por tanto estdn acotadas tanto en L°°(0,T; V') como en L*(0,T; D(A)). W

Cuando f no depende del tiempo, podemos definir también un sistema semi-dinamico en V:
(V. ASv () }is0)-

Puesto que las soluciones son tnicas, ésta es la restriccién del sistema semi-dindmico Sy () hacia
V'; por simplicidad, ambos se denotan como S(t).

Una vez puesta de manifiesto la existencia de soluciones débiles y fuertes, asi como la unicidad
de las primeras, podemos resaltar lo siguiente: cuando f es independiente del tiempo, las ecuaciones
de Navier-Stokes en 2D pueden ser usadas para generar un sistema semi-dindmico, ya sea en H (si
feV)oenV (si f € H). Sin embargo, al abordar el caso en 3D no tenemos forma de definir un
sistema dindmico, puesto que no resulta posible probar la unicidad de soluciones débiles ni fuertes
(aunque si su existencia, bajo determinadas condiciones). En este contexto, el concepto de atractor
global resultara especialmente 1til a la hora de estudiar el comportamiento a lo largo del tiempo de
un sistema semi-dindmico surgido a raiz de las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.
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4. El atractor global.

En los capitulos anteriores, hemos podido ver como es posible usar la solucion de algunas ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales para definir sistemas semidinamicos en varios espacios de fases.
Para las ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo & = f(z) con no-linealidades Lipschitz, es posible
definir un sistema dindmico en R™. En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes en dos dimensiones,
podriamos definir un sistema semidindmico tanto en H —bdasicamente, L.?(Q)— como en V —en
esencia, H'(Q)—.

Una de las principales ideas de la teoria de sistemas dindmicos es que se obtiene una reduccién en
la posible complejidad de la dindmica si estudiamos el comportamiento asintotico a largo plazo de las
soluciones. En el &mbito de la mecanica de fluidos, esto equivaldria a focalizar nuestro estudio en los
fenémenos de «turbulencia completamente desarrollada», mas que en el comportamiento transitorio
del flujo de fluido. Asi pues, en esta seccién introduciremos el concepto de atractor global para un
sistema dinamico, i.e., un subconjunto compacto del espacio de fases que tiende a atraer todas las
trayectorias. Como tal, resulta sensato esperar que el conjunto de soluciones que caigan dentro del
atractor cubra todos los posibles comportamientos dinamicos del sistema.

Proporcionaremos un resultado general, con el fin de probar la existencia de un atractor global en
varios tipos de sistemas, discutiendo sus propiedades; allanando el camino para el capitulo siguiente,
donde volveremos a abordar las ecuaciones de Navier-Stokes, en esta ocasion desde la perspectiva del
atractor global.

4.1. Semigrupos de operadores.

Consideraremos sistemas dindmicos cuyo estado viene descrito por un cierto elemento u = ()
de un espacio métrico H; normalmente, H serd un espacio de Hilbert o un espacio de Banach.
En la mayoria de casos, y en particular para aquellos sistemas dinamicos asociados a ecuaciones
diferenciales parciales u ordinarias, el parametro temporal, ¢, varia continuamente en R o en algin
intervalo de R; para algunos casos, ¢t tomara valores discretos (¢ € Z 6 algin subconjunto de Z). La
evolucién de nuestro sistema dindmico vendréa descrita por la familia de operadores S(t), t > 0, que
aplicaran H sobre si mismo y que poseen las propiedades habituales de un semigrupo:

S(t+s)=S5(t)-S(s) Vs, t>0
(4.1)
S(0)=1  (Identidaden H)
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4. EIl atractor global.

Si consideramos un cierto estado dindmico ¢ en un instante s, entonces S(t)¢ sera el estado del
sistema en el instante ¢ 4+ s, y por tanto:

u(t+s) = S(t)u(s) = S(s)u(t) s,t>0

En general, el semigrupo S(t) vendrd determinado por la solucién de una ecuacién diferencial
parcial u ordinaria. En el caso de estas tltimas, los teoremas generales de existencia de soluciones
permiten construir la definicién de los operadores S(t). En contraposicién, cuando consideramos
dimensiones cuasi-infinitas no existen teoremas que garanticen la existencia y unicidad de soluciones
de manera genérica, lo cual ocasiona que demostrar la existencia de los operadores S(t) y la derivacién
de sus propiedades constituya el paso previo de todo estudio de un sistema dindamico. A priori,
podemos asumir que S(t) es un operador continuo no-lineal de H en si mismo, V¢ > 0.

En lo que respecta a la inyectividad, esta propiedad en los operadores S(t) serd equivalente a la
«unicidad hacia atrésﬂ» para un sistema dindmico. Cuando S(t), t > 0 sea inyectivo, denotaremos
como S(—t) su inverso, el cual mapea S(t)H en el espacio H. En este caso, obtendremos una familia
de operadores S(t), t € R que obedecen las propiedades en sus dominios de definicion, Vs, t € R.
Cabe mencionar que, en general, al considerar infinitas dimensiones, los operadores S(t), t < 0 no
suelen estar definidos para todas las regiones de H, incluso aunque los operadores S(t), ¢ > 0 si lo
estén.

Consideremos un pardmetro inicial ug € H. La trayectoria (a veces también llamada érbita)
descrita en H a partir de ug estara constituida por el conjunto U;sq S(t)ug. De manera similar, una
trayectoria hipotética que concluyese en el valor uq estaria constituida por el conjunto U< {u(t)},
siendo u el mapeado en el dominio [—o00,0] dentro de H, tal que u(0) = ug y u(t +s) = S(t)u(s),
Vs, t <0,s+t <0yt >0.Las trayectorias que comienzan o acaban en ug reciben el nombre de
trayectorias positivas o negativas a través de ug, respectivamente. Para un cierto ug € H, o bien para
un subconjunto A C H, definimos los conjuntos w-limite para ambos parametros considerados en H:

w(ug) = N US(t)uo

s>0t>s

w(A) =N US(H)A

s>0t>s

De manera andloga, podrian existir los conjuntos a-limite para un cierto ug € H, o bien para un
subconjunto A C H:

alug) = N US(=t)"tug
s<0 t<s

a(A)= N US(—1) 14

s<0 t<s

' Backward uniqueness, en inglés.
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4.1. Semigrupos de operadores.

Resulta sencillo observar que ¢ € w(.A) siy sélo si existe una sucesion de elementos ¢, € Ay una
sucesion t,, — 400 tal que:

S(tn)pn — ¢  cuando n — oo (4.2)

De manera andloga, ¢ € a(.A) si y sdlo si existe una sucesion 1), que converja hacia ¢ en H y una
sucesion t, — +oo tal que:

o =S(tn)s € A, Vn

Diremos que un punto uy € H es estacionario o punto de equilibrio si:

S(t)UQ = U, Vi 2 0

La trayectoria y los conjuntos w/a-limite de un punto estacionario sera igual a {ug}. Si el punto
ug es estacionario, podemos definir las variedades estable e inestable de uqy. La variedad estable de uy,
M _(uy), es el conjunto de puntos u, (que puede ser vacio) perteneciente a la trayectoria completa
{u(t),t € R}, u, = u(ty), de modo que:

u(t) =St —to)ux —>ug  cuandot — oo

Por otra parte, la variedad inestable de ug, M, (up), es el conjunto de puntos wu, (que puede ser
vacio) perteneciente a la trayectoria completa {u(t),t € R}, u, = u(ty), de modo que:

u(t) > uy  cuandot — —o0

Un punto estacionario ug serd estable cuando M (ug) =0, e inestable en caso contrario.

Si nos remitimos al caso discreto, consideramos un mapeado S dentro de H y para todo n € N,
de modo que S(n) = S™. Si S es inyectivo, podremos definir S~! y S(—n) = S, para n € N. La
trayectoria de ug € H, el conjunto w-limite de ug € H o de A C H vendran definidos como se hizo
mas arriba, al igual que los conjuntos a-limite, en caso de existir, con la tnica restriccién de t € Z.
Salvo que se especifique lo contrario, el desarrollo que se expondra serd igualmente valido para los
casos discreto y continuo, asi como las definiciones generales y los resultados expuestos, ya sea para
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4. EIl atractor global.

te Rote Z.

4.2. Conjuntos funcionales invariantes.

Diremos que un conjunto X C H es invariante positivo para el semigrupo S(¢) si S(¢)X C X,
e invariante negativo si S(t)X D X, V&t > 0 en ambos casos. Si el conjunto es a la vez invariante
positivo y negativo, diremos que es un conjunto invariante.

Definicién 6. Un conjunto X C H es un conjunto funcional invariante para el semigrupo S(t) si:

SHX =X, Vt>0 (4.3)

Cuando los operadores S(t) son inyectivos, entonces la relacion (4.3)) implica que S(—t) esté definido
en X, Vi > 0 y ademas:

SHX =X, VteR (4.4)

Cualquier trayectoria existente para ¢ € R definird un conjunto invariante X, del tipo X =
{S(t)up,t € R}, donde ugy es cualquier punto de la trayectoria. Si se diera el caso de que la funciéon
t € R — S(t)ug es cuasi-periddica (de la forma g(wit, ...w,t), donde g es peridédica con periodo 27 en
cada variable y las frecuencias w; son independientes), obtendriamos un toro invariante proyectado
en H.

Supongamos ahora que ug es un punto estacionario. Las variedades estable M _(ug) M_(uy),
e inestable, M (ug) serdn la unién de las trayectorias definidas V¢, y por tanto serdn conjuntos
invariantes.

Si X es un conjunto invariante y uy € X, entonces —asumiendo la inyectividad de los operadores
S(t), S(t)up— existe Vt € R. Es sencillo ver que ,, = {S(t)ug,t € R} es en si mismo un conjunto
invariante y que dos conjuntos de este tipo nunca intersectaran, salvo que resulten ser idénticos.
Los conjuntos X,,,up € X constituyen, por lo tanto, una particién de X, dentro de los conjuntos
invariantes. Es mas, los conjuntos X, son conjuntos invariantes minimales: un subconjunto propio
de X, no puede ser en si mismo un invariante, debido a que un conjunto invariante que contenga a
up debe contener a S(t)ug, Vt € R.

El siguiente lema proporciona otros conjuntos invariantes de especial interés:

Lema 9. Supongamos que para algin subconjunto A C H, A # &, y para un cierto ty > 0, el conjunto
U0 S(t)A es relativamente compacto en H. Entonces, w(A) es no-vacio, compacto e invariante. De
manera similar, si los conjuntos S(t)_l.A, t > 0, son no-vacios y para cierto ty > 0, Uy, S(t)_lA
es relativamente compacto, entonces a(A) es no-vacio, compacto e invariante.
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4.3. Conjuntos absorbentes y Atractores.

Demostracion. Puesto que A es no-vacio, los conjuntos U;s, S(t).A son no vacios para cada s > 0.
Por tanto, los conjuntos ;> S(t).A son no-vacios y compactos, decreciendo conforme s aumenta: su
interseccion, igual a w(.A), es por tanto un conjunto no-vacio y compacto. Debido a la caracterizacién
dada por en relaciéon a w(.A), es sencillo ver que S(t)w(A) = w(A), Vt > 0. Si ¢ € S(t)w(A),
entonces ¢ = S(t)p, ¢ € w(A), y usando ([£.1] las sucesiones ¢,t, proporcionadas por y la
hipétesis previa de que S(t) es un operador continuo, no lineal, definido en H, ¥t > 0, llegamos a
que:

St)S(tn)pn = St +tn)pn — S(t)p =1

La relacion anterior muestra que ¢ € w(A). En cambio, si ¢ € w(A), consideramos de nuevo
las sucesiones p,t,, proporcionadas por (4.2)) y observamos que para t, > t, la sucesién S(t, — )y,
es relativamente compacta en H. Por lo tanto, existen una subsucesion t,, — ooy un ¢ € H tales que:

S(tn, —t)pn, >  cuando t — 0o

También, a partir de (4.2)) surge el hecho de que ¥ € w(.A), y a raiz de (4.1]) y de nuevo la hip6tesis
de continuidad sobre el operador S(t), obtenemos:

S(tn)pn, C S)S(tn, —t)on, = S(E)Y =9  cuando n; — oo,

y por tanto ¢ € S(t)w(A). Para «(A) la prueba serfa similar. ]

El lema anterior resulta especialmente ttil para conjuntos w-limite, pues permite proporcionar
ejemplos de conjuntos invariantes siempre que podamos demostrar que Uy>o S(t).A es relativamente
compacto. Para probar esto tultimo podemos, por ejemplo, mostrar que este conjunto esté acotado si
H tiene dimension finita; mientras que si H posee infinitas dimensiones, mostramos que esta acotado
en un espacio W, «incrustado» de manera compacta en H.

4.3. Conjuntos absorbentes y Atractores.

Introduciremos en este apartado el concepto de atractor, que constituird una de las piedras
angulares de este texto.

Definicién 7. Un atractor es un conjunto A C H que posee las siguientes propiedades:

(i) A es un conjunto invariante (S(t)A = A, Vi > 0).
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4. EIl atractor global.

(ii) Existe una relacién entre A y un vecino Y dentro del mismo espacio de modo que, Yuy € U,
S(t)up converge hacia A conforme ¢ — oo:

dist(S(t)ug, A) = 0  cuando t — oo

La distancia en la relacién anterior se puede interpretar como la distancia de un punto al conjunto
d(z, A) = in£ d(x,y), donde d(z,y) denota la distancia desde x hasta y en H. Si A es un atractor,
ye

el mayor conjunto abierto U que satisface (ii) recibe el nombre de cuenca de atraccion de A.
Alternativamente, podemos decir que A atrae a los puntos de U, o con mayor rigor, que A atrae
uniformemente un conjunto cualquiera B C U si:

dist(S(t)B, A) -0 cuando t — oo, (4.5)

donde dist(By, B;) es ahora la semidistancia entre dos conjuntos By y B:

dist(By,By) = Sup Inf d(z,y) (4.6)

zeBy yeB1

La convergencia enunciada en equivale a lo siguiente: para cada € > 0, existe un t; tal que
para t > t., S(t)B esta incluido en U., la e-vecindad de A (siendo U. la unién de todas las esferas
abiertas de radio € centradas en A4). En general, salvo que sea preciso realizar alguna especificacion,
diremos simplemente que A atrae a B. Por ejemplo, decimos que A atrae a los conjuntos acotados
(o compactos) de U si A atrae uniformemente a cada conjunto acotado de Y. Un atractor A puede,
0 no, poseer esta propiedad.

Cuando se tienen infinitas dimensiones, donde no es necesario trabajar con diferentes topologias,
podemos considerar conjuntos A que son atractores en un espacio W, W C H: esto significa que
ACW,S(t)A= A,y (ii) es véilido con la topologia de W, es decir, U es abierto en W y la distancia
dada en es la de W (siendo W un espacio métrico).

Una definicién alternativa de atractor, mas rigurosa, podria ser la siguiente: A es un atractor si A
es el conjunto w-limite de uno de sus vecinos abiertos, Uy. La cuenca de atraccion de A es la uniéon
de los conjuntos abiertos Uy tales que Uy O A, v w(ly) = A. Un concepto clave en este marco de
referencia es el de atractores globales en un semigrupo.

Definicién 8. Decimos que A C H es un atractor global para el semigrupo {S(t)},-, si A es un
atractor compacto que atrae a los conjuntos acotados de H (y su cuenca de atraccién se encuentra
enteramente en H).

Es sencillo ver que un conjunto de este tipo es necesariamente Unico. También, este conjunto

resulta ser maximal para la relacion de inclusiéon entre los atractores acotados y entre los conjuntos
funcionales invariantes acotados. Por este motivo, en ocasiones recibe el nombre de atractor mazximal.
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4.3. Conjuntos absorbentes y Atractores.

Con el proposito de establecer la existencia de los atractores, un concepto especialmente 1til es el de
conjuntos absorbentes.

Definicién 9. Sean B un subconjunto de H y U un conjunto abierto que contiene a B. Decimos
que B es absorbente en U si la trayectoria de cualquier conjunto acotado de U cae sobre B después
de cierto tiempo (que puede depender del conjunto en cuestién):

VBy CU, By acotado,
(4.7)
It1(By)/S(t)By € B, ¥Vt >t1(By).

También decimos que B absorbe a los conjuntos acotados de U. La existencia de un atractor global
A para un semigrupo S(t) implica la de un conjunto absorbente. Para un cierto € > 0, denotemos
la e-vecindad de A —es decir, la unién de esferas abiertas de radio ¢ centradas en A— por V..
En este caso, para cualquier conjunto acotado By, d(S(t)Bp, A) — 0 cuando ¢t — oo; por tanto,
d(S(t)By, A) < /2 para t > t(e) y S(t)By C V. para dichos tiempos. Esto muestra que V. es un
conjunto absorbente.

Por otra parte, mostraremos que un semigrupo que posee un conjunto absorbente y exhibe otra
serie de propiedades también posee un atractor:

(i) Podemos ampliar la definicién de conjunto absorbente y considerar un conjunto B que
absorba a los puntos de U o a los conjuntos compactos de U (es decir, se satisface cuando
By = {ug}, con ug € U, 6 con el conjunto compacto By = a, con By C U). No obstante, a no ser que
se especifique lo contrario, consideraremos la Definiciéon 8.

(ii) La existencia de un conjunto absorbente esta relacionada con la propiedad de la disipatividad
para un sistema dindmico y, en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, la aseveracion «el
semigrupo S(t) disipa los conjuntos acotados (6 los conjuntos compactos; 6 los puntos)» también se
usa para enunciar que existe un conjunto B que absorbe a los conjuntos acotados. Sin embargo, al
considerar infinitas dimensiones, para algunos sistemas considerados fisicamente disipativos (como
puede ser el caso abordado por las ecuaciones de Navier-Stokes en 3 dimensiones [11]), la existencia
de un conjunto absorbente no es conocida, y por lo tanto no esta claro si esta propiedad constituye
una buena definicién para la disipatividad como ocurre al considerar un ntimero finito de dimensiones.

Si consideramos un cierto espacio W C H, entonces en la Definicién 8 podemos reemplazar
los conjuntos abiertos y acotados de H por los de W, de manera que obtendremos el concepto de
«conjuntos que son absorbentes en W». Procedamos ahora a probar la existencia de un atractor
cuando la existencia de un conjunto absorbente es conocida; para ello, sera preciso tomar una de las
dos siguientes hipotesis:

Los operadores S(t) son uniformemente compactos para valores de ¢ grandes. En
otras palabras, para cada conjunto acotado B existe un ty que puede depender de B
de manera que:
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Us@s

t>to

sea relativamente compacto en Hﬂ

(4.8)

De forma alternativa, si H es un espacio de Banach, podemos asumir que S(t) es la perturbacién
de un operador que satisface (4.8)) mediante un operador —no necesariamente lineal— que converge
hacia 0 conforme ¢ — oo. Formulamos a continuacion esta segunda hipotesis de manera mas precisa:

Sea H un espacio de Banach, y para cada t, S(t) = S1(t)+52(t), donde los operadores
S1(+) son uniformemente compactos para t lo suficientemente grandes (por ejemplo,
satisfaciendo (4.8])), y S2(t) es un mapeado continuo de H en si mismo de modo que,
para cada conjunto acotado C C H:

Sup [S2(t)ply =0 cuando t — oo.
pel

(4.9)

Por supuesto, si H es un espacio de Banach, cualquier familia de operadores que satisfaga (4.8))
también satisfacera (4.9) con Sy = 0.

Teorema 6. Asumimos que H es un espacio métrico y que los operadores S(t) vienen dados y
satisfacen , la hipdtesis de que S(t) es un operador continuo no lineal de H en si mismo ¥t > 0,
Y @ 0 . Asumamos también que existen un conjunto abierto U y un conjunto acotado B de U
de modo que B es absorbente en U. Entonces, el conjunto w-limite de B, A = w(B), es un atractor
compacto que atrae a los conjuntos acotados de U: es el atractor mazimal acotado en U (debido
a la relacion de inclusion). Es mdas, si H es un espacio de Banach, U es convemcﬂ y el mapeado
t — S(t)ug es continuo desde Ry en H, para cada ug en H; entonces A estd conectado también.

Demostracion. Primero probaremos el teorema en el caso mas simple, asumiendo . Debido a
que el conjunto Uy, S(t)B es relativamente compacto, el Lema 1.1. es aplicable y nos muestra que
w(B) es un conjunto invariante, no-vacio y compacto. Por tanto, podemos probar que A = w(B) es un
atractor en U y que atrae a los conjuntos acotados de U. Utilizaremos una prueba por contradiccion
y asumiremos que para algunos conjuntos acotados By de U, dist(S(t)By,.A) no tiende a 0 cuando
t — o0; por tanto, existen un § > 0 y una sucesién t,, — oo tales que:

2En el Teorema 1.1., la hipotesis (4.8)) puede ser reemplazada por la hipétesis débil: Para un cierto t; > 0. S(t1)

es compacto. En la prueba de dicho teorema necesitamos saber que |J,, S(¢)B es relativamente compacto en H

cuando B es un conjunto absorbente. Se define ¢ty mediante S(¢)B C B, Vt > to. Por tanto, para t > to = to + t1,

S(t)B = S(t1)S(t — t1)B esté incluido en S(t1)B (al igual que S(t — t1)B C B.) y, por consiguiente, |J S(¢)B se
t>to

halla incluido en S(t1)B
3Con una modificacién apropiada de la prueba, podriamos asumir solamente que U es conexo.
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4.3. Conjuntos absorbentes y Atractores.

dist(S(t)By, A) > 6 >0, Vn.

Para cada n, existe un b,, € By que satisface:

dist(S(t)bn, A) > = > 0, (4.10)

N >

Dado que B es absorbente, S(t,)By, y por tanto S(t,)b,, pertenecen a B para valores de n lo
suficientemente grandes (i.e., aquellos tales que ¢, > t1(By). La sucesion S(t,)b, es relativamente
compacta y posee al menor un punto de agrupacion (cluster point) [3, tal que:

B= lim S(tn )b, = Hm S(tn. — t1)S(t1)b,.

n;—00 n;—00

Puesto que S(t1)b, € B, B pertenece a A = w(B), lo cual contradice (4.10). Por otra parte, el
atractor A es maximal: si A" D A es un atractor acotado més grande, entonces A’ C B, debido a que
S(t)A" = A" esta incluido en B para valores de t lo suficientemente grandes (siendo B absorbente).
Como consecuencia, w(A') = A C w(B) = A. Finalmente, la conectividad de A procede del Lema
1.3., que enunciaremos mas abajo, y el teorema queda probado en este caso. [ |

Con el fin de probar el teorema bajo la hipdtesis (4.9)), probaremos en primer lugar una versién
ligeramente cambiada del Lema [9}

Lema 10. Si el semigrupo {S(t)},-, satisface , la hipdtesis de que S(t) es un operador continuo
no lineal de H en si mismo Vt > 0, y @ 0 , entonces para cualquier conjunto acotado By de
H, w(By) es no-vacio, compacto e invariante.

Demostracion. Si asumimos (4.8), entonces U;so S(t)By es relativamente compacto y el Lema |§| se
aplica directamente. Por otro lado, si asumimos (4.9)), serd preciso remarcar lo siguiente:

Si ¢, estd acotado y t,, — oo, entonces Sa(t,)e, — 0y Si(t,)pn es convergente si y
sélo si S(t,)e, converge (en cuyo caso, los limites son iguales).

(4.11)

La norma de Sy(t,)e, estd acotada por r.(t), donde C es la sucesion ¢,, n € N. Por lo tanto,
Sa(tn)pn converge hacia 0, y:
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4. EIl atractor global.

converge si y sblo si Si(t,)@, converge. Usando (4.11)) y la caracterizacion (4.2) de un conjunto
w-limite, podemos ver que el conjunto w-limite de By para S(t), w(By) es igual al conjunto:

w1<Bo) = ﬂ Usl(t)BO

S>0t>s

La definicion de wq(By) es ciertamente parecida a la de un conjunto w-limite a pesar de que Sy no
sea un semigrupo. Sin embargo, hay una propiedad similar a (4,2)) que sigue siendo vélida: ¢ € w;(By)
si y solo si existe una sucesion ¢, € By y una sucesion t, — 0o, de modo que:

S1(tn)pn — ¢ cuando n — oo

Mostremos ahora que w(By) = wi(By). Asumamos que ¢ € w(By); entonces, debido a (4,2)) existen
un ¢, € By y una sucesion t, — oo tales que:

S(tn)pn — ¢  cuando n — oo

Nuevamente, usando (4.11)), Si(t,)¢, converge también hacia ¢ conforme n — ooy ¢ € wi(By).
La inclusién w; (By) C w(By) se prueba de manera similar, llegando finalmente a:

(,LJ(B()) = WI(B(]).

Tal y como se ha visto en la prueba del Lema |§|, observamos que wi(By) es no-vacio y compacto,
debido a que los conjuntos U~ Si1(t)By son no-vacios, cerrados, no decrecientes y, por hipdtesis, que
Ui, S1(t)Bo es compacto. Por lo tanto, w(By) es no-vacio y compacto, y se mantiene que w(B) sea
invariante para S. La inclusién S(t)w(By) C w(By), Vt > 0, se prueba exactamente como en el Lema
Ol

Sean ¢ € w(By), v = S(t)p v ¢ € w(By). Considerando las sucesiones ¢, t, dadas por (4,2)),

obtenemos:

S(t)S(tn)on = St +tn)pn — S(t)p =1,

y, por tanto, ¢ € w(By). La inclusién opuesta, w(By) C S(t)By, Vt > 0, precisa de un argumento
ligeramente diferente: sea ¢ € w(By). Debido a (4,2)), existen una sucesion ¢, € By y un t, — 0o
tales que:
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4.3. Conjuntos absorbentes y Atractores.

S(tn)pon — ¢ cuando n — oo.

Para ¢, > t, la sucesion S(t,, — t)p, es de la forma:

S(tn — t)pn = S1(tn — t)pn + Sa(tn — t)n.

La sucesion Sy (t, — 1), es relativamente compacta en H, y contiene una subsucesion convergente:

S1(tn, —t)pn, = v cuando n; — oo.

Nuevamente, a raiz de (4.11)) deducimos que Sy(t,, — t)¢,, converge hacia 0, y por lo tanto:

S(tn, —t)on, > cuando n; — oo

Esto implica que ¢ € w(By), y:

p = lm S()S(tn, — t)pn, = S(t)¢

n;—00

pertenece a S(t)w(By). [

Demostracién. (Continuacién de la prueba del Teorema[6]) El Lema [l0]muestra que w(B) = A
es no-vacio, compacto e invariante. El hecho de que A atraiga a los conjuntos acotados se prueba
por contradiccién, como hicimos mas arriba: la tnica diferencia se hace patente cuando probamos
que que S(t,)b, es relativamente compacto. Esto no surge inmediatamente de la relacién , sino
que en su lugar observamos que Si(t,)b, es relativamente compacto, y implica por lo tanto
que S(t,)b, es relativamente compacto. La prueba de que A es maximal se lleva a cabo de la misma
manera que hicimos mas arriba. [ |

Completaremos la prueba del Teorema [0 enunciando el siguiente lema:

Lema 11. Si U es un conjunto conjunto abierto y convexo, y K C U es un conjunto invariante
compacto que atrae a conjuntos compactos, entonces K se halla conectado.

Demostracion. La envolvente convexa cerrada de K, conv K = B, es compacta, se halla conectada
y esta incluida en U, y por lo tanto K atrae a B. Si K no estuviera conectado, podriamos encontrar
dos conjuntos abiertos Uy y U, con Uy N K # S, U N K # &, K C U UlUy vy Uy NU; = &. Debido
aque K C B, K =5(t)K C S(t)B, pero B esta conectado y, dado que S(t) es continuo, S(t)B se
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4. EIl atractor global.

halla conectado también. Por lo tanto, U; N S(t)B # &, i = 1,2, y Uy UU, no cubre a S(t)B. Por
consiguiente, para cada t > 0 existe un x; € S(t)B, z; ¢ Uy UUy. Consideremos ahora la sucesién
zn, n € N (t = n). Esta sucesion es relativamente compacta, lo cual resulta obvio si asumimos ,
mientras que si asumimos escribimos x, = S(n)yn, yn € B, es decir:

Tp = S1(N)Yyn + Sa(n)yy

La sucesion Si(n)y, es relativamente compacta, y (4.11]) implica que x,, es también relativamente
compacta. Por lo tanto, K atrae a {x,}, y la sucesién z,, contiene a su vez una subsucesion (también
denotada z,) que converge hacia un punto x € K. Necesariamente, ¢ U; U Uy, surgiendo asi una
contradiccion. |

Una ligera generalizacion del Teorema |§| puede obtenerse reemplazando la hipétesis (4.9)) por la
hipétesis débil [12]:

El semigrupo {S(t)},5, es asintdticamente compacto, i.e., para cada secuencia acotada
{zr} en H y cada secuencia t;, — oo {S(tx)xr}, es relativamente compacta en H.

(4.12)

En sencillo ver que (4.9)) implica - pero estas condiciones son (como veremos en el siguiente
pérrafo) equlvalentes Recalquemos que la prueba del Teorema @ sigue siendo valida si reemplazamos
. 6 . ) por . La prueba de que A = w(.A) es la misma que en el caso de la hipdtesis (4
puesto que todas las sucesiones {t,}, consideradas son tales que ¢, — oco. El tinico cambio deviene
en la prueba de que A = w(B) es no-vacio, lo cual es cierto porque w(y) # &, Yo € B debido a
. De manera similar, mostramos que A = w(B atrae a cualquier conjunto acotado By C H, y
es posible aplicar el Lema [I1], mostrando que A se halla conectado si U es convexo.

Remarcamos en tultimo lugar lo siguiente: cuando H es un espacio de Banach uniformemente
convexo, v si podemos asumir la existencia de un conjunto absorbente acotado B como hicimos en
el Teorema 1.1, entonces las siguientes tres condiciones resultan equivalentes:

» (i) La hipétesis (4.9)) (descomposiciéon S = S; + Ss).

» (ii) La hipotesis (4.12) (compacidad asintdtica).

» (iii) Existe un conjunto compacto K C H tal que d(S(¢)B, K) — 0 conforme t — oo.

Esto unifica los diferentes resultados concernientes a la existencia de un atractor global. Para las
equivalencias anteriores, el inico resultado no obvio es el relacionado con ensenar que (ii) implica
(i). Probemos este resultado: asumiendo (ii), el Teorema [0 y implican que A = w(B) es el
atractor global para el semigrupo, y ademas ademas es compacto. La envolvente convexa cerrada de
A, denotada como K, es también compacta. Consideremos los proyectores IIx : H — K desde H
hasta K (un conjunto cerrado, convexo y no-vacio). Para cada ¢ € H, agrupamos:
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S1(t)p = Hk(S(t)p) € K (compacto)

Sy(t)p = S(t)p — g (S(t)e).

Siendo todas las deméas propiedades de triviales, s6lo tenemos que probar que, para cada
conjunto acotado C' C H, Supgec |S2(t)¢|y — 0 cuando ¢ — oco. Argumentamos por contradiccion
y asumimos lo contrario: entonces existiran una sucesién acotada {¢;} de H y un t; — oo tales
que |Sa(tj)e;l; = 6 > 0, para cierto 6 > 0. Puesto que B es absorbente, y usando (ii), vemos
que existe una subsucesién (denotada t;) tal que S(¢;)p; — ¢ cuando j — oo. A su vez, tenemos
¢ € w(B) = A C K, y dado que II; es continuo, Si(t;)¢; = Hk(S(tj)p;) — Illxe = ¢; entonces,
Sa(tj)p; — 0, y obtenemos la contradiccion.

4.4. Estabilidad de los Atractores.

Consideraremos en este apartado una familia de perturbaciones S, (t) del semigrupo S(t). Estas
perturbaciones pueden ser debidas a diversas causas, como la variaciéon de un cierto parametro
significativo (como los coeficientes de los operadores diferenciales o de las fuerzas de arrastre); por
otra parte, pueden surgir a raiz de procedimientos de aproximacion como los utilizados en analisis
numérico. Dado que en general los conjuntos invariantes pueden ser totalmente inestables frente a
las perturbaciones, los atractores poseen algunas propiedades de estabilidad, que describiremos como
un resultado de estabilidad.

El semigrupo {S(t)}:>o satisface la propiedad ([4.1), junto a la hipétesis previa de que S(t) es un
operador continuo no-lineal de H en si mismo, V¢ > 0; ahora, ademaés, asumiremos que este semigrupo
posee un atractor A, el cual atrae a una vecindad U. Los semigrupos perturbados dependen de un
cierto pardametro 7, 0 < n < 7o, vy se definen de la siguiente manera: consideremos una familia de
subespacios cerrados H, de H, los cuales dependen de 1 de forma que:

U H, esdensoen H.

0<n<no

Para cada n > 0, consideramos un semigrupo de operadores {S,(t)}+>0, donde S, (t) mapea H, en
si mismo y estos operadores satisfacen las mismas condiciones que el semigrupo {S(t)}:>o. Se puede
asumir que en el limite n — 0, los operadores S, (t) aproximan S uniformemente sobre el producto
de U en los conjuntos acotados de R, . Para cada intervalo compacto I C |0, 4+o00[,:

6y(I) = Sup Supd(S,(t)uo, S(t)ug) =0 cuandon — 0 (4.13)

uo€ UNH, tel

Asumiremos también que:
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4. EIl atractor global.

Para cada ), S, posee un atractor A,, el cual atrae U’ N H,, siendo U’ un vecindad
abierta de A, U A, independiente de 7, y por lo tanto podemos enunciar el siguiente
teorema:

(4.14)

Teorema 7. Bajo las hipdtesis tomadas arriba, cuando n — 0, A, converge hacia A en el sentido
de la semidistancia d —véase la expresion @—

d(A,,A) =0 n—=0. (4.15)

Demostracion. Es suficiente mostrar que para cada € > 0, existen un 7n(¢) y un 7(¢) tales que, para
0<n<nle)yt>r(e):

S,(O)UNU' N H,) C Vo(A), (4.16)

donde V.(A) denota la e-vecindad de A. Efectivamente, puesto que A, es el conjunto w-limite de
U' N H, (para S,), la expresiéon (4.16]) implica que A, C V.(A) , y por tanto:

d(AyA) e sin<n(e) (4.17)

Probaremos en ultimo lugar la relaciéon (4.16]): existe un ro > 0 tal que U" =UNU D V, (A).
Asumiendo que € < rg, y dado que A atrae a U, podemos encontrar un t, tal que, para t < gery =

’7'0(6):

SEU" C V.j(A).

Cuando aplicamos con I = [y, 27p] y encontramos un 7y = no(e) tal que d(S,(t)uo, S(t)uy) <
€/2 para cada t € [19,27), 0 < n < no(e), vy uo € U" N H,. Por tanto, hemos probado para
cada 0 < n <mny(e), y cada t € [19,27]. Con el fin de enunciar para cada t > 27y (y n €]0, o)),
procedemos mediante induccién. Asumimos que es valido para t € [rg,n7g], y probamos el
resultado para t € [n7, (n + 1)7]. Para tales valores de ¢, escribimos t = (n — 1)79 + 7, 7 € [79, 270],
y siug € U N H, ynel0,n:

Sy(t)ug = Sy(7)S,((n — 1)710)uo. (4.18)

Por lo que hemos asumido por induccién, S, ((n —1)7y)uo pertenece a V.(A) C V,,(A) C U", y por
tanto (4.16) (que es valido en el intervalo [, 279]) y (4.18) proporcionan S, (7)uy € V.(A). [
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5. El atractor global para las ecuaciones de
Navier-Stokes.

Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes en dos dimensiones, para las cuales las estimaciones
formales estdndar prueban la existencia de conjuntos absorbentes en L2, H' y ]HI. Podemos mostrar
la existencia de un atractor para ambos sistemas dindmicos en G C L2,

H:{ue]Lg(Q):v.u:o},
y mismamente en V C H',
V:{UGHIIJ(Q):V-u:O}.

Recordando notacién, usamos |u|, ||u|| y ||u||, para denotar las normas de w en H, V' y V' (el
dual de V'), respectivamente. Los atractores globales que obtendremos en este capitulo no poseen
funcional de Lyapunov alguno, lo cual permitiria determinar su estructura de forma detallada, como
se hace, por ejemplo, para las ecuaciones de reaccién-difusion [6].

5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

Mostremos en primer lugar la existencia de conjuntos absorbentes en espacios crecientemente
regulares. Obra decir que, a excepcién del primer célculo, el resto precisan de la aplicacién del
método de Galerkin para su justificacion.

5.1.1. Conjunto absorbente en 1.2,

Consideremos el sistema dindmico en H definido en virtud de los Teoremas (3| y [4] relacionados
con la existencia y unicidad de soluciones débiles.

!Esto puede hacerse de manera rigurosa empleando un método de Galerkin y tomando limites.

77



5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

Proposicién 6. Si f € V', entonces habrd un conjunto absorbente en H : existen un tiempo to(|uol),
un pg y un Ly tales que:

wOl <pr v [ Ju()lPds < I (5.1

para todo t > to(|ugl).

Demostracion. Tal y como hicimos en el Capitulo [3lcuando analizamos los truncamientos del método
de Galerkin, tomaremos el producto interno de la ecuacion:

du/dt = vAu+ B(u,u) = f

con u, obteniendo:

1d
5 27 [l + v llull” + blu, v, u) = (f,u).

Puesto que —como hemos visto en secciones anteriores— b(u, u, u) = 0, tenemos:

o g [l + v ™ < 1AL Al

lo cual, tras aplicar la desigualdad de Young (recordando que usamos || f||, para la norma de f en
V'), queda como:

d oo I
< x. 2
Sl vl < 1 (52)

Usando la desigualdad de Poincaré, tenemos que |[ul|*> > A |ul?, y por lo tanto:

112,
1/2)\1

vt

[u(t)* < fuolexp(—vAit) + —e

Usando la desigualdad de Gronwall (ver, por ejemplo, el Lema 2.8 de [6]), podemos deducir
facilmente que:
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5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

O < Joleap-wait) + 111 oo

y por lo tanto existe un tiempo #o(|ug|), que podemos tomar como:

to([tto]) = maz(——in 12 ),0)
0 0 I/)\l 1/2)\1|U0| T
tal que, para todo t > tq:
) < 212): [y (5.3)

El limite en la integral de ||u(s)||* surge al integrar (5.2) entre ¢ y t + 1, para asi obtener:

o[ o as < Ve o,

y luego usando la relacién (5.3)). [ |

Tiene cabida mencionar que este resultado se mantendra considerando m = 3, puesto que lo tinico
que hemos usado es la propiedad de ortogonalidad de b, en lugar de cualquiera de las cotas que vimos
al estudiar la forma trilineal b en la seccion Sin embargo, para m = 3 serad preciso obtener estas
estimaciones mediante el proceso de Galerkin, puesto que sélo tenemos du/dt € L*/3(0,T; V') (y por
tanto, no es posible aplicar el Teorema .

5.1.2. Conjunto absorbente en H'.

Partiendo de la Proposicion |§|, haremos uso del limite integral de || f H2 para obtener un conjunto
absorbente en V. Precisaremos mayor regularidad en el término de forzamiento, mientras que esto no
sera necesario en ug. Recalquemos que todas las estimaciones que se realizaran en ésta y las siguientes
secciones requieren la aplicacion del método de Galerkin para su justificacion.

Proposicién 7. Si f € H, entonces habrd un conjunto absorbente en V' : existen un tiempo t1(|ugl),
un py y un I4 tales que:

t+1
lu@ll <pv [ |Au(s)Pds < L, (5.4)
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

para cualquier t > t1(|ugl).

Veremos en la siguiente seccién cémo el limite integral en |Au(s)| resultard 1til para obtener un
conjunto absorbente en D(A).

Demostracion. En primer lugar, tomamos el producto interno de la ecuaciéon con Au y obtenemos
—puesto que b(u, u, Au) = 0—:

d 2 |fI?
— Aul? < 2L, )
 lul + vl up < 1 (5.5

Eliminando el segundo términ(ﬂ tenemos:

d o P
— <L
Sl < 22

Si ahora integramos ambos lados de la desigualdad entre s y £, con t — 1 < s < t, obtenemos:
2 2 LfPP
lu@I” < lluls)l” + =~

Volviendo a integrar, esta vez entre s =t — 1y s = ¢, llegamos a:

g

14

u? < [ () ds +

Siempre que t > t1(|up|) + 1, podremos usar el limite integral en (5.1]) para deducir que:

/P2

R

2Ya que tenemos |Aul? > Ay |Jul|?, podemos escribir:

d . o 2 _ |f?
-z < WU
o ull® + vAp fJul” < ”
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5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

que es un conjunto absorbente en V. Si ahora integramos (5.5)) entre ¢ y ¢+ 1, obtenemos finalmente:
i 2 2
v [ 1Au(s) < fu)

lo cual nos daré (5.4), con vis = |f|?/v + p}. [ |

Este resultado nos muestra que habrd un atractor para el sistema dindmico en H = L2, siempre
que f € H. Hemos mostrado también que cualquier solucién en el atractor estard en L>°(0,7;V) N
L?(0,T; D(A)), y por tanto debe ser una solucién fuerte.

Teorema 8. Si f € H, entonces el sistema dindamico en H generado por las ecuaciones de Navier-Sto-
kes en 2D posee un atractor global, Ay, y las soluciones en Ay son soluciones fuertes de la ecuacion
original.

En Capitulo |3l mostramos que las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D generaban un semigrupo no
solo en H, sino también en V'; la cuestion sobre la existencia de un atractor global en V surge de
forma natural. Ademads, acabamos de mostrar que existe un conjunto absorbente y acotado (pero no
compacto) en V| y por tanto podriamos definir un conjunto mediante:

Aw =) US®)B, (5.6)

T>0 t>T

donde B es una esfera absorbente en V' a raiz de la Proposiciéon 7], pero el cierre se ha tomado en H.
Esto proporciona un conjunto Ay, acotado (pero no compacto) en V' y atrae todas las trayectorias en
la norma de H. Sin embargo, un atractor global «en V'» tiene que atraer en la norma de V. Asi pues,
para obtener un atractor global apropiado para el semigrupo en V', debemos encontrar un conjunto
absorbente compacto en V, lo cual haremos mostrando que existe un conjunto absorbente en H?Z.

5.1.3. Conjunto absorbente en H?.

En linea con lo anterior, podemos demostrar que existe también un conjunto absorbente en D(A),
encontrando una cota asintética en |Au| y, por tanto, usando el resultado de regularidad para el
operador de Stokes, una cota asintotica en ||u||y.. Para el sistema dindmico en H, esto equivale a un
resultado de regularidad para el atractor. Para el sistema dindmico en V', se muestra la existencia de
un conjunto compacto absorbente y, por tanto, de un atractor en V.

Proposicién 8. Si f € H es independiente de t, entonces hay un conjunto absorbente en D(A):
existen un tiempo ta(|ugl) y un pa tales que:

[Au(t)] < pa Vit = ta(|uol).
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

En particular, Ay estd acotado en ]H[?D(Q).

Percatémonos de que, si f es independiente del tiempo (para lo cual necesitamos probar la
existencia de un atractor global), entonces f € H es suficiente para obtener un conjunto absorbente
en H? al igual que en esta proposicién. Si f dependiera de t, entonces necesitariamos que f fuese
mas regular, con el fin de obtener cotas asintéticas en |Au(t)].

Demostracion. La idea es de esta prueba consiste en usar estimaciones en la longitud de la derivada
en el tiempo, u,;, para ayudar con las estimaciones sobre las derivadas de u. De hecho, el primer paso
de la prueba va a consistir en mostrar que la norma de u; esta relacionada con la norma de Au.

En primer lugar, observemos que la cota (2.58) implica que, si u € D(A), entonces B(u,u) € H,
con:

|B(u, )| < Kful? [|u]l |Aul'/2. (5.7)

A raiz de la ecuacion que gobierna el proceso,

du/dt + vAu + B(u,u) = f

se tiene que:

e < [ Aul + Kl |[ull | Aul"2 + | f].

Si ahora aplicamos la desigualdad de Young, obtendremos:

3 1
judl < SJAul+ Sl ul? + 1£),

y a su vez, usando (5.1) y (5.4]), obtenemos:

[ue| < c|Aul + cpnpy + |f]
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5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

una vez que t es lo suficientemente grande. De aqui se deduce que, para tales valores de t lo
suficientemente grandes, podemos transcribir el limite de la Proposicién [7] para:

t41
/ | Au(s)|?ds
t
dentro de un limite en:

t+1 2 2 4 2
[ lwf*ds < €= Clia+ gy + 11 (5.8)

Ahora, diferenciamos la ecuacion con respecto a ¢ y tomamos el producto interno con u;, para asi
obtener:

1d k2
Sdt |Ut||2 + 5o ||U||2 Jue|?.

| + v Juel” < [bues w, wg)| < e Jlul] fuel] (] < 5

-
2

A raiz de lo anterior, se deduce que para valores de t lo suficientemente grandes:

k2 2
pV|ut’2.

d 9
— <
dt‘ut| - v

Haciendo uso de la desigualdad de Gronwall, podemos integrar la ecuacién entre s y ¢ 4+ 1, con
t < s <t+1, para obtener:

k202 rt+l
et + D < Jun(s)? + =25 [ fus) s,

y luego, nuevamente entre ¢t y ¢t + 1, de modo que:

2.2

k t+1
|ut<t+1>\2é(1+ pv>/t uls)]* ds < C(1+ K2} fv), (59)

14

usando el limite de (5.8]). A raiz de esto, se tiene que:

| Aul < fu| + [B(u, u)| + | £,
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

lo cual puede ser reordenado usando la relacion (5.7)), obteniendo asi:

| Au| < 2Ju| + K prpi + 2|/,

y por tanto tenemos que |Au(t 4+ 1)| estd acotado, usando (5.9)). [ |

Puesto que |ug| < A2 |uol|, se tiene que si uy € V, entonces existe un tiempo #o(||uol|) =
t1 (AT [Juoll), tal que:

lu®ll <pv vy [Au@®)] < pa, V= o([luol]),

por lo que hay un conjunto absorbente y compacto en V. Por consiguiente, el sistema dinamico en
V' tiene un atractor global.

Teorema 9. Si f € H, entonces el sistema dindmico en'V generado por las ecuaciones de Navier-Stokes
en 2D tiene un atractor global, Ay .

5.1.4. Comparaciones de los atractores en H y V.

En esta subseccion, ademaés de realizar la comparacion indicada en el titulo de la misma, exploraremos
algunos resultados adicionales de regularidad. Comencemos enunciando el siguiente lema:

Lema 12. Si f € H, entonces Ag = Ay .

Demostracion. La frontera asintética en |Au| muestra que Ay esté acotado en D(A) y que por tanto

es compacto en V'; por tanto, se trata de un conjunto invariante en V. Debido a que el atractor global

es el conjunto maximal invariante compacto, deberemos tener Ay C Ay . Puesto que el conjunto

absorbente compacto en H contiene al conjunto absorbente compacto en V' y la norma en H es mas

débil que la norma en V', la relacion w(B) = DOS (t)B muestra que Ay D Ay. Por tanto, ambos
t

atractores son iguales. [

Cabe la pena destacar que en la primera parte de la prueba resulta fundamental el resultado de
regularidad relacionado con que Apy se encuentra acotado en D(A). Veamos algunas propiedades
adicionales de regularidad: sabemos que el atractor consiste en funciones suaves en Q = [0, L]?. A
raiz de esto, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 10. Si f € C’;O(Q), entonces el atractor global estd acotado en Hg(@) para cada m > 0.
Particularmente, si u € A, entonces u € CEO(Q)
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5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

El teorema anterior puede encontrarse profusamente demostrado en [13], y viene a decir que si la
fuerza es tan regular como uno desee (incluyendo condiciones de compatibilidad, por ejemplo, en la
frontera), los espacios de Sobolev donde se hospeda la solucién serdn también del orden deseado; un
resultado de regularidad cuanto menos interesante.

5.1.6. Inyectividad en el atractor.

Comenzaremos introduciendo algunos resultados adicionales del atractor global:

Lema 13. Sean H y V espacios de Hilbert, donde V' es el dual de V', con V CC H ~ H' Cc V'.
Supongamos que:

w € L>(0,T;V)N L*0,T; D(A))

satisface

dw
L Aw =
7 + Aw = h(t,w(t))

como una igualdad en L*(0,T; H), donde A es un operador lineal acotado desde V hasta V', y

At w(®)] < () [w®)]], (5.10)
con k(t) € L*(0,T). Si escribimos:
lw(®)]*
PO

entonces tendremos:

t
A(t) < A(0) eap (2 / k2(s)ds> .
0
Tomaremos w como la diferencia entre dos soluciones cuando apliquemos este lema.
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

Demostracion. Diferenciando A(t), tendremos:

— (W w)=

Ahora, con (Aw,w) = A(w,w), tendremos:

1dA |Aw — Aw|? 1
lah Aw — Aw, b)),
ddt ST wE TpteAwh)

!
- fwP?

(h—Aw, Aw—Aw).

Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young en el tltimo término, obtendremos:

1dA _ 1[Aw —Aw[* | 1[h[?
2dt — 2 |w]? 2 |wl?’
de modo que, usando (5.10]), obtenemos:
A2
p oy A AR ooy
jwl?

Despreciando el segundo término, obtenemos finalmente:

dA < 2K2A,
dt

y finalmente llegamos al resultado deseado usando la desigualdad de Gronwall (]6]).

Usaremos el lema anterior para probar el siguiente resultado de «unicidad hacia atrasy:

Teorema 11. Supongamos que w(t) satisface las hipdtesis del lema anterior. Siw(T) = 0 para cierto

T > 0, entonces w(t) = 0 para cualquier 0 <t <T.

Demostracion. Supongamos que lo anterior no es cierto. Entonces, w(tg) # 0, para cierto to € [0,T).
De las hip6tesis tomadas para w tendremos que dw/dt € L*(0,T; L?), y por lo tanto sabemos que
w € C°[0,T); H'). Por tanto, por continuidad, necesariamente deberemos tener w(t) # 0 para cierto
intervalo (%o, tp + €). Denotemos mediante ¢; la tiempo mas largo para el cual |w(t)| # 0 en [tg,t;).

Claramente, w(t;) = 0.
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5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en 2D.

En el intervalo [ty, 1), podemos considerar la funcién ¢ — log|w(t)| y, diferenciando, tendremos:

(h,w)

= — — < A+ EAYV?
R R wp S AT

usando la cota en h —({5.10)—. Aplicar la desigualdad de Young nos llevaré inmediatamente a:

d 1
D rogt < 2A + k2
a9 =T

Si integramos la expresion anterior entre ty y t € [to,t1), tendremos:

+ ['2A(s) + k(5)?)ds < log—— + [ (2A(s) + k(s)2)ds.

<lo
= Ntte) " w(to)] " Jio

log

1
jw(®)]

Puesto que k € L*(0,T), y por lo tanto también lo estd A (debido al lema anterior), obtendremos
una frontera uniforme en 1/|w(t)| sobre [tg,t), lo cual supone una contradiccién. |

Apliquemos ahora el Teorema [I1| para probar la propiedad de inyectividad sobre el atractor.

Teorema 12. 57 f € H, entonces las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D poseen la propiedad de
inyectividad sobre el atractor Ay.

Demostracion. Comprobemos las suposiciones realizadas en el Lema 11.9. Si w = u — v, siendo u y
v dos soluciones sobre A, entonces necesitamos que w € L>(0,T;V)NL%(0,T; D(A)), y si la ecuacién
para la variaciéon temporal de w es:

dw
=+ Aw = h(t,w(1),
necesitaremos:
|h(t,w(t)] < k@) [[w(@)] (5.11)

con k(t) € L*(0,T). Si f € H, entonces la Proposicién [7| nos muestra que el atractor est4 acotado
en V, y que las soluciones caen en L?(0,T; D(A)). Si usamos las desigualdades ya conocidas para la
forma trilineal b(u, v, w), podemos ver que:
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

[h(t, (1)) = |B(u,u) = Bv,)| < [B(u,e)| + [B(w,v)| < ll|ull o [[w] + |w]*? [[e]"/* [Jo]] '/ | Av]/2].

Usando el resultado del Anexo (A.2)), tendremos:

lull o < ClAu?[u]'?  u € D(A),

que se convertira facilmente en:

[t w(t))] < Cllul* [ Aul" [[w]] + [w]"* el [[o]| /| Av]?] < C(|Au] + |Av]) ] -

Puesto que u,v € L*(0,T; D(A)), h(t,w(t)) satisface (5.11]), y por tanto el Teorema [11{implicard
inyectividad. u

Corolario 4. Las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D generan un sistema dindmico:
(AAS(0)} ex)

cuando estan restringidas al atractor global.

Percatémonos de que Ay = Ay y Sy(t) = Sy(t) en el atractor, y por tanto no es necesario
distinguir entre ambos casos en el contexto del corolario anterior.

5.2. Caracter finito-dimensional del atractor.

Llegados a este punto, hemos probado la existencia de atractores globales para las ecuaciones
de Navier-Stokes. Puesto que se trata de atractores compactos, esto garantiza que son —en cierto
sentido— subconjuntos «pequenios» del espacio de fases original. De hecho, la no-compacidad de la
esfera unitaria en un espacio infinito-dimensional implica que estos atractores no tengan interior. Se
puede demostrar que la dimension de estos atractores globales es finita, incluso cuando se trate de
subconjuntos de espacios de fases infinito-dimensionales [14].

Definicién 10: Decimos que S(t) es uniformemente diferenciable en A si para cada u € A existe
un operador lineal A(¢,u) tal que, para todo ¢ > 0:

|S(t)v—S(t)|u—A|(t,u) (v—u)

sup L 50  conforme ¢ — 0
u,weA;0<|u—v|<e

(5.12)

sup [|[A(t, u)ll,, <oo ViE>0.
ucA
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5.2. Caracter finito-dimensional del atractor.

Teorema 13. Las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D satisfacen , siendo
A(t;u0)€ la solucion de la ecuacion:

W+ VAU 4+ B(u,U) + B(U,u) = 0,
(5.13)

U(0) = €.

Ademdas, A(t;ug) es compacta para t > 0.

Demostracion. Tomaremos u(t) y v(t) como soluciones de:

Cf;; + vAv + B(u,u) =0,

con condiciones iniciales ug y vg, respectivamente (ug, v9 € A), y consideraremos U (t) como la solucién
de (5.13]), con U(0) = vy — up. Haciendo el cambio de variable § = v —u — U, y tras algunos célculos,
tendremos la ecuacion:

sz{z+uA9+B(u,6)+B(ﬁ,u)+B<u—vau—U> = 0.

Si ahora escribimos w = u — v y tomamos el producto interno con 6, tendremos:

1d

§%|9|2 +v ||‘9||2 - _b<87 u, 0) - b(wu w, 0)7

y por tanto, usando ([2.57]), tenemos:

Ld

5 7107 + v 101" < KOOI flul + Klw] flw][ 116]

Ahora, el atractor se encuentra acotado en V', por lo que ||u|| < py, y por tanto podemos usar la
desigualdad de Young en los dos términos, de modo que podemos formular:

d
0P+ v 101 < 0 + cluf lw]

Eliminando ahora el término ||f|| y usando la desigualdad de Gronwall con #(0) = 0 obtendremos:
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.
2 ! 2 2
0()]" < k’/o w(s)[* [[w(s)]|" ds. (5.14)
Conviene ahora recordar que, cuando probamos la unicidad del Teorema [4] obtuvimos la desigualdad:
d, o 2 _ K 20,12
gl v llwl® < ™ fwl*, (5.15)

relacion a partir de la cual obtuvimos la cota (3.33)):

2

tk
o < eon ([ o as) o
Debido al hecho de que ||u|| < py, esta relacién se convierte en una estimacion exponencial simple:

[w(t)[* < e Juwof?,

para cierto valor de K, y por tanto podemos multiplicar (5.15) por |w(t)|* e integrar entre 0 y t,
obteniendo:

¢ 2 2 k2 2 t 4 1 4
v [ () () ds < gt [ fuw(s) s + S o,
0 v 0 2
lo cual implica:
t 2
| () lo(s) | ds < CeRfug
0

Insertando este resultado en (5.14)), podemos ver que |6(¢)| < C(t)|ug — vo|?, y por tanto:

[v(®) —u(t) = U(1)]
|[vo — o

< Clvg—ugl =0 cuando vy — wy,

probando asi la diferenciabilidad. [ |
En el Anexo podemos hallar la demostracién de que A(; ug) es compacto para cualquier ¢ > 0.
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5.2. Caracter finito-dimensional del atractor.

5.2.1. Una cota sobre la dimensiéon del atractor.

Una vez asegurada la diferenciabilidad, podemos encontrar una cota sobre la dimensién.

Teorema 14. El atractor para las ecuaciones periodicas de Navier-Stokes en 2D es finito-dimensional,
con:

Demostracion. La forma correcta de la ecuacion linealizada es la proporcionada por (5.13), y por
tanto:

L(u)w = vAw — B(w,u) — B(u,w).
Por tanto, la traza promediada en el tiempo, (P,L(u(t))), esta acotada por:

(Pa2(w) = (30,6 ) == (3 VA¢j,¢j>>_<§b<¢j,u,¢j>>.

Jj=1 Jj=1

Si, una vez més, usamos la cota (2.57)) de la forma trilineal b(u, v, w), podemos obtener:

(B <~ 3 (le) w (3 ol o1 ) =
—vi<||¢j||2>+k<;||un ||¢j||> <> (o) + & Z lull l1511)

Jj=1 J=1

donde se ha usado que |¢; = 1|. Si ahora usamos la desigualdad de Young en el dltimo término:

(Pst) < =03 (I + 3 (5l + 5 ol -

J=1

LS ) + Y (ul®) = ~% = aR)) + 2 ().

l\’)\t

Si ahora hacemos uso del Lema [0}, considerando m = 2, tenemos:

(PuLu)) < =nt K (u?).
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5. El atractor global para las ecuaciones de Navier-Stokes.

de modo que la traza sera negativa siempre que:

().,

Resulta sensato percatarse de que <||u||2> < pi es finito, ya que gracias a la Proposicién
sabemos que |lu|| < py sobre A.
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

En los capitulos anteriores hemos estudiado las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso 2D,
incompresible, en un dominio acotado, sin términos estocasticos, desde una perspectiva que se aleja
cualitativamente muy poco de la concepcion original del problema y los estudios relacionados en
las primeras décadas posteriores. En este sentido, dedicaremos las secciones siguientes a introducir
algunas nociones basicas sobre tres variantes o formas de abordar el problema: primeramente, estudia-
remos brevemente los métodos de energia mediante un ejemplo. Estos métodos buscan relajar las
hipdtesis f € L*(Q) usadas en la existencia del componente compacto absorbente; en segundo
lugar, tomando como contexto lo anterior, introduciremos el concepto de atractor pullback. Por
ultimo, saldremos del terreno determinista y abordaremos para un caso sencillo las ecuaciones de
Navier-Stokes en 2D cuando anadimos un término de ruido.

Para estos apartados, obra decir que daremos un salto cualitativo, en el sentido de que pasaremos
a estudiar casos no-auténomos. Por supuesto, todo lo que se expondra es extrapolable al caso
autonomo; no obstante, la eleccion de considerar sistemas no-autéonomos para este tltimo capitulo
viene motivada por que la mayoria de estudios recientes sobre la materia operan bajo este marco,
ademads de las limitaciones temporales en lo que respecta a la redaccion de este texto.

6.1. Relajacion de hipoétesis a un método de energia.

Los métodos de energia buscan relajar las hipétesis f € L?(£2) que se usan en la existencia de
compactos absorbentes. Si tinicamente se tiene f € V' el problema tendra acotaciones uniformes
con las que se pueden extraer subsucesiones que convergen débilmente en espacios adecuados. A
modo ilustrativo, supongamos que nuestro sistema tiene una cierta energia (por ejemplo, con u €
L*(0,T;V), u' € L*0,T; V") e identificando H con H’; y usando la terna V' C H C V). Entonces,
(concierta astucia) es posible concluir también la convergencia de las normas de soluciones. De ambos,
convergencia débil y convergencia de las normas, en un espacio de Hilbert obtendriamos convergencia
fuerte. Un excelente ejemplo donde se usa una consideracién de este tipo (en dominios no acotados)
es la referencia [15].

No obstante, este método se puede desarrollar de manera algo mas simple y elegante haciendo uso
de funciones .J,, y J, como veremos a continuacién con un ejemplo practico.

Situdndonos en el marco de los atractores pullbak (que definiremos en la seccién siguiente),
partamos de las ecuaciones ya conocidas de Navier-Stokes en 2D:
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

G —vV2u+ (u-V)u+Vp=f(t) en(r,+00)xQ

V-u=0 en(r,+00) x
(6.1)
u=0 en(r,+00) x N

u(r,z) =u(r) x €L,

donde 7 € R es un valor arbitrario, el conjunto Q C R? es un cerrado y acotado con una frontera lo
suficientemente suave, v > 0 es el coeficiente de viscosidad cinematica, u es el campo de velocidades
del fluido, p es la presiéon, u, es el campo de velocidades iniciales y f es un término de forzamiento
externo que depende del tiempo.

En capitulos anteriores estudiamos las soluciones débiles de este problema. No obstante, conviene

recordar algunos aspectos clave:
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(i) Una solucién débil de (6.1)) es una funcién u perteneciente a L*(7,T; V)N L>®(1,T; H) para
todo T' > 7, con u(7) = u,, de modo que para cualquier v € V:

entendiendo esta ecuacién en el sentido de D'(7, +00).

(ii) Si u es una solucién débil de (6.1)), de lo anterior se deduce que para cualquier 7' > 7, se
tendra u' € L*(7,T; V"), y por tanto u € C([r,+o0); H), por lo cual lo datos iniciales tienen
un sentido completo. En este caso, podemos formular la siguiente igualdad de energia:

lu(t)|]® + 2v /; (Au(r),u(r)) dr = |u(s)|* + 2/: (f(r),u(r)ydr, V7<s<t.

(iii) Una solucién fuerte de (6.1)) es una solucién débil u de (6.1)) para la cual u € L*(7,T; D(A))N
L>(1,T; V), para todo T > 7.

(iv) Si f € L2 (R; H) y u es una solucién fuerte de (6.1)), entonces v’ € L*(7,T; H) para todo
T > 7,y por tanto u € C([1,4+00); V). En este caso, es posible formular la siguiente igualdad
para la energia:

@) + 20 /: Au(r)Pdr + 2 /: bu(r), u(r), Au(r))dr =



6.1. Relajacién de hipdtesis a un método de energia.

— Ju()|? + Q/St(f(r),Au(r))dr, Vr<s<t

Sin entrar en detalle en lo que respecta a los atractores pullback, seguiremos los pasos de [16],
que a su vez vienen motivados por [I7] y [18], siendo los autores de estas tltimas referencias algunos
de los primeros en aplicar métodos de energia. Denotaremos mediante Df a la clase de todas las
familias de subconjuntos no-vacios {D(¢) : t € R} € P(H), tales que:

lim (e"™ sup |v|*) =0,
=00 veD(T)

donde p € (0,2v)\), y por supuesto el «universo» es ampliable. Los autores ([16]) aplican el método
que veremos a continuacion con el proposito de obtener la compacidad asintética del atractor pullback
en V para 'Df V' enunciando el siguiente lema:

2

ie(R; H) cumple la siguiente condicion:

Lema 14. Supongamos que f € L

0
/ e f(s)|?ds < +o0,  para ciertop € (0,2v)).

Entonces, el proceso U : RG x V. =V es pullback DY -asintdticamente compacto.

Demostracién. Fijemos t € R, una familia D € Df’v, una sucesion {r,} C (—o0,t] con 7, = —o0,
y una sucesion {u,,} C V, con uqr,} € Dy(7,), para todo valor de n. El objetivo es probar que
la sucesién {u(t; 7,,u,,)} es relativamente compacta en V. Por simplicidad, denotemos u"(s) =
u(S; T, U, ).

Se puede demostrar que existe un 74 (Dy, ) < t — 3, tal que la subsucesién {u" : 7, < 7 (Dy,t)} C
{u™} estd acotado uniformemente en L™ (t —2,t; V)N L*(t —2,t; D(A)), con {(u™)'} estando también
uniformemente acotado en L?(t — 2,t; H). Entonces, usando el lema de compacidad de Aubin-Lions
(J19]), podremos ver que existe un elemento L>(t—2,¢; V)N L*(t—2,¢; D(A)) con v’ € L*(t—2,t; H),
tal que para una subsucesion, se cumplen las siguientes convergencias:

u™ oy débil-* en L>®(t — s,t; V)

ut —u débilmente en L>®(t — s, t; D(A))

(u™) — débilmente en L>*(t — s,t; H) (6.2)
Ut —u fuertemente en L>®(t — s,¢; V)

u™(s) — u(s) fuertemente en V, a.e. s € (t — s,t).
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Percatémonos de que u € C([t — 2,t];V), y de que debido a (6.2)), u satisface la ecuacién que
hemos mostrado en (i) en el intervalo (t — 2,t). A raiz de podemos deducir también que {u"}
es equi-continua en H, sobre [t — 2,t]. Por tanto, teniendo en cuenta que la sucesién {u"} estd
uniformemente acotada en C([t —2,¢; V'), por la compacidad de la inyeccién de V en H, y el teorema
de Ascoli-Arzela, obtenemos que:

n

u" — u  fuertemente en C'([t — 2,t]; H). (6.3)

Nuevamente, debido a la uniformidad del acotamiento de {u"} en C([t — 2,t]; V'), tenemos que
para toda sucesién {s,} C [t — 2,1] con s, — s, se cumple que:

u"(s,) — u(s.) débilmente en V. (6.4)

donde hemos usado (6.3) para identificar el limite débil. En realidad, lo que estamos afirmando es que:

n

u" — u  fuertemente en C([t — 1,t]; V), (6.5)

lo cual implicara la compacidad relativa. De hecho, si (6.5) no se cumple, existen un € > 0 y una
sucesion {t,} C [t — 1,¢], convergiendo —sin pérdida de generalidad— hacia algin ¢, y que ademas:

|u™(t,) —u(ts)| >e, Vn>1. (6.6)

A partir de (6.4) tenemos que:

lu(t)ll < tim inf [lu” (ta)]] - (6.7)

Por otro lado, usando la igualdad de energia presentada en (iv) para u y todos los u", tenemos
que para todo t — 2 > s1 > 59 >,

n 52 n n v 52 n n 2 52
l(so)lI" + v [ 4w () 2 < Jlu ()l +20) [ @R e @l dr+ = [ 7176, (6.9)

S1
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6.1. Relajacién de hipdtesis a un método de energia.

Jutsa)" +v [ Aur)Pdr < (s |2+ 20 [ P ol dr + = [ 1f0)Pdr. (69

Asi pues, podemos definir las siguientes funciones:

Tu(s) = [un(s)II* = 20@) fiy fu(r) [ [lu" (r)||* dr = 2 [y | £(r)dr,

J(s) = [lu(s)|* = 20 fy [ulr) fu(r)|* dr — 2 [ | f(r)Pdr.

Claramente, a raiz de la regularidad de u y todos los u™, estas funciones son continuas en [t — 2, ¢].

Es mas, a partir de las J,, definidas y de , tenemos:

Ta(s2) = nor) = " (s2) | =200 [ () [ 1)) dr 3/:1 [Fr)lPdr—

_ ||un(sl)”2 +QC(V)/t 12|u”(7’)|2 |lu"(r ] dr + — / \ dr =
n n 14 52 n n 2 52
= [lu"(s2)[|* = [lu"(s1)[]* — 2C" )/S ()| [|w" () ||* dr — ;/ |f(r)[Pdr <

51

52
< —1// |Au™(r)Pdr <0, Vt—2<s <s5 <t
S1

y por tanto todas las J, son funciones no-crecientes en [t — 2,t]. Andlogamente, usando y la
definicién de J, se puede deducir que J es también una funcién no-creciente en [t — 2,t].

Podemos percatarnos ahora de que debido a la ultima convergencia en ) v (6-3), [[u"(s)]| —
lu(s)|| v ()] [[u™(s)||* = Juls)?|u(s)|?, ae. € (t —2,t). Es mas, Conforme la sucesién {u"} es
acotada en L>®(t—2,t; V) C L>(t—2,t; H), tenemos que la sucesion {|u”(s)|2 |u(s)||*} esta acotada
en L®(t — 2,t). Por tanto, a raiz del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, podemos
deducir que:

L R ol dr = [ @R )] e s e -2,
t— to
Entonces,

Jn(s) = J(s) ae.se(t—2,t).
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Por tanto, existe una sucesiéon {f,} C (t — 2,t,) tal que #;, — t,, cuando k — 400, y:

Fijemos ahora un valor arbitrario § > 0. Por la continuidad de J, existe un ks tal que: |J(#) —
J(t.)| < §/2, Yk > ks. Siahora consideramos un n(ks) tal que n > n(ks), se verificara que: t,, > ty,
V| Jn(try) — J(tr,)| < 6/2. Por tanto, dado que las J, son no-crecientes, podemos deducir que para
todo n > n(ks):

Tn(tn) = J(t) < Ju(ty) = J(t) < [ Tn(fy) — T < [a(try) = T ()| + [ () = T (£)] < 6.

Lo anterior nos lleva a:

lim supJy (tn) < J(t.),

n—oo

y por tanto, por (6.2)):

tim sup [|u” (ta)|| < [lu(t)l]

lo cual junto con (6.7)) y (6.4) implica que u™(t,) — u(t.) fuertemente en V, lo que supone una
contradiccién con (6.6)). Por tanto, (6.5 se cumple y la compacidad relativa de {u(t; 7,,u,,)} en V
queda probada. [ |

Vemos, pues, que el uso de los operadores J supone una forma elegante de proceder. En lineas
generales, este artificio permite obtener —en la métrica que interese— la convergencia fuerte como
suma de dos resultados: convergencia débil y convergencia de las normas, donde la convergencia
débil se saca de las cotas para u y la convergencia de las normas se saca a partir de las igualdades
de energia. Ademas de en los espacios de Hilbert, este método puede aplicarse en otros espacios,
como pueden ser los espacios de Banach uniformemente convexos.Esto sirve en espacios de Hilbert
(y también en otros, como por ejemplo espacios de Banach uniformemente convexos.

6.2. Atractores pullback.

Con el fin de contextualizar las referencias mencionadas en la seccién anterior, asi como de
ilustrar un interesante horizonte de estudio, introduciremos brevemente en esta seccion el concepto
de atractor pullback. Nuevamente, nos situamos en el marco no-auténomo, para un sistema dinamico
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6.2. Atractores pullback.

asintoticamente compacto.

Sean {2 un conjunto no-vacio y {6 };er una familia de aplicaciones 6, : Q@ —  que satisfacen:

1. bw=w, VweQQ.
2. 6,(0;w) =60, VYweQytTeR.

Las aplicaciones 6, a veces se denominan «operadores de traslaciony (shift operators). Denominemos
a su vez como X al espacio métrico con distancia d(-,-), y sea ¢ un #-cociclo sobre X, es decir, una
aplicacion ¢ : Ry x 2 x X — X, que satisface:

» (a) ¢(0,w,z) = x, para todo (w,z) € Omega x X.
w (b) o(t+ 7w, x) = P(t,0,w, d(T,w,x)), para todos los t, 7 € R v (w,z) € Q2 x X.

El #-cociclo ¢ se dice que es continuo si para todos los (t,w) € Ry x Q, la aplicacién ¢(t,w, ) :
X — X es continua.

Los conjuntos parametrizados por el indice w € €2 reciben el nombre de conjuntos parametrizados y
se denotan como D = {D(w)}weq; a su vez, los conjuntos parametrizados por el tiempo ¢ € R reciben
el nombre de conjuntos no-auténomos y se denotan como D{D(t)},cr. Esta diferencia de notacién
enfatiza el caso especial (2 = Ry 0;s = s +t. Denotemos ahora mediante & (X)) a la familia de todos
los subconjuntos no-vacios de X, y mediante & a la clase de todos los conjuntos parametrizados
D = {D(w)}oeq tales que D(w) € P (X) para todos los w € €.

Consideremos una subclase dada no-vacia 9 C . Esta clase clase recibe el nombre de universo de
atraccion (recordemos los Df usados en la seccion anterior). Introduzcamos las siguientes definiciones:

» El O-cociclo ¢ se dice que es pullback @-asintéticamente compacto (%9 — a.c.) si para cualquier
w € Q, cualquier D € 9 y cualquier sucesion t, — +oo, z, € D(0_; w), la sucesién
&(tn, 0_4,w, x, posee una subsucesién convergente.

» Un conjunto parametrizado B = {B(w)}wea} € & se dice que es pullback %-absorbente si para
cada w € Q y para cada D € 9, existe un to(w, D) > 0 tal que:

o(t,0_yw, D(O_w)) C B(w), Vit >to(w,D).

Conviene denotar mediante distx(Ci,Cs) a la semi-distancia de Hausdorff entre C; y Cb,
definida como:

distx(Cy,Cy) = sup inf d(z,y), C1,Cy C X.

z€Cy yels
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

= Un conjunto parametrizado C' = {C(w)}weq € & se dice que es pullback P-atractivo si:

Jim distx(¢(t,0-w), D(0-w)), C(w)) = 0 VD eB,we.

= Un conjunto parametrizado A= {A(w)}oeq € & se dice que es un P-atractor pullback global
si satisface:

e (i) A(w) es compacto para cualquier w € €.
o (ii) A es pullback @-atractivo.

o (iii) A es invariante, es decir:

o(t,w, A(w)) = A(Qw),  para cualesquiera (t,w) € Ry x Q.

Cabe destacar que esta tltima definicion no garantiza la unicidad del 9-atractor pullback. Para
asegurar la unicidad, es preciso imponer condiciones adicional, como por ejemplo la condicion
de que el atractor pertenezca al mismo universo de atraccién, 9. Sin embargo, hemos visto
que amparandonos en algunas hipdtesis muy generales, es posible asegurar la existencia del
9-atractor pullback global.

= Para cada D € & y cada w € 2, definimos el conjunto w-limite de D en w como:

A(Dw) =N (U \phi(t,@tw,D(Qtw))) .

s>0 \t>s

A(f)w) es un subconjunto cerrado de X que puede estar vacio. Resulta sencillo observar que,
para cada y € X, se tiene que y € A(Dw) si y sélo si existen una sucesion t, — +00 y una
sucesion x,, € D(0_;, w) tales que:

lim d(¢(t,, 0, w,x,)y) = 0.

tn—+00

Ahora estamos en disposicion de enunciar el siguiente resultado para el 9-atractor global pullback:

Teorema 15. Supongamos que el 8-cociclo ¢ es continuo y pullback % -asintoticamente compacto, y
que existe un B € 9 que es pullback 9 -absorbente. Entonces, el conjunto parametrizado A, definido
mediante:
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6.2. Atractores pullback.

es un 9D-atractor global pullback que es minimal, en el sentido de que si C e esun conjunto
parametrizado tal que C(w) es cerrado y:

lim distx(¢(t,,0_y,w, B(0_;,w)),C(w)) =0,

tn——+00

entonces Alw) C C(w).
Una prueba del Teoremapodemos hallarla en [20]. Esta prueba se complementa con la siguiente

proposicion:

Proposicién 9. Si B € ¥ es un conjunto parametrizado %9 -absorbente pullback, entonces:

AD,w) CAB,w) VYDeDywe

Si ademds B € 9, entonces:

AD,w) C A(B,w)C Blw) VDeDywe.

Complementando lo anterior:

Proposicion 10. Si ¢ es 9D -asintotico pullback compacto, entonces para De9 yw € €, el conjunto
A(D,w) es no-vacio, compacto y:

Jim distx (6(t, 0w, D(0_w)),A(D,w)) =0

Proposicién 11. Si el O-cociclo ¢ es continuo y 9D -asintoticamente pullback compacto, entonces para
cualesquiera (t,w) € Ry x Q y cualquier D € 9, se tiene:

d(t,w, A(D,w)) = A(D, bw).

Lo anterior nos permite definir lo siguiente: diremos que un proceso U es P-asintéticamente
pullback compacto si para cualquier ¢ € R, cualquier D € 9, cualquier sucesiéon 7,, — —o0 y
cualquier sucesion z,, € D(7,), la sucesion {U(t, 7,)x,} es relativamente compacta en X.
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

En linea con lo anterior, diremos que B = {B(t) }1er € 9 es @-absorbente pullback para el proceso
U si para cualquier ¢t € R y cualquier D € 9, existe un 79(¢t,D) < ¢ tal que:

U(t,7)D(t) C B(t) 71 <7o(¢t,D).

Finalmente, enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 16. Supongamos que el proceso U es 9 -asintoticamente compacto pullback y que B € 9 es
un conjunto 9 -absorbente no-auténomo para U. Entonces, el conjunto no-autonomo A = {A(t) }rer
con «fibrasy no-vacias A(t) € 2 (X) para t € R definido por:

A(t) = A(B,t) parat € R,

donde para cada D = {D(t) }1er € D

AD, 1) = N (UU@, T>D<r>> ,

s<t \7<s

tiene las siguientes propiedades:

(i) Los conjuntos A(t) son compactos para t € R.

El conjunto no-autonomo A es 9 -atractivo pullback, es decir:

lim distx(U(t,7)D(7), A(t)) =0 ¥De9

T——00

El conjunto no-auténomo A es invariante, es decir: U(t,7)A(T) = A(t), para —oo < 7 <t <
—+00.

Los conjuntos A(t) vienen dados por:

At)= |JAD,t) parat € R.

De%
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6.3. Tratamientos estocasticos.

El conjunto no-autonomo A, denominado 9 -atractor global pullback para el proceso U, es
minimal en el sentido de que si C = {C(t) her, con C(t) € P (X) siendo un conjunto no-auténo-
mo de modo que C(t) es cerrado y:

Lim distx(U(t, 7)B(r),C(t) =0,

entonces A(t) C C(t).

Los atractores pullback constituyen un campo de estudio por derecho propio. A raiz de que algunos
autores consiguiesen derivar la existencia del atractor global para la ecuaciéon de Navier-Stokes
incompresible auténoma 2D con términos de forzamiento ([21][22][23]), la extensién al caso no-auténo-
mo ha llevado a la consideracién de este tipo de atractores en el contexto de Navier-Stokes en dos y
en tres dimensiones y bajo todo tipo de paradigmas [24]. Aun asi, constituye todavia un campo en
desarrollo, pues existen casos en los que éstos no ofrecen una imagen completa del comportamiento
asintético cuando los sistemas dindmicos no-auténomos que generan se formulan como procesos [25].

6.3. Tratamientos estocasticos.

Daremos ahora otro salto cualitativo. En esta ocasién, abordaremos brevemente las ecuaciones de
Navier-Stokes cuando se anade a éstas un ruido aditivo. Para ello, en primer lugar lugar es preciso
introducir el concepto de atractor aleatorio o estocastico, cosa que haremos de manera sucinta,
enumerando las caracteristicas generales y sin entrar en terreno de las demostraciones (que pueden
encontrarse, por ejemplo, en [26]), pues tan solo se pretende aportar una idea general de éstos para
proporcionar un marco de referencia a la hora de abordar las ecuaciones de Navier-Stokes estocasticas.

6.3.1. Atractor determinista vs atractor estocastico.

El atractor estocastico supone una generalizacion del concepto de atractor determinista a sistemas
dindmicos estocasticos. Este atractor satisface la mayoria de las propiedades que cumplen los atractores
definidos para sistemas dindmicos deterministas.

A fin de establecer una comparacion entre los atractores ya conocidos y los estocasticos, consideremos
en primer lugar un sistema determinista no-auténomo. Supongamos que (X, d) es nuestro espacio
métrico y S(t,s) : X — X, —oo < s <t < oo una familia de mapeados continua en X (Vs <t)y
que verifica ademds que S(t,7)S(r,s)x = S(t,s)z, Vs <r <ty x € X. Comencemos introduciendo
el siguiente lema:

Lema 15. Dado un instante t € R, asumamos que existe un conjunto atrayente compacto en el
tiempo t, K(t). Entonces, el conjunto w-limite A(B,T) atraerd a B desde —o0:

lim d(S(t,s)B, A(B,t)) =0

S§——00
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

El objetivo es definir un atractor global como un conjunto que atraiga a cualquier conjunto acotado
de X. A raiz del lema podemos tomar la uniéon de los conjuntos w-limite de todos los conjuntos
acotados. Definamos, pues, el siguiente teorema:

Teorema 17. Dando un t € R, supongamos que existe un conjunto compacto atrayente, K(t).
Entonces, el conjunto A(t), definido como:

Alt) = U A(B.1)

BCX

(tomando la union sobre todos los conjuntos acotados b), es un subconjunto compacto no-vacio de
K(t). Este atraerd a todos los conjuntos acotados desde —oo: para todos los B C X :

lim d(S(t,s)B, A(t)) =0

§——00

Es mds, se trata del conjunto minimal cerrado con la siguiente propiedad: si fl(t) es un conjunto
cerrado que atrae a todos los conjuntos acotados desde —oo, entonces A(t) C A(t). Finalmente, A(T)
estard también debidamente definida para todo T > t y satisfacerd la propiedad de invariancia:

S(r,r)A(r)=A(r), Vr>r>t

Por estos motivos, decimos que A(t) es el atractor global del sistema S(t,s) para el tiempo t.

Consecuencia directa del teorema anterior es lo siguiente:

Teorema 18. Supongamos que (S(t,s))i>s es asintdticamente compacto. Entonces, para todo t € R,
el conjunto A(t) definido en el Teorema es un subconjunto no-vacio y compacto de K(t) que
atrae a todos los conjuntos acotados desde —oo, ademds de ser el conjunto cerrado minimal con esta
propiedad. Adicionalmente, es invariante, en el sentido de:

S(t,s)A(s) = A(t), Vs>t

Abordemos ahora los sistemas dindmicos estocasticos. Para ello, denotemos por (X,d) al
espacio métrico completo separable y mediante (2, F, P) al espacio de probabilidades. De manera
similar a como acabamos de hacer, consideramos una familia de mapeados S(¢,s;w): X — X,
—00 < s < t <, parametrizada mediante w € €2, que satisface para P — a.e. (casi en todas partes) las
dos propiedades que ya hemos visto:

w (i) S(t,r;w)S(r, s;w)r = S(t, s;w)x, para todos los s <r <tyuzxe X.
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6.3. Tratamientos estocasticos.

» (ii) S(t, s;w) es continuo en X, para todos los s < t.

Lema 16. Las siguientes dos aseveraciones son equivalentes:

v (a) (S(t, 8;w))i>s, wen €S asintdticamente compacto.

» (b) Para cada t € R, existe un conjunto medible Q; C Q con medida unidad tal que, para todos
los w € Qy, existe un conjunto compacto atrayente, K(t,w).

En virtud de lo anterior, podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 19. Supongamos que nuestro sistema dindmico estocdstico (S(t, $;w))i>sweq €S asintdtica-
mente compacto. Entonces, para P — a.e. w, el siguiente resultado serd cierto: Para cualquiert € R,
el conjunto A(t,w) es un subconjunto no-vacio y compacto de K (t,w), que atrae a todos los conjuntos
acotados desde —oo, y ademds es el minimal cerrado con esta propiedad. Ademds es invariante, en
el sentido de que, para todos los s < t:

S(t, s;w)A(s,w) = A(t,w)

Lo anterior es una consecuencia directa del Teorema [I8 Ahora bien, en lo que respecta a la
capacidad del atractor para ser medido, decimos que una familia A(w) (w € Q) de subconjuntos
cerrados de X es medible si, para cualquier x € X, la funcién w +— d(A(w),x) es medible. A las
condiciones que vimos mas arriba podemos anadirles la siguiente:

» (iii) Para cualquier t € R, z € X, el mapeado (s,w) — S(t, s;w)x es medible desde ((—oo, t] x €2,
B((—o0,t]) ® F) hasta (X, B (X)).

Por tanto, podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposiciéon 12. Supongamos que (S(t,s;w))i>wea Satisface (i), (i) y (i) y es asintdticamente
compacto. Entonces, para cualquier t € R y para cualquier conjunto acotado B C X, los conjuntos
A(B,t,w) y A(t,w) son son conjuntos mediables, con respeto a la P-completitud de F .

Consideraremos a partir de aqui el caso de que exista una variacién en el espacio de probabilida-
des («shift»). Ahora, motivados por la Proposicién asumiremos que (€2, %, P) es un espacio
completo de probabilidades. A las condiciones (i), (ii) y (iii) anadiremos las dos siguientes:

» (iv) Para todo s < t y z € X, el mapeado w — S(t, s;w)z es medible desde (€2, %) hasta
(X, %(X)).

» (v) Para todo t, y P — a.e. w, el mapeado s — S(t,s;w)x es continua a la derecha en cada
punto.
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Percatémonos de que la condicién (iii) viene implicada por (iv) y (v); por tanto, sabemos que
A(t,w) es medible.

Proposicion 13. Asumiendo (i), (ii), (iv), (v) y S(t,s;w)x = S(t—s,0;0sw)x, P—a.s., supongamos
que para P — a.e. w existe un conjunto atractor compacto K(w) en el instante 0, es decir, uno para
el cual para todos los conjuntos acotados B C X, d(S(0,s;w)B, K(w)) — 0 conforme s — —o0.
Entonces, el sistema dindmico estocdstico (S(t,s;w))issweq €S asintoticamente compacto.

Con el propésito de verificar (v) de cara a posibles aplicaciones, tenemos la siguiente condicion de
suficiencia:

Lema 17. Supongamos que:

» (vi-a) Para cada s, x € X y P — a.e. w, el mapeado t — S(t,s;w)x es continuo en t = s.

» (vi-b) Para cada s < t y P—a.e. w, el mapeado x — S(t, s;w)x es continuo en X, uniformemente
en s sobre conjuntos acotados.

Entonces, (v) se satisface completamente.

Proposicion 14. Suponiendo que las hipdtesis tomadas en la Proposicion se mantienen y
que el la el salto de tiempo 0, (t € R) es ergddico. Entonces, eziste un conjunto acotado B C X
(independiente de w) tal que A(w) es el conjunto w-limite de B en t = 0.

Es mds, A(w) serd el conjunto compacto medible de mayor tamano que satisfaga la propiedad de
invariancia: si (A(w))wea es una familia de conjuntos compactos medibles tal que, para casi todos los

w: S(t,s;w)A(fsw) = A(Giw). Entonces, A(w) C A(w) para casi todos los w.

Concluiremos esta secciéon con un teorema que agrupe los resultados anteriores:

Teorema 20. Sea (S(t,s;w))i>swea un sistema dindmico estocdstico que satisface (i), (ii), (iv) y
(v). Supongamos que existe un grupo 0y, t € R, de medidas que conservan los mapeados de modo
que S(t,s;w)x = S(t — s,0;0,w)x, P — a.s. resulte cierto y que, para P — a.e. w, existe un conjunto
compacto atractor K(w) parat = 0. Para P — a.e. w € Q, fijamos:

Aw) = U A(B,w),

BCX

donde la union ha sido tomada sobre todos los subconjuntos acotados de X y A(B,w) viene dado por:

AB,w)= (1 U 5(0,s;w)B

T<0s<T

Entonces, para P — a.e. w € (), tenemos:

106



6.3. Tratamientos estocasticos.

1. A(w) es un subconjunto compacto no-vacio de X, y si X estd conezxo, es un subconjunto conezo
de K(w).

2. La familia A(w), w € Q es medible.
3. A(w) es invariante, en el sentido de: S(t, s;w)A(fsw) = A(fw), s < t.

4. Ademds, es el conjunto minimal cerrado para el cual, para t € R, B C X acotado:
d(S(t,s;w)B, A(Qw)) — 0, cuando s — —0o0.

5. Para cualquier conjunto acotado B C X, B C X acotado: d(S(t,s;w)B, A(Qw)) — 0 en

probabilidad cuando t — oo.

Ademds, si el salto de tiempo 0; es ergodico:

6. Existe un conjunto acotado B C X tal que: A(w) = A(B,w).

7. A(w) es el mayor conjunto compacto medible, el cual es invariante en el sentido de (2).

6.3.2. Ecuaciones de Navier-Stokes con ruido aditivo.

Denotemos por D C R? a un dominio acotado, con frontera dD. Consideraremos las ecuaciones
de Navier-Stokes estocdsticas que describen el movimiento de un fluido incomprensible llenando D y
sujeto a perturbaciones aleatorias, para el caso en 2D:

du + (—vV2u+ (uV)u + Vp)dt = Fdt + 3" ¢;dw;(t)
=1
(6.10)
V-u=0

Las incégnitas seran, por supuesto, la velocidad v = (uy,us2) y la presion p. La densidad se ha
supuesto con valor unidad, y v denota la viscosidad. Las condiciones de contorno son:

ulopp =0 (6.11)

Las funciones ¢; (7 = 1, ..., m) son independientes del tiempo (las especificaremos mas abajo). Las
funciones w; (j = 1,...,m) son procesos de Wiener de valor real bilaterales independientes en un
espacio de probabilidad (€2, %, P). Mas concretamente, sea 2 = {w € C(R,R™)|w(0) = 0}, siendo
P una medida del producto de dos medidas de Wiener en las partes negativa y positiva de €. Por
tanto, tenemos:

(w1 (t,w), we(t,w), ..., wy(t,w)) =w(t), teR.
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Podemos definir el proceso de salto temporal (de manera similar a como se hace, por ejemplo, en
[26]), como una familia o transformaciones ergbdicas:

Ow(t) =w(t+s) —w(s), t,seR

En lo que respecta al espacio funcional de esta variante del problema de Navier-Stokes, volvemos
a considerar los espacios de Hilbert:

H={u€ (L*(D))?V-u=0,umn=0endD}

dotados con la norma (L*(D))? y producto escalar ya conocidos —| - |, (.,.)—, y:

V= (Hy(D)*NH

provisto con la norma:

2

aui
8xj

lull* = >°

i,j=1,2

L2(D)

Denotaremos mediante P al proyector ortonormal en (L?(D))? sobre H, definiendo al operador
lineal no acotado sobre H:

A=—-PA

sobre el dominio D(A) = (H?(D))> N V. La forma trilineal, b, serd similar a la considerada en los
capitulos anteriores:

b(u,v,w) = /D(u - V) - wdz,

siempre que los u,v,w permitan que la integral tenga sentido. Podemos escribir ahora la ecuacion
(6.10) v la condicién (6.11]) como una ecuacién diferencial estocastica en H:

du+ (vAu + b(u,w))dt = Fdt + ) _®;dw;, (6.12)

J=1
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6.3. Tratamientos estocasticos.

con ®; = Po; (j =1,...,m), siendo la condicién inicial:

u(0) = uo (6.13)

Asumiremos que, para los j =1,...,m, ®; € D(A) y que existe una constante ¢; tal que:

b(u, V;),u| < c|ul?, VueH. (6.14)

En lo que respecta a la existencia y unicidad de y (6.13)), existen numerosos autores que
han abordado esta cuestién (véase, por ejemplo [27]). Lo que se expone en esta seccién se enmarca
en el contexto de los atractores aleatorios. En lo relativo al estudio de , es habitual redefinir
las incognitas. Escribamos ahora la ecuacion que satisface:

u—» O.w; 6.15
J=
j=1

Obra decir que esto permitiria demostrar resultados de existencia y unicidad de soluciones (aunque
no resulta suficiente para probar la existencia de conjuntos atractores [26]). Introduzcamos la siguiente
funcién-incégnita: v = u — z, siendo z un proceso de Ornstein-Uhlenbeck:

m
z = Zq)JZJ
Jj=1
con:

t
2; :/ e~ =9 du; (s),

siendo « una matriz constante cuadrada y con w denotando un proceso de Wiener. z es un proceso
estacionario, cuyas trayectorias son casi sequramente continuas con respecto a una probabilidad P
(P-a.s. continuas). La funcién v que hemos definido satisfacera la siguiente ecuacion diferencial con
parametro aleatorio:

dv

dt—I—VAv+b(v+z,v+z):F+az—yAz (6.16)
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Resulta sencillo (usando un método de Galerkin para cada w € ), por ejemplo) probar que, si
s € Ry vs estd en H casi sequro, entonces existird una solucién tnica definida sobre [s, 00) para

(6.16), v(t,w), tal que:

v(s,w) =vs(w), P —a.s. (6.17)

Definimos ahora el sistema dindmico estocdstico (S(, s;w))>swen mediante:

S(t,s;w)us = v(t,w) + 2(t,w),

donde v es la solucion de y (6.17), con vy = us — 2(s,w). Probaremos ahora la existencia de un
conjunto compacto atrayente K (w) para el instante 0. Sea B un conjunto acotado en H; para cada
s € Rywu € B, sea v la solucién de , , con vg = u — z(s,w). Para w € , multiplicamos
la ecuacion en H por v, obteniendo:

1d

§%|v|2 +v ||UH2 — (b(v+ z,v+2),v) = (F,v) + a(z,v) — v((z,v)).

Si usamos (6.14)) y (b(a, v),v) = 0, para todos aquellos @, v tales que b(u, v) se encuentra definido,
tendremos:

izj(b(v +2,9,),v+2)

[(b(v + 2,0+ 2),0)| = [(b(v+ 2, 2)v + 2)| < <
7j=1
s a (Z\%I) v+ 2* < 2¢y (Zw) ([v)? + |2[%)
Jj=1 j=1

A raiz de esto, formulamos la ecuacion:

1d

2 = v v 2
§£IUIQ+UIIVII <20 (lejl> Iv|2+7|v|2+5||1/|| +9,

4

J=1

con:

s 2 20/ v
) , 2, Lpe 2 e Y 2
g =20 (Zw) 2 PR+ el 4 2 e

=1

110



6.3. Tratamientos estocasticos.

y siendo \; es el primer autovalor de A, que satisface |[v||> > M\|v|?, Vv € V. Deducimos entonces:

J=1

d VA i
ikl ||v||+(41 2012|zj|) of? <29, (6.15)

y debido al lema de Gronwall, para s < —1y t € [-1,0]:

lo()* < Ju(s) el“p( / il 2ClZ|ZJ |d0>+2/ exp( / ! 2012|Z] |d¢) do <

< colv(s)|Pexp (5 (V)\l 201/3 Z]z] ]da))—i—%g/ g(a)exp( /V)\l 2012\,2] ]dT) do,

con ¢y = exp(vA;/4).

El proceso Y-"|z;| es estacionario y ergbdico. Dada esta ergodicidad, sabemos que:
Jj=1

Jj=1

/ Z|zj Jldo = E <Z|zj ) cuando § — —00. (6.19)

Por tanto, existe un so(w) para el cual, para cualquier s < so(w):

=y §|zj<a>|da <o (f]zj(on)

exp (s (1/)\1 2c1 /S Z|ZJ |d0)> < exp (s (Vil + 40 E (i\z](O)\))) (6.20)

Ahora poseemos una perspectiva mas rigurosa que nos permite entender por qué el cambio de
variable realizado en (6.15)) no resulta adecuado para nuestro propoésito. Aplicando (6.15), el lado
derecho de (6.20)) contendria:
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

A 0 &
exp <5V41 + 201/ Z|wj(a)]d0') :
S J:1

y se trata de un término que puede crecer indefinidamente conforme s — —oo. Desde un punto de
vista opuesto, si nos percatamos de que:

g (jzlizjm)l) < TE( 0P = 7

J=1

y tomamos un valor de alpha lo suficiente grande, de modo que:

E (i\zj«m) <ot (0.21)

entonces el primer término de (6.20) decae a 0 cuando s — —oo. Es mads, el segundo término se
encuentra acotado. Esto es consecuencia de:

(1) = 5(0) —a [ 2(s)ds + wy0)

lo cual demuestra que |z;(t)|/t estd acotado en —oo y que g¢(t) crece, como mucho, de forma
polinomial. Puesto que ¢(¢) se halla multiplicado por una funcién que decae exponencialmente

—(6.19) y (6.21)—, la integral converge. Por tanto, para s < so(w) y t € [—1,0]:

0
< 2¢|usPexp <SV8)\1> +2¢5|2(8)[Pexp <8V8)\1> —1-202/ g(o)exp (0 (V/\l 2a / Z|zj ]dT))

lv(t)|* < colv(s)|*exp (syé\l) + 2co /_OOO g(o)exp (0 (1/:1\ / i |d7’)) do <

Ahora se puede apreciar con claridad que existe s;(w, B), dependiendo tnicamente de w y B, de
modo que para s < s1(w, B), t € [—1,0]:

—00

lv(t)|* < ro(w) = 2¢y /0 g(o)exp (0 (W\l 2a / Z\zj ]dT)) do+
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6.3. Tratamientos estocasticos.

A
+2cy  sup <|z(s)|26xp (sl/81>> +1 (6.22)
)

s€(—o00,—1]

Es més, podemos integrar (6.18]) sobre [—1,0] y deducir:

/_01 [o(s)]|* < 71 (w _ o (/ Z|z] |dcr) ro(w) + 8/_Olg(a)dcr (6.23)

Ahora, para derivar una estimacién en V', tomaremos el producto escalar de (6.16)) con v en V,
obteniendo asi:

1d

ST [v]]* + v|Av)? = ((F,v)) 4+ a((z,v)) — v(Az, Av) — (b(v + 2z, v + 2), Av)

Es bien sabido (remitiéndonos, una vez maés, a las propiedades de la forma trilineal b) que existe
una constante c3 tal que, para cualquier u en D(A), |b(u, u)| < eslul*?|Au|'/? ||u]|. Se puede deducir
a partir de aqui —valiéndonos de ayuda computacional— que:

d
ool < G@) + Hb) ol

donde las funciones G y H se definen como:

G = 4P+ 22122 + dv| A2 + 2o + 2||Az| o + 2|1° + Zeilv + 2 ||z

H = Zcilo+ 2 ol

Deducimos que, para cualquier ¢ € [—1,0]:

o < (@) ek 5% 1 [ Gl # 0 < (o) + [ o) el s

Recordando (6.22)) y (6.23), se deduce que existe un r3(w) tal que, cuando s < s;(w, B):

lo(O)[I* < r3(w)

113



6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Sea ahora K (w) la esfera de radio r3(w)/? + ||2(0,w)|| en V. Hemos probado que para cualquier
B acotado en H, existe un s;(w, B) de modo que, para s < s1(w, B):

S(0,s;w)B C K(w), P —a.e. (casien cualquier parte)

Esto implica que K (w) sea atractivo en el instante 0, puesto que es compacto en H, y el Teorema
se cumple.

Destacamos que K (w) es un conjunto absorbente, y que el resultado obtenido se puede generalizar
al caso de ruido infinito-dimensional, en el cual el término estocastico > 7, W w; se reemplaza con:

o0
> 0;B5¢;,
j=1

donde (e;);en es la base ortonormal de los autovalores de A correspondientes a los autovectores
(Aj)jen; Bj, 7 € N es una secuencia de movimientos brownianos independientes, y (0;);en es una
sucesion de numeros estrictamente positivos tal que:

[e's) 0_2

jz—:l)\l'/;_’y <oo, >0
- J

Un desarrollo similar al aqui realizado pero considerando ruido multiplicativo, también en el
contexto de los atractores aleatorios, podemos encontrarlo en [28]. Por tltimo, un tratamiento del
problema de Navier-Stokes para el caso tridimensional puede encontrarse en [29], lo cual sin duda
supone un interesante horizonte de estudio.

6.4. Extension a dimension 3.

Tomemos como marco de referencia el Capitulo[5] En su momento, no tuvimos ocasién de mostrar
que las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso tridimensional generaban soluciones débiles tinicas,
ni tampoco pudimos mostrar que las soluciones fuertes (que son unicas) existian para cualquier
instante de tiempo. En esta seccién abordaremos la cuestion de si resulta sensato asumir que dichas
ecuaciones generan un semigrupo en V' (es decir, si asumimos la existencia de soluciones fuertes),
lo cual implica que las ecuaciones deben tener un atractor global. Veremos cémo nuestro resultado
principal prueba la existencia de un conjunto absorbente en V'; a su vez, veremos que es posible
también mostrar que existe un conjunto absorbente en D(A) y, por tanto, un atractor global.
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6.4. Extension a dimension 3.

6.4.1. Conjunto absorbente en V.

Teorema 21. Supongamos que las ecuaciones de Navier-Stokes en 3D se encuentran bien definidas
sobre V' de modo que para cualesquiera f € H yuyg €V,

d
df?%—Au—l—B(u,u):f

tiene una solucion fuerte, u(t), es decir, una solucion u con:

u€ L®0,L; V)N L*0,T;D(A) VT >0.

Entonces, existe un conjunto absorbente en V.

Demostracion. Podemos discernir entre dos partes para el teorema. En primer lugar, mostraremos
que existe una frontera uniforme en ||u(T")|| para todos los ||ug|| < M, para cada T > 0,

sup  sup ||[u(T)| < Kr<oo VT >0. (6.24)
te[0,T] [Juol|<M

Por supuesto, esto no excluye la posibilidad de que colapse al cabo de un tiempo infinito, que
seria K+ — oo conforme T" — oo. La otra parte del teorema muestra que esta posibilidad puede
excluirse usando casi los mismos argumentos que garantizan . Asi pues, supongamos que ((6.24)
no se verifica; entonces, deben de existir unas sucesiones {ug,} y {t,}, con uo, € V, ||ugn|]| < My
t, € [0,T] tales que:

1S (tn)uon || — oo (6.25)

conforme n — oo. Tomamos una subsucesion tal que ¢, — t* € [0,7] y, usando el teorema de
compacidad de Alaoglu (ver [6], Corolario 4.19), podemos tomar otra subsucesion al que g, en V.
Por tanto, tenemos que ||[vg|| < M y, puesto que V estd compactamente inmerso en H, es posible
tomar otra subsucesion y redefinir los subindices, de modo que:

u, = vy en H. (6.26)

De manera similar a como hicimos al probar la existencia de soluciones débiles, podemos mostrar
que las soluciones u,(t) de:
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.
dun /dt + v Au, + B(up, u,) = f,

con u(0) = ug, estdn acotadas uniformemente en L>(0,T; H) N L*(0,T;V). Tomando los limites
conforme n — 0, obtenemos una soluciéon débil v de:

dv/dt + vav + B(v,v) = f,

con v(0) = wvg. Sin embargo, por hipdtesis, esta ecuacién posee una solucion fuerte, y(t). Puesto que
esta solucion es unica en la clase de soluciones débiles, deberemos tener v(t) = y(t) y, por consiguiente:

v e L®(0,T;V) N LX0,T; D(A)).

Usaremos ahora las propiedades de regularidad de v para obtener una convergencia mejorada de u,,
hacia v; mostraremos que u,, — v fuertemente en L?(0,7'; V). Consideremos la ecuacién de evolucién
para la diferencia w, = v — u,,. Entonces, w,, satisface:

%wn + vAw, + B(wy,, w,) + B(u,w,) + B(w,,v) =0

Wy (0) = ug, — vo

Tomando el producto interno con w,, (nuevamente, considerando la relacién de ortogonalidad de
la forma trilineal, asi como la cota superior de |b(u,v,w)| cuando u,v,w € V'), obtenemos:

1d 2 2< <k 1/2 3/2 < 3v 2 ﬁ 2 1yl
5 g nl” +Vllwall” < [b(wn, v, wa)l < Kfwa[ 7 lwal| (o]l < - fhwall” + 5 lwal™ [0l

donde en el ultimo paso hemos usado la desigualdad de Young con (p,q) = (4,4/3). Por tanto:
Dl + L el < 2 o o ? (6.27)
7 Wn 5 lwall” < S5 vl wal™ :
Ignorando el segundo término e integrando, obtenemos:

a0 < e { o [ ool as) w0 (6.25)
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Puesto que v € L>*(0,7;V) y w,(0) — 0 en H —debido a ({6.26)—, podemos deducir que:

w, =0 en L*0,T;H). (6.29)
Volviendo a la relacion (6.27) e integrando entre 0 y 7', obtenemos:
r 4 2 2
2 s < 5 [T (@1 n(s) s + a0

Puesto que v € L*(0,7; V), junto con lo que hemos mostrado en ([6.29) y usando (6.26)), tendremos
ahora que w, — 0 en L?*(0,T;V). Por tanto:

u, v en L>(0,T;V).

Dado que la convergencia L? en un intervalo implica la existencia de una subsucesién convergiendo
casi en cualquier parte, tenemos:

un(s) > v(s) enV ct.p.se|0,7] (6.30)

Tomamos ahora uno de los tiempos s; tal que la convergencia en (6.30) se mantenga. Luego, para
valores de n lo suficientemente grandes, tendremos con certeza:

[un(s)ll < Mo =1+ [[0]] oo o 17 -
Mostraremos ahora que existe cierto tiempo pequeno, 7, tal que:
un(s1 + )| <201+ My) VYO<t<T (6.31)
Paralelamente, consideremos la ecuacién para la evolucién de |lu(t)||:

HUH + v Aul' = =b(u, u, Au) + (f, Aw) < & |[ul* | Au[*”* + | f|| Au],
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

que tras la aplicacion de la desigualdad de Young en ambos términos, queda como:

2117

d
%HUHzﬂLVIAUI2 = T+c||u||6 <a+bull’, (6.32)

para ciertas constantes a,b,c > 0. Es posible deducir de la ecuacién anterior que debe existir un
tiempo 7(||ugl|) tal que:

Ju@)] <201+ luol) VO <t<r

Escoger 7 = 7(My) implicaréd (6.31).

Cubrimos ahora el intervalo [0,7] con subintervalos de longitud 7,[s;,s; + 7], donde cada s;
constituye uno de los puntos donde se mantiene la convergencia en ([6.30]). Entonces:

[un@ <2(1 + Mo), Vi el0,T],

lo cual contradice . A si pues, hemos mostrado —([6.24)— que K7 es finito para cada T > 0.
Ahora debemos excluir la posibilidad de que K7 — oo conforme T" — o0, lo cual haremos de manera
similar a como hicimos para con K7 — oo. En primer lugar, haciendo uso de la Proposicién
[0, tenemos el siguiente limite integral:

t+1 9
[P < By Y= to(fuo))

Consideraremos ahora el conjunto de todos aquellos s en [t, ¢ + 1] para los cuales ||u(s)||* > 21y,
denotando la medida de este conjunto como ¢. Entonces:

t+1 9
2h0§/ u(s)|2 ds < Iy,
t

de modo que 0 < % Por tanto, en cualquier intervalo [t,¢ + 1] la medida de puntos tal que:

lu(s)|* < 21y (6.33)
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6.4. Extension a dimension 3.

serd igual o mayor que 1/2. En particular, en cada intervalo [t, ¢+ 1] existird al menos un punto s de
manera que ((6.33)) se verifique.

Fijemos ahora p = /2[,. Mostraremos que:

sup sup ||u(t)|| < oc.
t20 Jluoll<e

Si esto no fuese asi, habria una sucesién t,, — 0o y unos puntos g, con ||ug,| < o tales que:

1S (tn)uon|| — oo (6.34)

Consideremos ahora el intervalo [t, — 1,t,]. Sabemos que dentro de este intervalo debe existir un
s, tal que:

[[un(sn) | < o,

debido a la relacién (6.33). Consideremos entonces la soluciéon desplazada temporalmente: v,(t) =
un(t — sy,), donde v, es una solucién para la ecuacion en tres dimensiones y cuya condicién inicial es
U, (0) = vgp, donde ||ug,|| < o, y teniendo presente que ((6.34) nos dice que existe un a,, = t, — s, < 1
tal que:

[[on(an)[| = oo

No obstante, vemos que esto es exactamente ([6.25)), cosa que ya hemos mostrado que no puede
ocurrir. Entonces, para resumir, sabemos que existe un cierto tiempo s, con to(||ug||) < s < to(||uo||)+
1, tal que:

[u(s)]| < e

Hemos mostrado que desde este punto debe de haber algin/os R, tal que:

lu@)] < Ry
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6. Posibles horizontes del caso de estudio.

Por tanto, tenemos la certeza de que si fijamos 1 (||ug||) = to(||uol|) + 1, entonces tendremos:

[u®)]| < Ry, V= ta([uol]),

lo cual es un conjunto absorbente en V. [

6.4.2. Conjunto absorbente en D(A) y atractor global.

Finalizando estas notas sobre el atractor global en el contexto de las ecuaciones de Navier-Stokes
en 3D, recordemos que (como vimos tras introducir el Teorema [§) un conjunto absorbente en V'
nos permite probar la existencia de un atractor que atrae débilmente a las soluciones en V' (es decir,
en la norma de H). Para demostrar la existencia de un atractor global que atraiga en la norma de
V', precisamos mostrar la existencia de un conjunto absorbente en D(A). Podemos hacer esto con un
analisis muy similar a realizado en la Proposicion [§] y se muestra en detalle en ¢l Anexo [A.3]

Proposicién 15. Si las hipdtesis realizadas en el Teorema 12.10 se cumplen, entonces existird un
conjunto absorbente en D(A).

Por tanto, hemos mostrado la existencia de un atractor global para las ecuaciones en tres dimensiones,
y estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema:

Teorema 22. Si las ecuaciones de Navier-Stokes en 3D generan soluciones fuertes unicas —tal y
como se enuncié en el Teorema [21—, entonces existird un atractor global en V.

En resumen, en este capitulo hemos mostrado la existencia de un atractor global tanto en H como
en V para las ecuaciones de Navier-Stokes en 2D. Adicionalmente, y asumiendo regularidad, también
lo hemos hecho para las ecuaciones en 3D en V.

120
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A.1. Teoremas y lemas de utilidad.

A continuacién, se enuncian algunos resultados de especial utilidad, a los que se hace referencia en
el texto principal. La demostracién de estos resultados puede hallarse en los capitulos 7 y 8 de [6].

Teorema 23. Supongamos que:
ue L*0,T; H(Q))

du/dt € LQ(O, T H‘l(Q))
Entonces:

» (i) u es continuo desde [0,T) en L*(Q), con:

Sup [ul®)] <C (el 2o roprny + N/t oo s +))

o dlul?/dt = 2{du/dt,u) para casi cualquier t € [0,T], es decir:

() = Juol? + 2/; (du/dt(s), u(s)) ds.

Lema 18. 51 X = H, V o V', entonces:
1Poully < llully v Pu—uenX.

Teorema 24. Sean X CC H C Y espacios de Banach, siendo X reflexivo. Supongamos que
u, es una sucesion que estd uniformemente acotada en L*(0,T;X), y du,/dt estd uniformemente
acotado en LP(0,T;Y), para algin p > 1. Entonces, hay una subsucesion que converge fuertemente
L*(0,T;H).
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A.2. Desigualdad de Agmon en 2D.

Usando la expansién de Fourier de u € D(A), es posible demostrar la siguiente desigualdad,
conocida como desigualdad de Agmon en 2D:

Si u € D(A), considerando una sucesion del tipo:

U= Z uke%rzk-a;/L7
keZ?

podemos estimar ||u||_ mediante:

lullsg < D fusl-

keZ?

Ahora, dividimos el sumatorio en dos partes:

lullo < D2 Tur] + > Jux]-

k| <r |k|>r

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en cada término, podemos formular:

1/2 1/2
lullo < D2 (url x 1)+ D7 (Junl|k[* > [k[7?) < (Z Iuk|2> (Z 1) +

|k|<r |k|>r |k|<w |k|<r
1/2 1/2
+ (Z \uk\zlk!4) (Z !k!4) :
|k|>r |k|>k
Puesto que:
Y 1<Cx & S KT < Ok,
|k|<k |k|>kK

la expresién anterior se convierte en:

lulloe < Cslul + £~ Aul).

Con el fin de igualar los dos términos de la derecha, definimos & = |Au|'/?|u|~'/2, obteniendo:
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lull oo < Clul %) Au| 2.

A.3. Existencia de un conjunto absorbente en D(A).

Mostraremos la existencia de un conjunto absorbente en H? para las ecuaciones de Navier-Stokes
en 3D, bajo las hipdtesis del Teorema . En primer lugar, pudimos derivar en (6.32) la desigualdad:

2|f1”

14

d 2 6 6
7 Il +v]Auf* < +elull” <a+ofull”,

y puesto que tenemos una frontera uniforme en ||u|| para aquellos ¢ lo suficientemente grandes,
obtenemos una frontera uniforme en la integral de |Au(s)|?:

to+1
/ | Au(s)|?ds < C. (A1)

to

Procediendo con un andlisis similar al realizado en la Proposicién [8| usando una desigualdad del
tipo:

|Blu,w)] < kfu]? | Au[*?, (A.2)
que surge a raiz de , podemos hacer la siguiente estimacion:
|ue| < v]Au[ +[B(u, u)| +|f],
que puede convertirse en:

el < vl Aul + K JJul | Au]'? + | f

Si ahora aplicamos la desigualdad de Young, obtenemos:

Judl < el Aul + C [lul® + |1,

123



A. Anexos.

que considerando un t lo suficientemente grande, queda como:
u] < c|Au| + Cpi + | f].
La frontera en (A.1)) por tanto implicard una frontera en [ |u|?,
to+1
/ lu(s)[2ds < Cs. (A.3)
to

Diferenciando u; + vAu + B(u,u) = f con respecto a t, obtenemos:

wy + vAu + B(ug, u) + B(u,u) = 0.

Tomando el producto interno con u;:

1d
S 4 v | < b,y w)| < el e flug] P2 <

CITITa o 1
2dt '

Nuevamente, usando la frontera asintética sobre ||u||, tenemos para t > tq que:
d
%|Ut|2 < Cylug|.
Usamos ahora el artificio de integrar entre s y ¢t + 1, con t < s <t + 1:
) ) t+1 )
uelt + D < Ju () + C [ Juals) s,
que complementamos integrando entre ¢ y ¢ + 1 (con respecto a s), de manera que:

t+1
gt + D2 < (1 + cg)/t lug[2ds < (14 C1)Cs, (A.4)
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debido a (A.3). En ultimo lugar, mostraremos que |u;| acota a |Au|. A raiz de la ecuacién, tenemos:
v|Au| < |uy| + |B(u,u)| + | f], o bien usando (A.2):

vl Au| < Jug| + k[ Aul'? |[u]|*? + | £],

que tras usar la desigualdad de Young y reordenar, nos queda:

| Au| < C(fue] + Jul® + | F])-

Teniendo en cuenta lo anterior, junto con (|A.4)), obtenemos:

[ Au(t)] < pp

para todos los t > 1 + to(]Jug|]). Por tanto, tenemos un conjunto absorbente en D(A), y por
consiguiente, un atractor global para las ecuaciones en 3D.

A.4. Compacidad de A(t,uy) V't > 0.

Mostraremos que el operador A(t;ug) al que hace alusién el Teorema (linealizacion de las
ecuaciones de Navier-Stokes bidimensionales) es compacto para todo t > 0.

Si tomamos el producto interno de (5.13)) con U, obtenemos:

1d
5 U2+ U] = =b(U,u.U),
y por tanto:

1d
57U+ IUIP < KUTU] ]

Si usamos ahora la desigualdad de Young y reordenamos, obtendremos:

d
ZUP+vUlF < clup (A.5)
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Despreciando el término en ||U ||2 y aplicando la desigualdad de Gronwall, se obtiene:

U®))* < e“U0)* = e“l¢[*. (A.6)

Para mostrar que obtenemos un conjunto acotado en H', nos remitiremos a la desigualdad (A.5))
e integraremos entre ¢/2 y t:

t t
v [ NP ds < C [ U(s)Pds+|U(/2)] < CwU/2)P, (A7)
t/2 t/2
habiendo usado (A.6). Si ahora tomamos el producto interno de (5.13|) con AU, obtendremos:
1d 5 5
— lU|I” + v|Au|* = =b(u, U, AU) — b(U, u, AU).

2 dt

Usando ahora (12.58]):

1d
5 g NUIP vl Auf® < k(jul Jul 2 U2 JAUP + (U172 O] |l | Aul 2 AU)),

y seguidamente usando la desigualdad de Young y reordenando, tenemos finalmente:
CVUIP 4+ AU < ¢ U
5 WU+ AU < Cl|U]™.

La expresion (A.7)) nos permite usar el «truco de Gronwall» (ver, por ejemplo, [6], Capitulo 2) y
asi hallar una cota en ||U|| vélida para todo ¢ > 0. Por tanto, se concluye que A(t;ug) es compacto
para cualquier ¢ > 0.
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