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1 ABSTRACT

1. Abstract

Cech closure spaces were defined by Cech in [3] and are obtained from Kuratowsky
closure operator by omitting the idempotent condition. After many decades of their
introductionn they are now becoming objects of increasing interest and importance due
to their possibilities of aplication in many aplied fields such as digital topology, evolu-
tionary biology, genetics or chemistry.

In this work, we present the basics topological properties of closure Cech spaces (sepa-
ration axioms, compadness, and connectedness) and we study in what conditions they
are induced by a binary relation.




2 INTRODUCCION

2. Introduccion

La Topologia general, presentada habitualmente partiendo de las nociones béasicas de
distancia o conjunto abierto, no es el marco adecuado para estudiar los conjuntos dis-
cretos, que apareceran en los mas variados campos cientificos.

Se trata, por lo general, de conjuntos que aparecen en problemas susceptibles de ser
representados por grafos, y cuya solucién requiere el analisis y clasificacion de grandes
conjuntos de datos. En ellos surge de forma natural una nocién de "proximidad” o
"vecindad” entre sus elementos, y términos topolégicos relacionados con la descrip-
cion de su evoluciéon o con cambios en las relaciones entre sus componentes como
"semejanza”, "entorno”, "conexioén”, "continuidad de un proceso”, etc. Pero el pro-
blema es que la formalizacion de esas ideas mas o menos precisas no se puede realizar
mediante la nocién de "abierto”, que es una idea sin relacién con el mundo real que
pretende trasladar las propiedades de los intervalos abiertos de niimeros reales a espa-
cios abstractos. Es decir, un concepto intimamente ligado a la naturaleza "continua”
de los nuimeros, reales, incompatible con la realidad de los modelos a los que se intenta
aplicar. Se trata pues, de desarrollar una idea de proximidad de naturaleza topolégica,
pero susceptible de ser aplicada a un mundo discreto.

Una solucién a estas dificultades podria ser, como ya hizo Kuratowski en [13], tomar la
nocion de "operador clausura” como punto de partida para definir espacio topolégico,
y se basa en la idea de posicion “cercana” o "préxima” a una zona. Los cuatro axiomas
elegidos por Kuratowski en su definicién reflejaran las propiedades que se cumplen en
un espacio euclideo de que cuando a un punto se le afiaden los puntos limites de sus
sucesiones, se amplia el conjunto, y que dicha operacion es finitamente aditiva e idem-
potente. Sin embargo, la propiedad de idempotencia de la clausura hace inadecuado
usar esta idea cuando se estudian, por ejemplo, fenémenos de difusion o propagacion
en los que interesa el analisis de la evolucion temporal de un conjunto cuando se le van
agregando los puntos a los que se accede desde él a medida que el fenémeno actiia sobre
ellos, hasta que se estabiliza. Por tanto, parece natural que se disponga de una idea
de clausura de un conjunto que evolucione, que vaya cambiando en sucesivas etapas,
lo que se consigue prescindiendo de la condiciéon de idempotencia. Esta idea ya la con-
sideré Cech al definir en [3] el concepto de "espacio de clausura” y al desarrollar toda
la topologia general a partir de él. Aunque el motivo que llevé a Cech a adoptar este
punto de vista fue que en ciertos espacios de funciones el operador clausura inducido
por la nociones de convergencia consideradas, no era idemportente, (ver [19] para mas
detalles), en los ultimos veinte anos, los espacios de clausura han ido revelandose como
unos objetos de creciente interés e importancia en topologia digital ( [22]), estructura de
redes ( [19]), genética ( [25]) y biologia evolutiva ( [26]) y ( [10]) sistemas de reacciones
quimicas ( [27]) y estructuras de macromoléculas ( [19]).

En este trabajo, dividido en nueve Capitulos, se presenta una breve introduccion a
las nociones y resultados basicos de los espacios de clausura de Cech o C-espacios.




3 NOCIONES PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

En el Capitulo 1 se da un resiimen de las nociones basicas de topologia que se usaran
a lo largo del texto. En el Capitulo 2, se presentaran las descripciones del operador de
clausura de Cech, operador interior asociado, abiertos y cerrados en un C-espacio. Se
prueba como un C-espacio queda caracterizado por sus entornos y se indican algunos
ejemplos de interés, como el C-espacio asociado a un grafo. El Capitulo 3 esta dedicado
a las funciones continuas entre C-espacios y el cuarto se dedica a los subespacios, pro-
ductos y cocientes del C-espacio. En cuanto a los axiomas de separacion, seran tratados
en el Capitulo 5, conviene sefialar que las nociones de C-espacio regular y completa-
mente regular se definen en términos del operador clausura y no de conjuntos cerrados,
como en el caso de los espacios topologicos. Ademas no existe una definicién estandar
de normalidad, y se indican algunas de las que se pueden encontrar en la literatura. En
los Capitulos 6 y 7 se tratan los C-espacios compactos y conexos respectivamente, y
en el octavo se recogen las definiciones y propiedades basicas de las relaciones binarias,
como pueden ser la clausura transitiva de una relacién o el algoritmo de Warshall, que
es el método clasico para obtenerla. Por ultimo, en el Capitulo 9 se tratan los C-espacios
casi discretos, que son quizas los mas importantes en cuanto a las aplicaciones. Estos
espacios tienen dos propiedades especiales. Por un lado, en ellos, al igual que en los
grafos, el operador clausura viene determinado por su valor en cada punto, y por otro,
dicho operador esta inducido por una relaciéon binaria. Por tanto, un C-espacio de n ele-
mentos se puede caracterizar por una matriz booleana, y el espacio topoldgico asociado
por la n-ésima potencia de dicha matriz.

3. Nociones preliminares de topologia

Habitualmente, la nocién de espacio topoldgico que se presenta en un primer curso de
Topologia se da en términos de conjuntos abiertos.

Definicién 3.0.1. Dado un conjunto X, un espacio topoldgico, es un par (X, 1), donde
T € P(X) es una familia de subconjuntos de X que satisfacen las siguientes propiedades:

» )X eT.

s 51 AB €T entonces ANB € 1.

» Si{A;}icr es una familia de subconjuntos de X tal que A; € T, entonces Ujer € T
La familia T se llama topologia sobre X, y sus elementos de llaman T-abiertos.

Definicién 3.0.2. Un conjunto A se llama T-cerrado si X — A € T, si F. es la familia
de los T-cerrados, se verifica:

» 0,X € F,
» 51 AB € F, entonces AUB € F,.

w Si{A;}icz es una familia de subconjuntos de X tal que A; € F,, entonces Nier €
Fr.

Ot



3 NOCIONES PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

En un espacio topolégico (X, 7), a cada A C X se le puede asociar el siguiente par de
subconjuntos.

Definicién 3.0.3. La clausura o adherencia de A, denotado AT (o simplemente A) es
el menor F,-cerrado que lo contiene. Es decir

A=n{F e F;ACF}
Dicho conjuntos satisface las siguientes propiedades llamadas propiedades caracteristi-
cas de A.
= C1) 0 =0.
= C2) ACA.
= C3) Dados A, BC X, AUB=AUB.
s C4A=A

Definicién 3.0.4. El interior de A, denotado por i,(A) o simplemente i(A), es el
mayor T-abierto contenido en A, es decir,

i(A)=U{U er;U C A}
. Dicho conjunto satisface las siguientes propiedades:
I1)i(X) = X.
12) i(A) C A.
I3) Dados A,B C X, i(ANB)=1i(A)NiB).
I14) i(i(A)) =i(A).

La relacién entre A e i(A) viene dada por la formula:

i(A) = X — (X — 4)

Otra forma de definir espacio topolédgico, debida a Kuratowski, consiste en tomar como
punto de partida las propiedades I'1 — I4 de la clausura de un conjunto. Este método
tiene la ventaja sobre el primero de ser mas geométrico e intuitivo, pues mientras que
los abiertos de un espacio euclideo no se pueden representar graficamente, la clausura
o cierre de un conjunto si, t de hecho, los objetos mas familiares de la geometria son
conjuntos cerrados. La definicién de Kuratowski toma como punto de partida la nociéon
de proximidad a un conjunto, y se define a continuacion.

Definicién 3.0.5. Dado un conjunto X, un operador clausura (de Kuratowski) es una
aplicacion ¢ : P — P que cumple las siguientes condiciones.

= p(0) = 0.

6



3 NOCIONES PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

= p(AUB) = ¢(A)Up(B).
= p(p(A)) = p(A).

Se verifica que la familia
T, ={AC X;p(X - A) =X — A}

es una topologia sobre X cuyos cerrados son precisamente los puntos fijos de . Es decir
AT = Asiy solo si p(A) = A.

Ejemplo 3.0.6. (Espacios pseudométicos) Una clase especialmente importante de es-
pacios topoldgicos son los espacios (pseudo)métricos que constituyen una generalizacion
de los espacios euclideos, y que son pares (X, d), donde d : (X x X) — Ry es una
aplicacion que satisface las siguiente condiciones:

v dl) d(z,y) > 0Ve,y € X x X.
» d2)d(z,y) =0 siz=y.

= d3) d(z,y) = d(y, z).
v d4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vr,y,z € X x X.

Cuando se cumple el reciproco de d2), d se llama métrica o distancia, y (X,d) espacio
métrico.

En un espacio (pseudo)métrico (X,d) a cada x se le asocia una familia By(x;e) = {y €
X;d(z,y) < e,e >0} llamada familia de las bolas abiertas de centro x y radio e.

La topologia métrica inducida por d es la familia

14 ={G € X;Vz € G,Ve > 03By(x;¢) C G}

En un espacio topoldgico (X, T), a cada x € X se le puede asociar una familia de
conjuntos que desempenian un papel andlogo a las bolas abiertas en un espacio métrico.

Definicién 3.0.7. Dado un espacio topoldgico (X,7) yx € X, N C X se llama 7-
entorno de x o simplemente entorno de x si x € i(N), la familia de entornos de x de
denota por W1 y permiten extender los conceptos de punto limite de una sucesion y de
continuidad de una funcion en un punto de un espacio euclideo.

Noétese que 2 € A siy solosi NN A #QYN € WI.
La familia T'(X) de todas las topologias sobre un conjunto X es un conjunto parcial-
mente ordenado.

Definicién 3.0.8. Si7,7 € T(X), 7 < 7' siT C 7' y se dice que 7" es mds fina que T,
0 que T es menos fina que T, o también que T es mds gruesa que T'.

-3



3 NOCIONES PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

Nétese que 7 < 7' si y solo si F. C F, es decir, si y solo si para cada A C X se cumple
que A7 C A",

Definicién 3.0.9. Si (X, 7) es un espacio topologico y B C 7, se cumple que para cada
G e T, G=UezB; con B; € B, B se llama base de T.

La condicién dada es equivalente a la siguiente:
SiGerTyuxed,existe B, € B tal que B, € G.

Para cada x € X, una base de 7-entornos de x es una familia B, C W] tal que para
cada N € W], existe B, € B, con x € B, C N.

Sea X un conjunto y B C P satisfaciendo las siguientes condiciones:

» B1) B es un recubrimiento de X.
» B2) Si By,By € By x € BN By, existe By € B tal que x € B3 C By N Bs.

Entonces existe una tnica topologia sobre X que tiene a B como base, denotada por
7(B) y llamada topologia generada por B.

Si A C P es cualquier familia de subconjuntos de X, la familia B4 formada por BU{x},
y las intersecciones finitas de elementos de A, satisface las condiciones Bl y B2y A se
llama subbase de 7(B4).

Si (X, 7) es un espacio topolégico y A C X, 74 = {GNA;G € 7} es una topologia
sobre A, llamada topologia relativa sobre A o topologia inducida por 7 sobre A. Se
cumple que si B C A, B14 = BN A y por tanto los cerrados de 7|4 son los conjuntos
de la familia {F N A;F € F,}. Si 2 € A, se tiene que W, = {NNA; N € W} v si
BCA, i, (B)=ANi(BU(X —A))

Definicién 3.0.10. Una aplicacion f: (X, 7) — (Y, 7') es continua en x € X si dado
N € W} (z) se cumple que f~(N) € WI, y continua si lo es en cada punto de X.

En el siguiente resultado se recogen algunas condiciones equivalentes a la continuidad
de una aplicacion.

Proposicién 3.0.11. Dada una aplicacion f: (X,7) — (Y, 7') son equivalentes:
» a) [ es continua.
» b)) SiGeT, fUG) erT.
» ¢)SiFeF., [fYF)eF,.
= d) SiACX, f(A) C f(A).
=) SiBCY, f1(B)C fU(B).
< ) SiBCY, [{i(B) Cilf(B)).

Noétese que si B es base de 7/, entonces la condiciéon b) de la proposicién anterior puede
sustituirse por:

8



3 NOCIONES PRELIMINARES DE TOPOLOGIA

b’ Si BeB, f7Y(B)er.
Una aplicacion f : (X, 7) — (Y, 7') que sea continua, biyectiva y con inversa continua
se llama homeomorfismo de X en Y.

Los espacios métricos en los que toda sucesion admite un punto adherente, es decir, una
sucesion convergente, se llaman espacios compactos. Dicha propiedad es equivalente a
la propiedad de Heine-Borel-Lebesgue. Es decir, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.0.12. Si (X,d) es un espacio métrico, son equivalentes:
» 1) (X,d) es compacto.

» 2) Todo recubrimiento U = {U;};er de x por abiertos admite un subrecubrimiento
finito.

Este resultado no es cierto en cualquier espacio topoldgico, si se quiere definir una
nociéon de compacidad en términos de convergencia se puede utilizar el concepto de
filtro, debido a H.Cartan,

Definicién 3.0.13. Un filtro sobre un conjunto X es una familia F C P(X) tal que:
» F1)) F#Q0y0 ¢ F.
» F3)SiAc F yACB, entonces B € F.
» F3)SiA,BeF, ANB e F.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, y F un filtro sobre X se dice que x es adherente a
Fsix e n{F;F € F}. De este modo, el resultado anterior queda:

Proposicién 3.0.14. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:
» a) Todo filtro F sobre X tiene al menos un punto adherente.
w b) (X, 7) satisface la propiedad de Heine-Borel-Lebesgue.

Se puede utilizar cualquiera de las dos condiciones para definir espacio topolégico com-
pacto.

Recordemos, por tltimo que dado un espacio topolégico, (X,7) y A C X, A se llama
conexo si no existe ningn subconjunto B C A propio que sea a la vez abierto y cerrado
en (A, 74). Es decir si A no admite ninguna particién formada por dos subconjuntos
abiertos (cerrados). Se dird que (A, 74) es conexo por caminos si dados z,y € A existe
un camino de x a y en A. Es decir, una aplicacién continua f : ([0,1],d.) — (A4, 74)
tal que f(0) =z y f(1) =y.

9



4 ESPACIOS CLAUSURA DE CECH

4. Espacios clausura de Cech

4.1. Operador clausura de Cech

Definicién 4.1.1. Dado un conjunto X, un operador clausura de Cech en X es una
aplicacion ¢ “P(X) — P(X) que satisface las siguientes propiedades:

= o(0) =10
» 51 AC X, entonces A C p(A)
» Si A, B C X entonces, (AU B) = p(A) Up(B)
El par (X, ) se llama espacio de clausura de Cech o simplemente C-espacio.

Observacion 4.1.2. Nétese que si A,B C X y A C B se tiene que p(A) C p(B). En
efecto, como B = AU B entonces, p(A) C p(A)Up(B) =¢(AUB) = ¢(B).

Ejemplos de C-espacios

Ejemplo 4.1.3. Dado un conjunto X, sea ¢ : P(X) — P(X) dada por o(0) = 0 y
©0(A) = X para ) # A # X. Entonces, ¢ es un operador clausura de Cech llamado
operador indiscreto.

Ejemplo 4.1.4. Si ¢ : P(X) — P(X) viene dada por p(A) = A para cada A C X,
entonces ¢ es un operador clausura de Cech llamado operador discreto.

Ejemplo 4.1.5. Sea X un conjunto. Definiendo p(A) = A si A es un subconjunto finito
de X y o(A) =X si A es un subconjunto infinito, obtenemos un operador clausura ¢.

Ejemplo 4.1.6. La construccion anterior admite la siguiente generalizacion. Sea X
un conjunto y sea m un cardinal infinito. Se obtiene un operador de clausura ¢ sobre
X definiendo o(X) = X si el cardinal de X es menor que m y p(A) = X en caso
contrario.

El operador del ejemplo anterior se obtiene para m finito.

El espacio (X, @) es discreto si y solo si el cardinal de X es menor que m.

Ejemplo 4.1.7. Sea (X, <) un conjunto bien ordenado. Entonces p(A) = {y € X,
existe v € A con x < y} es un operador clausura. Basta comprobar que (AU B) =
©(A) U @(B), pero una inclusion es inmediata y en la otra se usa que < es un buen
orden. Si X contiene al menos tres elementos, y x es el menor de ellos, sea y el sucesor

de x, entonces p(x) = {x,y}, y (p(x)) = {x,y, z}.

Ejemplo 4.1.8. Sea X un conjunto y x € X. Se define la operacion clausura @ en X
como p(A) = A si A es finito y p(A) = AU {x} en caso contrario.

Ejemplo 4.1.9. Sea X un conjunto. Fijamos un punto x de X. Sea () =0 y p(A) =
AU{z} para A # 0. Claramente ¢ es un operador clausura para X .

10



4 ESPACIOS CLAUSURA DE CECH

Ejemplo 4.1.10. Otros ejemplos de C-espacios son los asociados a una distancia, en
efecto, si (X,d) es un espacio métrico, v € X y A C X sea d(z,A) = infyea{d(z,y)}.

Definicién 4.1.11. Para cada € > 0, sea 4. “P(X) — P(X) la aplicacion dada por
vae(A) ={zr € X;d(z,A) <¢e}.

Proposicién 4.1.12. (X, ¢4.) es un C-espacio de clausura y pq. es el operador aso-
ciado a €l y el operador es topoldgico si y solo si e = 0.

Demostracion. Es obvio que ¢q.(0) = 0 y que A C @q.(A). Por otra parte, como
d(z,AU B) = min{d(x,A),d(x,B)} se tiene que x € @4.(A) U pq:(B) si y solo si
z € pa:.(AU B) y se tiene el resultado.

Para la segunda parte del enunciado basta tener en cuenta que d(x, A) = 0 si y solo si
z € A, siendo A la clausura de A en 7. O

4.2. Operador interior de un C-espacio

Definicién 4.2.1. La aplicacion i, ‘P(X) — P(X) dada por
ip(A) =X —p(X — A)

se llama operador interior de Cech asociado a un C-espacio.

Proposicién 4.2.2. El operador interior de Cech definido cumple las siguientes pro-
piedades:

1) i,(X) = X.

2) Si A C X, entonces i,(A) C A.

3) Si A, B C X entonces, i,(AN B) =i,(A) Niy(B).
Demostracion. 1) i (X) =X —¢(0) = X.

2) X —AC (X —A), luego AD X —p(X — A) =i, (A).

3) ip(ANB) = X —p(X - (AUB)) = X —p((X = A)U (X - B)) = (X — (p(X —

AU X = (X = B)) = (X = (o(X = A) N (X = (p(X = B)) =) Vg 0
Nota 4.2.3. Obsérvese que si i, “P(X) — P(X) es una aplicacion que satisface las
tres propiedades anteriores, la aplicacion p; "P(X) — P(X) dada por

pi(A) = X —ig(X = A4)

determina un tnico operador clausura de Cech sobre X y se verifica que Uy, = 1.

Observacién 4.2.4. Nétese que un operador interior de Cech satisface las propiedades
del operador interior en un espacio topologico salvo la idempotencia.

11



4 ESPACIOS CLAUSURA DE CECH

Como en el caso de los espacios topoldgicos, en los C-espacios se pueden considerar
las familias de los conjuntos ¢-cerrados y @-abiertos. Ahora bien, a diferencia de los
espacios topologicos, estos conjuntos no tendran un papel relevante en el estudio de
las propiedades de los espacios de clausura, sino que, como veremos mas adelante, este
papel corresponde a los entornos de un punto o un conjunto. Una de las razones de
ello, es que en ciertos C-espacios, de interés no existen subconjuntos propios abiertos o
cerrados.

Definiciéon 4.2.5. Sea (X, @) un C-espacio y A C X. Se dice que A es un conjunto
p-cerrado si p(A) = A, y que es p-abierto si X — A es p-cerrado.

Proposicién 4.2.6. Un subconjunto de X es p-abierto < A =i,(A).
Demostracion. A es p-abierto & p(X—A)=X-Ac A=X—p(X—-A) =i,(4). O

Definicion 4.2.7. Si ¢, ¢’ son aplicaciones clausura sobre X, se dird que ¢' es mds
fina que @, o que ¢ es menor que ¢, o también que ¢ es mas gruesa que @', si para
cada A C X se cumple que ¢'(A) C ¢o(A).

St @ es mds fina que @', se escribird o < ¢'.

Ndétese que si p < ¢, entonces, todo conjunto C'-cerrado (abierto) es C-cerrado (abier-

to).

4.3. Modificacion topolégica de un espacio de clausura

Proposicién 4.3.1. Si (X, ¢) es un espacio de clausura, la familia
T, ={AC X;p(X\ 4) = X\ A}
es una topologia sobre X llamada modificacion topoldgica del operador clausura .

Demostracion. Probemos que efectivamente 7 es topologia:
» () € 7 si tomamos X = X\X=0y ¢(0)=0.

» Xe 7, el razonamiento es andlogo tomando ahora ().

dada {A;};€I una familia de subconjuntos de X cualquiera, hemos de probar que
UZA; € 7 veamos, A; € T = ¢(X;) = X;Vi, hemos de ver que (X \ UZ'A;) =
X \ UZ'A; si razonamos por doble inclusién, (D) ya la tenemos por definicién,
ahora veamos (C), (X \ UZTA;) = p(UZTX\A;)C US (X \ 4;) = UZH (X))

el razonamiento para la interseccién es andlogo, pues usamos que NS (X \A;))
(D) p(NZ'X\ A;) y el razonamiento es el mismo.

[]
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Observacion 4.3.2. a) Notese que los conjuntos 7,-cerrados son aquellos A C X tal
que p(A) = A.

b) Por otra parte se tiene que si A C X entonces A7 = MNHC CX;ACCye(C)=CH.

c) Las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que un operador clausura
Y sobre X sea la modificacion topoldgica de un espacio de Cech (X, ¢): 1 es idempotente
y los abiertos (cerrados) de v y ¢ coinciden.

Proposicién 4.3.3. La topologia 7, es la mds fina sobre X que es mds gruesa que @.
Es decir 7, es mds gruesa que @, y si 1 es un operador clausura idempotente mds grueso
que @, entonces 1 también es mds gruesa que T,.

Demostracion. Por la propiedad de idempotencia 7, < .

Por otra parte si 1 es un operador clausura tal que 7, < ¢, entonces todo -abierto es
@-abierto, y por tanto por definicién de 7, esta en 7,,. Reciprocamente sea 1 un operador
clausura idempotente que cumple las condiciones del enunciado.Es decir 7, < ¢ y si a
es un operador clausura idempotente con o < ¢, entonces o < . Veamos que ¢ = 7,,.
Tomando o = 7, resulta que 7, < 9, y por tanto 7, < 1 < ¢, es decir todo -abierto
es un p-abierto y por tanto estd en 7, por definiciéon de 7. O

4.4. Entornos en un C-espacio

Definicién 4.4.1. Si (X, ) es un espacio de clausura de Cech, y A C X, un @-entorno
de A es un subconjunto U C X tal que A C i,(U), el conjunto de p-entornos de A se
denotard por WY. En el caso particular de que A = {z} se escribird W¥.

Nota 4.4.2. Es claro que si A C X y W entorno de A en (X,1,) entonces W es
entorno de A en (X ,p) pero el reciproco no es cierto.

Para probar que el reciproco no se cumple demos un contraejemplo:

Contraejemplo 4.4.3. Sea X = {a,b,c}, definimos ¢ en X como sigue,
= {a}
= {ba C}

)
)

{c}) = {ac}
) = {0}

De esta forma, ¢ es un operador clausura de Cech.
Aqui {a,c} es entorno de {a} en (X, ), pero no es entorno de {a} en (X, 7,).

Al igual que en los espacios topologicos se prueba el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.4. a) U es entorno de A si y solo si es entorno de x Vx € A.
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b) U C X es p-abierto si y solo si es g-entorno en cada uno de sus puntos.

c) W% es un filtro en X y A CN{U € W3}

Definicién 4.4.5. Una familia Vi C P(X) se llama base de p-entornos de A si:
a) Vi S W3

b) Dado U € W3, existe V € VY tal que V C U.

Noétese que las condiciones de la definicién pueden expresarse diciendo que V7 es una
base de filtro WY.

En el siguiente resultado se caracteriza un operador clausura mediante sus entornos:

Proposicién 4.4.6. Sea (X, ) es un espacio de clausura de Cech y A C X. Entonces
x € p(A) siy solo siUNAZD, para todo U € WY.

Demostracion. SiU € WEy UN A =0 entonces z € i,(U) Ci (X \A) =X \¢p(A4)y
por tanto z ¢ p(A).

Reciprocamente si x ¢ p(A) entonces X \ A es g-entorno de ¢ que no corta a A.  [J

Corolario 4.4.7. Si V4§ C P(X) es una base de p-entornos de x, entonces x € ¢(A)
siy solo siUNA#QVU € Vi CP(X).

En el siguiente resultado se prueba que un espacio de Cech queda determinado al indicar
la familia de entornos de cada uno de sus puntos, o en otras palabras, qué filtros en X
son las bases de entornos de sus puntos.

Proposicién 4.4.8. Supongamos que para cada v € X existe una familia V, que sa-
tisface las siguientes condiciones :

a) Vy # 0
b) Para cada U € V,, z € U.
C) St U1U2 € V;B existe U3 Q Vw con U3 Q U1 N UQ.

(Es decir, V, es una base de filtro tal que todos sus elementos contienen a x).
Entonces existe un unico operador clausura ¢ sobre X tal que V, es una base de @-
entornos de x.

Demostracion. Si A C X se define p(z) ={x € X;UNA# D con U €V, }.
Veamos que ¢ es un operador clausura de Cech, para lo cual basta comprobar que

p(AUB) = ¢p(A)Up(B).

14
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Siz € p(A)Up(B)y U € V,, entonces p corta a A o a B por tanto corta a AU B,
luego p(A) Up(B) € p(AU B).

Por otra parte supongamos que x ¢ ¢(A)Up(B), por definicién de ¢ existen U,V € V,,
tales que UN A = () = U N B, pero por la propiedad c), existe W € V, de modo que
W CVNU porloque WN(AUB) =0, luego = & (AU B).

Supongamos que U € V,, entonces U es wp-entorno de x pues en caso contrario r €
©(X \ U), luego se tendria que VN (X \ U) # 0 VV € V,, en particular para V = U.
Por tltimo si W € W¢, supongamos que YU € V, fuera U\ W = UnN (X \ W) # 0.

Entonces por definicién de ¢, x € (X \ W) y W no serfa p-entorno de x. O

4.5. C-espacios asociados a un grafo

Recordemos que un grafo simple no dirigido en un par ordenado G = (V, A), donde
V # 0 y se llama conjunto de vértices y A C Po(V) (subconjuntos binarios de V),
conjunto de aristas. Si {v.w} € A se dird que v y w son adyacentes y que estan unidos
por la arista vw. El conjunto N, = {w € V;{v.w} € A} se llama conjunto de vértices
adyacentes a v, o de vértices vecinos de v, y si es finito para cada v € V' se dira que el
grafo es localmente finito y (N, ) se llamard grado de v.

Todo grafo G tiene asociado de manera natural un operador clausura denotado por ¢,
que se define como ¢g(v) = {v} UN, para cada v € V| y como pg(A) = U{N,;v € A}
para cada A C V.

Noétese que pg no es idempotente en general. De hecho los conjuntos pg-cerrados son
las componentes conexas de G (en el sentido de la Teorfa de Grafos), pues dado A C V|
v (A) esta formado por los vértices adyacentes a algin vértice de A. Por tanto, si G
es conexo Ty, = {0, V}.

Notese que si Gy H son dos grafos localmente finitos, las C-aplicaciones entre 7, y
T,y Son los homeomorfismos de G en H que conservan las adyacencias.

Este ejemplo de C-espacio es interesante, pues es el prototipo de los C-espacios llama-
dos casi discretos, que son analogos de los espacios topologicos de Alexandroff, y que
se tratan en el Capitulo 9.

5. Aplicaciones C-continuas

Definicién 5.0.1. Una aplicacion f: (X, p1) — (Y, ¢2), entre espacios de clausura
se dird continua en el sentido de Cech o simplemente C-continua en x € X si para todo
A C X se cumple que si x € p1(A) entonces f(x) € pa(f(A)).

Se dirda que f es C-continua si lo es en cada punto, o de forma equivalente, para todo
A C X se cumple que si f(p1(A4)) C pa(f(A)).
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Es inmediato comprobar, al igual que se hace para aplicaciones entre espacios topo-
logicos que se tiene:

Proposicién 5.0.2. Si para todo B C Y, p1(f~4B)) C f~ (2(B)) entonces f es
C-continua.

La relacién "ser més fina que” en el conjunto de operadores clausura sobre X puede
expresarse en términos de continuidad.

Proposicién 5.0.3. p; < s si y solo siid: (X, p2) — (X, 1) es continua.
Se comprueba facilmente que la composicion de aplicaciones continuas entre espacios
de Cech es también continua.

Proposicién 5.0.4. Si f : (X,p1) — (Y, p2) es C-continua en x y g : (Y, p2) —
(Z,p3) es C-continua en f(z), go f es C-continua en x.
(Por tanto la composicion de aplicaciones continuas entre espacios de Cech es continua)

La continuidad de una aplicacién entre espacios de Cech se puede caracterizar en tér-
minos de sus entornos.

Proposicion 5.0.5. f: (X, ¢1) — (Y, p2) es C-continua en x si y solo si para cada
VeWws f[7Y(V) e wqt.

Demostracién. i) Si f es C-continua en x, y U = f~1(V), no es y-entorno de z, entonces
z € @i(X \U), y por C-continuidad f(z) € oo f(X \ U)) = @2(f(X)\V)) S
©2(Y \ V). Por tanto V & W¥2.

ii) Reciprocamente, dado z € A C X, tal que f(z) € ¢2(f(A)), entonces V = Y \
f(A), es un py-entorno de f(z), y por hipétestis f~1 (V') es un ¢;-entorno de x. Como
Y VYNA=0, 2 & p(A), por tanto si z € ¢1(A), entonces f(z) € po( f(A)), luego f
es C-continua en x. O

Observaciéon 5.0.6. Una condicion equivalente a la anterior es la siguiente:
f es C-continua en x si la imagen inversa de un entorno de f(x) es un entorno de .

Veremos a continuacion que, a diferencia de las aplicaciones entre espacios topologicos,
la C-continuidad de las aplicaciones entre espacios de Cech no se caracteriza por los
abiertos y cerrados de dichos espacios.

Se tiene, no obstante, el siguiente resultado:
Proposicién 5.0.7. Si f: (X, p1) — (Y, p2) es C-continua y U es pq-abierto (cerra-
do) entonces f~1(U) es py-abierto (cerrado).

Demostracion. Si U es gq-abierto, entonces U es go-entorno de cada uno de sus puntos
y por tanto f~1(U) también, luego es y;-abierto. O

El reciproco del resultado anterior no es cierto en general.
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Contraejemplo 5.0.8. Sea X = {a,b,c}, definimos v1, p2 en X los operadores clau-

sura como sigue:
({a}) = {a}  @({a}) = {a b}
({0}) = {b,c} @({b}) = {bc}
p{c) = H{a,c; @o({c}) = {c}
{0 = {0}  «({0}) = {0}

FEs inmediato comprobar que los cerrados de (X, ¢1), (X, 1) son las familias

Fy = {@>X’ {a}7 {a7 C}}7 Fy = {@7X’ {C}7 {b’ C}}

Si (X, 1) — (Y, ¢2), es la aplicacion dada por f({a}) = f({c}) = {c}, f({b}) =
{a}, se cumple que la antimagen por f de un py-cerrado, es un conjunto pi-cerrado.
Ahora bien, f no es C-continua como aplicacion entre espacios de Cech, pues f(p1({b})

F{b,e}) =A{a,c}, ypa(f({B}) = @2(f({a})) = {a, b}.

No obstante el resultado clasico de topologia se cumple si py tiene la propiedad de
idempotencia, es decir si (Y, p2) es un espacio topolégico.

Proposiciéon 5.0.9. Sea f : (X, 1) — (Y, ¢2), donde ps es un operador clausura
idempotente, cada una de las siguientes afirmaciones son necesaria y suficiente para
que f sea C-continua.

i) Si O es py-abierto entonces f~1(O) es pa-abierto.
ii) Si C es py-cerrado entonces f~1(C) es o cerrado.

Demostracion. Ambas condiciones son necesarias por la proposicion anterior, veamos
que i) es suficiente. Sea v € X,y V € W}p(zz). Como (Y, p2) es un espacio topolégico,
existe un (ps-entorno abierto U con U C V. Por hipétesis x € f~HU) y f~HU) ¢1-
abierto, por tanto f~H(U) € W¢', y f es C-continua en . O

Nota 5.0.10. d) i4: (X, ) — (X, 7,) es C-continua. B B
(Basta comprobar que p(A) C A™, pero como A C A™, p(A) C p(A™) = A™, ya que
A" es cerrado en T,.)

El siguiente resultado proporciona una caracterizacién de la modificacion topologica de
un espacio de Cech en términos de continuidad de aplicaciones.

Proposicién 5.0.11. Sea (X, ) un espacio de Cech, un operador 1) sobre X es Ty SI
y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1) 1 es idempotente.

2) Para cualquier espacio topologico (Y, 1), f: (X,p) — (Y,T) es continua si y solo
si f:(X,¢) — (Y,7) lo es.
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Demostracion. Supongamos que ¢ = 7, si f : (X, 7,) — (Y, 7) es continua entonces
es C-continua, luego como id : (X, ) — (X, 7,) también lo es, f = foid: (X,p) —
(Y, 7) es C-continua.

Ahora supongamos que f : (X, p) — (Y, 7) es C-continua, entonces si U C 7, f~1(U)
es p-abierto por tanto f~1(U) C 7, por definicién de 7,. Luego f : (X,7,) — (Y, 7)
es continua.

Reciprocamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1) y 2), como id : (X, p) —
(X, 7,) es continua, por 2) id : (X,¢) — (X, 7,) es continua por lo que 7, C 1. Como
id : (X,9) — (X, 1) es continua de nuevo por 2) id : (X, p) — (X, ) es C-continua,
luego b < ¢. Asi que ¥ es un operador clausura idempotente mas grueso que ¢ y mas
fino que 7, por la proposicion 1, 1) = 7. O

Corolario 5.0.12. Si f : (X, ) — (Y,¢) es C-continua, entonces f : (X,7,) —
(Y, 7y) es continua.

Demostracion. Basta tener en cuenta que id : (X,¢) — (X,7y) es C-continua y
aplicar la condicién 2) de la proposicion anterior. O

5.1. C-homeomorfismos

Damos a continuacién una definicion de homeomorfismo entre espacios de Cech analoga
a la conocida entre espacios topolégicos.

Definicién 5.1.1. Un C-homeomorfismo f : (X, @) — (Y, 1) entre espacios de Cech
es una aplicacion biyectiva, tal que f y f~! son C-continuas.

Al igual que en los espacios topoldgicos se tiene que id : (X, ) — (Y,%) es un C-
homeomorfismo y, la composicion de C-homeomorfismos es C-homeomorfismo.

Proposicion 5.1.2. Dada f : (X,p) — (Y, ) biyectiva, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) f es un C-homeomorfismo.

2) St AC X, f(p(A) = ¢(f(A))

5) Para cada x € X, U € WY si y solo si f(U) € Wi,

Teniendo en cuenta el corolario anterior si f : (X, ) — (Y, %) es un C-homeomorfismo,
entonces f : (X, 7,) — (Y, 7y) es un homeomorfismo. Ahora bien el reciproco no es
cierto, como se comprueba en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.1.3. Sea X = {a,b,c}, definimos ¢, 1 en X como sigue,

p({a}) = {a}  ¥({a}) = {a,b}
p({b}) = {bc} »({b}) = {bc}
p({cy) = Ha,cp d({c}) {c}
p({0}) = {0y ({0} = {0}

Entonces se comprueba facilmente que 7, = {X,0,{b},{b,c}} y 7y = {X,0,{a}}.

La aplicacion f : X — X dada por f({a}) = {c}, f({b}) = {a} v f({c}) = {b}
es un homeomorfismo de (X, 7,) en (X, 7y), pero no es un C-homeomorfismo de (X, ¢)

en (X, ), pues f(p({b})) # (f({b})).

6. Subespacios, productos y cocientes

6.1. Operador clausura relativo: Subespacios de Cech

Definicién 6.1.1. Si (X, @) es un espacio clausura de Cech, y A C X ,la aplicacion ¢4 :
P(A) — P(A), dada por pA(B) = A N p(B) es un operador clausura de Cech sobre
A llamado operador clausura de Cech relativo a A. El par (X, pa) se llama subespacio
de clausura, o C-subespacio, de (X, p) .

Proposicién 6.1.2. Sea (X, @) un espacio clausura de Cech, A C X y 1) un operador
clausura sobre A. Entonces 1 = @ si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) La inclusion ja : (A, ) — (X, @) es C-continua.
2) 1 es el operador menos fino que cumple 1).

Es decir, 4 es el operador clausura de Cech menos fino que hace que j4 sea C-continua.

Demostracion. Supongamos que 1) = @4, es decir, que (B) = AN (B). Entonces, la
condicién 1) se cumple, ya que ja(¢(B)) = ¢ (B) C ¢(B).

Si w es un operador clausura sobre A tal que ja : (A, w) — (X, ¢), es continua, se tiene
que ja(w(B)) C ¢(ja(B)), es decir, para todo B C A, w(B) C p(B), pero w(B) C A,
y por tanto w(B) € AN p(B), es decir, se cumple que w(B) C p4(B), lo que prueba
que w es mas fina que p4.

Reciprocamente, sea 1) un operador clausura sobre A, satisfaciendo 1) y 2). Como ¢4
también los satisface se tiene que 1 es mas fina que @4, y w4 es mas fina que 1, asi que
YA =W. O

Nota 6.1.3. 1) Si ¢ es idempotente, pa también lo es, pues ps(B) serd cerrado en
(A,04), y por tanto, pa(pa(B)) = ¢(B).
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2) Si B C A, entonces (pa)p = ¢B.
Proposicién 6.1.4. Sea (X, @) es un espacio clausura de Cech, y A C X. Entonces:

a) Si B es p-cerrado (p-abierto), entonces BN A es pa-cerrado (pa-abierto).

b) Si ¢ es idempotente, los conjuntos @ a-cerrados son de la forma AN B, siendo B
C's-cerrado.

c) Si A es p-cerrado (p-abierto), y B C A es pa-cerrado (pa-abierto), entonces B
es p-cerrado (p-abierto).

Demostracion. a) Si B C Ay ¢(B) = B entonces pa(BNA) = AN (p(BNA)) C
ANe(B)=ANB asi que AN B es pa-cerrado.

b) Si C es pa-cerrado, C' = pa(C) = AN(C), y se toma B = ¢(C).

c) Si p(A) = Ay pa(B) = ANp(B) = B C A, entonces p(B) C p(4) = A,y
por tanto, ¢(B) = ¢(B)NA = pa(B) = B. O
Si ¢ no es idempotente, un conjunto @4-cerrado (@4-abierto), no tiene por qué ser
interseccion de A con un ¢-cerrado (p-abierto), de hecho se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 6.1.5. (X, p) es un espacio topoldgico si y solo si para todo A C X los
conjuntos p-cerrados (p-abiertos) son de la forma AN B con ¢(B) =B, (p(X —B) =
X — B).

Demostracion. La condicion es necesaria por el apartado b) de la proposicién anterior.
Supongamos ahora que ¢ no es idempotente, entonces existe B C X tal que p(¢(B)) #
©(B), y si se considera el subespacio A = B U p(p(B)) — ¢(B), B es pa-cerrado. Sin
embargo, si C' es p-cerrado con B = AN C, se tiene que p(p(B)) 2 C, y por tanto
CNA=A luego CNA#B. O

En cuanto a la relacion entre 7,4, y 7, se tiene:

Proposicién 6.1.6. 7,4 C 7,

Demostracién. Si B es cerrado en 7,4, entonces B = AN F para algin cerrado de 7.
Pero como ¢(B) C o(F) = F, pa(B) = ANp(B) C ANF = B. Por tanto pa(B) = B,
luego B es un cerrado de 7, 4. O
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Ejemplo 6.1.7. En general 7,4 # 7,, como se prueba en el siguiente ejemplo: Sea
X ={a,b,c}, A= {a,c} definimos el operador clausura de Cech ¢ en X como sigue,

) = {a,b}

) = {bc}
p({c) = {a,c}

) = {0}

Entonces los conjuntos p-cerrados son F, = {0, X'}, luego F, # {0, X }. Por otra parte
wa viene dada por pa({a}) = ({a}) y pa({c}) = ({A}), luego Fio, = {0, {a}, A}.

6.2. Productos de espacios de clausura de Cech

Definicién 6.2.1. Sea {X,, ¥a tacr una familia de espacios de clausura de Cech

X =[] Xa

a€el

su producto cartesiano y m, : X — X, las proyecciones candnicas dadas por m,(x) =
z(a) =z, para cada x € X.
Para cada x € X, sea:

Ve = {n.(V) haecI Ve WEn )
Por la Proposicion 4.4.7 existe un tinico operador de clausura de Cech o, tal que las
intersecciones finitas de elementos de V, constituyen una base de entornos de x.
Para (X, o) se verifican las propiedades usuales de la topologia producto.

Proposicién 6.2.2. a) ¢, es el operador clausura menos fino sobre

X =] X

ael

tal que las aplicaciones m, son continuas.
b) Si O es pr-abierto, entonces m,(O) es p-abierto para cada o € I.

c) Una aplicacion f : (Y,p) — (X, o) es C-continua si y solo si lo son las apli-
caciones Ty o f.

En el siguiente ejemplo se comprueba que, en general, dados dos espacios de clausura
(X, ) e (Y,9), nose cumple que X xY con la topologia producto 7, x 7, es homeomorfo
a X xY con la topologia 7., es decir, la modificacién topolégica del operador clausura
no es la topologia producto de las modificaciones topologicas respectivas.
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Ejemplo 6.2.3. Sea X = {a,b,c}, definimos el operador clausura de Cech o en X
como sigue,
= {a}

v({a})

e({b}) = {b.c}
e({c}) = {a,c}
e({0}) = {0}

Se tiene que 7, = {0, X, {b}, {b, c}}, por tanto la topologia producto T, x 7, es la familia

7o X Tp = {0, X x X, {(,0)},{(b,0), (b, 0)}.{(b, ), (¢, 0)}, {(b,b), (b, ), (¢, ),

(c.0)}}.

Sin embargo, en X x X, existen conjuntos T,x,-abiertos que contienen al punto (a,b):
por ejemplo el conjunto {(a,b), (b,b), (c,b)} por tanto T, X T, # Typxe.

6.3. Cocientes de espacios de clausura de Cech

Al igual que en los espacios topolégicos existe la nocion de topologia final sobre un
conjunto Y asociada a una aplicacién f : (X,7) — Y, para los espacios de Cech
podemos considerar la siguiente definicion:

Definiciéon 6.3.1. Si f : (X,7) — Y es una aplicacion sobreyectiva, se define el
operador clausura cociente asociado a f como p(V) = f(o(f~(V))) para cada V C Y.

Es inmediato comprobar que ¢ es un operador clausura de Cech, y se tiene el siguiente
resultado que prueba que la definicién de ¢ es andloga a la de topologia final asociada

a f.

Proposicién 6.3.2. Sea f : (X,p) — Y una aplicacion sobreyectiva entonces py es
el operador de clausura mds fino que hace C-continua o f.

Demostracion. Supongamos que v es un operador clausura con pf <9,y f :
(Y,1) C-continua, entonces existe V' C Y tal que ¥(V) = o (f(f~1(V)
fle(f~Y(V))), pero por la C-continuidad de 1) se tendria que:

Ejemplo 6.3.3. Puede ocurrir que ¢ sea idempotente, es decir, que (X,p) sea un
espacio topoldgico, pero que @y no lo sea. En efecto, sea X ={1,2,3,4}, Y = {a,b,c}
con f: X —Y, dada por f(1)=a, f(2)=0b, f(3)=cy f(4) =

Si ¢ es el operador clausura dado por o({1} = {1,2}, p({2} = {2}, »({3} = {3,4} ¥
o({4} = {4}, ¢ es idempotente. Por otra parte, el operador ¢¢ viene dado por ps({a} =
{a,0}, r({b} = {b,c}, or({c} = {c} e (Y,@y) no es topoldgico ya que ©3({a} =
{CL, b, C} # {a7 b} = Spf{a’}'
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De modo analogo a como se hace entre espacios topologicos, se podria definir una
aplicacion cociente entre espacios de Cech como una aplicacién f : (X, ) — (Y, 1))
sobreyectiva que cumple que ¥ = @y, y se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 6.3.4. Sea f : (X,p) — (Y,¥) una aplicacion sobreyectiva tal que
Y = @s. Entonces F CY es ¢-cerrado si y solo si f~1(F) es p-cerrado.

Demostracion. Como se supone que ¢ = ¢y, f es C-continua. Por tanto basta probar
que si f7Y(F) es p-cerrado, entonces F es 1-cerrado. Pero si f~!(F) es p-cerrado,

entonces o(f~H(F)) = f1(F), luego f(e(f~H(F))) =4(F) = f(f"(F)=F. [

Proposicién 6.3.5. Si f: (X, ) — (Y,9) es sobreyectiva, C-continua y ¢ es idem-
potente, entonces ¢ = @ si y solo si para todo B CY, f(o(f~1(B))) es y-cerrado.

Demostracion. Si ¢ = ¢, y B C Y, entonces, ¥(B) = f(o(f~'(B))) y por serw idem-
potente, w(f((f~(B)))) = w(0(B)) = b(B) = J(p(f " (B))), luego f(o(/~(B)) es

W-cerrado.

Reciprocamente, supongamos que para todo B C Y, f(p(f~1(B))) es ¢-cerrado, vea-
mos que Y(B) = ¢s(B). Por ser ¢y un operador clausura se tiene que B C ¢ (B),

luego, Y(B) C ¥(f(p(f~HB)))) = f(e(f~1(B))), la inclusién reciproca se tiene por ser
f C-continua. O

Veamos que en las hipétesis del resultado anterior se tiene que toda aplicacién cociente
es hereditariamente cociente, es decir.

Proposiciéon 6.3.6. Sea f : (X,p) — (Y,v) una aplicacion cociente, y 1 idempo-
tente. Entonces, para todo B CY, g = fi7~yp) : f~Y(B) — B es una aplicacion
cociente.

Demostracién. Si B CY |y fig-yp) : [7'(B) — B es C-continua y sobreyectiva.
Por el resultado anterior, para probar que g es cociente, hay que probar que si C' C B,
D = g(p-1(c)(g~1(C)) es cerrado en (B, 4yp). Pero D = g(p(g~'(C))) N g~ (C) =
fle(f~YB))) N fYB) = f(e(f~Y(B))) N B, que es -cerrado en B, ya que por la
proposicién anterior f(o(f~1(B))) es t-cerrado. O

7. Axiomas de separacion en C-espacios

En este capitulo se estudiaran los axiomas de separacién en los C-espacios. Como en
el caso de los espacios topoldgicos se distinguiran tres tipos: axiomas de separacion de
puntos, (es decir las propiedades Tp, T y 1), los axiomas de separaciéon de puntos y
cerrados (espacios regulares o completamente regulares de de Tychonoff y los axiomas
de separacién de cerrados (espacios normales).
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7.1. C-espacios Ty, 11 y T5

Los axiomas T, 17 y T» para C-espacios se enuncian de la misma forma que en los
espacios topologicos.

Definicién 7.1.1. Un C-espacio (X, ) se llama:

(1v): Si dados v,y € X con x #y, existe W, € WE, tal que y ¢ W, o existe W, € WY
tal que x ¢ W, .

(T;Z)VVSZ dados x,y € X con x # y, evisten W, € W¢, W, € WY tales que x ¢ W, y
Y @

(Ty): Six #y, evisten W, € WE, W, € WY tales que W, N W, = 0.
Estas definiciones pueden expresarse en términos de ¢:
Proposicién 7.1.2. a) (X, @) es Ty si y solo si dados x £y, x & p(y) oy & p(x).

b) (X,p) es Ty si y solo si para cada x € X, o(x) C {x}. (Es decir, si cada sub-
conjunto unitario es p-cerrado)

c) (X, ) es Ty si y solo si dados x # vy, existe W, € W¥ tal que y & o(W,).

Demostracion. a) Es consecuencia inmediata de la caracterizacién de ¢ mediante en-
tornos.

b) Si z # y, existe W, € WY tal que x ¢ W, y por tanto y ¢ (). Reciproca-
mente sean x # y. Como y & (), existe W, € Wy tal que x ¢ Wy, y como x & »(y)
existe W, € W¥ tal que y € p(z).

¢) Six # y, la propiedad de ser T es equivalente a la existencia de W, € Wy, W, € Wy
tales que W, N W, = (. Como W, C X — W,, i,(W,) C i,(X — W,). Por tanto es equi-
valente a la existencia de W, € W¢, W, € Wy tales que y € i,(W,) C i (X —W,), y
por tanto a la existencia de W, € Wy tal que X — W, € W¥. Es decir, (X, ¢) es T si
y solo si existe W, € WY tal que y & o(W,). [

Nota 7.1.3. Al igual que en el caso de los espacios topologicos, las propiedades de ser
Ty, T1 y T35 en los C-espacios son hereditarias y se conservan por C-homeomorfismos.

7.2. C-espacios regulares y completamente regulares

En los espacios topoldgicos, los conceptos de espacio regular y espacio completamente
regular se establecen en términos de los subconjuntos cerrados. Sin embargo, puesto
que en los C-espacios, la nocién fundamental es el operador ¢, parece natural que este
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aparezca explicitamente en su definicién. Si (X, 7) es un espacio topolégico, la propiedad
de ser regular garantiza que un conjunto cerrado y un punto fuera de él puedan incluirse
en abiertos disjuntos. Es decir,

Definicién 7.2.1. (X, 7) se llama regular si dados A C X cerrado y x ¢ A, existan
U,V €7 tales que ACU yx V.

Es facil probar que la definiciéon dada es equivalente a la siguiente

Definicién 7.2.2. Si W € WT existe U € 7 tal que v € U C U C W. Es decir, para
cada x € X los entornos cerrados de x forman una base de entornos.

La primera definicién sugiere la siguiente extension directa a los C-espacios de regula-
ridad.

Definicién 7.2.3. Un C-espacio (X, ) se llama regqular si dados A C X yx & p(A),
existen U € W y V € WY tales que UNV = 0.

Se tiene el siguiente resultado que es analogo a la equivalencia de las dos primeras
definiciones para espacios topoldgicos.

Proposicién 7.2.4. Si (X, p) es un C-espacio, son equivalentes:
a) (X, ) es regular.
b) Para todo x € X, si W € W?, existe U € W¥ tal que o(U) C W.

Demostracion. Supongamos que se cumple a). Si W € W? y A = X — W, enton-
ces © & p(A). Por tanto, existen U € W¢, V € W? tales que U NV = (). Como
UCX—-V,9oU) Cp(X—-V),luego i,(V) =X —p(X —V) C X —¢(U). Por tanto,
ACi,(V)C X —pU), luego p(U) T X —A=TW.

Supongamos que se cumple b). Six & ¢(A), sea W € W? tal que W C X — A. Entonces
existe U € WY tal que o(U) CW C X — A. Por tanto A C X —p(U) =i,(X - U) y
basta tomar V = X — U. O

Observacién 7.2.5. Como en los espacios topoldgicos, un C-espacio (X, ) se llama
T5 si es reqular y Ty, y se cumple que T35 = Ts.

La definicién de espacio completamente regular es también una analogia de la definicion
conocida en espacios topolégicos:

Definicién 7.2.6. Un C-espacio (X, ) se llama completamente reqular si dados () #
AC X yx & ¢(A) existe una aplicacion C-continua v : (X, ) — ([0,1]) tal que
v(z) =0y v(p(4) = 1.

Proposicién 7.2.7. Si (X, p) es un C-espacio, son equivalentes:
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a) (X, ) es completamente reqular.

b) Si W e W¢, existen W € W¢ y f: (X,¢) — ([0,1],d.) tal que f(W') =0y
fX—w) =1

Demostracion. a) = b). Si W € W? entonces © ¢ o(X — W). Por tanto, tomando
A= X-W, existe [ : (X,p) — ([0, 1],d.) C-continua tal que f(z) =0y fio(x—w) = 1.
Si W' = f71(0,1) entonces W € W2 y W' C X — p(X — W) =i, (W) C W. Compo-
niendo f con la aplicacién g : ([0,1]) — ([0, 1]) definida por ¢([0, 5] ¥ g([5, 1] = ([0,1])
se tiene el resultado.

b) = a).Si z & p(A), existe W € WY tal que W N A = (). Por a) existen W' C W tal
que W’ € W¢ y una aplicaciéon C-continua f : (X, ) — ([0,1],d.) con f(W') =0y
f(X=W)=1 O

Nota 7.2.8. En el teorema 15 de [23] se da una demostracion directa de que si (X, )
es completamente regular, entonces ¢ es idempotente, sin necesidad de usar el concepto
de espacio uniformizable como hace Cech en su libro.

Definicién 7.2.9. Los C-espacios completamente requlares y T, se llaman espacios
Ty

1.
2

7.3. C-espacios normales

En las secciones anteriores se ha comprobado que los axiomas de separacion Ty, 17, 15,
Ty Ty 1 para los C-espacios se enuncian de forma analoga a como se hace en los espacios
topologicos. Ello se debe, esencialmente, a que en las definiciones correspondientes se
han usado los conceptos de operador clausura y de los entornos asociados a él, que,
de hecho lo caracterizan. Ahora bien, la propiedad de que un espacio topolédgico sea
normal significa que, dados dos cerrados disjuntos, existen entornos disjuntos que los
contienen, es decir, se pueden separar por abiertos y no se pueden expresar mediante
propiedades sobre los entornos de sus puntos. Ello, unido a que los cerrados de un C-
espacio no caracterizan el operador clausura, hace que no haya una definicion canénica
o estandar de "normalidad” sobre dichos espacios y diversos autores han utilizado el
término "normal” para referirse a propiedades distintas. En [11], [23] 6 [9] se dan las
siguientes variantes de la definiciéon de C-espacio normal y se estudian las relaciones
entre ellas:

Definicién 7.3.1. Un C-espacio (X, ) se llama:

(QN) Casi normal: Si dados A,B C X con ¢p(A) Np(B) = 0, existen U € W7 y
V e WY tales que UNV = 0.

(N) Normal: Si Q) # A= p(A) y W € W4, existe U € WY tal que p(U) C W.
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(TN) T-normal: Si ) # A = p(A) yW € WY, existe U € WY tal que U = p(U) C W

(QTN) Casi t-normal Si dados A, B C X son @-cerrados disjuntos no vacios, exis-
ten U e W3 yV € W§ tales que UNV =0,

En [23] se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 7.3.2. Si (X, ¢) es un C-espacio se tiene: a) (QN) = (N) = (QTN), y
(TN) = (N).
b) Si ¢ es idempotente, todas las condiciones de la definicion son equivalentes.

8. Espacios de clausura de Cech compactos

La definicién de compacidad dada por Cech para los espacios de clausura es la misma
que para los espacios topologicos y estd anunciada en términos de convergencia de
filtros.

Es natural que sea asi, pues de este modo, la nocién de compacidad en un espacio de
clausura puede expresarse en funciéon de la nocion fundamental de este tipo de espacio,
no la de abierto y cerrado, sino la de operador clausura.

Al fin y al cabo, la idea de espacio compacto surge para destacar la propiedad de ciertos
espacios métricos de que todas sus sucesiones admiten una subsucesion convergente. Es
decir, en tultimo término, descansa en la nociéon de convergencia. Fue la propiedad
de Borel-Lebesgue la que permitié extender el concepto de compacidad a la clase de
espacios topologicos, y de hecho se usaba el término bicompacto para nombrar a aquellos
que la satisfacian, hasta que la introduccion del concepto de filtro por Cartan permitio
definir espacio compacto en general basandose en la la idea de convergencia de filtros,
con la ventaja adicional de una versién del teorema de Tychonoff sobre la compacidad
del producto de espacios compactos.

Por tanto, siguiendo la idea de Cartan, siempre que se disponga de una concepto de
adherencia en operador clausura serd posible definir punto adherente de un filtro, y, a
partir de él, una cierta nociéon de compacidad. Otra cuestion sera relacionarla con una
propiedad andloga a la de Borel-Lebesgue para ciertos tipos de recubrimiento, (véase [4]
para un tratamiento extenso y detallado de estos problemas).

Definicién 8.0.1. Un espacio de clausura (X, ¢) se llama C-compacto, si todo filtro F
en X admite al menos un punto adherente, es decir, si "{@(F); F € F} #.

Esta definicién de compacidad puede caracterizarse mediante una propiedad del tipo
Borel-Lebesgue de los llamados recubrimientos por ¢-interiores de X.
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8.1. Recubrimiento por y-interiores en un C-espacio

Definicién 8.1.1. Sea (X, ) un espacio de Cech yU = {U,}acr una familia de subcon-
juntos de X. Se dice que U es un recubrimiento por @-interiores de X si U{i,(Uy); Uy €
U} = X. Es decir si y solo si x € X tiene un @-entorno en la familia U.

Ejemplo 8.1.2. 1) Todo recubrimiento de (X, ) por conjuntos p-abiertos es un recu-
brimiento por @-interiores.

2) Sea G = (V, E) el grafo Cy dado por:
V={A,B.C, D}, yE={{A B} {B,C},{C,D},{D, A}}

Figura 1: Grafo Cy

Si p es el operador clausura asociado a G, es decir, determinado por p(A) = {A, B, D},
#(B) = {B, A,C}, p(C) = {C, B, D}, y ¢(D) = {D, A,C}. la fomilia U = {ip(v); v €
V} es un recubrimiento de (V@) por @-interiores, ya que si v € V i, (p(v)) = {v}.
La familia U = {p(A),p(C)} es un recubrimiento de (V, ) por @-abiertos, pero no
por p-interiores, ya que los vértices A y C, no estdn en ningin p-interior de ningin
conjunto de U.

3) En el ejemplo anterior, la familia U = {p(0), ¢(2)} es un recubrimiento de (V, ) por
w-abiertos, pero no por w-interiores, ya que los vértices B y C no estan en el p-interior
de ningun conjunto de U.

8.2. Teoremas de caracterizacion de C-espacios compactos

Veamos que los recubrimientos por ¢-interiores es la clase adecuada de recubrimientos
para caracterizar la definicion de C-compacidad de Cech.

Teorema 8.2.1. (X, p) es C-compacto si y solo si todo recubrimiento por -interiores

admite un subrecubrimiento finito.

Demostracion. Supongamos que (X, ¢) es C-compacto, y que U = {U,};c7 es un recu-
brimiento de X por g-interiores tal que V7 C Z finito, U{U;;j € J} # X. Entonces
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X —W{U;;5 € J} # 0 para J C T finito, luego {X — U;;5 € J} # 0. Es decir, la
familia B = {X — U;;i € Z} es una base de filtro, luego como (X, ¢) es C-compacto,
existe v € Np(X — U;) = N(X — i,(U;)) = X — U(iy,(U;), luego U no serfa un recubri-
miento de X por p-interiores de X.

Reciprocamente, supongamos que F = {F;};cz es un filtro en (X, ¢) con N{p(F); F €
F} =0, entonces X —N{p(F); F e F} =U{X —¢(F);F € F} =U{i,(F); F € F} =
X, por lo que U = {X — F; F € F} seria un recubrimiento por ¢-interiores de X que
no admite ningiin subrecubrimiento finito. O

Observacion 8.2.2. Notese que si se considera como definicion de compacidad por
recubrimientos de un espacio de clausura (X, ), la condicion de que todo recubrimiento
por p-abiertos de X admita un subrecubrimiento finito, entonces, todo grafo infinito
G = (V, E) con el operador clausura canénico pg seria C-compacto, pues los unicos
pg-abiertos serian O y V.

Ademaés, como se prueba en el siguiente ejemplo, no es cierto en general que en un
C-espacio compacto (X, ) todo recubrimiento por g-interiores admite un subrecubri-
miento finito por y-interiores.

Ejemplo 8.2.3. Sea X = {0} U {X;n € N'} con la topologia euclidea inducida sobre
R, yx & X. (por ejemplo, x =i, la unidad imaginaria).

Se definird un operador de C-clausura ¢ sobre Y = X U {z} indicando los ¢-entornos
de cada punto.

= Para x se considera W? = {{z} U{5-};n > 1}.

= Para 0 se considera WJ = {V C X;0 € VyV — {5 5};n > 1 es finito}. Por
tanto, la familia Vy = {{0} U {5 5}; k > n} es base de g-entornos para 0.

» Paray = % se considera la base de entornos Wy = {%}

Se tiene que (Y, ¢) es un C-espacio compacto. En efecto, dada una familia U = {U; } jiez)
con Y = in(Ui), sean Uj(,) ¥ Uj(o) los conjuntos de U que contienen a 0 y x respecti-
vamente.

Entonces Uyp) = {{z} U {55 };n > 1} vy existe ng > 1 tal que Ujg) 2 Vy,. Por tanto
Y — Ui) U Uiy = A es finito y la familia {Uj(), Ui} U {Ui»)} donde U,y es un
conjunto de U que contiene a cada z € X y recubre a Y.

Sin embargo, si consideramos la familia ¢ formada por los conjuntos U, = {{z} U
{5:55}1n > 1}, Uy = {{0}U{5<}in > 1} y U, = {5551 > 1}, resulta que U,UUy = Y,
pero para cada n > 1 el tinico conjunto de la familia cuyo y-interior contiene a {ﬁ} es
Us,, en efecto, U, & W;i pues U, — X # 0.

Como en el caso de espacios topoldgicos, los C-espacios compactos se pueden caracte-
rizar mediante la propiedad de la interseccion finita (PIF') de una cierta familia:
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Proposicion 8.2.4. Un C-espacio (X, ) es C-compacto si y solo si para toda familia
F = {F;}iex € P(X) no vacia tal que p(F) = U{@(F})}icz tiene la PIF, se cumple
que N{p(F}) biez # 0.

Demostracion. Sea (X, ) C-compacto y F = {F}}iez una familia tal que N{p(F;) }iez
tiene la PIF. Si Njezp(Fi) = 0, entonces U;ez X — ¢(F;) = X. Es decir, {U;} = {p(Fi)}
seria un recubrimiento por ¢-interiores de X y por hipdtesis existe J C 7 finito tal que
{¢(F})}ieq recubre X. Pero entonces, ¢(F) no tendria la PIF.

Reciprocamente sea (X, ¢) un C-espacio verificando que si F es una familia cuya ¢(F)
tiene la PIF, entonces N{p(F})}iez = 0.

Si U = {U;}ier es un recubrimiento de X por p-interiores N;ez(X — U;) = 0, luego
existe J C Z finito tal que Nicyp(X — U;) = 0, por tanto {@(X — U;)}ies serfa un
recubrimiento finito de X por ¢ interiores. Ahora bien, U;c7U; D Ujezi,(U;) = X. O

9. Espacios de clausura de Cech conexos

El concepto de conexion esta muy ligado al concepto de separacion de espacios de
clausura de Cech.

Definicién 9.0.1. Sea (X, ) un espacio de Cech. A, B C X se llaman p-semiseparados
si existen p-entornos U,V de A y B respectivamente tales que ANV =0 =UNB.

Definicién 9.0.2. A y B se llaman separados si admiten C-entornos disjuntos.

Proposicién 9.0.3. En un espacio de Cech (X, ¢), A, B C X se llaman p-semiseparados
si y solo si (A)N B = ANp(B) = 0.

Demostracion. Si A 'y B son p-semiseparados, existen U,V tal que A C i,(U), B C
i,(V)con ANV =0=UnNB.

Perosi V. C X — A entonces B C i,(V) C i (X —A) C X — B. Se prueba andlogamente
que p(B) € X — A. Reciprocamente supongamos que o(A) N B = = AN ¢(B).
Entonces B C X — p(A) = i,(X — A) por tanto V = X — A es p-entorno de B y
ANV = 0. Del mismo modo se prueba que U = X — B es g-entorno de A. O

Nota 9.0.4. Obsérvese que si A,B C X son p-cerrados, en (X, ) entonces son -
semiseparados si y solo si ANB = (. Si A,B C X son p-abiertos entonces son
p-semiseparados si y solo si son disjuntos

Definicién 9.0.5. Z C X se llama conexo en (X, @) o C-conexo si no existe ningin
subconjunto propio A C Z tal que A y Z — A sean p-semiseparados, en otros términos,
Z C X se llama conexo en (X, ) si para todo subconjunto propio A C Z se cumple
que

(P(A)N(Z—A)U(ANe(Z - A) =0
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Otra forma de expresar la C-conexién de Z es: si Z = AUB con ((A)NB)U(ANg(B)) =
() entonces A =0 o B = 0.

Dicha propiedad se conoce como condicién de Hausdorff-Lennes.

La siguiente proposicién prueba que la C-conexién se conserva por aplicaciones C-
continuas. Para su demostracion se usa el siguiente lema.

Lema 9.0.6. Sea f: (X,p) — (Y,v) C-continua y A y B CY conjuntos semisepa-
rados. Entonces f~1(A) y f~1(B) también lo son.

Demostracion. Supongamos que ¥(A) N B = ), como f es C-continua se tiene que

p(f71(A)) € fH(A)). Luego o(f~H(B)) N f~H(A) = 0. —~

Proposiciéon 9.0.7. Si f : (X,¢) — (Y,v¥) C-continua, y A C X es C-conexo,
entonces f(A) es C-conexo.

Demostracion. Supongamos que f(A) fuese la unién disjunta de los conjuntos semise-
parados U, V. Entonces, por el lema anterior, A’ = AN f~1(U) y A” = AN f~1(V) serfa
semiseparados y se tendria que A = A’ U A” y por tanto A no seria C-conexo. H

A continuacién, se prueba que al igual que ocurre en los espacios topoldgicos, en los
C-espacios, la C-conexién es equivalente a la no existencia de una particiéon del espacio
por conjuntos ¢-cerrados (abiertos).

Proposicién 9.0.8. (X, p) es C-conexo si y solo si X no es la union disjunta de dos
subconjuntos propios @-cerrados (p-abiertos).

Demostracion. Supongamos que X = AU B siendo A, B subconjuntos propios disjuntos
y -cerrados. Entonces A y B serian semiseparados y X no seria C-conexo.
Reciprocamente supongamos que A, B C X fuesen subconjuntos propios semiseparados
con AUB = X. Entonces se tendria que (p(A)NB)U(AN@(B)) = (). Como ANgp(B) = ()
se tendria que ¢(B) C X — A C B, es decir, B seria y-cerrado.

Analogamente se prueba que A seria y-cerrado, lo que es una contradiccién con la
hipotesis. O

De hecho se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 9.0.9. (X, ¢) es C-conezxo si y solo si (X, 7,) es conezo.

Demostracion. Como id : (X, ) — (Y, 7,) es C-continua por la proposicién anterior,
si (X, ) es C-conexo, (X, 7,) también lo es.

Reciprocamente, si (X, ¢) no es C-conexo, por la proposicién anterior existird un sub-
conjunto propio A C X que seria a la vez p-abierto y ¢-cerrado. Entonces A tendria
las mismas propiedades en (X, 7,).. O
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Ejemplo 9.0.10. Si G = (V, E) es un grafo (simple) y pg es el C-operador definido
como pg(v) = {v} UW,, A, B CV son semiseparados si ningun par de vértices v € A,
w € B son adyacentes.

Ejemplo 9.0.11. Si (X, d) es conexo y € > 0 entonces 1, = {X,0}.

Veamos que si A C X es un @-cerrado no vacio entonces A = X, pero si A = @q.(A),
entonces A es cerrado en 14. Por otra parte V;.(A) = {x € X;d(z,A) < €} es 74-
abierto. Veamos que para todo y € Vg, Ba(y;5) C A, en efecto, si z € Ba(y;5),
d(z,A) < d(y, A) +d(z,y) < 5+ 5 =c¢. Portanto A C Vs C pq.(A) C A, es decir ,
A=V y por tanto, A € 4.

Proposiciéon 9.0.12. Si (X, ) es un C-espacio e Y C X, entonces A,B CY son
p-semiseparables si y solo si son Cyx-semiseparados.

Demostracion. Supongamos que A, B son @-semiseparables, entonces existen U,V C Y
tales que A C i,(U), B Ci, (V) con ANV =0 = U N B. Por la proposicién anterior,
ACi,(U)U(X =Y)yBCi,(V)U(X —Y). Entonces U =U U (X —Y) € W,(A),
V' =V)U(X=Y) € W,(B) conU'NB =V'NA =), es decir, Ay B son semiseparados.

Reciprocamente, si A y B son ¢-semiseparados, entonces, p(A) N B = () = ¢(B) N A,
y por tanto gy (A)NB=9A)NYNB=9pA)NY =0,y ¢y(B)NA=0. O

Proposiciéon 9.0.13. Sea f : (X,¢) — (Y,v¥) una aplicacion cociente entre C-
espacios tal que f~H(Y) es p-conexo para todo y € Y. Entonces B CY es 1-conexo si
y solo si f~1(B) es p-conero.

Demostracién. Si f~1(B) es p-conexo, entonces B = f(f~!(B)) es 1-conexo por ser f
C-continua.

Reciprocamente supongamos que B es 1-conexo. Veamos por reducciéon al absurdo que
/7Y B) es p-conexo, en caso contrario, f~1(B) = X; U X5, siendo X; y X, conjuntos
¢-semiseparados en f~1(B), es decir, satisfaciendo que X; N p(X3) =0 = p(X;) N X.
Sea Y; = f(X;), i = 1,2. Se tiene que Y1 UY, = f(f~Y(B)) = B, y por ser f~1(Y)
-cociente se cumple que $(Y3) = F((f~(2))), seria £~ ($(¥2) N B) = £~ (1:(¥3)) 1
f7UB) = [THfH(Y2) N fH(B) = (f1(Y2)) N f7H(B), luego tendriamos,
v(Y2) N B = f(e(f'(Ye) N f7H(B))) v serfa Vi N(Ya) = ViNY(Y) N B = YN
fle(fTHY2)Nf7H(B))) = fF(X)Nfp(X2)N(X1UX2)) = f(X)Uf(Xa) = Y1NYs = 0.

Razonando andlogamente se probaria que (Y1) N Yy = () y por tanto, Y] e Y5 serian
-semiseparados en B, por lo que B no seria i-conexo. O

Ejemplo 9.0.14. EI resultado anterior no es cierto en general para aplicaciones co-
ciente entre espacios topologicos. En efecto, sean {a,b,c,d} e Y = {a, 3,7}, dotados

w
\}
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de las topologias T = {0, X,{b},{d},{a,b},{b,c,d}} y 7 = {0,Y,{5,v}, {B}} res-
pectivamente, la aplicacion f : X — Y dada por f(a) = «, f(b) = f(c) = v y
f(d) = B, es una aplicacion cociente, pues se comprueba sin dificultad que O € 7'
si y solo si f71(0) € 7. Ademds, f~'(a), fYB) y f~(y) son subconjuntos conexos
de (X, 7). Ahora bien, B = {a, B} es conexo en (Y,7'), pues T = {0, B,{5}} pero
A= f~(B) ={a,d}, no es conexo, ya que 1/, = {0, A,{d},{a}}.

10. Relaciones binarias y matrices booleanas

En este capitulo se exponen las propiedades y definiciones basicas de las relaciones
binarias y las matrices y digrafos asociados a ellas, una exposiciéon muy clara y detallada
de ellas se da en el capitulo 4 de [12].

10.1. Matrices booleanas
Definicién 10.1.1. Una matriz A se dice booleana si sus elementos son 0 o 1.

Si Ay B son dos matrices booleanas de orden m x p, su suma booleana o unién AV B es
la matriz C' = c(; jy de orden m x p dada por c(; ;) = a( ;) Vb j) donde xVy = max{z,y}.
Si A y B son dos matrices booleanas de orden m X n y n X p respectivamente, su produc-
to booleano A® B es la matriz C' = ¢(; j) de orden m X p dada por c(; jy = V agj k) Ab, )
donde x Ay = min{z,y}.

Veamos un ejemplo de matrices booleanas y como operan entre si.

Ejemplo 10.1.2. Sean las siguientes matrices booleanas:

(-

entonces AV B=C,A® B =D, con C, D respectivamente:

10 10
o= (1)e-03)
10.2. Relaciones binarias, operaciones entre ellas y matrices
asociadas
Definicién 10.2.1. Dados A y B dos conjuntos, una relacion binaria R de A en B es
un subconjunto de A X B.

Si (a,b) € R, diremos que a estd relacionado con b por R, y usualmente escribiremos
aRb. Cuando A = B, diremos que R es una relacion en A.

o
Qo
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Algunos tipos de relaciones binarias especialmente interesantes son las siguientes:
Relaciones reflexivas e irreflexivas:

Una relacién R C A x A se dice reflexiva si el par (a,a) € R para todo a € A, e
irreflexiva si cumple que el par (a,a) € R para todo a € A.

Relaciones simétricas, antisimétricas y asimétricas:

Una relaciéon R C A x A se dice simétrica si cumple que si aRb entonces bRa. R se
dice asimétrica si cumple que si (a,b) € R, entonces (b,a) € R.

Una relaciéon R en A se dice antisimétrica si cumple que si aRby bRa entonces a = b.

Relaciones transitivas:
Sea A un conjunto, diremos que una relacion R en A es transitiva si cumple que dados
a,b,c € A, si aRby bRc entonces aRc.

Definicién 10.2.2. Una relacion se dice de equivalencia si cumple las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicién 10.2.3. Sean A = {z1,..,z,} y B = {s1,..,8,}, la matriz asociada a una
relacion binaria R C A x B, es Mr = (m);;, de orden n x p, donde (m);; = 1 si
(xi,55) € R y 0 en caso contrario.

Ejemplo 10.2.4. Sea A = {1,2,3} y B = {r, s}, entonces R = {(1,7),(2,s),(3,7)} es
una relacion de A en B.

_ O

Mg =

— o =
o

Observacion 10.2.5. Es inmediato comprobar que una relacion es reflexiva en un
conjunto A, es reflexiva si todos los elementos de su diagonal son unos y es simétrica
st su matriz asociada es simétrica.

Ejemplo 10.2.6. Sea A = {1,2,3,4} un conjunto, y sea:
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,3),(3,3), (4,4)}
veamos que efectivamente es una relacion de equivalencia.

En este caso se pordrian comprobar a mano las propiedades por temer R tan pocos
elementos. Pero la complejidad de tratar asi el problema aumenta cuando R aumenta
el numero de elementos de forma que es muy complicado y costoso. En cambio intente-
mos comprobar por medio de su matriz asociada que efectivamente es una relacion de
equivalencia.

En este caso su matriz estd dada por:
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Mp =

O O = =
OO = =
__ 0 O
—_ =0 O

Vemos que efectivamente las propiedades simétrica y reflexiva se tienen trivialmente
viendo la matriz pero la transitividad no y se presenta el problema de caracterizar la
transitividad de manera efectiva cuando se manejan conjuntos de mayor tamano.

Un intento de resolver este problema es usar una representacion geométrica de la rela-
cion mediante un digrafo, llamado grafo de la relacion.

Definicién 10.2.7. Si R es una relacion binaria, su digrafo asociado Gg es el que
tiene como conjunto de vértices los elementos de A y una arista de a; al vértice a; si
a;Raj, es decir, las aristas los pares de R.

Ejemplo 10.2.8. Sea A = {a,b,c,d, e} un conjunto, y sea
R ={(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(b,c),(c,b),(b,e),(e,b), (e, d),(d,e), (c,d),(d, c)}

Su digrafo asociado es:
a [N

b

Figura 2: Digrafo de R

y la relaciéon no es transitiva, porque hay una arista de d a ¢, otra de ¢ a b, pero ninguna
de d a b.

Notese que este método parece mas sencillo o mas visual, pero tampoco es efectivo
cuando hay un elevado ntimero de vértices o aristas.

Definicién 10.2.9. Sean R y S relaciones de un conjunto A en un conjunto B. En-
tonces, como R y S son subconjuntos de A X B, se pueden considerar las siguientes
operaciones entre R y S.

La relacion complementaria de R, R, se define como aRb si (a,b) & R.

La interseccion RN S se define como a(RN S)b si aRb y aSb y la union a(R U S)b si
aRb o aSh.

Un tipo diferente de operacion en una relacion R de A a B, que no estd dado por una

,.,
w
ot
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operacion entre conjuntos es la formacién de la relacién inversa, denotada por R™1, y
definida como bR™'a si aRb. De esto se desprende claramente que (R™')™! = R.

Ejemplo 10.2.10. Sea A = {1,2,3,4} y B = {a,b,c}

Ax B={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢), (3,a), (3,b),(3,¢), (4,a),
Sean R ={(1,a),(1,0),(2,b),(2,¢),(3,b),(4,a)} y S ={(1,b),(2,¢),(3,b),
Si (a) R; (b)) RNS; (¢c) RUS; y (d) R™', entonces se tiene:

(a) El complemento de R en A x B es R={(1,c¢),(2,a),(3,a),(3,¢),
(4,), (4,¢)}

() RNS = {(1,b),(3,b), (2,¢)}.
(c) RUS = {(1,a),(1,b),(2,b), (2,¢), (3,b), (4,a), (4,b)}.

(d) B~ = {(a,1), (b, 1), (b,2), (c,2), (b,3), (a,4)}.

Ejemplo 10.2.11. Sea A =R y sean R y S las relaciones < y > en A respectivamente.
Entonces el complemento de R es la relacion > , ya que a £ b significa que a > b. Del
mismo modo, S es <.

Por otro lado, R~ = S, ya que dados a y b € R entonces aR™'b si y solo si bRa; es
decir b < a si y solo si a > b. De manera similar, tenemos S~ = R.

Ademas, ndtese que RN S es la relacion de igualdad, ya que a(RNS)b si y solo sia <b
ya>0b; es decira =>b.

Dados cualesquiera a y b, a < b o a > b debe cumplirse, vemos que RUS = A x A;
es decir, RUS es la llamada relacion universal en la que cualquier a se relaciona con
cualquier b.

Ejemplo 10.2.12. Sea A = {1,2,3} y sean R y S relaciones en A, cuyas matrices
son: Ry S son

Entonces se tiene
010 1 01 0 0 1 1 11
Mp=11 0 0|Mr-1=|0 1 1|Mrrs=|[0 1 0| Mpus=1]1 11
1 1 1 0 00 0 0O 010

Definicién 10.2.13. Sean A, B y C conjuntos, R una relacion de A a B y S una
relacion de B a C. Entonces se define una nueva relacion, llamada composicion de R
y S, denotada por S o R, del siguiente modo:

36
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Sia € AvyceC, entonces a(S o R)c si y solo si para algin b en B, tenemos aRb
y bSc.

En lo que sigue, denotaremos por R" como R compuesto consigo mismo n veces. Es
inmediato comprobar que Mpn = (Mg)".

En otras palabras, a esta relacionada con ¢ por S o R si podemos relacionar a con
c en dos etapas usando un elemento intermedio: primero relacionamos a con b por la
relacion R y luego de b a ¢ por la relacion S. La relaciéon S o R podria pensarse como
“S siguiendo R”ya que representa el resultado de combinar dos relaciones, primero R,
luego S.

Obsérvese que si R y S son funciones la composicion es la composicién de funciones.

Ejemplo 10.2.14. Sea A = {1,2,3,4}, R = {(1,2), (1, 1), (1,3),(2,4), (3,2)} y
S={(1,4),(1,3),(2,3),(3,1), (4,1)}.

Dado que (1,2) € R y (2,3) € S, entonces (1,3) € SoR.

De manera similar, dado que (1,1) € R y (1,4) € S, vemos que (1,4) € So R.
Procediendo de esta manera, se obtiene que S o R = {(1,4),(1,3),(1,1),
(2,1),(3,3)}.

El siguiente resultado muestra cémo obtener la composicion de de dos relaciones sobre
un conjunto.

Proposicién 10.2.15. Sea R una relacion de A a B y sea S una relacion de B a C.
Entonces, si Ay es cualquier subconjunto de A, tenemos (S o R)(A;) = S(R(A1))

Demostracion. Si un elemento z € C estd en (S o R)(A;), entonces x(S o R)z para
alguna = en A;. Por la definicién de composicion, esto significa que xRy y ySz para
algin y en B y € pgr(z), entonces z € S(R(x)). Dado que {z} C A;, sabemos que
S(R(z)) € S(R(A;)). Por tanto, z € S(R(AL)), se tiene que (S o R)(A;) C S(R(Ay)).
Reciprocamente, supongamos que z € S(R(A;)). Entonces z € S(y) para algin y en
R(A;) y, de manera similar, y € R(z) para algun x en A;. Esto significa que zRy y
ySz, entonces z(S o R)z. Por lo tanto, z € (S o R)(A;), luego S(R(A;)) C (So R)(A1)
y se tiene el resultado. O]

Proposicién 10.2.16. Supongamos que R y S son relaciones de A y B.
(a) Si R C S, entonces R~ C S~1.

(b) Si R C S, entonces S C R.

(c)(RNS) ' =RI'nNnSty(RUS)'=R1TuSh

(d) RNS=RUSyRUS=RNS.

-3
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Demostracion. Los apartados (b) y (d) son casos particulares de propiedades generales
del conjuntos.

Probemos el apartado (a). Supongamos que R C S y sea (a,b) € R™'. Entonces
(b,a) € R, por lo que (b,a) € S.

Luego, a su vez, implica que (a,b) € S, por lo que se tiene el resultado.

A continuacién probamos la parte (c¢). Para la primera parte, supongamos que (a, b) €
(RN S)~'. Entonces (b,a) € RN S, por lo que (b,a) € Ry (b,a) € S. Esto significa
que (a,b) € R~y (a,b) € S7!, luego (a,b) € R~' N S~!. La inclusién inversa se puede
probar invirtiendo los pasos. Con un argumento similar se prueba que (RUS)™! = R™!
ust O

10.3. Clausuras o cierres de una relacion binaria

Si R es una relacion en un conjunto A, puede suceder que R carezca de algunas de las
propiedades relacionales tratadas, especialmente reflexividad, simetria y transitividad.
Si R no posee una propiedad particular, es posible que interese agregar pares a R
hasta que obtengamos una relacion que tenga la propiedad requerida. Naturalmente,
seria conveniente agregar la menor cantidad posible de pares nuevos, por lo que lo que
necesitamos encontrar la relacion mas pequena R; sobre A que contiene R y posee la
propiedad que deseamos. R, se llamara cierre o clausura de R con respecto a la propiedad
en cuestion. Especialmente interesante por sus aplicaciones es el cierre transitivo de una
relacion.

Definicién 10.3.1. FEl cierre transitivo de una relacion R es la relacion transitiva mds
pequena que contiene R, y se denotard por t(R).

Supongamos que R es una relaciéon en un conjunto A y que R no es transitiva.
Veamos a continuacion el siguiente resultado de gran interés practico.

Proposicion 10.3.2. t(R) = R*®, donde R* = R' U R* U R3...

Demostracion. Recordemos que si a,b € A estan en el conjunto A, entonces aR*b si y
solo si hay un camino en Gg de a a b. Ahora bien, R™ es transitiva ya que, si aR*b y
bR>c, la composicién de los caminos de a a by de b a ¢ forma un camino de a a ¢ en
R,y entonces aR*c.

Para mostrar que R* es la relacion transitiva mas pequena que contiene R, debemos
probar que si S es una relaciéon transitiva en Ay R C S, entonces R C S.

Sabemos que si S es transitivo, entonces S™ C S para todo n; es decir, si a y b estan
conectados por un camino de longitud n, entonces aSb. Resulta pues que S* = S™ C §S.
También es cierto que si R C S, entonces R C 5°°, ya que cualquier camino en R es
también un camino en S. Teniendo en cuenta estas propiedades vemos que si R C Sy
S es transitivo en A, entonces R>* C S C S. Esto significa que R* es la mas pequeiia
de todas las relaciones transitivas en A que contienen a R. O]
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Observacion 10.3.3. De la proposicion anterior se deduce que R™ tiene varias inter-
pretaciones. Desde un punto de vista geométrico, se llama relacion de conectividad, ya
que indica qué vértices de G estdn conectados (por caminos) a otros vértices, por otra
parte, desde un punto de vista algebraico es también la clausura transitiva de R como
hemos probado en el teorema anterior.

Veremos en el siguiente ejemplo como se calcula R usando ambas interpretaciones.

Ejemplo 10.3.4. Sea A ={1,2,3,4} y sea R={(1,2),(2,3),(3,4),(2,1)}.
Veamos como se obtiene R°.
Método 1

para obtener R : El digrafo de R se muestra en la Figura. Dado que R* es el cierre
transitivo

Figura 3: Digrafo de R

podemos proceder geométricamente calculando todos los caminos.

Vemos que desde el vértice 1 existen caminos a los vértices 2, 3, 4 y 1. Tengamos en
cuenta que el camino de 1 a 1 procede de 1 a 2 seguido del camino de 2 a 1.

Asi vemos que los pares ordenados (1, 1), (1, 2), (1, 3), y (1, 4) estan en R*>*. Comen-
zando desde el vértice 2, tenemos caminos a los vértices 2, 1, 3 y 4, por lo que los pares
ordenados (2, 1), (2, 2), (2, 3) y (2, 4) estan en R*.

El tnico camino que queda es el que va del vértice 3 al vértice 4, por lo que tenemos:

R>*=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,4) }.

Método 2:
La matriz de R es

Mg =

o O = O
o O O
o O = O
o = O O

Podemos proceder algebraicamente y calcular las potencias de Mg. Por lo tanto
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1010 0101 1010
, lo1ro1],, [to10],, (0101
Mz=10 00 0o|™ =000 oM ={0 000

0000 0000 0000

Continuando de esta forma, se comprueba que Mp = M3 si n es par, y M} = M}
si n es impar y mayor que 1.
Por lo tanto:

Mp = MpV MgV M} =

S O = =
S O = =
S O = =
O = ==

y por tanto obtenemos la misma relacién que el Método 1.

Observacion 10.3.5. Como se observa en el ejemplo anterior no es necesario consi-
derar todas las potencias R™ para obtener R*.

Esta propiedad es cierta siempre que el conjunto A sea finito, como demostraremos
ahora.

Proposiciéon 10.3.6. Sea A un conjunto con $(A) = n, y sea R una relacion en A,
entonces R° = RUR?* U ... U R",
En otras palabras, no se necesitan potencias de R mayores que n para calcular R>.

Demostracion. Sean a,b € A, y supongamos que a, Ty, 2, ..., Ly, b €s un camino desde
a hasta b en R; es decir, (a,z1), (21,22), ..., (Tm, ) estan todos en R. Si x; y z; son el
mismo vértice, con ¢ < j, entonces el camino se puede dividir en tres partes.

Primero, un camino de a a x;, luego un camino de z; a z;, y finalmente un camino
de z; a b. El camino intermedio es un ciclo, ya que z; = x;, asi que lo eliminamos y
colocamos los dos caminos restantes juntos. Esto nos da un camino mas corto desde a
hasta 0.

\ " - !‘)

——
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Ahora sea a,x1, 2o, ..., T, b el camino mas corto de a a b. Si a # b, entonces todos
los vértices a, x1,xs, ..., T, b son distintos. De lo contrario, siguiendo el razonamiento
anterior podriamos encontrar un camino mas corto. Por lo tanto, la longitud del camino
es como maximo n — 1 (ya que §(A) = n).

Si a = b, entonces, por razones analogas, los vértices a, x1, xs, ..., x} son distintos, por
lo que la longitud de la ruta es como maximo n. En otras palabras, si a R*b, entonces
aR*b, para algun k, 1 < k < n. Por tanto, R® = RU R?U ... UR™. O

Los métodos utilizados para resolver el ejemplo anterior tienen cada uno ciertas dificul-
tades.
El método grafico no es practico para conjuntos y relaciones grandes y no es sistemaético.

El método matricial se puede utilizar en general y es lo suficientemente sistematico
para ser programado, pero es ineficiente y, para matrices grandes, puede ser demasiado
costoso.

Afortunadamente, se dispone de un algoritmo mas eficiente para calcular el cierre tran-
sitivo que se llama como algoritmo de Warshall, en honor a su creador, y se decribe en
la siguiente seccion.

10.4. Algoritmo de Warshall

Sea R una relacion en un conjunto A = {ay, as, ..., a, }. Si x1, T, ..., T, €s un camino en
R, entonces cualquier vértice que no sea xy y x,, se llama vértice interior del camino.
Ahora, para 1 < k < n, definiremos una matriz booleana W}, de la siguiente manera.

W), tiene un 1 en posicién (4,j) si y solo si hay un camino de a; a a; en R cuyos
vértices interiores, si los hay, proceden del conjunto {ay, as, ..., ax}.

Dado que cualquier vértice debe provenir del conjunto {ay, as, ..., a,}, se deduce que la
matriz W, tiene un 1 en la posicion (7, j) si y solo si algun camino en R conecta a; con
a;. En otras palabras, W,, = M.

Si definimos Wy como Mg, entonces tendremos una sucesion Wy, Wy, ..., W, cuyo primer
término es Mp y cuyo tltimo término es Mp .

Veamos como se calcula cada matriz W), a partir de la matriz anterior Wj._;.

De este modo, comenzaremos con la matriz de R y avanzaremos paso a paso hasta que,
tras n pasos, se obtiene la matriz de My’.

Este procedimiento se llama algoritmo de Warshall.

Notese que las matrices Wy son diferentes de las potencias de la matriz W, y esta dife-
rencia supone un ahorro considerable de pasos en el calculo del cierre transitivo de R.

Supongamos que Wy, = t(i,7) y Wx_1 = s(i, 7). Si t(i, 7) = 1, entonces tiene que existir
un un camino de @; a a; cuyos vértices interiores provienen del conjunto {ay, as, ..., ax }.
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Si el vértice a no es un vértice interior de este camino, es porque todos los vértices
interiores deben en realidad estar en conjunto {ay, as, ..., ax_1}, entonces s(i,j) = 1.

Si aj es un vértice interior del camino, como en el teorema anterior podemos suponer
que todos los vértices interiores son distintos, asi que a; aparece solo una vez en el
camino, por lo que todos los vértices interiores de las caminos parciales 1 y 2 deben
provenir del conjunto {ay, ag, ..., ag—1)}. Esto significa que s(i,k) =1y s(k,j) = 1.
Por lo tanto, t(i,7) = 1 si y solo si

(1) s(i,5) =10 (2) s(i, k) =1y s(k,7) = 1.

Esta es la base del algoritmo de Warshall. Si Wj_; tiene un 1 en la posicién (i, 5)
entonces, por (1), también lo tendra la Wy. Por (2), se puede agregar un nuevo 1 en la
posicién (i,7) de Wy si y solo si la columna k de Wy_; tiene un 1 en la posicién i y la
fila k de Wj._; tiene un 1 en la posicion j.

Por lo tanto, tenemos el siguiente procedimiento para calcular Wj, a partir de Wj,_.

Paso 1 Transferir a W, todos los 1 en W),_;.

Paso 2 Enumerar las posiciones pi,ps,..., en la columna k£ de Wj_;, donde la en-
trada es 1, y las posiciones qi, ¢s, ..., en la fila k de Wj_;, donde la entrada es 1.

Paso 3 Poner 1 en todas las posiciones (p;, g;) de W}, (si atin no estan allf).

Ejemplo 10.4.1. Considere la relacion R definida en el ejemplo anterior. Entonces

OO = O
o O O
OO = O
O = O O

yn=4.

Primero obtenemos W; de modo que k = 1. W tiene unos en la posicion (2,1) y (1, 2).
Por lo tanto, W) es simplemente Wy con un nuevo 1 en la posicion (2, 2).

W, =

S O = O
S O = =
S O = O
O = O O

Ahora calculamos W5. Debemos examinar la columna 2 y la fila 2 de W;. La matriz W,
tiene unos en las posiciones 1 y 2 de la columna 2 y las posiciones 1, 2 y 3 de la fila 2.
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Por tanto, para obtener W5, debemos poner unos en las posiciones (1, 1); (1,2); (1, 3);
(2,1); (2,2); vy (2,3) de la matriz W (si no hay unos en ellas).

0
0
Wy = 1
0

S O = =
S O = =
O O ==

Continuando de esta manera, vemos que la columna 3 de W5 tiene unos en las posiciones
1y 2, ylafila 3 de W5 tiene un 1 en la posicién 4. Para obtener W3, debemos poner
unos en las posiciones 1, 4 y 2, 4 de W5, entonces

W3 =

S O = =
O OO = =
O O ==
O = ==

Finalmente, W3 tiene unos en las posiciones 1, 2, 3 de la columna 4 y ningtin uno en
la fila 4, por lo que no se agregan nuevos unos y My = W, = W3. Vemos que hemos
obtenido el mismo resultado que en el ejemplo anterior. Una aplicacién interesante del
cierre transitivo es a las relaciones de equivalencia.

Mostramos que si R y S son relaciones de equivalencia en un conjunto A, entonces
RN S también es una relacion de equivalencia en A. La relacién RN S es la relacion de
equivalencia mas grande contenida tanto en R como en S, ya que es el subconjunto mas
grande de A x A contenida en ambos R y S. Nos gustaria conocer la menor equivalencia
relacion que contiene tanto R como S. El candidato natural es RU S, pero esta relacion
no es necesariamente transitiva. La solucion se da en el siguiente teorema.

Proposicién 10.4.2. Si R y S son relaciones de equivalencia en un conjunto A, enton-
ces la relacion de equivalencia mds pequena que contiene tanto R como S es (RUS)™.

Demostracion. Recordemos que si A es la relacion de igualdad en A, una relacién es
reflexiva si y solo si contiene A. Entonces A C R, A C S ya que ambas son reflexivas,
luego A C RUS C (RUS)™®, y (RUS)™ también es reflexiva.

Dado que Ry S son simétricas, R = R~'y S = S™1, entonces (RUS)™! = (R7'US™!) =
(RUS), y (RUS) también es simétrica. Debido a esto, todos los caminos en RU .S son
"calles de dos sentidos”, y de las definiciones se sigue que (R U S)* también debe ser
simétrica. Como ya sabemos que (RUS)™ es transitivo, es una relacién de equivalencia
que contiene (R U S). Es la mds pequetia, porque no puede haber otro conjunto mas
pequeno que contenga a (R U S) sino su cierre transitivo, por definicién del cierre
transitivo. O

Ejemplo 10.4.3. A ={1,2,3,4,5}
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R=A{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4), (4,3), (4, 4), (5,5)}
S ={(1,1),(2,2),(3,3), (4.4), (4,5), (5,4), (5,5)}.

La particion A/ R de A correspondiente a R es {{1,2},{3,4},{5}}, v la particion
A/ R de A correspondiente a S es {{1},{2},{3}{4,5}}.

Encontremos la relacion de equivalencia mas pequena que contenga R y S, y calcu-
lemos la particion de A que produce.

11000 10000
11000 01 00O
Mr=(0 011 0|Msg=]0 01 0O
00110 00011
00001 00011

Mpus = MrV Mg =

O OO~
S OO~
O = = O O
=== O O
_ = O O O

Ahora calculamos M rus)~ mediante el algoritmo de Warshall.

Primero, Wy = M(gus)-

A continuacion, se calcula Wy, por lo que k = 1. Dado que Wy tiene unos en las posi-
cionesl y 2 de la columna 1 y en las posicionesl y 2 de la fila 1, llegamos a que no se
deben agregar nuevos 1 a Wi.

Por lo tanto Wy = Wj.

Ahora calculamos Wy, por lo que k = 2. Dado que W1 tiene unos en las posicionesl y 2
de columna 2 y en las posiciones] y 2 de la fila 2, encontramos que no se deben agregar
nuevos 1 a Wi.

Por lo tanto Wy = W, .

A continuacion, calculamos W3, por lo que k = 3. Dado que Wy tiene unos en las posi-
ciones3 y 4 de columna 3 y en las posiciones3 y 4 de la fila 3, encontramos que no se
deben agregar nuevos 1 a Ws.

Por lo tanto W3 = Ws. Ahora calculemos Wy. Dado que W3 tiene 1 en las posiciones 3,
4y b dela columna 4 y en las posiciones 3, 4 y 5 de la fila 4, debemos agregar nuevos
1 a W3 en las posiciones 3, 5y 5, 3.

44



11 C-ESPACIOS Y RELACIONES BINARIAS

Wy

I
OO O =
OO O =
—_ == O O
—_ = = O O
— == OO

se verifica que W5 = Wy y por lo tanto (RU S)>* ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),
(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(4,4),(4,5),(5,3),(5,4),(5,5)}. La particion correspondiente
de A es entonces {{1,2},{3,4,5}}.

11. C-espacios y relaciones binarias

11.1. C-espacios casi discretos

Los espacios de clausura casi discretos son unos de los tipos mas importantes de espacios
de clausura, esto principalmente es por sus interesantes aplicaciones a la topologia
digital (ver [22]). Se sabe que los espacios de clausura discretos son automaticamente
casi discretos. En esta seccién vamos a dar algunos resultados sobre estos espacios asi
como vamos a tratar de caracterizarlos.

Definicién 11.1.1. Un C-espacio (X, ) se llama casi discreto si para todo A C X se
cumple que p(A) = U{p(z);z € A}.

Proposicién 11.1.2. Sea (X, ) un espacio de clausura, entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

» a) Cada x € X admite un p-entorno minimo N,. Es decir, N, es @-entorno de
x, y dado N € W? se cumple que N, C N.

w b) (X, ) es casi discreto.

Demostracion. a)=b). Para cada z € A, ¢p(x) C p(A) por tanto A C X, p(A) C
Uzeap(x) para probar la otra inclusiéon supongamos y € ¢(A) vamos a probar que
y € ¢(x) para algun x € A. Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos que
esto no ocurre. Por la definicién de entorno N, tenemos que z € N, < y € ¢p(x), por
tanto = ¢ N,, N, C A entonces el i,(N,) C i,(A°) = ¢(A)°, por tanto N, no es un
entorno de y, por lo que llegamos a contradiccion.

b)=-a). Para la otra implicacién vamos a suponer que se cumple b) y vamos a pro-
bar que tenemos un espacio casi discreto, sea x € X, y sea N, = N{N;z € i,(N)}
vamos a mostrar que z € N,, supongamos que esto no ocurre, entonces = € @(N¢) =
U{e(y);y € N&}, entonces tenemos un elemento y € NSy x € ¢(y), por la definicién
de N, tenemos que y € U{N®xz € i,(N)} por tanto tenemos un entorno N de x tal
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que y € N¢. De x € p(y) y y € N€¢ tenemos que = € p(N¢), lo que contradice el hecho
de ser N entorno de . O]

Nota 11.1.3. Obsérvese que la condicion a) es andloga a la propiedad que caracteriza
a los espacios topologicos de Alexandroff o A-espacios. Por ello, dos C-espacios casi
discretos se llaman también C-espacios de Alexandroff. Las aplicaciones C-continuas
definidas en los C-espacios casi discretos admiten la siguiente caracterizacion:

Proposicién 11.1.4. Sea (X, p) un espacio de clausura casi discreto, una aplicacion
f:(X,p) — (Y,¢) es C-continua si y solo si para cada v € X se tiene que f(p(x)) C

P(f(x))

Demostracion. La implicacién directa es trivial, para la inversa, sea A C X, enton-
ces f(p(A)) = f(U{p(x);z € A}) = U{f(e(z));z € A}) € U{¥(f(z));z € A}) C
U(f(A)). O

Ejemplo 11.1.5. Si X es un conjunto y p : X — P(X) es una aplicacién tal que
x € p(x), es inmediato verificar que la aplicacion ¢, ‘P(X) — P(X) dada por ¢,(A) =
U{p(x);x € A} para cada A C X es un operador clausura de Cech.

11.2. C-espacios inducidos por relaciones binarias

Entre los C-espacios mas interesantes por la importancia de sus aplicaciones estan las
inducidas por una relaciéon binaria R sobre un conjunto X

Definicién 11.2.1. Sea R una relacion binaria sobre X y pr: X — P(X) la aplica-
cion dada por:
pr(r) = {z} U{y € X; 2Ry}

Entonces, ¢, P(X) — P(X) dada por U{p,(z);x € A} es un operador clausura de
Cech, véase el ejemplo anterior.

Nétese que: ¢,(A) = AU{y € X;3r € A con zRy}.

Observacién 11.2.2. El operador interior iy, viene dado por i,,(A) = X — pr(X —

A)=X - (X-Au{yeX;3r e X —AconaRy} =AN{y € X;3r € X — A con
Ry} =ANn{ye X;Ve e X — A conzRy} ={r € A,y € X, xRy = y € A}.

Es decir, i,,(A) son los elementos de A que no estin R-relacionados con elementos

fuera de A.

Proposicion 11.2.3. (X, pg) es un espacio topoldgico si y solo si R~ es transitiva (R~
es la clausura reflexiva de R).

Demostracion. Supongamos que R~ es transitiva y sea x € pr(vr(A)) entonces zR™y
para algin y € ¢pr(A). Como yR™z para algin z € X, por la transitividad de R~,
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rR™z, luego = € pgr(A), y por tanto ¢% = pg.
Reciprocamente, supongamos que g@% = g, si tR7y y yR™z entonces = € pr({y}) e
y € pr({z}), por tanto xR~z y R~ es transitiva. O

Corolario 11.2.4. Si R es transitiva, (X, pgr) es un espacio topolégico.
Demostracion. Basta tener en cuenta que si R es transitiva, R~ también los es. O]

A continuacién veremos que todo C-espacio discreto (X, ¢) estd inducido por una rela-
cion binaria R sobre X.

Proposicién 11.2.5. Un C-espacio (X, ) es casi discreto si y solo si existe una rela-
cion reflexiva R tal que ¢ = pg.

Demostracion. Si R es una relacién binaria, se tiene que (X, pg) es un C-espacio.
Veamos que es casi discreto. Para ello dado x € X consideremos N, = {y € X;zRy}.
Es inmediato que x € N,, y que para todo y € X, si xRy, entonces y € N,, luego por
la observacién anterior, N, € W¢%. Por otra parte, si N € W#E, x € iy, (N), luego
xRy si y solosi y € N, por tanto N, C N. Luego N, es el p-entorno minimo de x y se
tiene el resultado.

Reciprocamente si (X, ¢) es casi discreto sea R la relacién dada por 2Ry si x € o({y})
(es decir, zRy si y solo si y € N,). Entonces se tiene que y € pr(A) < 3z € A tal que
y=zozRy < dve Atal quey € o({z}) (pues z € p({z})) & y € U{p(z);x € A} =
p(A).

Luego ¢ = ¢pg. O]

¢ Si R C S, entonces pr(A) C ¢g(A), es decir g es més fina que pg. Como conse-
cuencia de las definiciones y resultados anteriores, se tiene

Proposiciéon 11.2.6. pr(z) = N, si y solo si R es simétrica.

Demostracion. Si R es simétrica, entonces N, = {y € X;zRy} = {z}U{y € X;yRz} =
on({z}).

Reciprocamente supongamos que N, = pgr({z}) y que yRz, entonces y € ¢pr({z}),
luego y = = o xRy, por lo que R es simétrica. [

11.3. Conexion en espacios casi discretos

En esta seccion se estudia cémo la nociéon "natural” de conexion en los C-espacios
discretos es la que se considera en los grafos simples no dirigidos. Para ello se utilizara
el teorema de caracterizacion de los C-espacios en términos de relaciones binarias.

Definicién 11.3.1. Sea (X, @) un espacio casi discreto, se dird que los puntos x,y € X
estin enlazados si eziste una sucesion r = xg,Z1,..,T, = y, (n > 0) tal que para
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i = 1..n o bien x;_1Rx; o bien x;Rx;_1 en este caso se escribird x ~T y y la sucesién
xr = Xg,x1,.., T, Se llama camino que enlaza x con y o camino de x a y.

Noétese que ~ es la clausura transitiva de R y como consecuencia del siguiente resultado
de caracterizacion de la conexion (X, ¢r) se tendra que sus clases de equivalencia seran
las componentes ¢-conexas de (X, pg).

Proposicién 11.3.2. Un C-espacio casi discreto (X, pr) es C-conexo si y solo si para
cada par de puntos r,y € X, v ~T y.

Demostracion. Supongamos que todo par de puntos estd enlazado y que X =Y U Z,
yqueYNZ=0.Siy €Y,y z € Z por hipbtesis existe un camino (y;) de y = yo a
2 =1yYp. Si 1 <y < n es el mayor valor tal que y; € Y entonces y;.1 € X —Y = 7,
por definicién de camino, ha de ser y; Ry;+1 o bien x;.1Ry;, en el primer caso, por la
observacion 11.12.2 y; & i,,(Y), por los que Y no seria ¢-abierto. Por la misma razén
si se dird el segundo caso, Z no seria @-abierto, es decir X no se puede expresar como
union de dos p-abiertos disjuntos, por lo que es ¢-conexo.

Reciprocamente supongamos que (X, ¢) es C-conexo y que y,z € X son dos puntos
no enlazados, sea Y = {x € X;y ~% z}. Veamos que Y es p-abierto, en efecto, sea
u €Y yuRv. Como y ~f u, y ~® vy a que todo camino de y a u se le puede afiadir
uRv, por tanto se tiene que v € Y y que u € i,,(Y). El conjunto X — Y también es
p-abierto, pues si no, existirian puntos w € X —Y y t € Y tales que tRw. Entonces,
puesto que y ~ ¢, tendriamos que y ~% w, luego w € Y, lo que es una contradiccién.
Como z € X — Y, X serd la unién de dos p-abiertos disjuntos y por tanto no sera
C-conexo. O]

Nota 11.3.3. Como se ha probado, en los espacios casi discretos (X, ), la propiedad
de la C-conexion se puede expresar como en los grafos simples, pues la relacion R que
induce @, hace el papel de la relacion de adyacencia en un grafo simple; mds ain, en
(X, ) se dispone de un concepto de distancia andlogo al de los grafos:

Definicion 11.3.4. En (X, ¢g), la distancia entre dos puntos x,y denotada por dg(z,y)
es el menor n tal que existe un camino x = xg,x1,..,T, =Y entre x e y.

11.4. C-espacios casi discretos finitos

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades especificas de los C-espacios fini-
tos. Al tratarse de espacios casi discretos, su operador clausura esta inducido por una
relacion binaria, caracterizada a su vez por una matriz booleana.

Definicién 11.4.1. Sea (X, ) un C-espacio con §(X) < oco. Entonces ¢ = @r para
una unica relacion refleviva R, y si X = {x1,..,x,}, se denotard por M,, la matriz
booleana asociada a ¢g.
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Por tanto, M,, = (m; ;) donde :

1 si z; € prx;)
mi,j =
0 si z; € op(z))

Dado A C X, si x4 es su funcion caracteristica, A se puede representar como un vector
columna booleano, denotado también por x 4 y definido como: x4 = (VA 1, .., Va4, -y Van)"
siendo
1 st xa(w) =1
VA =
0 si xa(x;) =0

Es decir, la i-ésima componente de y4 es 1 si y solo si x; € A. El conjunto ¢r(A) es
pues el vector x,,4) dado por:

Xon(a) = Mor © X

Como ¢r(A) = U{pr(x;);x; € A}, bastard obtener los vectores M,, ® (0,0,..,1,..,0)
(el uno en la posicién i), y sus componentes no nulas, (y por tanto iguales a 1), seran
los elementos correspondientes al conjunto pg({z;}).

Si se denota por 7' la relacién binaria que induce la modificacién topolégica ¢ = 7,,
de g se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 11.4.2. Si (X, ¢) es un C-espacio finito, T es la clausura transitiva de
R,y My = (My,)" = My,

Demostracion. Puesto que (X, 1) es un espacio topolégico, por la proposicién anterior
se tiene que T, la relaciéon binaria que induce 1 es una relacion transitiva. Entonces,
R C t(R) C T y se tiene que ¢ es mas fina que @y que a su vez es mas fina que
¢r- Pero (X, pyr)) es un espacio topoldgico, y por la caracterizacion de la modificacion
topoldgica, es un C-operador ¢y ry C v, luego ¢y gy = 1, y como Myg) = (M,,)", (ver
10.2.3) se tiene el resultado. O

Ejemplo 11.4.3. Sea X = {1,2,3,4} y ¢ el operador dado por ¢(1) = {1,4}, ¢(2) =
{1,2}, ©(3) = {2,3} y p(4) = {4}. Entonces la relacién asociada a ¢ es R, =
{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(4,1),(4,4)} y su matriz booleana es

Mp, =

©

_— o O =
O = = O
_— o O O

S O = =
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Por tanto la matriz de t(R) es:

MR4:

_ o O
—_ O =
== =
— o O O

y segun la proposicion anterior, la modificacion topologica de ¢ es el operador asociado
a dicha matriz, es decir, viene dada por 1,(1) = {1,4}, 7,(2) = {1,2,4}, 7,(3) =
{17 27 374} ) T<P<4) = {4}

=
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