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“Si mo hubiera cuerpos sélidos en la

naturaleza, no habria geometria."

Henri Poincaré.



Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar las estructuras de los cristales como ejemplos motivadores
para una iniciacién a la teoria general de los espacios recubridores. Hemos seguido para ello
el libro [5] de Toshikazu Sunada, junto con su resumen en el articulo [4], pues es la primera

exposicion detallada de los fundamentos de la cristalografia topologica.

Sunada basa su estudio en el grupo fundamental (ver [2]) y después se restringe a la clase de las
aplicaciones recubridoras abelianas. Sin embargo, hemos preferido usar directamente el primer
grupo de homologia de un grafo y trabajar desde el inicio con aplicaciones recubridoras abelianas

como propone John Baez en [I].

El trabajo consta de cinco capitulos que pasamos a detallar. En el primero, damos algunas
definiciones sobre grupos y acciones de grupos y presentamos el tipo de grafos con los que
trabajaremos; en el segundo, hablamos de las relaciones de homotopia y homologia sobre grafos;
en el tercero, definimos los conceptos de grafos recubridores, grafos recubridores regulares y
grafos recubridores abelianos; en el cuarto, damos la definicién de cristal topoldgico como grafo
recubridor abeliano de un grafo finito y en particular, hablamos del grafo universal abeliano
sobre un grafo base dado; finalmente en el quinto, damos una serie de ejemplos de cristales

topologicos.

Terminamos remarcando que este estudio se centra solamente en los elementos basicos de la
cristalografia topolégica y no tiene en cuenta los aspectos geométricos que se presentan al con-
siderar condiciones fisico-quimicas de los cristales que aparecen en la naturaleza. Esto dltimo
tiene el fin de buscar la representacién espacial mas ajustada al verdadero cristal, atendiendo a
principios como el de minima accién. Estas consideraciones forman la segunda parte de [5], que

queda fuera de este trabajo.



Abstract

The main purpose of this paper is to present the crystal structures as motivating examples for
introducing the general theory of covering spaces. We have followed Toshikazu Sunada’s book
[5], together with its summary in the article [4], because it is the first detailed exposition of the
foundations of Topological Crystallography.
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Sunada bases his study on the fundamental group (see [2]) and then restricts to the class of
abelian covering maps. However, we opted for using directly the first homology group of a

graph and work from the beginning with abelian covering maps as John Baez suggests in [1].

The paper consists of five chapters that we describe as follows. In the first, we detail various
definitions about groups and group actions and present the type of graphs which we will work
with; in the second, we talk about homotopy and homology relations on graphs; in the third,
we define the concepts of covering graphs, regular covering graphs and abelian covering graphs;
in the fourth, we give the definition of a topological crystal as an abelian covering graph of a
finite graph and in particular, we speak of the universal abelian graph on a given base graph;

finally in the fifth, we give some examples of topological crystals.

Let us finish by pointing out that this study focuses only on the basic elements of topological
crystallography and does not take into account the geometric aspects that arise when considering
the physical and chemical properties of crystals that appear in nature. This leads to focus the
reserach on finding the spatial representation that is more adjusted to the real crystal, attending
to principles such as that of minimum action. These considerations form the second part of [5],

which is left out of this work.
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Introduccion historica

La Cristalografia es la ciencia que estudia la estructura tanto externa como interna de los
cristales, que son unos sélidos cuyos atomos, moléculas o iones estan distribuidos repetidamente

y de forma regular en el espacio.

Por su naturaleza geométrica, la relacién entre las matemaéticas y cristalografia tiene una larga
historia que se remonta a Pitagoras, de quien se cuenta que se apoy?é en las formas cristalograficas

para establecer la idea de poligono regular.

Otro hito histérico de la conexién entre las matematicas y la cristalografia son las contribuciones
del astrénomo y matematico aleman Johannes Kepler quien en su tratado “Strena Seu De Nive
Sexangula” (El Copo de Nieve de Seis Esquinas), describe matematicamente los cristales. A
raiz de este escrito surge la conocida Conjetura de Kepler: la densidad méaxima que podemos
alcanzar al amontonar esferas del mismo tamafio se obtiene apilandolas de forma piramidal de
caras centradas. Esta conjetura, que no fue demostrada hasta 1998 por Thomas Hales, es un

problema particular de empaquetamiento de esferas.

Entrados ya en el siglo XIX, el fuerte desarrollo de la teoria de grupos por grandes matematicos
como Joseph Louis Lagrange, Niels Henrik Abel o Evariste Galois, hace que se pueda aplicar a
la cristalografia, surgiendo asi la teoria de grupos cristalogréaficos la cual juega un importante

papel en la clasificacién de los cristales en funcién de sus simetrias.

En el siglo XX, el interés de los cristalégrafos pasé de la descripciéon de la forma de los cristales
al estudio microscépico de los mismos. El lenguaje de la teoria de grafos se muestra muy 1til
para este propésito, pues vértices y aristas son abstracciones naturales de &tomos y enlaces entre

atomos en un cristal (o cualquier molécula), respectivamente.

Una rama de las matematicas que a primera vista podria parecer poco ajustada a la cristalografia,
y que sin embargo ha resultado ser una herramienta 1til, es la topologia algebraica. Recordemos
que esta disciplina estudia estructuras topoldgicas o geométricas asignandoles datos algebraicos

para traducir problemas topo-geométricos a problemas algebraicos que sean mas faciles de tratar.

De hecho la conexién de la topologia algebraica con la cristalografia ha dado lugar recientemente
al nacimiento de la llamada Cristalografia Topoldgica, cuyos fundadores son Toshikazu Sunada

y Motoko Kotani.

La cristalografia topologica toma prestados de la topologia algebraica la teoria de espacios
recubridores y la homologia particularizados ambos a la clase de los grafos. Brevemente, la
cristalografia topologica fija un grafo finito X y considera como cristal (teérico) con base en X
a cualquier grafo infinito X sobre el que actia un grupo abeliano libre L de forma que el espacio
orbital X/L es el grafo Xy. Cuando se representa a X en un espacio euclideo, habitualmente R?

o R3, se detecta un reticulo de forma que el grupo L se corresponde con el grupo de traslaciones



en las direcciones de dicho reticulo, dejando fijo a X.

El grupo L siempre serd isomorfo a un subgrupo del primer grupo de homologia H;(Xy,Z) del
grafo Xy, en particular, isomorfo a un cociente de la forma H;(Xy,Z)/H, para H un subgrupo
de H1(Xo,Z). Reciprocamente, se puede empezar con el grafo X y un subgrupo H C H;(Xq,Z)
de forma que el grupo cociente por H, H1(Xo,Z)/H, sea libre, obteniéndose X como el espacio
orbital de la accién de H sobre el grafo recubridor universal de X asociado a todo el grupo
Hy(Xo,Z).

De esta forma, las estructuras de los cristales tedricos que puedan aparecer quedan determinadas

al fijar un grafo finito X y subgrupos de H;(Xp,Z) que sean sumandos directos.



1. Acciones de grupos sobre grafos.

Grafos cociente.

1.1 Conjunto fundamental de una relacién de equivalencia.

Definicién 1.1.1. Conjunto fundamental. Sean X un conjunto y ~ una relacién de equivalencia
dada en X. Un subconjunto C C X se dice que es un conjunto fundamental para la relacién
~, si la restriccién a C' de la proyeccion 7 : X — X/ ~, m |~ : C — X/ ~, es una aplicacién
biyectiva.

Esto es, un conjunto fundamental se obtiene eligiendo un tnico representante por cada clase de

equivalencia. Obviamente, existe mas de un conjunto fundamental para una relaciéon dada.
Ejemplo 1.1.2. Vamos a dar un par de ejemplos de este concepto.

1. Sea X = Z. Fijado n € Z, se define la relacién ~,, tal que a ~ b si y solo si a — b = kn
para algin k € Z; es decir, a — b es un miiltiplo de n. Esta relacién es la bien conocida
relacion de congruencia modulo n y al conjunto cociente se le denota por Z,. Para n = 2,
tenemos que Z estd formado por dos elementos, pues a — b es 0 un ntimero par, que serian
los multiplos de 2, o un ntimero impar, que serian los no multiplos de 2. Podemos tomar
asi como conjunto fundamental, cualquier conjunto formado por dos elementos enteros,
uno par y otro impar: C' = {0,1}, C = {4,5}, C = {10, 79}, etc. En general para Z,, un
conjunto fundamental es cualquier conjunto de n enteros que no sean dos a dos congruentes

moédulo n. Se suele tomar C' = {0,....,n — 1}.

2. Sea X = R2. Se define la relaciéon ~ tal que x ~ y si y solo si y = Ax, A € R\ {0}.

Podemos tomar como conjunto fundamental
C={xeS' 23>0 U{xeS:2,=0,2; >0},
donde x = (21, z2).
En general para R"*! un conjunto fundamental es
C={xeS":xp41 >0U{xeS" 1 zp41 =0,2, >0} U
U{xeS": xpy1 =02, =0,2-1 >0} U---
eU{xeS" izp1 =02, =0,...,29 = 0,21 > 0},

donde x = (x1,...,xn41). Al conjunto cociente se le llama espacio proyectivo real y se

denota por P"R.
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1.2 Acciones de grupos.

Necesitamos algunas nociones de la teoria de grupos para poder avanzar en nuestro trabajo.

Comencemos definiendo el concepto de grupo y de acciones de grupo.

Definicién 1.2.1. Grupo. Un grupo, denotado por (G, *), es una estructura algebraica formada
por un conjunto no vacio G y dos operaciones ¢: G x G — G, con a * b:= ¥ (a,b), y ¢: G — G,

que cumplen las siguientes propiedades:
1. Propiedad asociativa: (a % b) * ¢ = a * (b * c), para cualesquiera a,b,c € G.

2. Existencia de elemento neutro: existe un tnico elemento e € G de manera que para todo
a € G setiene axe =e*a=a.
3. Existencia de elemento simétrico: para cada a € G existe un tnico elemento ¢(a) € G tal
que a x ¢(a) = ¢(a) xa = e.
Si ademas * cumple la propiedad conmutativa; es decir, a * b = b * a para cualesquiera a,b € G,

entonces el grupo se llama abeliano o conmutativo.

Definicién 1.2.2. Grupo abeliano libre. Se dice de un grupo (G, x) abeliano en el que cada
elemento de G se puede escribir de manera tinica como combinacién lineal con coeficientes enteros

de algunos elementos A € B C G (llamados base). Ademés debe cumplirse que:

1. Z ZxA =0 si y solo si z), = 0 para todo A € B.

AeB
2. Z ZAA £ Z WAN = Z (zx £ wy)A.
AeB AeB AeB

Definicién 1.2.3. Subgrupo. Dado (G,*) un grupo, un conjunto H C G es un subgrupo de
(G, ) si H también forma grupo con la operacion *; o equivalentemente, si hi, ho € H entonces
hi*hyysi h € H entonces ¢(h) € H.

Definicién 1.2.4. Subgrupo normal. Un subgrupo (H,*) de un grupo (G, *) se dice normal si

para cada elemento h € H y cada g € G, se tiene que ghg™' € H.

Nota 1.2.5. El elemento neutro se escribird id y el simétrico de a se denotara por a~' y se
pasa a llamar inverso de a si usamos notacién multiplicativa, * = -; mientras que el elemento
neutro se escribird 0 y el simétrico de a se denotard por —a y se pasa a llamar opuesto de a
si usamos notacién aditiva, * = +. A partir de ahora, un grupo se escribird simplemente G,
usando para la operacion la notacién multiplicativa si el grupo no es abeliano y la aditiva si el

grupo es abeliano.

Definicion 1.2.6. Accion de grupos. Un grupo G actia por la izquierda sobre un conjunto A,

si existe una aplicacién (llamada accidn) 1 : G x A — A que satisface:
1. Para todo a € A, ¢(id, a) = a.

2. ¥(g1,%(g2,a)) = ¥(g192, a), para cualesquiera gi,g2 € Gy a € A.

Anélogamente, un grupo G actia por la derecha sobre un conjunto A, si existe una aplicacién
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¥ : A x G — A que satisface:

1. Para todo a € A, ¥(a,id) = a.

2. Y((a,g1),92) = ¥(a,g192), para cualesquiera gi,g2 € Gy a € A.

Se dice que A es un G-conjunto a izquierda (a derecha, respectivamente) si el grupo G actia
por la izquierda (por la derecha, respectivamente) sobre A. Vamos a trabajar con las acciones
por la izquierda, y diremos simplemente accién de un grupo G sobre un conjunto A o que A es

un G-conjunto.
Las dos condiciones en la definicién de G-conjunto implican que, para cada elemento g € G, la
aplicacion 1, := 1(g,-) : A — A es una funcién biyectiva con inversa wg_l =Y,1: A= A

Esta observacién nos dice que la accién de un grupo G sobre un conjunto A, se puede definir
como un homomorfismo ¢ : G — S4, donde S4 es el grupo cuyos elementos son todas las
funciones biyectivas de A en A y cuya operacién es la composicion. A Sj se le suele llamar

grupo de simetria de A y a sus elementos, permutaciones.
Ejemplo 1.2.7. Veamos algunos ejemplos de acciones de grupos.

1. Se tiene que para todo conjunto A, S4 actia sobre A con ¢ : S4 x A — A dado por
¥(o,a) = o(a).

2. Sea G = (Z,+), entonces G actia sobre A =R con la traslacién ¢(n,z) = n + .

3. Un grupo G acttia sobre si mismo. Sean z, g € GG, entonces G puede actuar por la izquierda
con ¥(g,x) = gx, o por la derecha con 9 (x,g) = xg, con la multiplicacién habitual de los

elementos del grupo. También puede actuar por conjugacion con (g, z) = grg~'. En

general, G puede actuar por conjugacién sobre cualquiera de sus subgrupos normales.

4. Vamos a considerar un poligono regular P de n lados en el plano OXY y centrado en el
origen. Entonces el subgrupo G,, de las rotaciones de dngulo @, conkeZyl=1,..n,
acttia sobre el conjunto de los vértices de dicho poligono por la accién que lleva (z,y) €
Vértices(P) en ¢(0, (z,y)) = (xcosf — ysinf, zsinf + ycosh), con = @ Véase en la
Figura 1.2.1 un ejemplo para el caso particular de n = 6 y la rotacién de (z,y) en (2/,y')
para 0 = %’r = 120°.

(X, y)

', y)
Figura 1.2.1. Rotacion del vértice (x,y) en (2/,y').

Obsérvese que el grupo G, también actta sobre el conjunto de lados de P.
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Notacién. Dada una accién ¢ : G x A — A la imagen (g, a) se suele escribir ga.

Toda accién de un grupo G sobre un conjunto A da lugar a una relacién ~ en A definida por

a ~ b siy solo si existe g € G tal que b = ga.

Lema 1.2.8. La relacion definida anteriormente es de equivalencia.

Demostracion. Sean a,b,c € Ay g,91,92 € G.
1. Reflexiva: a ~ a pues a = id a = a.
2. Simétrica: Sea a ~ b, luego b = ga. Entonces b ~ a, pues a = g~ 'b.
3. Transitiva: Sean a ~ by b ~ c, luego b = g1a y ¢ = g2b. Entonces a ~ ¢, pues ¢ = g2g;a.

O]

Definicién 1.2.9. Orbita, espacio orbital y conjunto fundamental de una accién. Llamamos
6rbita de a € A a la clase de equivalencia de a dada por ~. Se denota por Ga = {ga : g € G}.
El espacio orbital A/ ~, denotado comtinmente por A/G, es el conjunto de 6rbitas de A. Se

llama conjunto fundamental de la accién a un conjunto fundamental para la relacién ~ anterior.

Ejemplo 1.2.10. Sea un grupo G que acttia sobre los conjuntos A y B con las acciones ¥4 y
¥p, respectivamente. Entonces el grupo G x G actia sobre el producto A x B con la accién
¥ (G xG)x(AxB) = Ax B dada por ¥((g1,92), (a,b)) = (¥a(g1,a),¥B(g2,b)). Debido a
como estd definida esta accién, el espacio orbital (A x B)/(G x G) se puede identificar con el
producto de los espacios orbitales (4/G) x (B/G).

Definiciéon 1.2.11. Decimos que un grupo G actia transitivamente sobre A si el espacio orbital
A/G es unitario, es decir, solo hay una clase de equivalencia; o lo que es lo mismo, para a € A
el resto de elementos b € A se obtendrian como b = ga, para algin g € G. Se dice que G actia
libremente sobre A o que G es libre si dado g € G tal que a = ga para algin a € A, se tiene que
g = id.

Definiciéon 1.2.12. Sean A y B dos G-conjuntos con acciones ¥4 y g, respectivamente. Se
dice que una aplicacién f: A — B es G-equivariante si satisface que f(¢4(g,a)) = ¥5(g, f(a)),
para todo a € A y para todo g € G.

Sea un grupo G, dos G-conjuntos A y B y una aplicacién f : A — B G-equivariante. Entonces
f induce una aplicaciéon F' : A/G — B/G entre los espacios orbitales de Ay B, tal que Fomy =
mpof. Aqui mq : A - A/G y mp : B — B/G son las proyecciones canénicas dadas por la
relacion de equivalencia definida anteriormente. A F' se le llama funcion inducida por f. Esto
se puede hacer de manera mas general. Sean ~4,~p dos relaciones de equivalencia que se
establecen sobre los conjuntos A y B, respectivamente. Sea también una aplicaciéon f: A — B
cumpliendo que para aj,as € A tales que a1 ~4 az, entonces f(a1) ~p f(a2). Podemos formar

el siguiente diagrama conmutativo
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A f B

ﬂ-NA 7T~B

Af ~a ——— B/ ~p

donde w4 y w.p son las proyecciones canénicas dadas por ~4 y ~p sobre A y B, respecti-
vamente. La aplicacion F : A/ 4 — B/~p dada por F([a]) = [f(a)] estd bien definida para
toda clase [a] € A/.4 gracias a la propiedad que le impusimos a f: si a; ~4 a2, entonces

fla1) ~B f(a2).

Ejemplo 1.2.13. Fijada una base vi,...,v, de R", se llama grupo reticular de esa base a
n

R, = {Z a;v; | a; € Z}. Este grupo actia sobre R" por traslaciones; es decir, ¢(a,x) =
i=1

X+ a, con @ € R, y x € R". Podemos tomar como conjunto fundamental de esta acciéon a
n

U, = {Z tivi: 0<t; <1,Vi=1,..,n}. En el plano, los elementos del conjunto fundamental
i=1
anterior se corresponden con paralelogramos, y en el espacio, con paralelepipedos (sin las caras

definidas por t; = 1).
Las acciones de grupo se extienden cuando introducimos estructuras topolégicas.

Definicién 1.2.14. Grupo topolégico. Es una terna (G,T,-) tal que (G,7T) es un espacio
topolégico, (G,-) es un grupo y tal que las dos aplicaciones ¢ : G X G — G, (z,y) — z -y,

1

vy ¢ : G = G, x — x7, son continuas. Por simplicidad se denota también por G al grupo

topolégico si suponemos dada la topologia.

Definicion 1.2.15. Subgrupo topolégico discreto. Sea G un grupo topoldgico. Se dice que un
subgrupo H C G es un subgrupo topolégico de G si es grupo topolédgico con la topologia relativa
de H. El subgrupo se dice discreto si la topologia relativa de G sobre H es la discreta; esto
es, existe un recubrimiento de H por abiertos de GG, en el que cada abierto contiene un tinico

elemento de H.

Definicion 1.2.16. Accidn continua de grupos. Sea G un grupo topoldgico y A un espacio
topolégico. Se dice que G actia de forma continua o simplemente actia sobre A si la accion

¥ : G x A— A es continua con respecto a la topologia producto de G x A.

Al espacio orbital de la accién, A/G, se le da la topologia cociente. Esto es, un conjunto
Q) C A/G se toma como abierto si la imagen inversa por la proyecciéon 7 : A — A/G, 771(Q), es

un conjunto abierto de la topologia de A.

Se dice que un espacio topoldgico A es un G-espacio si G acttia de forma continua sobre A.
Obsérvese que la acciéon de un grupo G sobre un conjunto A se puede considerar como una

accién continua si dotamos a G y a A de la topologia discreta.
Ejemplo 1.2.17. Damos a continuacién dos ejemplos de acciones continuas de grupos.

1. Si consideramos el grupo reticular R,, asociado a la base {v;}_; de R" del Ejemplo|1.2.13
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el espacio orbital R"/R,,, es homeomorfo al producto de n circunferencias S* x --- x S*.
Esto es, el toro de dimensién n. Si tomamos n = 2, R?/Rs podriamos pensarlo como un

paralelogramo cuyos lados opuestos se identifican como el mismo; es decir, el toro S' x S1.

/ | /

T
BN

Figura 1.2.2. En rojo, un conjunto fundamental.

2. Como generalizacion del ejemplo anterior, consideremos el grupo M(n) de movimientos
rigidos en R™ generado por reflexiones, rotaciones y traslaciones. Recordemos que todo
movimiento rigido se puede expresar como la composicién de una traslaciéon, dada por un
vector a € R"; y un movimiento rigido que deja fijo el origen, descritos por las matrices
ortogonales de orden n que forman el grupo ortogonal O(n). De esta forma, todo T' €
M(n) se puede identificar con un par (A,a) de forma que la composicién de movimientos
Ty = (Aj,a1) y To = (Ag,az) es Th o Ty = (A1 Ag, Ajas + ay).

Es claro que M(n) actta transitivamente sobre R™.

Es inmediato comprobar que un grupo reticular R,, es un subgrupo discreto de M(n) que al
actuar sobre R" da un espacio orbital compacto. Es por ello un ejemplo de la siguiente definicién

de grupo cristalografico.

Definicién 1.2.18. Grupo cristalogrifico o espacial. Un subgrupo G de M(n) es un grupo
cristalografico o grupo espacial de dimensién n si es discreto y al actuar sobre R™ el espacio

orbital R™/G es compacto.

1.3 Grafos.

La teoria de grafos es una de las herramientas mas importantes que hay a la hora de estudiar
las conexiones internas de los cristales. Un grafo es un conjunto de objetos en donde algunos
de ellos estan conectados. De manera habitual, un grafo se suele representar geométricamente,
en el plano o espacio, con puntos o vértices, que serian los objetos; y aristas, que serian las
conexiones entre dichos objetos. En lo que nos concierne, la definicién matematica de cristal
serfa equivalente a la de grafo; asi, cada dtomo (o molécula) estaria representado por un vértice

y cada vinculo entre dos pares de atomos (o moléculas) por una arista.
Empecemos dando una definicién de grafo que incluya las posibles orientaciones de sus aristas.

Definicién 1.3.1. Grafo. Es un par X = (V, E) donde V' y E son conjuntos disjuntos (llamados
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conjuntos de vértices y aristas, respectivamente) junto con un par de aplicaciones:
1. v: E—V xV, llamada incidencia.
2. 1: E — E, llamada inversion.

cumpliendo las siguientes propiedades para todo e € E:

e i es una involucién sin puntos fijos; esto es, i es la identidad en E e i(e) # e para todo
ec k.

o Para la aplicacién 7 : V x V. — V x V dada por 7(z,y) = (y,x), se tiene la igualdad

TOV =VoOI.

A partir de la aplicaciéon de incidencia v se derivan dos aplicaciones o, t : . — V definidas como
las composiciones o = mjov y t = myov, donde w1, w2 : V XV — V son las proyecciones 71 (z,y) =
x 'y ma(z,y) = y. De esta manera v se escribird a partir de ahora como v(e) = (o(e), t(e)), donde

o(e) y t(e) se llaman origen y término de e, respectivamente. Como consecuencia se tiene:
(o(i(e)), t(i(e))) = v((i(e)) = T(v(e)) = T(o(e), t(e)) = (t(e), 0(e));

esto es, o(i(e)) = t(e) y t(i(e)) = o(e).
Notacién. Para toda arista e € E, se escribird e := i(e).

Definicién 1.3.2. Dos vértices z,y € V son adyacentes si o(e) = x y t(e) = y para alguna
arista e € E. Si o(e) = t(e), se dice que e es una arista-lazo; y si o(e1) = o(e2) y t(e1) = t(e2)
para dos aristas e; # es, se dice que e1 y es son aristas paralelas. Un grafo simple es aquel que

no posee aristas paralelas y ninguna de sus aristas es una arista-lazo.

La definiciéon abstracta anterior permite mantener en la estructura las dos posibles opciones
de dirigir u orientar las aristas de un grafo. A estos grafos se les llaman grafos dirigidos. Si
queremos representar geométricamente un grafo dirigido tal y como se ha definido, deberiamos
tener en cuenta que en nuestro grafo por cada arista e = (o(e),t(e)) siempre aparece la arista
e = (o(e),t(e)) = (t(e),o(e)), por lo que una representaciéon geométrica deberia recoger ambas
aristas. En la Figura 1.3.1 se observa como serian estos grafos. Para simplificar la representacion
geométrica de un grafo, se dibuja por cada par (e, €) sélo una arista con una flecha para indicar
una eleccién de origen y término y la arista inversa queda implicita al poderse recorrer la arista

dibujada en sentido inverso. Esta representacion se llamara grafo orientado.
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Figura 1.3.1. A la izquierda, ejemplo de grafo. A la derecha, un grafo orientado.

Dado un grafo X = (V, E) se observa que existe una accién del grupo (Zz, +) sobre el conjunto
de aristas E dada por ¢ : Zo x E — FE con 9(0,e) = ey ¥(1,e) = €. Se llaman aristas no
dirigidas a los elementos del espacio orbital E/Zo. Notar ademds que esta accién es solo sobre
las aristas y no sobre los vértices. El grafo no dirigido subyacente a X es el grafo con V' como

conjunto de vértices y una arista no dirigida por cada par (e,€) de aristas de X.
En lo que sigue trabajaremos con grafos dirigidos, a no ser que se diga lo contrario.

Definicién 1.3.3. Subgrafo. Sea X = (V,E) un grafo y sean V) C V, E; C E. Si se cumple
que v(e1) € Vi x V1 y €1 € Eq para todo e; € Eq, entonces X7 = (V1, Eq) es un grafo y se dice
que es un subgrafo de X. Se escribe X; C X.

Definicién 1.3.4. Grado. Sea X = (V, E) un grafo. Dado x € V, el grado de z, denotado por
deg(x), es el nimero de elementos de E,, donde E, = {e € E : o(e) = z} es el conjunto de

aristas con origen en z. El grado de X es d =max{deg(z)|z € V} si tal nimero es finito.
Definicion 1.3.5. Grafo reqular. Grafos en los que todos sus vértices tienen el mismo grado.

Definicién 1.3.6. Grafo bipartito. Un grafo X = (V, E) se dice bipartito si V' se puede poner
como la unién de dos subconjuntos Vi, Vo C V tales que Vi N Vo = (), de forma que las aristas

en F sélo pueden unir vértices de V7 con vértices de Vs.

Este tipo de grafo aparece mucho en la cristalografia, pues muchos cristales poseen estructuras
que consisten en dos tipos de a&tomos. Llamando (1) al primer tipo y (2) al segundo, se obtienen
asi dos conjuntos disjuntos, uno formado por vértices de tipo (1) y otro formado por vértices de

tipo (2), y cuya unién es el total de la estructura del cristal.

Vayamos ahora a estudiar las relaciones que se pueden establecer entre grafos. Estas relaciones
son los denominados morﬁsmosﬂ Sean X1 = (V1, Ey), Xo = (Va, E3) dos grafos, entonces un
morfismo ¢ : X1 — X5 es un par de aplicaciones ¢ = (¢v, ¢g), con ¢y : Vi — Vo y ¢g : By — Eo,

cumpliendo para e € Ey:

L. (v X ¢v)ovi =vy0¢p. Estoes, va(gr(e)) = (¢v x ¢v) ovi(e) = (¢v(o1(e)), v (ti(e))
o, equivalentemente, o2(dg(e)) = ¢y (o1(e)) v ta(dr(e)) = oy (ti(e)).

2. ig0¢p = ¢ppoiy. Esto es, ia(dr(e)) = ¢r(ii(e)).
Las aplicaciones o, tr,%; v Vi son las aplicaciones origen, término, inversién e incidencia del
grafo Xi (k=1,2).
Nota 1.3.7. Es inmediato comprobar que la imagen por ¢ de X; , ¢(X1) = (v (V1), 0r(E1)),

es un subgrafo de Xo.

Un isomorfismo de grafos ¢ : X1 — X9 es un morfismo de grafos donde tanto ¢y como ¢p
son aplicaciones biyectivas. Se dice asi que los dos grafos son isomorfos. Un automorfismo es

un isomorfismo de un grafo X en si mismo. Todos los automorfismos de X forman un grupo,

! Aplicaciones que van entre estructuras matematicas del mismo tipo y que preservan dichas estructuras.
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denotado por Aut(X). La operacién serfa la composicién de morfismos de manera natural y
el elemento identidad es el automorfismo identidad id : X — X con id = (idy : V — V|,
id E E — E)

Notacion. Por abuso de notacién, escribimos ¢ tanto para ¢y como para ¢g.

1.4 Grafos cocientes.

Los cristales se pueden representar como un grafo infinito y periédico en el plano o el espacio.
Para estudiarlos se consideran acciones de grupos sobre ellos que respeten su estructura. Decimos
pues, que un grupo G actia sobre un grafo X = (V, E) si existe un homomorfismo ¢ : G —
Aut(X). Esto quiere decir que G actia de manera compatible sobre los conjuntos V' 'y FE; es

decir, que si como es habitual se escribe la accién como gz para g € G, debe entonces cumplirse

t(ge) = gt(e) o(ge) = go(e) m(9(x,y)) = g7((2,y)),

para todo e € E y para todo z,y € V adyacentes. Dicho en otras palabras, se impone que
o: E =V, t: E— V sean aplicaciones G-equivariantes. De esta forma, se tiene que tanto V

como E son G-conjuntos.

Definicion 1.4.1. Se dice que G actia sobre X sin inversion si para cualquier g € G, no existe

e € F tal que ge = €.

Veamos ahora que los espacios orbitales de la accién de un grupo sin inversién da lugar a un

nuevo grafo.

Teorema 1.4.2. Sea X = (V,E) un grafo y G un grupo que actia sobre X sin inversion.
Sean entonces Vi = V/G y E1 = E/G los espacios orbitales de los vértices y aristas de X,
respectivamente. Entonces existe una unica estructura de grafo X1 = (Vi, E1) que hace que las
proyecciones canonicas ¢ = (my,mg), conmy : V. — Vi y g : E — Ei, definan un morfismo de
grafos ¢ : X — Xj.

Demostracion. Denotemos por [z]y v [e]g las 6rbitas en Vi y Ej, respectivamente. Se definen
ivn: B1 = VixViyuwy : By — Ep como vi([e]) = ([o(e)]v, [t(e)]v) e i1(le]) = [i(e)]). Tenemos
que ver que estas aplicaciones estan bien definidas y cumplen las dos condiciones de la definicién

de grafo.

Sea ¢’ otro representante de [e]g. Entonces existe un g € G con €/ = ge de modo que o(€’) =
o(ge) = go(e) y t(e) = t(ge) = gt(e), luego [o(e)]v = [o(e)]v v [t(e")]lv = [t(e)]v. Igualmente,
i(e") = i(ge) = gi(e), por lo que [i(e')] = [i(e)]. Tenemos asi que las aplicaciones v e i1 estan

bien definidas.

Queda ver que cumplen las condiciones de aplicaciones de incidencia e inversién para X;. Es claro
que 71 es una inversién por serlo i, ademés por hipdtesis no tiene punto fijo ya que i1([e]) =

[i(e)] = [e] nos lleva a que existe un g € G con ge = i(e). Finalmente, para la aplicacién
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71 : Vi x Vi = Vi x Vi dada por 7([z]v, [ylv) = ([y]v, [z]v) se tiene:

v1 o i1([e]p) = ([o(ir(e))]v, [t(ir(e))]v) = ([t(e)]v, [o(e)]v) = mu([o(e)lv, [t(e)]v) = 71 o v1([e]g).
Veamos ahora que ¢ = (my, 7g) es un morfismo de grafos. En efecto,

L. o1(mg(e)) = o1([e]) = [o(e)] = my (o(e)).

2. ti(re(e)) = ta(le]) = [He)] = Ty (t(e)).

3. ir(me(e)) = u([e]) = [(i(e)] = mr(i(e)).
Ademas, esta estructura de grafo es la tinica que hace de ¢ un morfismo de grafos. Supongamos
quev:E - Vi xVe i: Ey — Ey es otra estructura de grafo sobre X; = (V1, F1) tal que
¢ : X — X7 es morfismo de grafos. Entonces, por la definicién y por haber comprobado que
¢ : X — X1 ya es morfismo de grafos para la estructura de grafo sobre X; anterior, tenemos

que

U(le]lg) =D o dp(e) = (pv x ¢v) ov(e) = vi(ng(e)) = vi(le]r)

i([p) =0 ¢r(e) = dpoile) = (1o 9)p(e) = ir([e]r),

por tanto U = 14 y?z 1.
O

Al grafo X = (V1, Ey) se le llama grafo cociente de X por la acciéon de Gy al morfismo ¢ se le

llama morfismo candnico.
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2. Homologia de grafos.

2.1 Caminos en grafos.

Definicién 2.1.1. Camino. Un camino c¢ de longitud n en un grafo X = (V, E) es una sucesién
c={ei1,...,en} con e; € E'y cumpliendo que t(e;) = o(e;+1) para todo i = 1,...,n— 1. Se denota
por o(c) o ¢(0) al origen del camino, o(e1); por t(c) o ¢(n) al final del camino, t(e,); y en general,

c(k) = t(ex). Sio(c) = t(c), se dice que es un camino cerrado o lazo.

Cada vértice x € V se puede identificar con el camino constante ¢, de longitud cero. Por otro
lado, dado un camino ¢ = {ey,...,e,}, podemos tomar ¢ = i(c) como el camino inverso de ¢
dado por ¢ = {e,, ...,€1}.

Definicién 2.1.2. Subcamino. Dado un camino ¢ = {ey,...,e,}, se llama subcamino de ¢ a
cualquier camino sc = {e;, ...,e;}, con 1 <i < j < n.

Definicion 2.1.3. Grafo conexo. Un grafo es conexo si para cualquier par de vértices x1,z9 € V,
se puede encontrar un camino c¢ tal que o(c) = x1 y t(c) = x2. Es decir, siempre hay un camino

que conecta a dos vértices cualesquiera del grafo. Un grafo no conexo se llama disconezo.

Vamos a suponer que los grafos con los que trabajamos son conexos, a no ser que

se diga lo contrario.

Definicién 2.1.4. Yustaposicién de caminos. Dados dos caminos ¢; = {el,....el} y c3 =
{e2,...,e2,} tales que t(c;) = o(ca), se define la yuxtaposicién de ellos como el camino ¢ =
c1xca={el,... el €2 ... €2 }. Nétese que o(c) = o(c1) y t(c) = t(c2).

Definicién 2.1.5. Camino reducido. Es un camino ¢ = {ey, ..., e, } tal que e; # €;11 para todo

i=1,.,n—1.

Definicion 2.1.6. Ciclo. Llamamos ciclo a un camino ¢ si es un camino reducido cerrado que
no pasa dos veces por el mismo vértice a excepciéon del primero y el Gltimo, que serian el mismo.
Dicho de otra forma, si ¢ = {ey, ..., ey} es un ciclo, entonces es un camino reducido cerrado que

cumple que o(e;) # o(e;) para todo i =2,...,n, j =2,...,nei#j.

Definicién 2.1.7. Arbol. Es un grafo sin ciclos. Un subdrbol de un grafo X es un subgrafo de

X que es un arbol.

Definicién 2.1.8. Arbol de expansién. Es un subdrbol de un grafo X que contiene a todos los

A
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Figura 2.1.1.. A la izquierda en verde, un ciclo. A la derecha en rojo, un drbol de expansién.
Lema 2.1.9. Sea X = (V, E) un grafo. Son equivalentes:
1. X es un drbol.

2. Para cualquier par de vértices x,y € V, existe un unico camino reducido uniendo x con y.

Demostracion.

1 — 2 |Sea X un arbol. Como estamos trabajando con grafos conexos se tiene que al menos
existe un camino, del cuél se puede obtener (ver Seccién 2.2, caminos homotépicos) un camino
reducido, que une cualesquiera dos vértices de X. Veamos que no puede existir mas de uno.
Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un par de vértices x1, xo para los que hay
dos caminos, ¢; y cg2, entre ellos. Entonces podemos tomar o(c1) = z1, t(c1) = x2 y 0(c2) = o,
t(ca) = x1. De esta forma, podemos formar la yuxtaposicién ¢ = ¢; * co de manera que o(c) =
t(¢) = x1. Hemos conseguido asi un camino reducido cerrado del cudl se puede obtener (ver

Seccién 2.2, caminos homotépicos) un ciclo en X, y esto es un absurdo.

2 — 1 |Supongamos que para cualquier par x,y € V, existe un tinico camino reducido ¢ uniendo
x con y. Por reduccién al absurdo, supongamos que X no es un arbol, luego podemos encontrar
un ciclo en él. Entonces para cualquier par de vértices de ese ciclo, tendriamos dos caminos
reducidos distintos que los unirian, pero esto contradiria la hipdtesis. Luego no pueden existir

ciclos y por definicién X es un arbol.
O

2.2 Homotopia de grafos.

Es bien conocida la versién continua de la homotopia en un espacio topolégico. Nosotros vamos a
ver la versién combinatoria para grafos. Ambas son equivalentes por el teorema de aproximacion

simplicial, pero no se vera en este trabajo. Puede consultarse en [3].

Sean ¢, ¢ dos caminos de un grafo X = (V, E) tales que o(c) = o(¢') y t(¢) = t(¢/). Entonces
escribimos ¢ — ¢’ si ¢ = ¢’ 0 existe un par de aristas consecutivas e;, e;11 en ¢ con ¢;11 = €; tales
que ¢’ se obtiene a partir de ¢ eliminando e; y e;11. En particular, si ¢ = {e,e} con o(c) = «z,

entonces ¢ — c,.
Dados z,y € V, denotamos por C(z,y) al conjunto de caminos entre x e y.
Definicién 2.2.1. Lazos con origen en z. Son los caminos del conjunto C(z,z), con x € V.

Definicion 2.2.2. Caminos homotdpicos. Sean ¢, ¢’ caminos en C(z,y). Se dice que son caminos
homotdpicos, y se escribe ¢ ~ ¢/, si existe un ntimero finito de caminos {ci,...,¢,} C C(x,y)

tales que ¢ = ¢y, d = Cp Y Cit1 2 Cj O Cj > Cij41.

Lema 2.2.3. La relacion ~ anterior es de equivalencia.

Demostracion.
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o Reflexiva. Sea ¢ € C(x,y). Entonces ¢ ~ ¢ pues ¢ — ¢ por definicién.

o Simétrica. Sean ¢, € C(x,y). Si ¢ ~ ¢, entonces existe un conjunto de caminos

/

{c1,...,en} C Clx,y) tales que ¢ = ¢1, ¢ = ¢ y Ciy1 = ¢ 0 ¢ — ¢iy1. Luego ¢ ~ ¢

tomando el conjunto {c,,...,c1}.

o Transitiva. Sea ¢ ~ ¢ por el conjunto {cy,...,c,} y sea ¢ ~ ¢’ por el conjunto {ly, ..., l;}.

Entonces ¢ ~ ¢’ tomando el conjunto {ci, ..., ¢p,l1, ..., Ik}

O]

A estas clases de equivalencia se les llama clases de homotopia. Veamos algunas propiedades

importantes.

Lema 2.2.4. Se cumple que:
1. Sie~c yd~d para c,d € C(x,y) yd,d € C(y, z), entonces cxd ~ ' xd.
2. ¢* T~ ¢y, donde z = o(c).

3. Cada clase de homotopia posee un unico camino reducido.

Demostracion.

1. Podemos suponer que ¢ — ¢ o ¢ = cy qued — d od ~ d. Sic+— ¢, entonces
cxd— ' *xd;ysicd— c entonces ¢ xd+— cxd. Luego si c ~ ¢, se tiene que cxd ~ ¢ xd.
Andlogamente, si d — d’, entonces cxd — cxd'; y si d — d, entonces cxd' +— c*d. Luego
sid~ d, se tiene que c* d ~ ¢ * d. Concluimos por transitividad que si ¢ ~ ¢ y d ~ d',

entonces cxd ~ ¢ xd'.

2. Sic={ey,...,en}, entonces ¢ = {e,,...,e1 }. Por tanto ¢, = c*x¢ = {e1,....,en,En, ..., €1}y
de esta forma ¢, ~ ¢,—1 donde ¢,—1 = {e1,...,€n-1,€n—1,...,€1 }. Volviendo a repetir este
proceso n — 1 veces, llegamos a que ¢, ~ ¢; donde ¢; = {e1,€1}. Como ¢; ~ ¢, y utilizando

que ~ es relacion de equivalencia, tenemos que ¢ * ¢ ~ ¢,.

3. Supongamos que dada una clase de homotopia existan dos caminos reducidos diferentes ¢
y . Como ¢ ~ ¢, entonces debe existir un ntimero finito de caminos {1, ..., ¢, } tales que
c=c1,c =cpyciy1 > ¢ oc;— ¢ir1. Como no podemos pasar de uno a otro eliminando
aristas consecutivas una la inversa de la otra (pues son reducidos), necesariamente ¢ =

cL=-"=c¢Cp=2C.

Lema 2.2.5. Todo lazo en un drbol T' es homotopicamente equivalente al camino constante.

Demostracion. Sea ¢ = {ey,...,en} un lazo, es decir, o(c) = t(c) = xo = o(e1) = t(ep). Sea
x1 = t(e1). Sabemos por el Lema que al ser T un &arbol, sélo hay un tnico camino
reducido entre dos vértices cualesquiera de T'. Luego si tomamos ¢; = {ea,...,en} (0(c1) = z1

y t(c1) = xo), necesariamente tiene que ser homotopico a la arista ;. Por tanto, ¢ se reduce
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homotépicamente a ej€; y este a su vez al camino constante c,,.

O]

Notaciéon. Un camino ¢ con origen en x y término en y se escribird ¢ : x — y. Para simplificar
la notacién, el camino ¢ = {ey, ...,e,} se denotara simplemente por ¢ = e - - - e,. De la misma

forma, la yuxtaposicién de los caminos ¢ y ¢’ se denotard por cc.

2.3 Homologia de grafos.

Vamos a introducir la homologia para ver cémo definir objetos algebraicos a partir de la relacion
de adyacencia entre vértices y aristas de un grafo. La definicién de homologia se puede hacer para
poliedros de dimensiones arbitrarias, pero nosotros vamos a trabajar con grupos de homologia
exclusivamente para el caso de grafos, cuya descripcion es mas sencilla y sera la que necesitemos
Unicamente.

Empecemos con algunas definiciones. Sea X = (V| F) un grafo posiblemente finito.
Definicién 2.3.1. 0-cadena con coeficientes enteros. Es cualquier suma E ZzT, CON 25 € L Y

zeV

donde solo una cantidad finita de z, son no nulos. Ademés debe cumplirse:

1. sz:x:O<:>zx:0,paratod0:L‘€V.

zeV
2. Z zpX £ Z Wek = Z (zg £ wy)x.
zeV zeV zeV

Es decir, estamos considerando el grupo abeliano libre con base el conjunto de vértices de X.

Lo denotaremos por Cy(X,Z).
De la misma forma, podemos definir una suma para las aristas del grafo.

Definicion 2.3.2. 1-cadena con coeficientes enteros. Es cualquier suma E Ze€, CcON 2. € Z y

eckE
donde solo una cantidad finita de z. son no nulos. Ademads se impone la relacion € = —e; es

decir, la 1-cadena —e se identifica con la 1-cadena e.
Al conjunto de todas las 1-cadenas se denotara por C;(X,Z).

Obsérvese que de la definicién se sigue que C (X, Z) es el cociente del grupo abeliano libre Z(E),
con base E, por el subgrupo H generado por las sumas e+¢, e € E. Asi, C1(X,Z)=Z(FE)/H es
también un grupo abeliano libre con una base E? C E, formada al elegir una orientacién para
cada arista de E. De esta manera, podemos escribir de forma tnica cada 1-cadena; es decir,

dada o = E Ze€, esta se puede expresar como
ecE

Z Ze€ = Z (ze — 2zg)e

eceF ecE0

A partir de ahora escribiremos directamente o = E Ze€.
ecE°
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De forma natural, se define un homomorfismo p : Z(E) — Cy(X,Z) dado por p(e) = t(e) —o(e),
para cada e € E. Como p(e) = t(e) — o(e) = o(e) — t(e) = —p(e), se sigue que p(H) =0y por
tanto se induce un homomorfismo (que seguiremos llamando igual) p : C1(X,Z) — Co(X,Z),

llamado operador borde.

Se llama 1-grupo de homologia de X, y se denota por Hi(X,Z), a Ker p = {a € C1(X,Z) :
p(a) = 0}. Los elementos de Hi(X,Z) se llaman I-ciclos o simplemente ciclos. De la misma

forma, se define el 0-grupo de homologia de X como el cociente Hy(X,Z) = Cy(X,Z)/Im p.

Nota 2.3.3. Obsérvese que, para una orientacién E° del grafo se tiene

a= zee € H(X,Z) <= p(a) =0 <= Ze = Ze, para todox € V AN
> (X,Z) p(a) > > zep (

ecE° ec B0 ecE°
tle)=zx o(e)=x

De esta forma si el grafo X = (V, E) representa un circuito de tuberias donde las aristas de
E simbolizarian los distintos tubos de C y los vértices de V los puntos de intersecciéon entre
los tubos, el principio de Bernoulli nos dice que la energia que posee un cierto fluido que se

estd moviendo a lo largo de C permanece constante. Asi, si el coeficiente 2z, € Z en E Ze€

ecFEy
se considera como la energia que pasa por la tuberia representada por la arista e, la propiedad

anterior (A) no es més que el principio de Bernoulli en el caso de energia nula en cada vértice.

Sea ¢ = ej -+ - e, un camino en un grafo X = (V, E) y definamos la I-cadena asociada a ¢ como
la suma < ¢ >:=ej + -+ + e,. Observar que la 1-cadena asociada al camino constante es 0. El

siguiente lema nos dice que las 1-cadenas asociadas a lazos deben ser ciclos.

Lema 2.3.4. Sic es un lazo en X, se cumple que < ¢ >€ Hy(X,Z).

Demostracion. Por ser ¢ un camino se tiene que t(e;) = o(e;41) para todoi =1,...,n — 1, y por

ser cerrado o(e1) = t(ep). Luego aplicando el homomorfismo borde a su 1-cadena asociada, nos
n

queda que p(< ¢ >) = Z(t(ei) — o(e;)), y reordenando los términos del sumatorio, p(< ¢ >) =

i=1
n—1

t(en) —o(er) + Z(t(ei) —o(e;+1)) = 0. Por tanto, < ¢ >€ Ker p = Hi(X,Z).
i=1

Veamos ahora en qué se traduce en el 0-grupo de homologia la conexiéon en un grafo.

Lema 2.3.5. Dado X conexo, se tiene que Ho(X,Z) es isomorfo a Z.

Demostracién. Empezamos definiendo el homomorfismo ¢ : Co(X,Z) — Z dado por &( Z 2,T) =
zeV

Z zy (suele llamarse operador aumento), que es la extensién lineal de e(z) = 1 para todo x € V.

zeV
En particular, € es sobreyectivo.

Como Hy(X,Z) = Co(X,Z)/Imp, veamos que Im p = Ker ¢ y asi por el Primer teorema de
isomorfia, Hy(X,Z) = 7Z.
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Se tiene siempre que Im p C Ker € pues Im p estd generada por p(e) = t(e) — o(e) para todo

e € EY, y por tanto e(p(e)) =1 —1=0.

Por otro lado, al ser X conexo se tiene que Ker ¢ C Im p. En efecto, dado cualquier a =

Z zzx € Ker €, tenemos que Z z: = 0. Sea xy € V un vértice fijado y para cada = € V,

zeV zeV
tomamos (B, = e1---e, un camino entre xg y x; es decir, se tiene para la 1-cadena asociada

que p(< By >) = Z (t(ej) —o(ej)) = x — xg en Cp(X,Z). Entonces para ¢ = Z 2y < By >,

eje,Bz zeV
tenemos que p(c) = Z 2zp(< Be >) = Z 2z(x — x0) = Z Zp® — (Z 2z)x0 = a—0 = a.
zeV zeV zeV zeV

Luego a € Im p.
O

Nota 2.3.6. Aunque vamos a seguir en H;(X,Z), se puede trabajar también con Hj(X,R),
simplemente cambiando en las definiciones anteriores Z por R. Hay que tener en cuenta entonces

que H;(X,R) ahora es un espacio vectorial sobre R.

Sea ahora un morfismo entre grafos ¢ = (¢v,¢r) : X1 — Xo, donde X; = (V1,E1) vy X2 =

(Va, E3). Se inducen los homomorfismos

¢o : Co(X1,Z) — Co(X2,Z)

gZ51 : Z(El) — Z(EQ)

como las extensiones lineales de ¢y (z) = ¢o(z) (z € V1) y de ¢r(e) = ¢1(e) (e € Ey), respecti-

vamente.

Ahora bien, ¢ lleva el subgrupo H; C Z(FE;), generado por las sumas e + € (e € FEj), en
el subgrupo Hy C Z(E»), generado por las sumas e + € (e € Ea). En efecto, ¢1(e + €) =
p1(e) + p1(e) = or(e) + or(e) = ¢or(e) + dr(e) = P1(e) + ¢1(e). De esta forma se induce el

homomorfismo (que seguimos llamando igual):

¢1: C1(X1,Z) — C1(X2,Z).

Asf mismo se observa que si tomamos una orientacién EY en X1, ¢; queda determinado por la

extensién lineal de ¢g(e) = ¢1(e) para cada arista de EY.

Para los operadores borde, p; : C1(X;,Z) — Co(X;,Z), i = 1,2, tenemos que el diagrama

C1(X1,Z) & Co(X1,2)
1 0
C1(X2,7Z) Co(X2,7Z)

P2
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es conmutativo. En efecto, para toda arista e € EY y teniendo en cuenta cémo estdn definidos

los homomorfismos, se tiene que
Po(p1(e)) = ¢o(t(e) — o(e)) = do(t(e)) — dolo(e)) = pv (t(e)) — dv(o(e))
= t(¢r(e)) — o(¢r(e)) = p2(Pr(e)) = p2(d1(e))

En particular, ¢ lleva Ker p; = Hy1(X1,Z) en Ker po = Hi(X2,Z). Asi, del morfismo ¢ :
X1 — X5 se inducen los homomorfismos (que llamaremos igual por abuso de notacién) ¢, :
H{(X1,Z) — H1(X2,Z) y ¢« : Ho(X1,2Z) — Hy(X2,Z), dados por ¢.(a) = ¢1(a) para todo
a € Hi(X1,Z) y ¢«([z]) = [¢po(z)] para [z] € Ho(X1,7Z).

Ahora pasemos a describir el grupo H;(X,Z) mediante lazos. Para ello, empecemos estable-

ciendo la siguiente relacion de equivalencia entre caminos.

Definicién 2.3.7. Relacion de homologia. Sean ¢; = ey - -- e, y ¢ caminos en C(z,y). Se dicen
que son caminos homdlogos si podemos obtener co a partir de ¢; gracias a una secuencia de las

siguientes operaciones:

e Cancelacién: anadir o eliminar aristas consecutivas e; 11, €; de ¢; que cumplan que e;41 =

€;.

» Transposicién: reemplazar subcaminos e; - - - eje;i1 -+ - ej enci por ej 1 - - - exe; - - - €5, donde

€i--€; y €jt1--- e son subcaminos cerrados con origen en el mismo vértice.

Observar que la cancelacion es justamente la operacion que define la relacién de homotopia. En

particular, todo lazo es homodlogo a su lazo reducido.

Notacién. Usaremos ~p, para la relacion de homologia. Ademds, para denotar la clase de

homologia de un camino ¢, escribiremos [c].

Lema 2.3.8. Dado un grafo X y un lazo ¢ : xg — xg, se cumple que su ciclo asociado < ¢ > es

nulo sty solo si c ~p Cyy.

Demostracion.

ﬂ Sea ¢ = e1---e, con o(c) = o(e1) = xg = t(c) = t(ey). Elegimos un arbol de expansion
T C X y para cada ¢ = 1, ...,n, tomamos el tinico camino reducido en 7" entre z¢ y o(e;), al cual
llamamos ¢;. Ademés definimos ¢,,41 como el camino constante c,,. Cambiamos ahora ¢ por el
lazo

B = c1e1C2c262C3C3€3 * + - CpCpenCnt1-

Teniendo en cuenta que ¢; = ¢,+1 (pues ambos coinciden con el camino constante ¢y, ), se tiene
que 3; = cie;¢;41 es un lazo en xg. Ademads, S y ¢ son homotdpicos pues cada ¢; se cancela con
¢ parai=2,..,n. Como < ¢>=0en H(X,Z) C C1(X,Z), el nimero de e; en ¢ debe ser el
mismo que el de &;; y por tanto, hay tantos 8; como 3; = c;+1€;¢; en 3. Tomando transposiciones
en B = f31--- 3, podemos hacer que cada j3; aparezca junto a su inverso j3; y asi se cancelen

haciendo que 3 sea homoélogo a c;, y por tanto, también lo sea c.
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ﬂ Supongamos que ¢ ~} ¢z,. En la definiciéon de caminos homoélogos, al hacer cualquiera de
las dos posibilidades para pasar de un camino a otro, la 1-cadena asociada a cada uno de ellos
no cambia. Por tanto si dos caminos son homoélogos, sus 1-cadenas son la misma, y en particular
si ¢ ~p, gy, S€ tiene que < ¢ >= 0.

O

Lema 2.3.9. Sean dos caminos ci,co : © — y. Entonces < c¢; >=< co > si y solo si c1 ~p, Ca.

Demostracion. Tenemos que < ¢; >=<cg >siysolosi <c; > — < cg >=<ciép >=0siy
solo si ¢1Ca ~p, ¢z, por €l Lema [2.3.8] Entonces ci¢aca ~p, c2, y como Caca ~p cqy, s€ tiene que
C1 ~p C1C2C2 ~p, C2.

O

Lema 2.3.10. Dado T un drbol, se tiene que Hi(T,Z) = {0}.

Demostracion. Bastaria comprobar que < ¢ >= 0, para todo lazo ¢ € T. Tomamos pues
¢ € T lazo con o(c) = t(c) = x. Por el Lema los tinicos lazos reducidos en T son los
lazos constantes. Por tanto, como todo lazo es homélogo a su lazo reducido, concluimos que
<ec>=<c; >=0.

O

Ya hemos visto en el Lema que las 1-cadenas asociadas a lazos son ciclos. El reciproco
también se cumple, es decir, se tiene que todo elemento a € H;(X,Z) coincide con la 1-cadena
asociada a un lazo. De hecho, el siguiente lema nos da una base explicita de H;(X,Z) formada

por l-cadenas asociadas a lazos.

Lema 2.3.11. H (X, Z) tiene una base formada por 1-cadenas < ¢ >, donde cada ¢ es un lazo

con origen en un mismo vértice x.

Demostracion. Sea X = (V, E) un grafo, T = (V, Er) un arbol de expansién en X y E° una
orientacién de X (las aristas Ep estarian también orientadas). Tomamos un vértice 29 € V' y
también las aristas ei,...,e, € E°\Er; es decir, el conjunto de aristas de E° que no aparecen
en T. Ahora construimos los caminos reducidos ¢ : g — o(e;) y ¢t : g — t(e;) en T para

cada i = 1,...,n. Ademds sabemos que son tnicos por el Lema [2.1.9] Tenemos entonces que el

. o, .
camino 3; = ce;c; es en particular un lazo en xg.

Lo que vamos a comprobar es que {< (3; >}", es base de H;(X,Z). Para ello, tomamos

el subgrupo W € C1(X,Z) dado por W = { Z 2e€ @ Ze € Z} con base E°\Er. Sea el

BEEO\ET
homomorfismo f : C1(X,Z) — W tal que f( Z ze€) = Z zee (observar que si e € E°\ By
ecEO e€EEO\Er

entonces f(e) = e, y si e € Er entonces f(e) = 0).

Queremos ver que la restricciéon de f a Hy(X,Z), f: Hi(X,Z) — W, es un isomorfismo.
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o Essobreyectivo. Bastard comprobar que f(< ; >) = €;, i = 1,...,n, y para ello utilizamos

la linealidad de f en C1(X,Z):
f(<Bi>)=f(<Sed >)=f(<@>+<e>+<c>)=

=f<E>)+f<e>)+f(<d>)=0+f(<e>) +0=fle) =e
De esta forma tenemos que f es sobreyectivo.

e Es inyectivo. Sea o = Z zee € Hi1(X,Z) tal que f(a) = 0. La definicién de f nos

ecEO
dice que si z. # 0 entonces e € T, luego o € H1(T,Z). Por el Lema [2.3.10] sabemos que

Hy(T,7Z) = {0}, luego a = 0. Se tiene entonces que f es inyectivo.

Concluimos que {< ; >:i =1,...,n}, con f; descrito arriba, es una base para Hi(X,Z).
O

Corolario 2.3.12. Dado « € H1(X,7Z), existe una unica clase de homologia [B] de lazos en xg
con a =< 8 >. En consecuencia, Hi(X,Z) se puede identificar con el grupo de dichas clases de
homologia.

Demostracién. Como hemos demostrado en el Lema [2.3.11} todo o € H(X,Z) se puede escribir

n

como o = z; < [B; >, con B; lazos en xg. Entonces a =< 8 > para el lazo § = (1 3152
> Bi >, Bi 1 Ent B>p llazo 8 = p1--- 13

K2
- By By Bny donde cada [; aparece z; veces.

Veamos que la clase de homologia de (3 es tunica. Para ello, sea a =< 3/ > para otro lazo 5’ en
zg. Como también o =< >, tenemos que <  >=< 3’ >y por tanto [f'] = [B] usando el
Lema [2.3.9

O

Nota 2.3.13. A partir de ahora, los ciclos de H; (X, Z) se identificaran con las correspondientes

clases de homologia de lazos de acuerdo con la identificacién del corolario anterior.

Definicién 2.3.14. Primer nimero de Betti. Nimero de elementos de una base de H;(X,Z).

Se denota por by (X).

Por tanto, b;(X) = |E°\Er|, para T un 4rbol de expansién del grafo X; es decir, el primer

numero de Betti es el nimero de aristas orientadas que no pertenecen a 7.

28



3. Grafos recubridores abelianos.

3.1 Grafos recubridores.

Definicién 3.1.1. Aplicacion recubridora. Sean dos grafos X = (V, E) y Xo = (W, Ep) conexos.

Se dice que un morfismo de grafos w : X — X es una aplicacién recubridora si cumple que:
1. w:V — Vj es sobreyectiva.
2. Para cada x € V, la restriccién w| B, - Ex = Egu(r) es biyectiva.

Recordar que E; y Ej ;) son los conjuntos de aristas de £/ y Ep con origen en z y en w(z),

respectivamente. En este contexto, X se dice que es un grafo recubridor del grafo base Xj.

Definicién 3.1.2. Fibra. Sea xg € Vp. Llamamos fibra sobre zg al conjunto w™!(zg) = {z €
Viw(z) =x0}.

Lema 3.1.3. EI cardinal |w=!(x0)| no depende del vértice xg € Vj.

Demostracion. Sea e € Ey una arista con o(e) = zg y t(e) = . Como w es aplicacién recubri-
dora, usando que la restriccion w| g, ' Bz = Ey o) es biyectiva, se tiene que para cada y € V
con w(y) = o, existe una unica arista € € F, tal que w(€) = e. De esta forma se tiene que
t(€) € w ().

Asf pues, cada e € Fy define una aplicacion 9. : w™(zg) — w™(x) dada por v.(y) = t(€).
Veamos que es biyectiva comprobando que v tiene por inversa la aplicacién 1z : w™(z) —
wH(zo). En efecto, ¥e(1e(y)) = ¥e(t(€)) = t(€), donde € € E, ;) es la tnica arista tal que

w(e) =e. Como w(e) = w(€) = ¢, tenemos que € = ¢ y t(€) = t(€) = 0(€) = vy, luego ¥z o Y =

id. Analogamente se prueba que v, o ¥ = id.

Ahora para todo z € Vj tomamos un camino § = e;---e, entre xg y . Entonces por lo

demostrado anteriormente, tenemos las biyecciones

W (wo) Zw T (ter) = Zw  (ten—1)) ZFw T (@),

Luego el cardinal |w™! ()| no depende del vértice xq escogido.
O

Definicién 3.1.4. Si el cardinal de w™!(z¢) es finito, w se dice que es un pliegue finito. En caso
contrario, es un plieque infinito. Una aplicacion recubridora w con |w™!(xq)| = n, se dice que es

un n-pliegue.
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Ejemplo 3.1.5. Veamos un ejemplo de aplicacién recubridora entre los grafos siguientes.

o3 —— el ae
. [
o6 %) be ecC

o4 <+—— 02

Donde w(l) =w(4) =a, w(2) =w(3) =by w(5) = w(6) = c. Se trata entonces de un 2-pliegue.

Definicién 3.1.6. Sea ¢ : X — Xy un morfismo de grafos. Dado un camino ¢ en Xg con origen
V . ~ X . ~ 71 d. l . s .
en xg € Vp, un camino ¢ en X con origen en Ty € ¢~ (xg) se dice que es una elevacion o camino

elevacion de ¢ para ¢ en Ty si ¢(¢) = c.

Nota 3.1.7. 1. Observar que si ¢ es una elevacion de ¢ para ¢ en Ig, entonces ¢ es una

elevacién de ¢ para ¢ en ¢(¢).

2. Sea ¢ = cjcp es un camino tal que o(c) = zg y t(c1) = o(c2) = x1. Si €1 es una elevacién
de ¢ para ¢ en Tg € ¢~ L(x0) y Ca es una elevacién de ¢y para ¢ en T = t(¢1) € ¢ (1),

entonces la yuxtaposicion ¢ = ¢1¢ estd bien definida y es una elevacion de ¢ para ¢ en Zy.

~ Ca Ca

Definicién 3.1.8. Propiedad de unicidad de elevacion de caminos. Sean dos grafos X = (V, E)
y Xo = (Vo, Ep) y un morfismo entre ellos ¢ : X — Xy. Se dice que ¢ cumple la propiedad de
unicidad de elevacién de caminos en Zg € V si para todo camino ¢ en X con ¢(Zg) = o(c) existe
un tnico camino ¢ € X tal que ¢(¢) = ¢y o(¢) = Ty. En otras palabras, todo camino en X, con

origen en ¢(Zo) tiene un tnico camino elevacién con origen en .

Lema 3.1.9. Las aplicaciones recubridoras cumplen la propiedad de unicidad de elevacion de

caminos en cualquier vértice.

Demostracion. Sea w : X — X una aplicacién recubridora de grafos y sea x € V. Tomamos
¢=ey- e, un camino en Xg con o(c) = o(e1) = w(x) para z vértice de X. Ahora bien, por ser
w| B, + Bz = Eg () biyectiva, existe un tnico ¢; € E; con w(€1) = e;. De la misma manera,
para el resto de aristas tomamos ¢; € E, | (aristas de X con origen en #(¢;-1)), también
tnicas, de forma que w(€;) = e; (i = 1,...,n). Entonces el camino ¢ = €;--- €, es el unico
camino con ¢(¢) = cy o(¢) = z.

O
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Nota 3.1.10. Con la notacién de la demostraciéon del Lema dados z¢ € Vy, Zo € w1 ()
y e € Ep 4, ala nica arista € € E;O con w(€é) = e se le llamard elevacion de e por Zy. Obsérvese
que si € es la elevacién de € por (&) € w™!(t(e)) = w™(0(€)), se tiene que € = € por la unicidad

de elevacién.

Definicion 3.1.11. FElevacion de morfismos. Sean X, Xg,Y grafos conexos. Dados f: Y - X,
f:Y = Xy morfismos y w : X — X aplicacién recubridora, se dice que f es una elevacion de

f si se satisface que f =wo f

YfXO

Teorema 3.1.12. Unicidad de elevacion de morfismos para aplicaciones recubridoras. Sea
w: X — Xg aplicacion recubridora. Si tenemos dos elevaciones f,f : Y — X de un morfismo

~ ~

f:Y — Xy cumpliendo que f(yg) = f(yo) para algin yo € Y, entonces f=fT.

Demostracién. Sea Y = (Vy, Ey). Tomamos una arista e € Ey tal que o(e) = yo. Por ser f y

f elevaciones de f se cumple que wo f = f =wo f, luego f(e) = w(f(e)) = w(f(e)). Ademas
tenemos que

o(w(f(e))) = o(w(f(e))) = o(f(e)) = flo(e)) = f(yo)-

Dado z € w™(f(vo)), como w| g, * Bz — Eoj(y,) es biyectivo, se sigue necesariamente que

o~ ~ ~ ~

f(e) = f(e). En particular, f(t(e) = t(f(e)) = t(f(e)) = f(t(e)).

Aplicariamos el mismo razonamiento para t(e), luego para toda arista ¢’ € Ey con o(e’) = t(e),
tenemos que f(e') = f(e’). Ahora, dado cualquier vértice y € Vy-, aplicamos que Y es conexo
para encontrar un camino 5 = ej---e, entre yo e y. Por el razonamiento anterior, se sigue

inductivamente que para todo 1 <i<n—1, f(e;) = f(ei), y por tanto f(y) = f(y)

Igualmente, para toda arista ey € Ey, se puede encontrar un camino como el anterior con

~ ~

en =e€oy asi f(eg) = f(ep).
O]

Definicién 3.1.13. Transformacion recubridora. Sea w : X — X una aplicaciéon recubridora.
Un automorfismo ¥ : X — X se dice que es una transformacién recubridora si cumple que
wo 1) =w. Al conjunto de todas las transformaciones recubridoras lo denotamos por G(w) y lo

llamamos grupo de transformaciones recubridoras de w.
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Se tiene en particular que 1 es una elevacion de w.

Nota 3.1.14. Si w: X — X es una aplicacién recubridora, se tiene que G(w) es un subgrupo
de Aut(X). En efecto, dados 11, 12 € G(w), entonces w o (1)1 01g) = (woh1)0hy =woths = w
y por tanto 91 o ¢y € G(w). De igual manera, si ¢»~! es el morfismo inverso de v, se tiene
que wop™l = (wo)oy ! =wo (Pory!) = w. Ademds, G(w) actiia libremente y sin
inversién sobre X. En efecto, dado x € V| si ¢ € G(w) es tal que ¢(z) = x = id (x) (con id
el morfismo identidad en X), se tiene por el Teorema de unicidad de elevaciéon que 9 = id. De
la misma forma se cumpliria que si e € E, es una arista con ¢(e) = e = id(e), tenemos que
¥(o(e)) = o(yp(e)) = o(e) y por el mismo teorema, 1» = id. Para ver que actiia sin inversion,
supongamos por reduccién al absurdo que v(e) = & Entonces w(e) = w(t(e)) = w(€) = w(e),

lo cual no puede ser pues una arista es siempre distinta a su inversa.

Lema 3.1.15. Sean wy : X — X1 y wo : X1 — Xg dos aplicaciones recubridoras.

X — X
w w2
Xo

Se cumple que:
1. La composicion w = wy o wy es una aplicacion recubridora.

2. El grupo G(w1) es un subgrupo de G(w).

Demostracion. Escribimos X = (V, E), X; = (V1, E1) v Xo = (Vb, Ep).

1. Veamos si w = w9 0 wy es una aplicaciéon recubridora. Para ello tengamos en cuenta que

tanto w; como wy son aplicaciones recubridoras y comprobemos las dos condiciones:

e w:V — Vi — Vj es sobreyectiva sobre los vértices pues es la composicion de dos

aplicaciones sobreyectivas sobre los vértices.

o Sea x € V, entonces w : By — Fy 4, (») = Eow(x) €s biyectiva por ser composicién de

aplicaciones biyectivas.

2. Demostramos que G(w1) es un subgrupo de G(w). Basta ver que dado o € G(w;) entonces
o € G(w); esto es, wo o = w. Como o es una transformacién recubridora, se tiene que
w1 ©00 = wi, y entonces

WO =WyO0o0W1 00 =W20W] = W.
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O

Definicion 3.1.16. Aplicacion recubridora regular. Se dice que la aplicacién recubridora w :
X — X es regular si G(w) actia transitivamente sobre cada fibra w™!(z), con x € V;. En tal

caso se dice que X es un grafo recubridor reqular sobre Xg.

Teorema 3.1.17. Sea G un grupo que actia libremente y sin inversion sobre un grafo X =
(V, E). Entonces el morfismo canénico w : X — X /G es una aplicacion recubridora reqular cuyo

grupo de transformaciones coincide con el grupo G.

Demostracion. Como G actia sin inversion, el grafo cociente formado por los espacios orbitales

de vértices y aristas estéd bien definido por el Teorema [1.4.2
Veamos que w es aplicacién recubridora.

1. Tenemos que wy : V. — Vj es sobreyectiva (donde V; = V/G) por ser w la proyeccién

candnica.

2. Para cada x € V, la restriccion w|p : E; — Ej ;) es biyectiva (donde Ey = E/G).
Para ello, comencemos primero viendo que es sobreyectiva. Tenemos que wg : £ — F;
es sobreyectiva por la misma razon que wy. Entonces para toda arista e; € Ey ;) existe
e € E de forma que w(e) = e;. Teniendo en cuenta que los morfismos respetan la estructura

combinatoria entre los grafos, llegamos a que

w(o(e)) = o(w(e)) = o(er) = w(x).

De esta forma, o(e) y x estdn en la misma 6rbita en V/G. Por definiciéon, existe un g € G
de forma que go(e) = x. Como sabemos que la funcién origen es G-equivariante, debe
cumplirse entonces que o(ge) = go(e), y entonces o(ge) = go(e) = x. De esta forma
ge € E; y como w(ge) = w(e) = e1, concluimos que w|p es sobreyectiva.

Ahora demostremos que es inyectiva. Sean e, e’ € E, tales que w(e) = w(e’). En particular,
e y € pertenecen a la misma érbita luego existe g € G tal que ge = ¢/. Ademéas como
e,e’ € E,, tenemos que o(ge) = o(e’) = o(e) = x. Por otro lado, o(ge) = go(e) = gz y
junto con lo anterior, tenemos que z = gz. Sin embargo, como G actiia libremente sobre

X, debe cumplirse que g = id y de esta forma e = ¢’.

Hemos probado que w es una aplicacién recubridora. Veamos que G = G(w), y como G actua

transitivamente sobre cada fibra, se seguird que w es regular.

Para ver que G C G(w), basta observar que cada elemento de G actta sobre los elementos de X

como una transformacién recubridora, pues dados g € Gy x € V se tiene que w(gz) = w(z).

Para la otra contenciéon G(w) C G, sean 0 € G(w) con 0 # idy x € V. Como w(ox) = w(z) y

la accién de G es transitiva sobre las fibras, existe ¢ € G de forma que oz = gx. Tomando g~!

1

en ambos lados, tenemos que g oz = # = id . Como g~ 1o € G(w) es una elevacién de w que

coincide con la identidad en x, aplicamos el Teorema de unicidad de elevacién y tenemos que
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g oo =id, luego o = g.

O]

Teorema 3.1.18. Sea w : X — X una aplicacion recubridora regular e Y un grafo. Si tenemos
dos elevaciones f,f :' Y — X de un morfismo f : Y — Xg, entonces existe un unico elemento

o€ Gw) tal que f=0co f.

Demostracion. Veamos primero que existe dicho o. Para ello, sea yg € Vy. Por hipétesis,

sabemos que w(f(y0)) = w(f(¥0)) = f(¥0), luego f(yo), (o) € w'(f(yo))). Por ser w regular
debe existir 0 € G(w) de forma que f(yo) =0 ~(y0). Ademds como f y oo f son elevaciones de

f, gracias al Teorema de unicidad de elevacién concluimos que f = oo f.

Para la unicidad de o utilizamos que la accién de G(w) es libre. En efecto, supongamos que existe
o' € G(w) tal que f=0'of. Aplicando 0’1 y o a ambos lados nos queda ooo’lof = gof = ¥,
luego o o 0’1 = id por ser la acciéon de G(w) libre, y asi o = o’.

O

Teorema 3.1.19. Sean wx : X — Xg ywy : Y — Yy dos aplicaciones recubridoras regulares.

Sean también f: Xo = Yo y f: X =Y dos morfismos cumpliendo que wy o f: fowx.

X —Y
wx wy

Xo —— Yo

Entonces eziste un homomorfismo p : G(wyx) — G(wy) tal que f oo = p(o) o f para cada

o c G(wX).
Demostracion. De la hipotesis de que wy o f = f owx, se deduce que f es una elevacién de
f owx para wy. Ademds, dado o € G(wx), f oo es también una elevacién de f owy para wy.

Usando ahora el Teorema|3.1.18| sabemos que existe un unico elemento p, € G(wx) cumpliendo
que f oo = pig o f. Definiendo p : G(wx) — G(wy) como p(c) = iy, tenemos que p es el

homomorfismo deseado, pues cumple las propiedades:
1. p(id) = id.
2. p(oy1009) = p(o1) o p(o2), pues gracias al Teorema y de la definicién de p, tenemos
que p(o1oog)o f=fo(op009)=(foo1)oage=p(oz)o(foor)=plor)op(os)of.
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3.2 Grafos recubridores abelianos.

Definicion 3.2.1. Aplicacion recubridora abeliana. Una aplicacién recubridora w : X — X es
llamada abeliana si su grupo de transformaciones G(w) es un grupo abeliano. En tal caso X se

dice que es un grafo recubridor abeliano del grafo base Xj.

Lema 3.2.2. Sea w: X — Xy una aplicacion recubridora regular y abeliana. Entonces fijados
xg € Vo y Tg € w_l(xo), se tiene que todo lazo B en xq tiene asociado un dnico elemento

gp € G(w). Ademds, si 8 ~y, ', entonces gg = gar.

Demostracion. Sea 8 =e1---e, un lazo en xg € Vj. Sea B =€l €p: Tog — y el inico camino
clevacion de 3 por Z; esto es, o) = Fo y w(B) = 8. Entonces y = £(&,) € w1 (z0) y por ser w

aplicacion regular, existe gz € G(w) tal que y = ggo.

Ademés, gg es tunico. En efecto, sea hg € G(w) tal que y = hgZy. Entonces h[;ly =2oy
aplicando gg en ambos lados, gghgly = gpTo = y. Como la accion de G(w) es libre, gghgl =id
y 98 = hg.

Para la segunda parte del lema, comenzamos suponiendo que 3’ se obtiene de 8 por medio de

una operacién de cancelaciéon o transposicién.

1. Supongamos que 3 ~, 3’ por medio de la operacién de cancelacién de aristas e;e;. Entonces
B=e1--€_16€ €yo e,y =e1---€_1€i12- €, Sabemos por el Lema que
la elevacién B de § para w en To es de la forma B = ¢,---¢ €---6n, donde €; es la
elevaciéon de e; por xp, y seguidamente, ¢; para 2 < ¢ < n, es la elevacién de e; por
t(€&) € w(t(e;—1)) = w'(o(e;)). Como se comenté en la Nota € = ¢ y asi
Bron Bl =881 Eua- & En particular, t(8) = t(5) y g5 = ga.

2. Supongamos que 5 ~, ' por medio de la operacién de transposicién de e; - - - €jej41 - - - e a
ejt1---ege;---ejdeloslazosn =e;---ejyy =ejq1---e,enel mismo vértice vg = t(e;—1).
Entonces

/
B=er € 1nYert1 - €n Yy B = €1 €_1VNekt1 " €n

tienen como camino elevacién a

B=81 i 1iiehs1 Cny B =E1 & 1ACks1 En,
respectivamente. Hemos denotado por 1 = ¢€;---¢€; y ¥ = €j41--- € a las elevaciones de
ny vyent(€_1) € w (vy), mientras que 7j = &;---&; es la elevacién de 7 con origen en
t(¥) = t(ér) € wHvo) y 4 = €j41- - &k es la elevacién de y con origen en t(7)) = t(¢;) €
w™ (o).

De esta forma €y denota la elevacion de ejy; por t(7) mientras que €1 denota la
elevacion de egy1 por (7). De igual manera, para k + 2 < s < n, €, seria la elevacién por

t(és—1) v €s la elevacion por t(Ss—1).

Veamos que en cualquier caso, la conmutatividad de G(w) nos da que t(3) = t(3'). Fijemos
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t(€;_1) € w!(vg). Entonces con t(e;_1) y t(¢;_1) haciendo los papeles de zo y o en la
definicién de g, y g, nos da que gpt(€i—1) = t(7) y g,t(€i—1) = t(¥). Ademas, g,7 = 7,
pues ambas son elevaciones de 7 con el mismo origen ya que o(g,7) = g,0(7) = g4t(€i—1) =
t(¥) = o(7n). Analogamente se obtendria g,7 = 7. En particular, t(g,7) = t(7) vy t(947) =

t(¥). A partir de estas igualdades tenemos que:

t(®) = t(Q?ﬁ) = gn(tﬁ))

= gn(gy(t(ei-1))) = g4(gn(t(ei-1))) (%)
= g4(t(1n)) = t(g47)
= t(7)

donde hemos usado la conmutatividad de G(w) en la cuarta igualdad.

Por tanto, de la unicidad de elevaciones de aristas, €11 v €x11 son elevaciones de eg 1
por el mismo vértice ¢(5) = t(7). Asi €x4+1 = €x+1 y por tanto €5 = €5 para todo s > k+ 1.
Con ello, ggr Ty = t(€,) = t(€n) = gpZo, lo que implica que gg = g por ser la acciéon de
G(w) libre.

En general, si 8 ~p, 3, tenemos una secuencia de cancelaciones y transposiciones que da lugar
a una secuencia de los procedimientos descritos anteriormente llegando, a la conclusién de que
sus gg y g coinciden.

O

Nota 3.2.3. Obsérvese que la igualdad ¢(7) = ¢(7) en (%) nos dice que

Iy = 9n © 9y = Gy © Gn = Gvyn- (<)

En efecto, con la notacién de ()

Iy (t(ei—1)) = t(3) = gngy(t(ei-1)) = grgy(t(ei-1)) = t(N) = gyy(t(ei-1))-

Como la accién de G(w) es libre, tenemos las igualdades de (). Naturalmente, esto es véalido si
reemplazamos los lazos en t(e;—1) por lazos en cualquier vértice zg € Vj y t(€;—1) por cualquier

To € w™ (o) para hacer las elevaciones.

Lema 3.2.4. Criterio de elevacion. Sea w : X — Xg una aplicacion recubridora y sea
f:Y — Xy un morfismo entre los grafos Y = (Vy,Ey) y Xo, con' Y conexo. Sea yp € Y y
w0 = f(yo). Dado To € w™ (xg), f admite una elevacion f:Y > X con f(yo) = To si y solo si
[ (HL(Y, 7)) € w.(Hy(X, 7).

Demostracion.

ﬂ Supongamos que f 1Y — X es elevacién de f por w, es decir, f =wo f . Ademas, tenemos
por definicién de f. que f.(< B >) =< f(B) >, para el ciclo < § >€ H;(Y,Z) representado
por el lazo 3. Concluimos que f.(< 8 >) =< f(8) >=< w(f(B)) >= w.(< f(B) >), luego
[ (HL(Y,Z)) C w.(F (X, ).
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ﬂ Vamos a empezar definiendo f : Vy — V. Dado y € Y tomamos un camino [ entre
Yo € Y, que existe por ser Y conexo. Entonces f(/3) es el camino entre los vértices zg y f(y),
y por tanto existe un tnico camino elevacién ff(\B) de f(5) con origen en Ty (Lema .
Definimos f(y) = #( f’(\ﬂl)), es decir, como el vértice final del camino fTB) Veamos que f(y) es
independiente del camino 3 que hayamos tomado. Para ello, sea 8’ otro camino entre yg e y, con
ff(B’/) el camino elevacién asociado a f(3’) con origen en Zy. Como la yuxtaposicién 33’ nos da
un lazo en yg, tenemos que f(B5’) es un lazo en xg. La hipdtesis fi(H1(Y,Z)) C w«(H1(X,Z)),

nos dice que existe un lazo n en xy tal que

< f(BF) >= fu(< BB >) = wil(<n >) =< w(n) >.
Esto es, los lazos f(86') y w(n) son homdlogos (Lema [2.3.9) y por el Lema se tiene que

sus elevaciones por Tp terminan en el mismo vértice Zg. Ademads, si & = f(B3’) es la elevacién

de f(BB’) en T, tenemos que & es la yuxtaposicién de la elevacién fTB/) de f(B) en Zg y de la

elevaciéon o = f/(\j’/) de f(B') en t(fA(,g)) = o(ar). Sabemos que t(a) = t(§) = Zo. Entonces para el

camino opuesto @ tenemos que w(o(@)) = w(t(a)) = w(@o) = 2o y w(@) = w(a) = f(F ) f(8),
) =

—_~— —_—~—

(f(8))-

Para extender f a las aristas, sea e € Fy y u = e1---€, un camino con origen en yg y tér-

por lo que @ = (') es la elevacion de f(B’) en Zo y por tanto, t(f(8')) = t(a) = o(«

mino en o(e). Se define f(e) como la arista correspondiente a f(e) por la biyeccién B = 70D ))

Eo,w cGa) = Eo(f(e))> POT ser w una aplicacion recubridora. Para ver que f (e) no depende del

camino p, solo hay que observar que para y = o(e) y otro camino u entre yg y o(e), hemos visto
antes que £(f(1)) = #(F(').

Concluimos entonces que f : Y — X asi definida es una elevacién de f.
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4. Grafos recubridores abelianos uni-

versales. Cristales topolégicos.

4.1 Grafos recubridores abelianos universales.

Definicion 4.1.1. Aplicacion recubridora abeliana universal. Sea u : U — Xy una aplicaciéon
recubridora abeliana sobre el grafo Xg. Se dice que u es universal si su grupo de transformaciones
G(u) es isomorfo a Hy(Xg,Z). En este caso, a U se le llama grafo recubridor abeliano universal
de Xp.

Veamos que el grafo U existe y que para cualquier aplicacién recubridora abeliana w : X — Xy,
existe una aplicaciéon recubridora abeliana u : U — X tal que ©v = w o u. Esta propiedad se

llama propiedad universal de u sobre Xy.

Para la demostracién, necesitaremos algunos lemas previos.

Lema 4.1.2. Sea w : X — Xq aplicacion recubridora reqular abeliana. Si representamos los
elementos de Hy(Xo,Z) por las clases de homologia de lazos en xo € Vg y tomamos To € w™ ! (x0),

entonces existe un homomorfismo sobreyectivo v : Hi(Xo,Z) — G(w) dado por v([B]) = gg, con
gs definido en el Lema ' esto es, ggTo = t(g), con B elevacion de B en Zg.

Demostracion. Como demostramos en el Lema g es el mismo para todos los caminos
homologos a 3, luego usando el Lema la aplicacion v dada en el enunciado estd bien
definida. Ademds es homomorfismo, pues dados [3], [8'] € H1(X,Z) se tiene que v([B][8]) =

v([BB']) = gsp = gpgs = v([B])v([A]), donde se ha utilizado la Nota para la tercera
igualdad.

~

‘KF'
P Toe P
6 ’ Yep' i‘P
[ 2
e
Xo
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Veamos ahora que es sobreyectivo tomando para ello un elemento g de G(w). Como X es conexo,
sabemos que existe al menos un camino 7 : Ty — gZo. Entonces w(n), la imagen de 1 por w, es
un lazo en g, pues w(gTo) = w(Ty) = xg. Por unicidad de elevacién, 7 es el camino elevacién
de w(n) por Ty y por definicién, v(Jw(n)]) = g.

O

Como consecuencia de este lema, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.3. Se tiene que Ker v = w.(H1(X,Z)) y la elevacion en Ty € V, B, de un lazo

B en xg € Vi, es un lazo si y solo si [B] € Ker v.
Hi(X,Z) ——— Hi(Xo,Z) ——— G(w)

Demostracion.

Empecemos viendo que Ker v coincide con Im w,.

D | Sea wi([v]) € wi(H1(X,Z)) con 7 un lazo en Ty. Entonces w(y) es un lazo en Xy y por

unicidad de elevacion, v = ;(ty/) es la elevacion de w(y) en Tp. Entonces g, (,)To = t(cj(\’y/)) =
t(y) = Zo, y por ser la accién de G(w) libre, g, () = id. Asi pues, v(w«([7])) = id y w([7]) €

Ker v.

C | Si [u] € Ker v entonces v([u]) = g, = id, luego g,Zo = t(it) = Zo. Asi que la elevacion f
de p en Zp es un lazo y define una clase de homologia [i] € H1(X,Z) con wy([n]) = [w(n)] =
[1] € w.(H (X, ).

Veamos ahora la segunda parte del enunciado.

= | Es inmediato que si la elevacién 3 es un lazo, entonces [3] = w.([8]) € wy(H1(X,Z)) =

Ker v.

< | Si [A] € Ker v = wi(H1(X,Z)), entonces [B] = w«([7]) = [w(y)] para algin lazo
en To. Asi, w(y) es un lazo en zo homdlogo a . Entonces gz = g, () por el Lema y

t(B) = g0 = Gus(7)To = t(c:(\v/)) = t(y) = Zo. Por tanto § es un lazo en Z.
O
Lema 4.1.4. Sean wi : X — X1 y we : X1 — Xo dos aplicaciones recubridoras tales que la

composicion w = wy o wy, que sabemos que es aplicacion recubridora por el Lema es

abeliana y regular. Entonces wy y we también lo son y ademds G(ws) es isomorfo al grupo

cociente G(w)/G(w1).

Demostracion. Escribimos X = (V, E), X1 = (V1,E1) y Xo = (Vo, Ep).

X -« X,
w w2
Xo
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o Regularidad de w; : X — Xj. Sean x,y € V tales que wi(z) = wi(y), es decir, x
e y pertenecen a la misma fibra de w;. Aplicando wy a ambos lados, nos queda que
w(z) = w(y) y por tanto, = e y estdn en la misma fibra de w. Por ser la accién de G(w)
transitiva sobre las fibras de w, existe o € G(w) tal que y = ox. Veamos que o € G(wy).
Para ello, observamos que w; y wy oo : X — X; son elevaciones de w : X — X para wy
puUesS Wy OW1 00 = W00 = W = wy owp. Ademés ambas tienen el mismo valor en x, pues
w1 o0(r) = wi(y) = wi(x). Usando el Teorema de unicidad de elevacién, tenemos que

wioo=w; yasioe Gw).

o wj es aplicacién abeliana pues por el Lema [3.1.15] G(w1) es subgrupo de G(w), el cudl es

abeliano.

o Para demostrar la regularidad de wo, definimos la siguiente accién de G(w) sobre X;. Sea

reVi,ee EyyoeGw):
I 02 =wi(ow), para o € V con wn () = .
2. 0-e=wi(o€), para e’ € E con wi(e') = e.

Utilizaremos “ - ” para la nueva operacién y asi poder diferenciar esta accién de la accién

de G(w) sobre X.

Por un lado, tenemos que esta accion estd bien definida para los vértices. En efecto, sea
2" € V tal que wi(2”) = z = wi(2’), entonces como w; es regular, existe un p € G(w;) C
G(w) tal que 7 = pa’. De esta forma, wy(cx”) = wy(opx’) = wi(por’) = wi(oz’), donde
en la peniltima y ultima igualdad se ha utilizado el hecho de que G(w) es abeliano y que

i € G(wy), respectivamente. Luego la accién estd bien definida sobre los vértices.

Ahora veamos para las aristas. Sea ¢’ € E tal que wi(e”) = e = wi(¢/). Entonces
wi(o(e”)) = wi(o(€))) y se tiene que existe un n € G(wy) de forma que o(e”) = n(o(e’)) =
o(ne’). Usando la propiedad de biyectividad sobre las aristas de w; (por ser aplicacién

recubridora), se tiene que ¢’ =ne’ y wy(oe”) = wi(one’) = wi(noe’) = wi(oe).
Para ver que en efecto es una accién de G(w) sobre X1, hay que probar las propiedades
de la definicién de accién:

— Sea 01,09 € G(w) y tomamos 2’ € V con wy(z’) = z € V4. Entonces por la accién
que hemos definido, o7 - (02 - ) = wi(c1022") = (0102) - x. En el caso de las aristas,
si €' € E con wi(€e') = e, entonces o1 - (02 - €) = wi(o102€¢’) = (0102) - €.

— Si o =id, entonces 0 -z = wi(ox’) =wi (') =x y 0-e =wi(oe) = (w1)e' =e.
Obsérvese que esta accién de G(w) sobre X es transitiva sobre las fibras de w9, pues para
xo € Vo, si g,z € wy ' (x0) dados o/, 2" € V con wi(y') = y y wi(2') = 2, tenemos que
Y, 2 € wl(xg). Asi existe 0 € G(w) con 2’ = oy’. Luego por definicién de la accién,
z=wi(Z) =wi(oy) =0-y.

» Veamos que G(w2) es isomorfo al grupo cociente G(w)/G(w1), y por tanto wy también serd
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una aplicacion recubridora abeliana. Para o € G(w), sea 9, : X1 — X el isomorfismo
dado por ¢,(z) = 0-x y ¢¥s(e) = o -e, para x € Vi, e € E1. En particular, ¢, es una

transformacién recubridora para we, pues si z = wi(z’) entonces
wa (1o (7)) = wa(0 - 7) = wa(wi(02')) = w(oa’) = w(a') = wy(wi(z)) = wa(2).

Por ello, v : G(w) — G(w2) dado por o +— 1, es un homomorfismo de grupos para el cual

la igualdad de la definicién sobre los vértices de la accién de G(w) sobre X; queda
(v(o))(x) =0 -2 = wi(oz’), para todo 2’ € Xo y & = wy ().

Veamos que v es sobreyectivo. En efecto, sea u € G(wq). Para cualquier x € Vi, z y px
estan en la misma fibra para we. De la transitividad de la accién de G(w) en las fibras de
wa, se sigue que existe o € G(w) con o - x = px. Pero v(o)r = ¢, (x) = 0 -x = px y como
v(o), p € G(wz) coinciden para todo x € V3, se tiene que p = v(o). Hemos probado pues
que v es sobreyectivo. Ademés, si 0 € Ker v (o, equivalentemente, v(o) = id), tenemos
que para todo z € V, wi(2) = ¥s(wi(z)) = 0 - wi(z) = wi(oz). La tultima igualdad se
corresponde con la definicién sobre los vértices de la accién de G(w) sobre X;. Por tanto,
Ker v = G(wy), siguiéndose del primer Teorema de isomorfia que v induce un isomorfismo

entre G(w)/G(w1) y G(w2).
O

Teorema 4.1.5. Dado un grafo Xo conexo siempre existe una aplicacion abeliana universal

u:U — Xg. Ademds u es reqular y cumple al propiedad universal sobre X.

Demostracion. Para construir U fijamos un vértice g € Vy. Ahora para cada vértice x € Vj
tomamos las clases de homologia [5] de caminos 5 : 29 — = (que existen por ser Xy conexo).
Vamos a tomar el conjunto de vértices de U como Viy = {[f] : zo — = | € Vu}. En cuanto al
conjunto de aristas Eys, se establece que dos vértices [5] : zo — x y [1] : z0o — y son adyacentes
si existe una arista orientada e € Ej entre = e y y [n] = [Be]. En cuanto a la orientacion,
tomamos el sentido de [5] a [n]. Denotamos por ¢([F], e) a la arista que va de [§] a [Be]. De
esta forma, £([A], e) = e([Be], ).

Veamos que U es conexo. En efecto, dados dos vértices cualesquiera de U, [f] : x0 — = ¥
[n] : o — y, tomamos un camino en Xy entre x e y, v : © — y, con v = ey ---e,. Entonces
el camino formado por los vértices [3], [Bei], [Beirez2], ..., [Be1 - - ex] es un camino entre [5] y
[a], donde oo = Bey - - - e, = f7. A continuacién formamos el lazo £ = @n en el vértice y, ya que
o(@) = t(a) = t(er) = y. De esta forma, tenemos ademés del camino entre [5] y [a], un camino
entre [of y [e] = [n]. La yuxtaposicion entre estos dos caminos, es el camino deseado entre

[8] v [7]. Luego U es conexo.

Veamos como actta el grupo H;(Xy,Z) sobre U. Para ello, tomamos un vértice [3] : 2o — x y
un ciclo z € Hy1(Xo,Z), que por el Corolario [2.3.12 determina una tnica clase de homologia de
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lazos en xg, [n] : x0 — xo que cambiamos por z = [5] (recordemos que identificamos z con [7]

por la Nota [2.3.13)). Definimos entonces la accién como z[3] = [nf].

La accién sobre las aristas estd definida tomando z&([(], e) como la arista £([n3], e). Notar que
si B esun lazo en 29 y 2/ = [3], entonces z+ 2" = [nB] = z[B]; esto es, la accién de z sobre [5] se
corresponde con la suma de ciclos en Hy(Xg,Z). Aqui hemos utilizado de nuevo la identificacién
de la Nota

Esta accién es sin inversién, pues si no lo fuese, ze([5],e) = ([8],e) = ([Be].€) llevaria a

e = €. Ademas es libre, pues dados [5] y z = [n7] tales que z[5] = [n8] = [5], entonces:
1~ BB ~n BB ~h cay

donde ¢, es el camino constante en zp, y asi z es la clase del lazo constante. En particular,
los espacios orbitales de vértices y aristas de U dan lugar al grafo U/H;(Xo,Z). Probamos
que Xg es isomorfo a este grafo cociente. Para ello, definimos la aplicaciéon v : U — Xg como

u([A] : xo — x) = x para los vértices y u(e([5],e)) = e para las aristas.

Para esta aplicacién, dado = € Vp, la érbita de un vértice [f] : z9 — x de Viy es justamente el
conjunto de vértices de Vi correspondientes a las clases de homologia de caminos entre zg y .
En efecto, para todo vértice [y] : xg — =, si z € H1(Xo,Z) es el ciclo definido por el lazo 3 en
xp tenemos [v] = [vBB] = z[B]. Por tanto la aplicacién v : Xo — U/H;(Xo,Z) que lleva x € Vj
en la érbita de [3] : 29 — x es una biyeccién entre los dos conjuntos de vértices que se extiende
a una biyeccién entre los conjuntos de aristas al llevar e € Ey en la 6rbita de la arista e([5], e).
Esto se puede hacer porque dicha drbita consiste en todas las aristas de la forma e([v],e) con
[7] : 2o — o(e), pues para el ciclo z correspondiente a la clase de homologfa del lazo v/ en zy, se
tiene que ze([B],e) = e([vB8],e) = e([7],e). Asi pues, para el morfismo u : U — Xy tenemos

el diagrama conmutativo

U ———— U/H(Xo,2)
u (4

Xo
lo que demuestra que u : U — X es una aplicaciéon recubridora que por ¢ se identifica con
la proyeccién natural sobre el espacio de 6rbitas de la acciéon de Hi(Xg,Z) sobre U. En par-
ticular, 1 induce un isomorfismo py : G(u) — H1(Xo,Z) que lleva 0 € G(u) en el ciclo py(0)

correspondiente a la clase de homologia [(] del lazo 5 en z¢ tal que o([cz,]) = [5]-

Comprobamos ahora que el inverso de py, es justamente el homomorfismo v : Hy(Xo,Z) = G(u)
con v([A]) = g dado en el Lema En efecto, tenemos por definicién que gsZo = t(3),
siendo B la elevacién de 8 en Tp = [cg,] @ xo — xo. Ahora bien, si § = e;---e, entonces
B = e([eny], e1)e(er], e2) -~ -e([er-- - en-1], en), ya que e([er - --e;],ej41) es la tnica arista de
U con o(e([er---¢€j],ejq1)) = [e1---¢e] : o — t(ej) = t(e([e1---ej—1],€j)). Ademds t(B) =
t(e(fer---en-1l,en)) = ler---en—1ex] = [B] : o — x. Asi pues, gs([cxo]) = [B] v pu(v([8])) =

py(gs) = [B]. Esto es, py ov = id en Hy(Xo,Z). Como py, es isomorfismo, entonces v = pzf.
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Queda demostrar la propiedad universal de u. Para ello empezamos observando que por el
Corolario us : Hi(U,Z) — H1(Xo,Z) es el homomorfismo nulo, pues Im u, = Ker v =
{0}. Entonces si w : X — Xy es una aplicacién recubridora abeliana, u.(H1(U,Z)) = {0} C
w«(H1(X,Z)) y el Criterio de elevacién nos proporciona una elevaciéon @ : U — X para u. Esto

es, tenemos la commutatividad del diagrama

Esta elevacion es de hecho una aplicacién recubridora. Para ello si X = (V| E), observamos que:

1. w: Viy — V es sobreyectivo. En efecto, sea T € V y sea x € Viy con u(z) = w(T). Si
i(xr) = ¥ hemos acabado, pues u(z) = w(i(z)) = w(F). Si u(x) # I, sea § un camino
en X entre @(z) y Z. Entonces wf es un lazo en X (pues u(z) = w(Z)) con origen en
wii(z) = u(xr) = wi. Sea B el camino elevacién de wf3 para u con origen en z. Entonces 4/
es el camino elevacion de wB para w con origen en u(x). Asi pues, uf y B son dos caminos
elevaciéon de wg con origen en u(x). Pero por unicidad del camino elevacién, uf = 5 y en

particular, T = t(83) = t(up) = u(t(B)). Esto es, T estd en la imagen de ¢ y de esa forma

u es sobreyectiva sobre los vértices.

2. Recordemos que Ey g], Eﬂ(ﬂﬁﬂ) y Ep denotan el conjunto de aristas de Fy con origen
en [A], de E con origen en @([f]) y de Ep con origen en x, respectivamente. Por ser
U=wou: Eﬁf@]] — Elﬂ([[b’]]) —FE,yw: Elﬂ([[ﬁ]]) — E, aplicaciones biyectivas (pues u y w

son aplicaciones recubridoras), se tiene que u también lo es.
Por el Lema [3.1.15] u es abeliana.

Hemos probado que u cumple la propiedad universal sobre Xj.

4.2 Cristales topoldégicos.

Definicion 4.2.1. Cristal topoldgico. Un grafo X se dice que es un cristal topolégico de Xg
si existe una aplicacion recubridora abeliana w : X — Xy cuyo grupo de transformaciones
G(w) es un grupo abeliano libre no nulo. A Xy y G(w) se les llama grafo base y reticulado,

respectivamente, del cristal topolégico X. Se llama dimension de X al rango del grupo G(w).

En particular, si v : U — Xg es la aplicacion recubridora universal sobre Xj, entonces U es un
cristal topoldgico con reticulado Hi(Xy,Z), llamado cristal topoldgico universal sobre Xy. Su

dimension es el nimero de Betti, by (Xp).

Observar en la definicién de cristal topoldgico que al ser G(w) un grupo abeliano infinito, esto

implica en particular que w : X — Xy es de pliegue infinito.
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Nota 4.2.2. Por abuso de notacién, diremos que w : X — X es un cristal topologico de X si

cumple la definicién anterior.

Definicion 4.2.3. Sumando directo. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre L. Entonces

H se dice que es sumando directo de L si existe otro subgrupo J C L de forma que L = H & J.
Lema 4.2.4. La definicion anterior es equivalente a decir que el grupo cociente L/H es un

grupo abeliano libre. Mds ain, L/H es isomorfo a un sumando directo de L.

Demostracion.

= | Supongamos que L = H @ J para J C L subgrupo. Como L es un grupo abeliano libre, se

tiene que H y J también lo son. Por tanto, L/H = J es un grupo abeliano libre.

< | Supongamos ahora que L/H es un grupo abeliano libre y tomemos {[f1],...,[8n]} una

Z-base. Por otro lado, tenemos que H C L es libre, y sea {71, ..., vm} una Z-base. Veamos que
{B1, s Bry V15 -y Ym} €8 base de L'y asi L = H @ J, donde J C L es grupo libre con Z-base
{B1,..., Bn}. Ademés B; — [B;] define un isomorfismo entre J y L/H. En efecto, dado a € L,
tenemos que su clase en L/H puede escribirse como [a] = Xn: Ai[Bi], con \; € Z. Entonces

i=1

n n

= zn: XiBi] = [a] — [zn: NiBil =D MlBi] = NilBi] = 0.
1=1 i=1

i=1 i=1

n n
Luego como [o — Z Xifi] € L/H, se tiene que o — Z Aifi € H y podemos expresarlo en la base
i=1 i=1

n m m n
de H, es decir, o — Z Aifi = Z,uj’yj, con pj € Z. Por tanto, a = Zuj'yj + Z i
=1 j=1 j=1 i=1
m n
Ademas esta expresién es tnica, pues si o = Z iy + Z \.3;, entonces
j=1 i=1

n

S (uj = ) =S (N — \)Bi € H.

j=1 i=1

Por consiguiente, [Z(A; —X\i)Bi] = Z()\; — Xi)[Bi] = 0y por ser {[B1],...,[Bn]} base de L/H,
i=1 i=1

m

necesariamente \; — \; = 0 y asi A, = \;. Ademds, Z(uj - u;)'yj =0, y como {7V1,...,Ym} s
j=1

base de H, se tiene que y; — p; = 0y asi p; = pl;.

O

Teorema 4.2.5. Fijado un grafo Xy, existe una equivalencia entre los cristales topoldgicos sobre
Xo y los subgrupos de H1(Xg,Z) que son sumandos directos. En particular, el cristal universal
se asocia a todo Hy(Xo,Z).

Demostracion.

= |Sea w : X — Xy un cristal topolégico con reticulado L = G(w) y sea u : U — X el
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cristal topoldgico universal. Por la propiedad universal de u, existe una aplicaciéon recubridora
abeliana u : U — X tal que u = wow. Sabemos que G(u) = H1(Xo,Z); luego por el Lema
G(u) € Hi(Xo,Z), y por el Lema G(w) es isomorfo a H1(Xo,Z)/G(u). En particular,
G (@) es un subgrupo libre de Hi(Xy,Z). Usando el Lema se tiene que L es un sumando
directo de Hy(Xo,Z).

< |Reciprocamente, supongamos que L C H;(Xp,Z) es un sumando directo y asi Hy(Xo,Z) =
L ® H. Como Hi(Xy,Z) actiia libremente y sin inversién sobre U y H es un subgrupo de
H,(Xo,Z), tenemos por el Teorema|3.1.17} una la aplicacién recubridora abeliana w : U — U/H.

Vamos a comprobar que Hi(Xo,Z)/H actia sobre U/H. En efecto, si [g] € H1(Xo,Z)/H y
[z] € U/H (por abuso del lenguaje, no hacemos diferencia, por ahora, entre la notaciéon de cada
clase), entonces [g][z] = [gx] estd bien definido, pues dados ¢’ y 2’ tales que [g] = [¢'] v [z] = [2/],
existen hy,hy € H con ¢’ = ghy y 2’ = hox. Por tanto, usando la conmutatividad de los grupos,

gz = ghihox = hihagx y asi [¢'a’] = [gx] € U/H.

Veamos que la accién anterior es libre. Supongamos que existe [g] € H1(Xo,Z)/H y [z] € U/H
de forma que [z] = [g][z] = [gz] € U/H. Entonces existe un h € H tal que hx = gz, y aplicando
h~! a ambos lados, * = h~!'gz. Como sabemos que H;(Xg,Z) acttia libremente sobre U, se

tiene que hlg =id y asf, g=h € H y [g] = [id] € H1(Xo,Z)/H.

~Y

Por dltimo, demostremos que el espacio de érbitas de la accion es Xg; es decir, que Xg =
(U/H)/(H1(X0,Z)/H). Aqui si distinguiremos la clase, denotando por [-]; a la clase en U/H,
[]2 a la clase en (U/H)/ (H1(Xo,Z)/H) y [-]3 a la clase en Hy(Xo,Z)/H. Sea la aplicacién
v (U/H)/(H1(Xo,Z)/H) — Xo dada por ¥([[z]1]2) = u(x) para z vértice o arista de U.

Comprobemos que es un isomorfismo.

o Vemos que esta bien definida. Sean z,z’ € U tales que [[z]1]2 = [[2]1]2. Entonces existe
lg]s € H1(X0,Z)/H tal que [g]s[z]1 = [gz]1 = [2']1 y por tanto existe h € H con x’ = hgx.

Concluimos entonces que u(x) = u(hgz) = u(a’).

o Se tiene que 1) es sobreyectiva, pues u lo es. Por otro lado, ¥ es inyectiva pues si u(x) =
Y([[x]1]2) = Y([[#']1]2) = u(z’), entonces existe g € Hy(Xo,Z) con gr = 2’ y por ello
lgls € Hy(Xo,Z)/H cumple que [gls[e]s = [a/]1, es decir, [[z]1]> = [o/]1]2
De esta forma, por el Teorema obtenemos una aplicacién recubridora abeliana @ : U/H —
Xo con G(u) = H1(Xo,Z)/H. Es inmediato que Wow = u, y asf, usando el Lema [4.1.4] u define
un cristal topoldgico con reticulado G(u) = G(u)/G(w) = Hy(Xo,Z)/H = L.
O

Definicién 4.2.6. Grupo anulador. Sea w : X — X un cristal topoldgico con reticulado G(w).
Entonces un subgrupo H C Hy(Xg,Z) tal que G(w) = Hy(Xo,Z)/H se le llama grupo anulador

del cristal.

Nota 4.2.7. Como para todo d € N con 1 < d < b1(Xj) existen infinitos subgrupos H C
H{(Xo,Z) que son sumandos libres y tales que el rango de Hi(Xo,Z)/H es d, se sigue que hay

45



entonces infinitos cristales topolégicos de dimension n sobre un grafo base fijado Xj.

Por tanto, para poder clasificar los cristales topolégicos se introduce un procedimiento para
“medir” los grupos anuladores por medio de la siguiente norma sobre las cadenas o € C1(Xo,Z).

Sia= Z Ze€, ze € L, denotamos |laf|; = Z |ze| (EY es una orientacién en Ej).
e€Ef e€E

Nota 4.2.8. La norma ||-||; no depende de la orientacion elegida sobre las aristas de Xo, pues
el valor absoluto aplicado a los coeficientes z. elimina la dependencia de la eleccién de una

orientacién.

Sea w : X — X un cristal topolégico con reticulado L y con dim X = d, y sea {a1,...,an}
base de Hi(Xo,Z) (n = b1(Xp)). Para un subgrupo anulador H de este cristal, sea S =
{agi1,..yan} C Hy1(Xo,Z) una base para H (cambiando los subindices si fuese necesario).
Definimos h(S) = max{||ags1|/1--||anl1} y lamamos altura de H a h(H) = min h(S), S

variando sobre todas las bases de H.

Teorema 4.2.9. Sea h cualquier nimero positivo. Dado d € N tal que 1 < d < n = b1(Xy), solo
existe una cantidad finita de subgrupos anuladores H C H1(Xo,Z) para el cristal w : X — X

cumpliendo que:
1. El rango de Hi(Xo,Z)/H es d.
2. h(H) < h.

Demostracion. Dado h > 0, sea Ry = {S C H1(Xo,Z) : S base de H y h(S) < h}. Se tiene
que R; es un conjunto finito, pues los conjuntos base S hay que elegirlos entre los elementos
de H(Xy,Z) cuyas sumas de coeficientes no superen el nimero h. Ahora sea Ry = {H C
H,(Xo,Z) : H subgrupos con h(H) < h}. Para cada H en Rj existe S en R; con S base de H.
Entonces la aplicacion ¢ : Ry — Ry dada por ¢(S) = Z(S) (con Z(S) subgrupo con base S) es
sobreyectiva y por tanto, Ra es finito.

O]

Nota 4.2.10. Sea w : X — X una aplicacién recubridora abeliana de forma que G = G(w)
actle sin inversién pero no libremente. Por el Teorema de clasificacion de grupos abelianos,
G = Lg®Tg, donde Lg y T indican la parte libre y la parte con torsién de G, respectivamente.
Restringiendo la accién de G sobre X a L¢, tenemos una nueva aplicacién recubridora abeliana
W' 1 X = X} = X/Lg que ahora si es un cristal topolégico, pues G(w') = L es libre y actiia sin
inversién al ser un subgrupo de G. Asi, todo X para el cudl exista una aplicacién recubridora
abeliana, puede ser considerada un cristal topoldgico, cambiando como hemos visto el grafo base

si fuese necesario.
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5. Ejemplos.

5.1 Ejemplos de cristales topologicos.

En esta seccién vamos a exponer varios ejemplos de cristales topoldgicos. La notacién que
seguiremos para ello es la misma que hasta ahora, w : X — X, donde X = (V, E) y Xy =

(Vb, Ep). Cuando se trate del cristal universal, escribiremos u : U — Xg, con U = (Vy, Ey).

Para ver cudl es el reticulado G(w) de cada cristal, usamos del Lema el homomorfismo
sobreyectivo v : Hi(Xo,Z) — G(w) dado por v([5]) = gg. Recordemos lo que hacia este
homomorfismo. Dados zg € Vp, To € w™!(x) y un lazo B en g, sabemos que existe un tinico

camino elevacion 3 tal que o(3) = Ty y w(B) = B. Entonces v([8]) nos da el tnico elemento

9p € G(w) tal que t(B) = gZo.

Ademas, basta aplicar v a los elementos de una base de H(Xo,Z), la cual calcularemos usando
el procedimiento del Lema [2.3.11]

En general, los ejemplos vendran explicados de acuerdo al siguiente procedimiento:
1. Se describiran y representaran los grafos X y Xj.
2. Se definira la aplicacién w tanto para aristas como para vértices.
3. Se establecera una base de Hi(Xy,Z), tomando para ello un arbol de expansién en Xj.

4. Haciendo uso del Primer teorema de isomorfia y tomando H = Ker v, tenemos que G(w) =
H,(Xo,Z)/H. De esta forma, calculando Ker v y haciendo cociente se obtendran los
generadores de Hy(Xo,Z)/H.

5. Se aplicara el isomorfismo anterior para pasar de los generadores de H;(Xo,Z)/H a los
generadores de G(w). Estos serén la imagen por v de los elementos de una base comple-
mentaria a Ker v.

~

Observar que si Ker v estd formado solo por la clase del lazo constante, entonces G(w) =

Hy(Xo,Z) y w seria el cristal topolégico universal de Xj.

Nota 5.1.1. En todos los ejemplos siguientes, los reticulados G(w) de los correspondientes
cristales topoldgicos son abelianos por ser G(w) siempre un subgrupo del grupo de traslaciones

en el plano o espacio. Por tanto, no se comentara su conmutatividad.

Ejemplo 5.1.1. Sea u : R — S' dado por ¢ — €>™, donde i es la unidad imaginaria. Repre-
sentamos R como un grafo infinito U cuyos vértices son los nimeros enteros y cuyas aristas son
los intervalos [i,4+ 1], para i € Z; y representamos S' como un grafo Xy formado por un vértice

xo = (1,0) y una arista-lazo a.
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Figura 5.1.1.

Tomamos la aplicacion v : U — X que envia todos los vértices de U al vértice xy y todas las
aristas de U a la arista-lazo «. Se comprueba que u es aplicacién recubridora, pues verifica las
dos propiedades de la definicion: sobreyectiva sobre los vértices y biyectiva para la restriccién a
aristas de U con mismo origen. Hay que tener en cuenta que el lazo a,, = «- - -, con « repetido
n veces, tiene como camino elevacién por xg a «,, mientras que el lazo a_,, = @---@, con &
repetido n veces, tiene como camino elevacién por xg a @_,. Puede haber lazos combinados con
n1 lazos a. y na lazos @, siendo su elevacién por xg la dada por oy, —pn,. Denotamos a; por «,

luego a seria la elevacion de a en Zg.

Ademsds, u : U — Xg es el cristal topoldgico universal de Xy. Para comprobarlo, tomamos el

vértice xp como arbol de expansién en X y asi obtenemos {[a]} como base para H;(Xo,Z).

De esta forma, v([a]) = go con g, € G(u) tal que t(&) = goZo como se indica en la Figura 5.1.1,
se identifica con la traslaciéon del vector U. Por tanto, G(w) estda generado por la traslacion del

vector 7.

Ejemplo 5.1.2. Sea Xj el grafo formado por dos aristas-lazo «, 8 y un tnico vértice xg como

se indica a continuacién:

Ko

Dos ejemplos de cristales X7 y X5 sobre el grafo X son los siguientes:

1. w1 : X7 — Xp, donde X; es el grafo dado por:

R

réj-'“ @o gm ’E;J;

00000

%o 7 9u®

il 7

L

Figura 5.1.2.
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Esta aplicacion envia todos los vértices de X7 al vértice x, las aristas §; a 8 y las aristas
aj a a (i,j € Z). Se comprueba facilmente que w es aplicacion recubridora. De manera
analoga que en el Ejemplo [5.1.1] ahora hay que tener en cuenta la construccion de los lazos
que se puedan formar con «, con S o con combinaciones entre ellos. Denotamos a1 por «

y 51 por (3.

Una base para Hi(Xy,Z) estd formada por {[«], [5]}. De nuevo se ha tomado como arbol

de expansion tnicamente el vértice xg.

Como la elevacion B de 3 en X es un lazo, tenemos por el Corolario que [B] € Ker v,
luego v([B]) = id. Si tomamos H = Ker v C H;(Xo,Z) el grupo abeliano libre generado
por [3], tenemos que H;(Xo,Z)/H esté generado por [a].

Tenemos que v([a]) = ga, con go € G(w) de forma que t(a@) = gaTo, se identifica con
la traslacién del vector ¥ dado en la Figura 5.1.2. Por tanto, G(w) tiene como base a la

traslacién por el vector v.

2. wo : Xo — Xy, donde X5 es el grafo dado por:

s
...vN )Z:NO‘W*O v...
‘%-f\ ﬁja N %L ?3}
&
Figura 5.1.3.

Definimos ws de manera analoga a ws.

Como v([a]) = v([A]), Ker v estd generado por [a] — [#]. Tomando H = Ker v C
H,(Xo,Z), tenemos que H;(Xo,Z)/H esté generado por [«a].

Aplicando v a [a] tenemos que g,, con g, de forma que t(&) = goTo, se identifica con
la traslacién del vector ¢ dado en la Figura 5.1.3, y de igual forma lo hace gg, con gg de

forma que t(3) = ggZo. Por tanto, G(w) tiene como base a la traslacién por el vector ¥'.

Vamos ahora a comprobar que el grafo U = (Vi;, Eyy) asociado al reticulo Z? C R? es el cristal
topolégico abeliano universal del grafo Xg3. En este caso vamos a construir directamente U

usando el procedimiento del Teorema [4.1.5

e Conjunto de vértices Vyy. Fijamos xzg € X, pues es el Unico vértice que hay, y hallamos
todas las clases de homologia de lazos en él. Dado un ¢ € Z, denotamos por «; al lazo
a---a, con « apareciendo |i| veces y con la orientacién de los a segun la que indique el
signo de i (con el sentido que se indica en la Figura 5.1.4 si i > 0 o con el sentido contrario

sii < 0. Notamos a = a1 ¥ a9 = ¢4,). De la misma forma se sigue para los lazos 3;.

Se tiene que [a;] # [ay] para todo i # 7'. Analogo para los §;. También podemos hacer
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combinaciones entre ellos, obteniendo asi la clase [a;/3;], que de igual forma serfa distinta
de [ovyBj] para (i, ) # (i, j').
 Conjunto de aristas Eyy. Sabemos que dos vértices [a; ;] v [ 8] son adyacentes si existe

una arista orientada e en Xy (en nuestro caso, a o 3) de forma que [ay B;|=[c; B e€].

Gréaficamente, obtendriamos el reticulo Z?:

.1

L) D N | o~

|

BEN g9
11 | I A

I %E([[‘&.]],@) _N o
_4I o dl o 3 X : ?

I ||

.1|

Figura 5.1.4. A la derecha se muestra como seria el patrén de las aristas en el reticulo de la

izquierda.

El eje = horizontal estd representado por las clases que se puedan obtener a partir del lazo «,
mientras que el eje y vertical estd representado por las clases que se puedan obtener a partir del
lazo 8. El punto (i, j) € Z? representa al vértice [a;3;]. Por ejemplo, el punto (2,1) se identifica

con el vértice [azf], y de la misma forma, el punto (0, —1) se identifica con el vértice [5_1].

Si ahora tomamos los vértices [as] y [a2], entonces sabemos que son adyacentes, pues la
arista orientada e que tendriamos que tomar para que [aze] = [a2f] seria 8. En este caso,
obtendriamos la arista e([az], 8), es decir, la arista que va de [az] a [ag], como se indica en

la Figura 5.1.4 a la izquierda.

La aplicacién u : U — X que envia todos los vértices de U en xq, las aristas verticales en 5 y

las aristas horizontales en « es aplicacion recubridora.

Como Ker v estd formado tnicamente por la clase del lazo constante, tenemos que G(w) =
H{(Xo,Z), que es lo que tenia que salir pues ya sabemos por construcciéon que U es el cristal

abeliano universal sobre Xj.

Los generadores de G(w) son las traslaciones por los vectores 07 y 9o dados en la Figura 5.1.4
a la derecha. Si & es la elevacion de « en Ty, entonces g, tal que t(&) = g,Zo se identifica con
la traslacion del vector ¢,. Analogamente, si B es la elevaciéon de 3 en Zp, entonces gg tal que

t(g) = g se identifica con la traslacion del vector Us.

Ejemplo 5.1.3. Dado el grafo base Xjy:
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Veamos dos cristales topologicos sobre él.
1. El reticulo Z? C R3:
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Figura 5.1.5.
es el cristal abeliano universal U sobre Xj.

Tanto la construccién de U como la descripcion de la aplicacién recubridora universal

u: U — X es analoga al caso n = 2 del Ejemplo 5.1.2.

Una base para Hi(Xo,Z) viene dada por {[a], [5],[v]}, y como U es el cristal abeliano
universal de Xy, sabemos que G(u) = H;(Xy,Z). Por tanto, si el eje = estd representado
por las clases que se obtienen a partir del lazo «;, el eje y estd representado por las clases
que se obtienen a partir del lazo 8 y el eje z estd representado por las clases que se
obtienen a partir del lazo -y, entonces G(w) esté generado por las traslaciones de los vectores

{U1, 72, 7U3}, como se muestra en la Figura 5.1.5 a la derecha.

Ahora bien, dado un vértice (z,y, z) € Viy (recordemos que los vértices del reticulo U son
los puntos enteros de R?) y un elemento [u] € H1(Xo,Z) con [u] = a1[a] + a2[B8] + as[v]
(a1, az2,a3 € Z), la accién vendria dada por [u](z,y,2) = (x + a1,y + a2,z + a3) € Vy.

En general, si consideramos el grafo dado por un vértice y n aristas-lazo, el cristal topologico
universal seria el grafo U determinado por el reticulo Z™ C R"; es decir, el conjunto de
vértices Viy son las n-uplas de enteros (my, ..., my,) y los vértices adyacentes a (mq, ..., my)

estdan dados por (m1 £1,...,my), (m1,me = 1...;my), ..., (Mm1,...,my = 1).

2. Ahora vamos a tomar H C H;(Xy,Z) generado por [afv]. Tendriamos que el reticulo

plano triangular X:
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es un cristal topoldgico sobre Xy. En efecto, dado (z,y, z) € Viy consideramos la restriccién
de la accion de Hy(Xo,Z) sobre U a H, que vendria dada entonces por [u] (z,y,z) =
(x+a,y+a,z+a), para [u] = alaBy] € H (x,y,z,a € Z). Entonces el espacio de érbitas
U/H es isomorfo a X. Para su comprobacién, sea el grafo Z formado por las aristas del
cubo unidad:

(04 04*‘3

“' E_(o, 4N
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A0/ m /
W |

I
o giof Ej—r .b:loJ4Jo)
-

“;_'J
ﬁ- -14,0,0) n_:(dr"110>

Solo # = (0,0,0) y § = (1,1,1) estdn en la misma 6rbita por la accién de H, pues

0= (0+1,0+1,0+1). Si denotamos por o, a la érbita de un punto w € Vi, tenemos

por la proyeccién candnica que el grafo Z se transforma en el grafo G del espacio orbital
U/H:

B,
BVAVA

donde las aristas n1,7m3 y 15 son las imagenes de las aristas de Z entre 6 y sus vértices

adyacentes; mientras que 12,74 v 76 son las imdgenes de las aristas de Z entre 6 y sus
vértices adyacentes. El resto de aristas de GG son las imagenes de las aristas de Z que no

son adyacentes ni a 6 ni a 6.

Esta construccién es compatible en todos los cubos ya que pasar de un cubo a otro es el

resultado de hacer actuar Hq(Xy,Z) sobre el grafo Z, que conmuta con la acciéon de H.

La proyeccion desde el reticulo triangular a Xg es v’ : U/H — X, dada por la factorizacién

de la aplicacién recubridora abeliana universal v : U — Xj:
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donde u(a;) = a, u(B;) = By u(v;) = 7, para 1 < j < 3.

Notar que u’ lleva el ciclo de Hy(U/H,Z) formado por el perimetro de cada tridngulo en
U/H al ciclo [afpv] de Hy(Xo,Z) que genera H. En particular, la elevacién del lazo a8y
es el lazo &Bﬁ, y por tanto, la accién de H es la identidad sobre U/H. En particular, el
reticulado de u’ es isomorfo a Hy(Xo,Z)/H.

Ejemplo 5.1.4. Sea X el grafo dado por dos vértices y tres aristas:

A

2 s
Re v %

X

Comprobemos que su cristal universal U = (Vi7, Eyr) es el reticulo por hexdgonos del plano:
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Figura 5.1.6.

Definimos los lazos a1 y o en X dados por a1 = v8 y as = aff. Tomando 3 como arista para

el 4rbol de expansion en Xy, tenemos que una base para Hy(Xo,Z) es {[aq], [az]}-

Teniendo en cuenta la Figura 5.1.6, tomamos la aplicacion v : U — X de forma que envie los
vértices de U en azul claro al vértice xg y los vértices morados al vértice 1. En cuanto a las
aristas, las rojas van en «, las azules oscuras en 3 y las verdes en . Se comprueba asi que u es
aplicacion recubridora.

~Y

Como Ker v estd formado tnicamente por la clase del lazo constante, tenemos que G(u) =

H(Xo,Z) y asi U es efectivamente el cristal universal de Xp.

Aplicando v a los elementos base, tenemos que los generadores de G(w) son las traslaciones por
los vectores ¥} y U2 dados en la Figura 5.1.6. Si a; es la elevacién de oy en g, entonces gq,
tal que t(dr1) = ga,To se identifica con la traslacién del vector ¢7. Andlogamente, si & es la

elevacion de g en Ty, entonces gq, tal que t(d2) = ga,To se identifica con la traslacién del vector

—

V9.

Ejemplo 5.1.5. Tomamos ahora el grafo Xy dado por:

Veamos dos cristales para este grafo.

1. El reticulo hexagonal X del Ejemplo
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Figura 5.1.7.

es también un cristal con grafo base Xj.

Sea w : X — Xj la aplicaciéon que envia los vértices de X del mismo color en el vértice
de Xy de ese mismo color, y de igual manera para las aristas. Entonces w es aplicacion

recubridora.

Para obtener una base de Hi(Xy,Z), definimos los lazos a1 = ad/, ag = '8y as =
ayB~'. Entonces tomando el arbol de expansién en X, formado por las aristas {«, 3,7'},

concluimos que {Ja1], [az], [es]} es base para Hy(Xo,Z).
Observamos que v([a1]) = v([az]), como se muestra en la Figura 5.1.7. Luego Ker v estd
generado por [ay] — [ae]. Por tanto, Hy(Xo,Z)/H estaria generado por [a1] y [as].

Aplicando v a los elementos base, tenemos que los generadores de G(w) son las traslaciones
de los vectores U y v dados en la Figura 5.1.7. Si & es la elevacién de aq en Zg, entonces
Ja, tal que t(&1) = ga,To se identifica con la traslacion del vector #;. Andlogamente, si
as es la elevacién de az en T, entonces g, tal que t(d3) = gayTo se identifica con la

traslacién del vector v5.

2. Otro ejemplo de cristal con grafo base X seria:
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Figura 5.1.8. El grafo X tiene dimensién 2 pero esté representado en R3, hay aristas

que se Ccruzan pero no se cortan.

En este caso, la aplicacién w : X — X lleva las aristas %j en w(’yg ) = o y las aristas ,ug
en w(,ug) = ' (i,j € Z). De igual forma, lleva las aristas de los subgrafos W en w(n) = 7,
wn) =+, w(¢) =ay w(@) = p. En este ejemplo se ha cambiado el nombre habitual de

las aristas elevacién para tener una notacién mas agradable.
Tomamos la misma base {[a1], [a2], [as]} en H1(Xo,Z).

Ker v esté formado por Jas], pues su elevacion &g por xg es un lazo (Corolario [4.1.3). Por
tanto, H1(Xo,Z)/H, con H = Ker v, esta generado por {[a1], [az2]}-

Aplicando v a los elementos base, tenemos que los generadores de G(w) son las traslaciones
de los vectores ¥ y v dados en la Figura 5.1.8. Si a; es la elevacién de a; en Zg, entonces
Jay tal que t(&1) = ga, To se identifica con la traslacién del vector #7. Anélogamente, si
ag es la elevacion de ag en Ty, entonces go, tal que t(d2) = ga,To se identifica con la

traslacién del vector vs.

Como vimos en el Teorema [4.1.5] si u : U — Xg es el cristal abeliano universal sobre X,
tenemos que u = wo u, donde u: U — U/H y w: U/H — Xy. Se concluye entonces que
X=U/H.

Ejemplo 5.1.6. Sea ahora Xy dado por:

Entonces un cristal para Xy puede ser el reticulo “pseudociibico" X:
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Figura 5.1.9.

De igual forma que en los ejemplos anteriores, la aplicacién w envia los vértices de un mismo
color a su color en X e igual para las aristas.

Tomando oy =83, as = aff, ag = ' y ay = o/ y el arbol de expansién formado por {3, '},
concluimos que {[a1], [az], [as], [ca]} es base para Hy(Xo,Z).

Calculemos Ker v. Como v([az]) = v([as]), tenemos que [ao] — [as] genera Ker v. Por tanto,

H,(Xo,Z)/H, con H = Ker v, tiene a {[a1], [ez2], [aa] } como base.

De esta manera, G(w) tendria a las traslaciones de los vectores {¥;, U, U3} como base, como se
muestra en la Figura 5.1.9. La traslacion del vector ¥ se identifica con el elemento g,, tal que si
aq es la elevacion de oy en Ty, entonces t(a1) = gq, Zo; la traslaciéon del vector ¥ se identifica con
el elemento g,, tal que si @z es la elevacion de as en Ty, entonces t(a2) = ga,To; v la traslacién
del vector U3 se identifica con el elemento g,, tal que si a4 es la elevacién de ay en 7, entonces
t(ay) = ga,Zo-

Ejemplo 5.1.7. Tomemos el grafo Xy como:

Entonces un cristal X sobre este grafo es:
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Figura 5.1.10.

Tomamos la aplicacién w : X — X, dada por w(@) = o, w(a!) = o/, w(B) = B, w(B) = A,

w(¥) =~y w(y') =4/, la cual es aplicacién recubridora.

Definimos los lazos a; = 8, as = 'y, a3 = Bay y ay = '/, y junto con el drbol de

expansion en X dado por {3,7}, tenemos que {[a1], [ez], [as], [ea] } es base para Hy(Xo,Z).

Ker v estd generado por [as] y [au], pues las elevaciones de a3 y a4 por zg son lazos (Corolario

4.1.3). Tenemos asi que {[ay], [a2]} es base de H1(Xy,Z)/H, donde H = Ker v.

Por tanto, G(w) estd generado por las traslaciones de los vectores {7, 02}, como se observa en
la Figura 5.1.10. La traslacién del vector v se identifica con el elemento go, tal que si a; es
la elevacién de ay en Ty, entonces t(a1) = ga,Zo; mientras que la traslacion del vector U2 se

identifica con el elemento g, tal que si as es la elevacion de ag en g, entonces t(&2) = ga,To-

Ejemplo 5.1.8. Sea X el reticulo hexagonal en cada plano R? x {n}, n € Z, y lo multiplicamos
por el reticulo por intervalos de longitud uno de la recta real. De esta forma, podemos diferenciar

para cada n un nivel tal y como se indica a continuacién en la Figura 5.1.11:

Figura 5.1.11. Figura 5.1.12. Figura 5.1.13.

Ademaés se ha diferenciado los vértices de los niveles pares, pintados en amarillo y verde, del de
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los impares, pintados en azul y rosa, y se han eliminado las aristas azules y naranjas que van de

forma alternada en cada nivel (Figura 5.1.11), como se muestra en la Figura 5.1.12.

De esta forma, X es un cristal sobre el grafo base X:

v

-
o [o)P (P [V
Xeo YL'

llamado reticulo tipo grafito de Lonsdaleite.

Se comprueba que la aplicacién w : X — Xy dada por la forma habitual, es una aplicacién

recubridora.

Fijado el vértice zg, definimos los lazos a1 = ad/, as = Ba/, ag = n'v'nd’, ay = o/HB'y'na’ y
as = o/fryy'na’. Tomando el arbol de expansién con aristas {a/,7,7'}, tenemos que una base

para Hq(Xy,Z) estarfa formada por cinco generadores, {[a1], [az2], [as], [e4], [as]}-

Como v([ar]) = —v([aa]) = v([@a]) v v([a2]) = —v([as]) = v([@s]), tenemos que Ker v
estd generado por {[a1] — [@4], [ae] — [@s]}. De esta forma, H;(Xo,Z) tiene como base a

{[an]; [a2], [ea]}-

Para los generadores de G(w) procedemos de forma habitual y teniendo en cuenta la Figura
5.1.13. Asi, la traslacién del vector ¢ se identifica con el elemento go, tal que si a; es la
elevacién de ay en T, entonces t(q1) = ga, To; la traslacién del vector U2 se identifica con el
elemento g,, tal que si ag es la elevacion de ag en T, entonces t(q2) = ga,To; y la traslacién
del vector U3 se identifica con el elemento g,, tal que si a3 es la elevacién de a3 en 7o, entonces
t(a3) = GasTo-

En conclusién, G(w) estd generado por las traslaciones de los vectores {71, o, U3}, y de esta

forma X no es el cristal abeliano universal sobre Xj.

Ejemplo 5.1.9. Veamos ahora el cristal U cuya estructura representa la del diamante como
ejemplo de cristal topolégico. Sus dtomos de carbono estarian configurados como se muestra a

continuacién:
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Figura 5.1.14.

Consideramos el reticulo ctibico unitario en R3 y lo dividimos en ocho cubos de igual tamaiio,
como se ve en la Figura 5.1.14. Los vértices azules estan en el centro de cuatro de ellos: delante,
abajo, izquierda; delante, arriba, derecha; detréds, abajo, derecha; y detrés, arriba, izquierda.

Quedan asi configurados en dos tipos de cubos:

Figura 5.1.15. En cada cubo unidad hay cuatro cubos de un tipo y cuatro del otro.
Los vértices rojos que no estan rellenos, estarian conectados a vértices de otro cubo unitario
adyacente.

Extendiendo este patrén a todo R3, tendriamos que U es el cristal topolégico universal sobre el

grafo base Xy dado por:
OL

Figura 5.1.16.

En efecto, definimos v : U — X de la manera habitual, enviando cada arista de un color en su
color en Xy, los vértices azules en el vértice zg y los rojos en z1. Se tiene que u es una aplicacién
recubridora.

Definiendo ahora los lazos a1 = '@, as = fa y az3 = o/a y tomando la arista « para el drbol

de expansién, tenemos que {[a1], [az], [as]} es base de Hy(Xo,Z).
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Como Ker v estd formado tnicamente por la clase del camino constante, tenemos que G(u) =

Hy(Xo,Z) y asi U es el cristal topolégico universal de Xj.

De esta forma, tenemos que la traslacion del vector 05 se identifica con el elemento g, tal que si
a; es la elevacion de oy en Ty, entonces t(a1) = gq, Zo; la traslaciéon del vector ¥, se identifica con
el elemento g,, tal que si o es la elevacién de ag en Ty, entonces t(aa) = ga,To; ¥ la traslacion
del vector U3 se identifica con el elemento g,, tal que si a3 es la elevacion de a3 en 2y, entonces
t(a3) = gayTo-

Ejemplo 5.1.10. Este ultimo ejemplo expone el hecho de que los cristales topologicos son obje-
tos puramente matemaéaticos y pueden tener distintas representaciones espaciales, se encuentren
asi o no en la naturaleza. Por ejemplo, el cristal del diamante del Ejemplo (que es el cristal
universal con grafo base el dado en la Figura 5.1.16) puede también adoptar la forma de grafito

que describimos a continuacién. Partimos del grafo base del ejemplo anterior:

UL

&
NG
\
Ahora se toma en cada R? x {n}, n € Z, el reticulo hexagonal, tal y como hemos visto en el

Ejemplo Ahora desplazamos los niveles de forma que el nivel n + 1 cae sobre el nivel n

como se indica a continuacién:

Tomamos w : X — Xy de forma que sobre cada nivel funciona como en el Ejemplo [5.1.4] por

ejemplo con las aristas o/, 8 y 3 de X, y que envie las aristas verticales en o.

Para los lazos oy = 8’8, ao = &/ v a3 = a3 y el arbol de expansién formado por 3, tenemos
que {[aq], [ae], [es]} es base de H(Xy,Z).

De esta forma, como Ker v estd formado solo por la clase del lazo constante, tendriamos que X
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es también el cristal topologico universal del grafo base Xg pero con otra representacion espacial.

Dado un cristal topoldgico, existen infinitas maneras de representarlo pero, jpodemos conocer
la representacién mas natural? La respuesta es si, atendiendo a propiedades fisico-quimicas de
dicho cristal como la simetria o el principio de minima accién. La btsqueda de tales representa-
ciones son el objetivo de la segunda parte del libro de Sunada [5], material que queda fuera del

alcance de este trabajo.
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