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Resumen

En este Trabajo de Fin de Grado estudiamos la estructura de los grupos de Artin
de angulo recto (RAAGS). La primera parte del trabajo es una introduccion a esta fa-
milia de grupos; en ella tratamos numerosos aspectos sobre RAAGs, entre los que se
encuentran la existencia de una forma normal, la decidibilidad de problemas algorit-
micos, la relacion con el grafo asociado, los subgrupos y el grupo de automorfismos.
En la segunda parte, tras estudiar las nociones previas necesarias de teoria de homo-
topia, calculamos el algebra de cohomologia del espacio de Eilberg-MacLane de un
RAAG: el complejo de Salvetti.

Abstract

In this Final Undergraduate Project we study the structure of right-angled Artin
groups (RAAGs). In the first part of the project, which is meant as an introduction
to these groups, we address several aspects about RAAGs, such as the existence of
a normal form, the decidability of algorithmic problems, the connections between a
right-angled Artin group and the associated graph, the families of groups that arise
as subgroups of RAAGs and the automorphism group. In the second part, after pre-
senting the required background on homotopy theory, we compute the cohomology
algebra of the Eilenberg-MacLane space of a RAAG: the Salvetti complex.






Introduccion

Un grupo de Artin de dngulo recto o RAAG (del inglés right-angled Artin group),
es un grupo finitamente presentado en el que todas las relaciones son de conmu-
tacion entre generadores especificados. Dichas relaciones pueden definirse a partir
de las adyacencias de los vértices de un grafo. Los grupos de Artin de angulo recto,
también llamados grupos semiconmutativos o parcialmente conmutativos, fueron in-
troducidos originalmente por A. Baudisch [2] en los afios 70 y estudiados de forma
mas extensa en los 80 por C. Droms [10, 11] bajo el término “graph groups”. Desde
entonces han sido objeto de estudio de numerosos autores.

Los grupos de Artin de angulo recto interpolan entre los grupos libres y los grupos
abelianos libres, y poseen numerosas propiedades que los hacen interesantes. Como
es de esperar a partir de su definicion, los grupos de Artin de angulo recto tienden un
puente natural entre la teoria de grupos y la teoria de grafos; en particular, muchas de
las propiedades sobre grafos tienen una traduccion algebraica en términos de RAAGs.
Estos grupos poseen ademas una forma normal eficiente, lo cual, ademas de permitir
numerosos calculos efectivos, los convierte en un objeto relevante desde el punto
de vista de la Criptografia. Los grupos de Artin de angulo recto también juegan un
papel importante en la teoria geométrica de grupos, pues, entre otras razones, son un
ejemplo prototipico de grupos con accion sobre complejos CAT(0).

A continuacion resumimos brevemente el contenido de cada capitulo del presente
trabajo.

En el primer capitulo introducimos el concepto de grupo de Artin de angulo recto
asociado a un grafo y presentamos algunos ejemplos y propiedades algebraicas basi-
cas. Posteriormente estudiamos los problemas de la palabra y de la conjugacién para
esta familia de grupos, describiendo para ello una forma normal y la estructura de
los centralizadores. También presentamos una serie de resultados que relacionan el
algebra de los grupos de Artin de angulo recto con la combinatoria del grafo asocia-
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do. Finalmente mostramos el amplio abanico de grupos que pueden encontrarse como
subgrupos de grupos de Artin de angulo recto y describimos brevemente la estructura
del grupo de automorfismos.

En el segundo capitulo introducimos los conceptos de Topologia Algebraica ne-
cesarios para la construccion del complejo de Salvetti de un grafo y el calculo de
su cohomologia. Presentamos las nociones fundamentales sobre homotopia de orden
superior, CW-complejos y espacios recubridores con el objetivo de proporcionar un
marco teérico donde introducir los espacios de Eilenberg-MacLane. En la segunda
parte del capitulo definimos la homologia singular y el algebra de cohomologia de un
espacio topoldgico, incidiendo especialmente en el caso de los CW-complejos. El ca-
pitulo termina con el teorema de Kiinneth para la cohomologia del espacio producto.

En el tercer y ultimo capitulo damos una construccion explicita del complejo de
Salvetti de un grafo y vemos que este representa al correspondiente grupo de Artin
de angulo recto en la categoria topoldgica. El trabajo concluye con la descripcion
del algebra de cohomologia del complejo de Salvetti, precedida por el calculo de la
cohomologia del n-toro.

Las principales referencias del presente trabajo han sido los surveys de Charney
[8] y de Koberda [18, 19].



1 | Gruposde Artin de angulo recto

1.1 Primeras definiciones. Propiedad universal

En esta primera seccion daremos la definiciéon de grupo de Artin de angulo recto,
estudiaremos sus propiedades elementales y veremos algunos ejemplos.

Usaremos I para denotar a un grafo simple finito, V' = V' (I') para el conjunto de
sus vérticesy E = E(I')) C V' X V para el conjunto de sus aristas, vistas como pares
de vértices no ordenados.

| Definicién 1.1. El grupo de Artin de angulo recto o RAAG (del inglés right-
angled Artin group) asociado a un grafo simple finito I" es el grupo

AD) = (V| [v,0,) = 1si (v 0)) € E)
Es decir, A(I') esta generado por los vértices de I', y las tnicas relaciones son de con-

mutacion entre vértices adyacentes.

Diremos que un grupo G es un grupo de Artin de angulo recto si es el grupo de
Artin de angulo recto asociado a algtin grafo, es decir, si existe un grafo simple finito
" tal que G = A(T").

| Definiciéon 1.2. Los vértices de I constituyen, por definicién, un conjunto de ge-
neradores de A(I'), que llamaremos generadores de Artin.

| Definicién 1.3.  Sea A(I') = (V| R) un grupo de Artin de angulo recto, siendo V' el
conjunto de generadores de Artin. Dado cualquier subconjunto W C V', denotamos
por A(W) al subgrupo de A(I') generado por W. Estos subgrupos de A(I") reciben el
nombre de subgrupos especiales.

Aungque la siguiente propiedad parece evidente, su prueba no es trivial, y la dare-
mos en la seccién 1.5.
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Proposicion 1.4. Sea W un conjunto de vértices del grafo I". Entonces A(W') es iso-
morfo a A('(W)), donde I'(W') denota al subgrafo de I generado por los vértices de
w.

A no ser que se especifique lo contrario, siempre que hablemos de un subgrafo
de I' nos referiremos a un subgrafo lleno, esto es, al subgrafo generado por un cierto
conjunto de vértices de I'.

Como veremos a continuacion, un grupo de Artin de angulo recto es el grupo
universal (finitamente generado) respecto de las relaciones de conmutaciéon que lo
definen.

| Definicion 1.5. Dado un subconjunto S C G de un grupo, construimos el grafo
de conmutacion de .S, denotado Comm(S), de la siguiente forma: los vértices de
Comm(S) son los elementos de .S, y dos vértices son adyacentes en Comm(.S) si sus
correspondientes elementos de G conmutan.

Proposicion 1.6 (Propiedad universal). Sea G un grupo y S C G un subconjunto
finito. La inclusion S — G se extiende de forma tinica a un homomorfismo

A(Comm(S)) - G

que respeta la identificacion V(Comm(S)) = S.

Demostracion. Sea Fg = (S| ) el grupo libre sobre S. Por la propiedad universal
del grupo libre, la inclusiéon S < G se extiende de forma unica al homomorfismo
f i Fg = G que lleva cada elemento de S (visto como generador del grupo libre)
en si mismo (visto como elemento de G). Ademas, A(Comm(S)) = (S|R), donde
R = {[s,t]| st =ts en G}. Ahora bien, esta claro que R esta contenido en Ker(f),
luego f extiende nuevamente a un tinico homomorfismo

A(Comm(S)) = (S|R) — G,
que respeta la identificacion V' (Comm(S)) = S, O

Observacion. La Unica razén por la que hemos necesitado que S sea finito es que
nuestra definicion de grupo de Artin de angulo recto requiere que el grafo de partida
sea finito. Sin embargo, podria extenderse la definicién a grafos con infinitos vértices
y la finitud de .S dejaria de ser una hipoétesis necesaria.

En cierta forma, los grupos de Artin de angulo recto interpolan entre los grupos
libres y los grupos abelianos libres. Veamos algunos ejemplos:
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» Sil"= K,, el grafo completo de n vértices, se tiene que A(I') = Z".

» SiI' = D,, el grafo vacio con n vértices, A(I') = F, (el grupo libre con n gene-
radores).

» SiI" = P;, un camino de tres vértices, A(I') = F, X Z.
» Sil" = C,, un ciclo de longitud cuatro, A(I') = F, X F,.

» Engeneral,sil’ = K, ,, el grafo bipartito de m y n vértices, se tiene que A(I") =

m,n’
F,XF,.

El siguiente resultado, fundamental en la teoria de grupos de Artin de angulo recto,
fue probado originalmente por Droms:

| Teorema 1.7 ([10]). Dos grafosT" y A son isomorfos si y sélo si los respectivos grupos
de Artin de angulo recto A(I') y A(A) son isomorfos.

Demostracion. La implicacion directa es evidente. Consultar [20, Teorema 1.10 y Teo-
rema 7.4] para una prueba del reciproco. O]

1.2 Grupos de Artin y grupos de Coxeter

Los grupos de Artin de angulo recto, como su nombre indica, forman parte de una
familia mas general de grupos: los grupos de Artin.

| Definicion 1.8. Decimos que dos elementos s y ¢ de un grupo G satisfacen una
relacion de Artin de longitud m si

StS e = St---
—— =
m m

Si s y ¢ no satisfacen ninguna relacion, decimos que satisfacen una relaciéon de Artin
de longitud infinita.

Un grupo A es entonces un grupo de Artin si admite una presentaciéon en la que
todas las relaciones son relaciones de Artin, es decir, si

A=(S| sts-+ = tst-+ paratodoss,t € S cons #t),
N~ Y~

My My
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donde S es (normalmente) finito y 2 < m,, < oo para todos s, € S con s # 1.

En tal caso, igual que con los RAAGs, llamamos generadores de Artin (del grupo
A) a los elementos del conjunto S. Los subgrupos de A generados por subconjuntos
S’ C S reciben el nombre de subgrupos parabélicos.

Todo grupo de Artin tiene un grupo de Coxeter asociado:

| Definicién 1.9. Un grupo W es un grupo de Coxeter si se obtiene a partir de un
grupo de Artin A afiadiendo la relacién s? = 1 para cada generador de Artin s de A.
Es decir, si (siguiendo la notacién de la definicion anterior)

W =(S|s*=1, sts- = tst--- paratodo s,t €S cons #1).
N~ Y~

m m

st st

En tal caso, diremos que W es el grupo de Coxeter asociado a A.

Ejemplo. Veamos algunas familias particulares de grupos de Artin:

» Grupos de Artin de angulo recto. Cuando m,, € {2,000} para todo s # f, A es
precisamente un grupo de Artin de angulo recto.

= Grupos de Artin de tipo esférico. Un grupo de Artin se dice de tipo esférico si su
grupo de Coxeter asociado es finito.

» Grupos de Artin de tipo large y extra-large. Un grupo de Artin (y de Coxeter) se
dice de tipo large si m;, > 3 para todo s # t y de tipo extra-large si m, > 4 para
todo s # t.

» Grupos de Artin de tipo FC. Un grupo de Artin A = (S| R) (donde los generadores
S son de Artin) se dice de tipo FC si, para cada subconjunto S’ C .S tal que
m,, # oo para todo s,7 € S, el correspondiente subgrupo parabdlico es de tipo
esférico.

» Grupos de Artin de tipo afin. Un grupo de Artin se dice de tipo afin si su grupo
de Coxeter asociado es afin. Un grupo de Coxeter es afin si actiia propiamente
sobre R" mediante reflexiones respecto de un hiperplano afin.

» Grupos de trenzas. El grupo de trenzas de n cuerdas viene dado por la presenta-
cion

B, = (s Ty | 5701 = 10 0T340, 77, = 77 81— ] 2 2)
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Cada elemento de B, es una trenza: viene representado geométricamente por n
cuerdas entrelazadas y unidas a n puntos tanto al principio como al final. Dos
trenzas representan el mismo elemento de B, si podemos manipular una de ellas
para convertirla en la otra sin necesidad de mover los puntos de los extremos.
La operacion del grupo consiste en concatenar las trenzas por los extremos. Asi,
cada generador 7; se corresponde con la trenza en la que la i—ésima cuerda se
cruza sobre la (i + 1)—ésima. Los grupos de trenzas fueron los primeros grupos
de Artin en ser estudiados y constituyen sin duda la familia mas importante.

Hay muy pocos resultados sobre los grupos de Artin en general, pero muchos
para familias especificas, en particular para los de tipo esférico. Estas son algunas
propiedades conocidas de grupos de Artin de tipo esférico (y desconocidas, en general,
para grupos de Artin cualesquiera):

(1) Son libres de torsion.

(2) Tienen centro ciclico e infinito.

(3) Tanto el problema de la palabra como el de la conjugacién son decidibles (ver
Seccidn 1.3).

(4) Se conoce su cohomologia (ver Capitulo 2, Seccién 2.6).

(5) Si A es de tipo esférico, existe un espacio K(A, 1) finito (ver Capitulo 2, Defi-
nicion 2.18).

1.3 Problemas algoritmicos. Formas normales y cen-
tralizadores

Como acabamos de ver, para grupos de Artin en general no se conoce la respuesta
al problema de la palabra ni al de la conjugacién. Veremos en esta secciéon que, en el
caso de los grupos de Artin de angulo recto, la respuesta a ambos problemas es afirma-
tiva. Para ello, vamos a centrar nuestros esfuerzos en buscar una forma normal para
las palabras sobre el alfabeto formado por los generadores de Artin. Las principales
referencias para esta seccién son los articulos de Charney [8] y de Servatius [27].

1.3.1 El problema de la palabra

Dada una presentacion (S| R) de un grupo G, existen, en general, muchas formas
de representar un mismo elemento de G como una palabra formada por los generado-
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res S (y sus inversos). El problema de la palabra consiste en preguntarse si hay un
algoritmo capaz de decidir si dos palabras sobre el alfabeto .S representan el mismo
elemento de G (o, equivalentemente, si una palabra sobre .S representa al elemento
neutro de G)

A menudo, resolver el problema de la palabra involucra la busqueda de la forma
normal, esto es, una representacion canonica de cada elemento de G como palabra
sobre S. Una vez conocido un algoritmo razonablemente eficiente que lleve una pala-
bra a su forma normal, para ver si dos palabras representan al mismo elemento basta
con ver si sus formas normales coinciden.

| Definicién 1.10. Sea S un conjunto de letras. Dada una palabra w sobre .S (y sus
inversos), la longitud |w| de w es el numero de letras de w y el soporte supp(w) de

w es el conjunto de elementos s de S tales que s o s~! aparecen en w.

| Definicién 1.11. Dados un grupo G = (S|R) y g € G, definimos la longitud |g|
de g como el minimo de las longitudes de las palabras que representan a g y el soporte
supp(g) de g como el conjunto de letras de .S que forman parte del soporte de todas
las palabras que representan a g. Decimos que una palabra w sobre el alfabeto .S que
representa al elemento g de G es una palabra reducida en G si |w| = |g|.

Observacion. Si A(I') = (V'|R) es un grupo de Artin de angulo recto, una palabra
w sobre V es reducida en A(I') siy s6lo si no contiene ningtin segmento de la forma

vxv~! o v™!xv, siendo v un vértice adyacente a todos los vértices de supp(x). Ademas,
si wy w' son palabras reducidas representando al mismo elemento, se cumple que
supp(w) = supp(w’). Asi, el soporte de un elemento de A(T") es el soporte de cualquier

palabra reducida que lo represente.
Observacion. |gh| < |g| + |h| paratodo g, h € G.

| Definicién 1.12. Sea G = (S|R) un grupo. Dados g, h € G, se dice que gh es una
factorizacion reducida si |gh| = |g| + || (es decir, si la palabra gh es reducida).

| Definiciéon 1.13. Dados un grupo G = (S|R) y un elemento g de G, llamamos
M in(g) al conjunto de todas las palabras sobre .S’ de longitud minima que representan
el elemento g (es decir, al conjunto de las palabras reducidas que representan a g).

El siguiente resultado lo prueba Green en su tesis:

Proposicion 1.14 ([13, Teorema 3.9]). Sean A(I') = (V'|R) un grupo de Artin de
angulo recto y g € A(D). Entonces el conjunto U, C V' de generadores de Artin que
aparecen como letra inicial de una palabra de M in(g) es un subconjunto esférico de V,
es decir, los elementos de Ug conmutan entre si.
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Corolario. Hay un tunico elemento w en el subgrupo abeliano especial A(U,) de lon-
gitud maxima que aparece como segmento inicial en Min(g).

Podemos entonces escribir g = wyg, con w, € A; = A(U,) y repetir el proceso
empezando con g, para encontrar el segmento inicial maximal w, en Min(g,) de
forma que g = wyw, g, con w, € A; = A(U,).

Reiterando el proceso anterior, llegaremos a una descomposiciéon g = wyw, ... w,
de forma que cada w, esta en un subgrupo abeliano especial A,. Esta forma de re-
presentar el elemento g (Unica salvo conmutaciones en cada A;) recibe el nombre de
forma normal (de g).

1.3.2 El problema de la conjugacion

Dado un grupo G = (S|R), el problema de la conjugacion consiste en pre-
guntarse si existe un algoritmo para determinar si dos palabras sobre .S representan

elementos conjugados de G, es decir, si dados x, y € G, existe z € G tal que x = zyz ™.

Observemos que tomar y como la palabra vacia implica que el problema de la
palabra es un subproblema del problema de la conjugacion. Ademas, en este caso la
existencia de una forma normal no necesariamente resuelve el problema. Sin embar-
go, cuando las formas normales satisfacen determinadas propiedades, dotan a G de
una estructura biautomatica (ver [12, Capitulo 2, Definicion 2.5.4] para una definicion
precisa), en cuyo caso el problema de la conjugacion es decidible.

Hermiller y Meier prueban en [15] que, empezando por cualquier palabra que
represente al elemento g, se puede obtener la forma normal de g mediante conmuta-
ciones de vértices adyacentes y cancelaciones de parejas de inversos. En particular, se
puede calcular la forma normal de una palabra mediante operaciones que no incre-
mentan su longitud. También prueban que esta forma normal da lugar a una estructura
biautomatica en A(I') y que, por lo tanto, el problema de la conjugacion también es
decidible para la familia de grupos de Artin de angulo recto.

Para mostrar de forma mas explicita como tratar el problema de la conjugacion en
grupos de Artin de angulo recto seguiremos el articulo de Servatius [27, pags. 37-44].
La aproximacion de Servatius nos proporcionara también la clave para entender la
estructura de los centralizadores.

Dos elementos g y h de A(I') son conjugados si y so6lo si podemos transformar g
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en h mediante una secuencia finita de operaciones de la forma w — vwv~!, donde v
es una letra de A('). Es evidente que, tras este movimiento, |[vwv~!| es igual a |w| +2,
|w] o |w| — 2.

| Definicién 1.15. Dado g € A(') = (V|R), se dice que g es ciclicamente re-
ducido si no existe ninguna letra v en V U V! tal que |vgv™!| < |g|. Una palabra
w sobre V' se dice ciclicamente reducida si es reducida y representa a un elemento
ciclicamente reducido.

Una palabra w es ciclicamente reducida siy so6lo si es reducida y es de longitud mi-
nima entre las palabras reducidas que se obtienen permutando ciclicamente las letras
de w. Toda palabra puede reducirse ciclicamente mediante una secuencia consistente
exclusivamente en operaciones que reducen la longitud. Es més, el resultado obtenido
no depende de tal secuencia:

Proposicion 1.16. Dado g € A(D'), existe un unico elemento ciclicamente reducido,
llamado reduccién ciclica de g y denotado CR(g), tal que g = aCR(g)a™! es una
factorizacion reducida (es decir, |g| = |CR(g)| + 2|a|).

Demostracion. Solo la unicidad esta en duda. Dado g € A(I'), supongamos que existen
dos elementos ciclicamente reducidos, x e y, tales que g = axa™' = fyp~'.Sig=1
entonces no hay nada que probar. Si no, sea v una letra inicial de @. Si v no es una
letra inicial de f, entonces v tiene que ser una letra inicial de y que conmuta con todas

I es una letra

las de f y que no esta en el soporte de f. Por la misma razén, como v~
final de a~!, ha de ser una letra final de y. Pero esto contradice el hecho de que y es
ciclicamente reducido.

Asi, v tiene que ser una letra inicial tanto de @ como de f y podemos escribir a = va’
y f = vf'. Por tanto tenemos g’ = a’xa’~! = p'yp'~! y podemos concluir la prueba

por induccion sobre |g|. O]

Corolario. Los grupos de Artin de angulo recto son libres de torsion.

Demostracion. Queremos ver que para todo g € A(I'), si g" = 1 para algin n > 0,
entonces g = 1. Basta con verlo para elementos ciclicamente reducidos, pues si g =
aCR(g)a™!, entonces g" = aCR(g)"a™! es trivial si y sélo si CR(g)" es trivial y g es
trivial si y so6lo si C R(g) es trivial.

Sea entonces z € A(I') ciclicamente reducido. Observemos que la factorizacién z? =
zz es reducida, pues si |z2| < 2|z|, el elemento z puede ser representado por una
palabra reducida que empieza por v y acaba por v™! para algin v € ¥V U V!, Pero
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esto contradice el hecho de que z sea ciclicamente reducido. El mismo argumento
prueba en general que |z"| = n|z|, asi que si z” = 1, entonces 0 = |z"| = n|z|. De
donde |z| = 0y por tanto z = 1. O

Corolario. Si la factorizacion g = php™' es reducida, entonces CR(g) = CR(h).

Demostracién. La factorizacion h = BCR(h)f~! es reducida, asi que también lo es
g = pfCR(h)p~'p~'. Pero entonces, tomando @ = pf, obtenemos la factorizacién
reducida g = aC R(h)a~!. La unicidad de la reduccién ciclica concluye la prueba. [

En general, dos elementos g y 7 de A(I') son conjugados si y solo si CR(h) se
puede obtener a partir de C R(g) mediante permutaciones ciclicas. En tal caso se tiene
en particular que |CR(g)| = |CR(h)|. Por lo tanto, el problema de la conjugacion se
reduce a comparar las reducciones ciclicas: si tienen distinta longitud, entonces los
elementos no pueden ser conjugados; y si tienen la misma longitud, entonces basta
con comprobar si hay coincidencia en alguna de las permutaciones ciclicas.

1.3.3 Centralizadores

Otro problema importante a la hora de desentrafiar la estructura de un grupo es
el estudio de los centralizadores. Como los centralizadores contienen la informacion
sobre la conmutacion en un grupo, es de esperar que en el caso de los grupos de
Artin de angulo recto su estructura esté estrechamente relacionada con la del grafo
asociado.

| Definicion 1.17. Dados un grupo G y un subconjunto .S C G, el centralizador
de S en G, denotado C;(.S), es el conjunto de elementos de G que conmutan con todo
elemento de S. Es decir,

Cs;(S) = {g € G | gs =sgparatodo s € S}

Observacion. Cg(S) es un subgrupo de G para todo S C G.

Servatius prueba en [27, pags. 38-44] el teorema del centralizador. Antes necesi-
tamos unas definiciones previas:

| Definiciéon 1.18. Seal un grafo. Dado un vértice v de I, se define el engarce de v,
denotado por Lk(v), como el conjunto de vértices de I" adyacentes a v. La estrella de
v es el conjunto St(v) = Lk(v) U {v}. Se define el engarce de un conjunto de vértices
V, € V(I') como el conjunto Lk(V,)) de vértices adyacentes a todos los vértices de V.
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| Definicién 1.19. Decimos que un grafo A se separa como join no trivial si
existen subgrafos no vacios A; y A, de A tales que A = A, * A,. Decimos que
un subgrupo de A(I') es un subgrupo join si es el subgrupo especial asociado a un
subgrafo de I" que se separa como join no trivial.

| Definicién 1.20. Sean g € A(I') y CR(g) la reduccién ciclica de g. Sea T el sub-
grafo de I' generado por los vértices de supp(CR(g)) yseaT = T, * -+ x T, la
descomposiciéon maximal de T como join de subgrafos. Podemos entonces escribir
CR(g) = g,8, - g, de forma que supp(g;) = V(T;) (ver Teorema 1.23). Cada g; esta
contenido en un subgrupo ciclico maximal cuyo generador, A,, estad univocamente de-
terminado (salvo inversos). Cada A, recibe el nombre de factor puro de g y denotamos
por PF(g) = {h,...,h,} al conjunto de factores puros de g.

| Teorema 1.21 (Teorema del centralizador). Seang,a € A(I") cong = aCR(g)a™".
Siguiendo la notacion de la definicion anterior, se tiene que PF(g) = {h,, ..., h, } genera
en A(I') un grupo libre abeliano de rango k y

Car(CR(g)) = (hy) X (hy) X -+ X (hy) X (LK(T)) .

Ademas, C,(g) = aCy(CR(g)a™".

Como consecuencia del teorema del centralizador, se tiene que el centralizador de
cualquier elemento g de A(I') es isomorfo a un subgrupo especial de A(I'). En efecto,
Cyn(8) = aCA(F)(CR(g))a_I es isomorfo a Cyr(CR(g)),y esteesasuvez isomorfo a
vy, ..., 0} ULK(T)) = (v;) X -+ X (v, ) X (Lk(T)), donde v; es un vértice cualquiera
de V(T)).

1.4 Diccionario algebra-combinatoria

En esta seccion seguiremos el survey de Koberda [18, Seccion 3] para indagar en
como las propiedades combinatorias de los grafos se traducen en propiedades alge-
braicas de los grupos de Artin de angulo recto asociados.

El siguiente lema, junto con el teorema del centralizador, nos permitira escribir la
primera entrada de nuestro diccionario:

Lema 1.22. Sea G un grupo. Si G es libre de torsion y puede descomponerse como
producto directo de grupos no triviales, entonces el centralizador de cualquier elemento
de G contiene una copia de Z>.
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Demostracion. Supongamos que G = G, XG, con G, y G, no triviales. Sea g = g,8,(=
2,8)€ G =G, XG,.S5ig =1 =g, entonces el centralizador de g = 1 es todo G
y cualesquiera dos elementos no triviales de G, y G, generan en G una copia de Z>.
Si, por ejemplo, g, # 1 y g, = 1, entonces tanto g, como G, estan contenidos en el
centralizador de g = g, y (g, h,) = Z? para cualquier 1 # h, € G,. Por tltimo,
si g; # 1 parai = 1,2, entonces tanto g, como g, estan en el centralizador de g y

<g1’ g2> = ZZ' D

| Teorema 1.23. T se separa como join no trivial si y sélo si A(T") se descompone como
producto directo de grupos no triviales.

Prueba de la implicacion directa. SiI" = I'; * I',, entonces todo vértice de I'; es ad-
yacente a todo vértice de I',. Se tiene entonces que A(I';) y A(I',) son subgrupos
(especiales) de A(I') que generan el grupo completo, que se centralizan mutuamente
(es decir, AI";)) Cc C A (A7) y viceversa) y cuya interseccion es trivial. Por tanto
A = AT )AT,) = AT)) x A(T). [

Del teorema del centralizador podemos deducir el siguiente resultado, que nos da
la clave para probar lo que nos falta del teorema anterior:

Proposicion 1.24. Seal # g € A(') un elemento ciclicamente reducido. Son equi-
valentes:

(1) g esta contenido en un subgrupo join de A(I).
(2) El centralizador de g en A(I') no es ciclico.
(3) El centralizador de g en A(I") esta contenido en un subgrupo join de A(I).

Demostracion. (1) = (2). Si g esta contenido en un subgrupo join de A(I") entonces,
por la implicacion del teorema ya probada, se tiene que g esta contenido en un sub-
grupo G de A(I') que se descompone como producto directo de grupos no triviales.
Como A(I) es libre de torsion, G también y deducimos del lema que C(g) contiene
una copia de Z2. Ahora bien, C;(g) C C (&) asi que el centralizador de g en A(I)
no puede ser ciclico.

(2) = (3). Recordemos que el teorema del centralizador nos dice que Cjr\(g) =
(hy) X ==+ X (h;) x (Lk(supp(g))), donde los h; son los factores puros de g (k > 1).
Sea A el subgrafo generado por supp(g) U Lk(supp(g)). Como Cr(g) no es ciclico, si
Lk(supp(g)) es vacio, entonces necesariamente k > 2 y A ha de descomponerse como
join de al menos dos grafos (uno conteniendo el soporte de A, y otro el de h; para
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i =2,...,k). Si Lk(supp(g)) # 0, entonces A es join de los subgrafos generados por
supp(g) y Lk(supp(g)). Por tanto en cualquiera de los dos casos A(I') se separa como
join no trivial. Ademas, recordemos que cada h; esta contenido en el grupo generado
por supp(g), asi que C,(g) esta contenido en A(A).

(3) = (1). Es evidente, puesto que g esta contenido en su propio centralizador. [

Prueba de la otra implicacion del teorema 1.23. Supongamos que tenemos la descom-
posicion AI') = G| X G, con G, y G, grupos no triviales. Como A(I') es libre de
torsion, se sigue del lema anterior que el centralizador de cualquier elemento de A(I")
contiene una copia de Z2. En particular, C 4 (w) no puede ser ciclico para ningtin
we AD).Siv{T) = {v,,...,v,}, consideramos la palabra w = v, -:- v,. Esta claro
que w es una palabra ciclicamente reducida, asi que, por la proposicion anterior, w ha
de estar contenida en un subgrupo join de A(I'). Es decir, existe un subgrafo A de I" que

se separa como joiny tal que w € A(A). Pero entonces supp(w) = {vy,...,v,} = V(I
esta contenido en V' (A), de donde V' (I') = V' (A). Por tanto I' = A es un grafo que se
separa como join no trivial y hemos acabado. 0

Un grafo se separa como join no trivial si y sélo si su grafo complementario es
disconexo. Asi, el siguiente resultado es, en cierta forma, el dual del que acabamos de
probar:

| Teorema 1.25. A(I") se descompone como producto libre de grupos no triviales si y
solo siI" es disconexo.

Demostracion. Consultar [18, Teorema 3.2] para una prueba de la implicacion directa.
Supongamos que I es disconexo. Entonces podemos encontrar subgrafos disjuntos (y
no vacios) I'; y I'; tales que I' = I'; U I',. Asi, A(I') admite una presentacion de la
forma

AD) =V T )HuV T, | R,UR,),

donde en R, intervienen sélo vértices de V'(I';) para i = 1,2. Se sigue directamente
que A') = A(T")) = A(I',).

]

La proposicion 1.24 nos proporciona también la traduccion algebraica de los sub-
grafos completos de I'.
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Observacion. Dado un subgrafo A C T, la aplicaciéon r: A(I') - A(A) dada por
r(v) =vsiv € Ay r(v) =1 en caso contrario es una retraccion de grupos (es decir,
es un homomorfismo de grupos de forma que r| 4, es la identidad).

| Teorema 1.26. El tamario del mayor subgrafo completo de T coincide con el rango
del mayor subgrupo abeliano de A(I').

Demostracion. Esta claro que si el tamafio del mayor subgrafo completo K de I es k,
entonces A(K) es una copia de Z* contenida en A(I'). Veamos que ningun subgrupo
abeliano de A(I") puede tener rango mayor que k.

Si k = 1, entonces el grafo I' es completamente disconexo, A(I') es un grupo libre y
sus unicos subgrupos abelianos son ciclicos.

Sea k > 2. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que I" es conexo (si no, basta
con aplicar el razonamiento a cada componente conexa). Sea G un subgrupo abeliano
de A(I") de rango al menos 2. Conjugando si es necesario, G contiene al menos un
elemento g no trivial ciclicamente reducido. El grupo G, por ser abeliano, esta conte-
nido en el centralizador de g en A(I'), por lo que este no puede ser ciclico (contiene a
G, que es de rango al menos 2). Volvemos a acudir a la proposicién 1.24 para deducir
que el centralizador de g (y en particular, G) esta contenido en un subgrupo join de
A(D). Dicho de otra forma, existen subgrafos A;,A,,A CT'talesque A=A, + A,y
de forma que todo elemento de G tiene su soporte en A. Podemos entonces escribir
A(A) = A(A)) X A(A,) y considerar la retraccion de A(A) en A(A,), que denotaremos
porr, parai =1,2.

Supongamos primero que I" no tiene triangulos, es decir, que k = 2. En ese caso, ni
A, ni A, pueden tener aristas, luego A(A,) es libre parai = 1,2. Como G es abeliano,
r,(G) es un subgrupo abeliano de A(A,;), asi que ha de ser ciclico (posiblemente tri-
vial). Como G C r;(G) X r,(G), se sigue que G tiene a lo sumo rango 2.
Continuamos por induccion: supongamos cierto para 1 </ < k que si el mayor sub-
grafo completo de I" es de tamano /, entonces todo subgrupo abeliano de A(I') es de
rango menor o igual que /. Supongamos que el mayor subgrafo completo de I" tiene
k + 1 vértices. Entonces, si k; > 0 es el tamafio del mayor subgrafo completo de A,,
necesariamente k, + k, < k + 1 (puesto que A = A, + A,, subgrafo de I, contiene un
grafo completo de tamafio k, + k,). Aplicando la hipotesis de induccion a los grupos
r(G) y r,(G), se sigue que el rango de r,(G) es a lo sumo k,. El rango de G es por
tanto menor o igual que k, + k, y hemos acabado. [

Del teorema del centralizador obtenemos el siguiente resultado, que relaciona una
vez mas el algebra de de A(I') y la combinatoria de I'.
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| Definicién 1.27. El grado de un vértice v € V(I'), denotado deg(v), es el nlimero
de vértices adyacentes a v. Es decir, deg(v) = |Lk(v)|. El grado maximo del grafo I
es el maximo de los grados de sus vértices.

Proposicion 1.28. Sead el grado maximo del grafo . Entonces el rango del centrali-
zador de cualquier elemento no trivial de A(I') es como mucho d + 1. Reciprocamente, si
el rango del centralizador de cualquier elemento no trivial de A(I') es menor o igual que
d + 1, entonces el grado maximo del" es a lo sumo d.

Demostracion. Sea 1 # g € A(I'). Como el centralizador de g es conjugado del cen-
tralizador de su reduccion ciclica CR(g), podemos suponer directamente que g es
ciclicamente reducido (el rango de un grupo es invariante por conjugacioén). Acudien-
do de nuevo al teorema del centralizador, sabemos que C\(g) = (h;) X --- X (h;) X
(Lk(supp(g))), con k > 1. El rango de C ,(g) es entonces k+|Lk(supp(g))|. Recorde-
mos que el soporte de cada factor puro h; esta contenido en un subgrafo T}, de forma
que T =T, + ... + T, es el subgrafo de I" generado por los vértices del soporte de g.
Razonamos por reduccion al absurdo: supongamos rank(C,(g)) > d + 1. Sea v una
letra del soporte de g. Supongamos, por ejemplo, que v es un vértice de 7;. Entonces
v es adyacente a todos los vértices de T, para i = 2, ..., k. Como en cada 7, hay al
menos un vértice, se tiene que el grado de v es al menos (k — 1) + |Lk(supp(g))| =
rank(C 4 (g)) — 1 > d. Contradiccion.

Reciprocamente, dado un vértice v € A(I'), sabemos por el teorema del centraliza-
dor que C(v) = (v) X (Lk()), luego d + 1 > rank(C,,(v)) = 1 + deg(v) y hemos
acabado. []

El siguiente teorema caracteriza en términos de A(I') cuando el grafo I admite
una k-coloracion. Como de costumbre, una de las direcciones es mucho mas sencilla
de probar que la otra:

| Teorema 1.29 ([18, Teorema 3.7]). Sea I" un grafo con N vértices. Entonces I" es
k-coloreable si y solo si existe un homomorfismo sobreyectivo

k
AT - ] F..
i=1

donde para cada i el grupo F, es libre de rango n; y
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Demostracion (de la direccion sencilla). Consideramos una k-coloracion de I'. Sea A el
grafo obtenido a partir de I" anadiendo una arista entre cada par de vértices de distinto
color. Consideramos la particion por colores de los vértices de A (o de I'):

VD =VA)=V,u..uv,.

Se tiene entonces en A que no hay aristas entre los vértices de V; para cada i y que
para cada i # j, todo vértice de V; es adyacente a todo vértice de V. Se sigue que

k
A = [T A0y,
i=1

donde cada A(V)) es libre de rango |V;|. Ademas, A(A) es un cociente de A(I') y por
tanto la proyeccion es el homomorfismo buscado.

Un esbozo de la demostracion de la implicacion contraria puede encontrarse en [18,
Teorema 3.7]. O

La dificultad de la prueba en el otro sentido reside en el hecho de que el epimor-
fismo no tiene por qué enviar los vértices de I" a un factor libre de uno de los grupos
libres F,. Algo similar sucede con el siguiente teorema, que ya enunciamos en el pri-
mer epigrafe del capitulo.

| Teorema 1.30 ([10]). Dos grafos T' y A son isomorfos si y solo si los respectivos
grupos de Artin de angulo recto A(I') y A(A) son isomorfos.

1.5 Subgrupos

Los grupos de Artin de angulo recto viven a medio camino entre los grupos abelia-
nos libres y los grupos libres (finitamente generados). Sin embargo, mientras que todo
subgrupo de un grupo (abeliano) libre es también un grupo (abeliano) libre (ver [16,
Capitulo 1, Epigrafe 2]), no es cierto en general que todo subgrupo de un grupo Artin
de angulo recto sea un grupo de Artin de angulo recto. En esta seccion analizaremos
bajo qué condiciones si es cierto y estudiaremos algunos de los otros tipos de grupos
que aparecen como subgrupos de RAAGs. Seguiremos el survey de Koberda [19].
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1.5.1 Subgrupos RAAG

Recordemos que ain tenemos pendiente demostrar que los subgrupos especiales
de un grupo de Artin de angulo recto A(I') son los grupos de Artin de angulo rec-
to asociados a subgrafos de I' (Proposicion 1.4). Para ello necesitamos una serie de
definiciones y resultados previos.

| Definicién 1.31. Sean G un grupo y X un conjunto. Una accién de G sobre X
es una aplicacion ¢ : G X X — X (con a(g, x) acortado a g(x) o g - x para cada
(g,x) € G X X) cumpliendo:

(1) e(x) = x para todo x € X (siendo e € G el elemento neutro).
(2) g,(g,(x)) = (g,8,)(x) para todo x € X.

Denotamos por Sy al conjunto de permutaciones de X. Toda accibna : GX X —
X define un homomorfismo ¢ : G — S, dado por @(g)(x) = g(x). Fijado un elemen-
to g € G, llamaremos accion de g sobre X a ¢(g). Esto dalugar a una correspondencia
biyectiva entre las acciones de G sobre X y los homomorfismos de G en S . Usaremos
indistintamente ambos puntos de vista.

A menudo omitiremos la acciéon « y diremos simplemente que el grupo G actia
sobre el conjunto X o que el conjunto X posee una G-accion.

| Definicién 1.32. Una accion del grupo G sobre X se dice fiel si es inyectiva vista
como homomorfismo G — S. Es decir, si dados dos elementos g, 7 € G distintos,
existe x € X tal que g(x) # h(x). Se dice que G actia libremente sobre X o que la
accion es libre si g(x) # h(x) para todos g # hen G y todo x € X.

La siguiente version del lema del ping-pong da un método para verificar que una
cierta accion de un grupo de Artin de angulo recto es fiel.

| Teorema 1.33 (Lema del ping-pong para RAAGs). Sean I' un grafo de vértices
{v),...,0,} y aristas E(I') y X un conjunto con una A(I')-accién. Supongamos que
existen subconjuntos { X, ..., X,} de X cumpliendo:

(1) Para cadak € Z \ {0} y cada (v;,v;) & E(I), Uf.‘(Xj) C X,

(2) Para cada k € Z \ {0} y cada (v;,v;) € E(), v{(X,) C X,.

(3) Existe un

xOGX\LnJX,.
i=1

tal que para cada k € Z \ {0}, Uf.‘(xo) € X,.
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Entonces A(') actia fielmente sobre X .

Demostracion. Sea w = w, ---w, € A(I') una palabra no trivial escrita en forma
normal. Podemos ademas reordenar las letras de cada segmento w; de forma que la
ultima letra de w; no conmute con la ultima letra de w,_,. Sea v, la ultima letra de w,.
Veamos por induccién sobre n que w(x,) € X;.

Sin = 1,todaslasletras de w = w, conmutan entre si. Por (1) tenemos que v,(x,) € X,
y de (2) deducimos que w(x,) € X,.

Ahora consideramos w = w,(w,_, *+- w;). Por induccion, w,_; -+ w,(x,) € X, don-
de v; es la Ultima letra de w,_;. Como v; no conmuta con v;, se tiene por (1) que
v;(w,_; -
con (2) para concluir que w(x,) esta contenido en X,. Por lo tanto w(x,) # x, y la
accion de w sobre X es no trivial. []

n—1"

- w;(x,)) esta en X,. Volvemos a usar que las letras de w, conmutan junto

La propiedad universal de los grupos de Artin de angulo recto nos permite rees-
cribir el lema del ping-pong de la siguiente forma:

| Teorema 1.34. Sean G un grupo generado porV = {v,,...,v,} y X un conjunto con
una G-accion. Supongamos que existen subconjuntos { X, ..., X, } de X cumpliendo:

(1) Paracadak € Z\{0} ycadai # j, se tiene que Uf.‘(Xj) C X, siv; yv; conmutan
enGy Uf.‘(Xj) C X, en caso contario.
(2) Existe un

xOGX\LnJX,.
i=1

tal que para cada k € Z \ {0}, v¥(xy) € X,.
Entonces G es isomorfo a A(I'), donde I' = Comm(V") (el grafo de conmutacion de V).

Demostracion. Sea I el grafo de conmutacion del conjunto V' C G. Por la propiedad
universal de los grupos de Artin de angulo recto (Proposicion 1.6), lainclusion V' < G
se extiende de forma unica a un homomorfismo ¢ : A(I'’) — G. Como ¢ respeta la
identificacion V(I') = V y G esta generado por V, se tiene que @ es sobreyectiva.
Por otro lado, si componemos la accion de G en X con @, obtenemos una acciéon de
A(') en X. Por la definicion del grafo de conmutacion, las propiedades (1) y (2) de
la accion original se traducen en las propiedades (1), (2) y (3) para la A(I')-accion. Se
sigue del teorema anterior que la nueva accion es fiel, luego ¢ es inyectiva y por tanto
un isomorfismo entre A(I') y G. O
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Corolario (Proposicion 1.4). SeanI un grafo y {v,, ..., v, } C V(I'). Entonces
(U1, ..., 0 = AT,

donde ' es el subgrafo deI” generado por {v,, ..., v, }.

Demostracion. Sean V, = {v,,...,v,} C V(I), G el subgrupo especial de A(I") ge-
nerado por V¥, y I, el subgrafo de I' generado por los vértices de V. Esta claro que
I'y = Comm(V}).

Consideramos X = A(I') y para cadai = 1, ...,k definimos X, C X como el con-
junto de elementos de A(I') que pueden ser representados por una palabra reducida
que empieza por la letra v,. Consideramos la accién de G sobre X dada por g(x) = gx
para todo g € G y todo x € X (el producto se entiende dentro de A(I")). Tomando
x, =1 € A(I'), es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones del lema del

ping-pong, asi que G = A(Comm(V,))) = A(I,). O]
Corolario. Seal un grafo con vértices {v,, ..., v, } yseann, ..., n, enteros no nulos.
Entonces

(V... ) = AD).

1 2

Demostracion. Basta con repetir la prueba anterior para V, = {1)'111 yeees UZ" }, teniendo

.z . n; n;
en cuenta que el grafo de conmutacion de V;, en A(I') es isomorfo a I, pues v;" y v/’
conmutan si y solo si v; y v; conmutan. [

El siguiente resultado, que prueba Droms en [11], ilustra que en general abundan
los grupos de Artin de angulo recto que tienen algin subgrupo que no es un grupo
de Artin de angulo recto:

| Teorema 1.35. Todo subgrupo finitamente generado de A(T') es un grupo de Artin
de angulo recto si y solo siI" no contiene ni cuadrados ni caminos de cuatro vértices.

En [2, Teorema 1.1 y Teorema 1.2], Baudisch describe cémo son los todos subgru-
pos generados por dos elementos:

| Teorema 1.36. Sea G = (g,,g,) < A(') un subgrupo generado por dos elementos.
Entonces G es o libre o abeliano.
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1.5.2  Subgrupos de Bestvina-Brady

Dado un grafo I', denotamos por K- al nticleo del homomorfismo A(I') — Z dado
por v — 1, para todo v € V(I'). El grupo K. recibe el nombre de subgrupo de
Bestvina-Brady de A(I).

| Definicién 1.37. Sea G un grupo actuando sobre un espacio topolégico localmen-
te compacto X. Se dice que la accion de G sobre X es propiamente discontinua si
para cada subconjunto compacto K C X el conjunto {g € G|KNg(K) # @} es finito.
Se dice que la accion es cocompacta si existe un subconjunto compacto A C X tal
que G(A) = X.

| Definicién 1.38. Sean G un grupo, n > 1 entero y R un anillo. G se dice de tipo
F H,(R) siactua de forma propiamente discontinua, libre y cocompacta sobre un CW-
complejo con grupos de homologia sobre R de dimension 1 hasta # triviales. G se dice
de tipo F H (R) si actiia de forma propiamente discontinua, libre y cocompacta sobre
un CW-complejo aciclico sobre R (ver Capitulo 2, Definicion 2.6).

Los grupos de Artin de angulo recto son de tipo F H(R) para cualquier anillo R,
pues son de tipo F (ver [3, Introduccidén]), ya que su K(G, 1) (ver Definicion 2.18) es
un CW-complejo finito (el complejo de Salvetti, ver Capitulo 3).

| Definicién 1.39. Decimos que un complejo simplicial K es un flag complex si
todo conjunto de n + 1 vértices adyacentes dos a dos forma un n-simplice en K.

Dado un grafo I', definimos su complejo bandera F(I") requiriendo que cada sub-
grafo completo de k + 1 vértices genere un k-simplice. Si I tiene n vértices, podemos
construir una realizacion geométrica de F(I') dentro la esfera unidad de R” de la si-
guiente forma: identificamos cada vértice de I" con el extremo final de cada vector de
la base canénica de R". Por cada subgrafo completo I’y C I', tomamos la envolvente
convexa de los puntos de la esfera correspondientes a los vértices de I'. La unién de
estas envolventes convexas es homeomorfa a F(I').

| Definicién 1.40. Un espacio X se dice homolbégicamente n-conexo si sus gru-
pos de homologia reducida de dimensiéon 0, 1, ..., n son triviales.

El siguiente resultado es una version ligeramente mas fuerte del teorema que prue-
ban Bestvina y Brady en [3]:

| Teorema 1.41 ([19, Corolario 3.22]). SeanT un grafo y R un anillo. El grupo K es
de tipo F H,(R) si y solo si F(I') es homolégicamente n-conexo y es de tipo F H(R) si y
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solo si F(I') es aciclico sobre R. El grupo K- es finitamente presentado si y solo si F(I")
es simplemente conexo.

En particular, si F(I') no es aciclico sobre algin anillo, K- no puede ser isomorfo a
un grupo de Artin de angulo recto, pues estos son de tipo F H sobre cualquier anillo.

1.5.3 Subgrupos de superficie

Decimos que G es un grupo de superficie (cerrada) si es el grupo fundamental
de una superficie cerrada (esto es, compacta, conexa y sin borde).

| Definicién 1.42. Dada una superficie cerrada S, llamamos género de .S al nu-
mero de toros o planos proyectivos del que .S es suma conexa. S’ es una superficie
hiperbélica (cerrada) si es de género al menos 2.

Lema 1.43. Ningun grupo de superficie hiperbélica contiene una copia de 7.

Demostracion. Consultar [5, Corolario 3.10]. O]

Proposicion 1.44. SiI'=C, con2 < n <4, entonces A(I') no contiene ningiin grupo

de superficie hiperbolica.

Demostracion. A(C,) es abeliano paran = 2, 3; asi que no puede contener un grupo de
superficie hiperbolica (estos no son abelianos). Veamos que A(C,) = F, X F, tampoco
contiene ningun grupo de superficie hiperboélica. Razonamos por reduccion al absur-
do. Sea G = 7,(.S), con .S una superficie hiperbdlica cerrada, ysea¢: G — F, X F,
un homomorfismo inyectivo. Llamamos p, y p, a las proyecciones de F, X F, en las
respectivas copias de F,. Como G no es libre, se tiene que ni p,o¢ ni p,o0¢ pueden
ser inyectivas. Sean entonces K, y K, sus respectivos nucleos. Como ¢ es inyectiva,
tenemos que K, y K, se centralizan entre siy K, N K, = {1}. Se sigue que K, K, < G
es isomorfo a K; X K,, que contiene una copia de Z* (por ser K, y K, no triviales).
Pero entonces G, grupo de superficie hiperbdlica, contiene una copia de Z>. Contra-
diccion. []

El siguiente resultado muestra que los ciclos suficientemente largos del grafo I
dan lugar a subgrupos de superficie hiperbolica del correspondiente grupo de Artin
de angulo recto:

| Teorema 1.45 ([28]). Sean > 5 y sea C, un ciclo de longitud n. Entonces A(C,)
contiene un grupo de superficie hiperbolica.
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1.5.4 Subgrupos de trenzas sobre grafos

Sea I" un grafo finito y conexo, visto dentro de cierto espacio euclideo. Denota-
mos por C,I" (resp. UC,I') al n-ésimo espacio de configuraciones ordenado (resp. no
ordenado) de I'. Es decir,

CI={(x,....x,) €ET"|x; # x;sii # j}

UCT={{x,....x,} CI"|x; #x;sii# j} =C,(I)/S,,
donde S, actia sobre I'"” permutando las coordenadas.

Definimos el grupo de trenzas puro P,I" y el grupo de trenzas B,I' de I" con n
cuerdas como los grupos fundamentales de C,I" y UC,I', respectivamente.

La conexidn entre los grupos de trenzas de grafos y los grupos de Artin de angulo
recto ha sido estudiada por numerosos autores (ver [17, 9, 25]). Crisp demuestra en
[9, Teorema 2] lo siguiente:

| Teorema 1.46. Todo grupo de trenzas de un grafo es subgrupo de un grupo de Artin
de angulo recto.

1.6 Automorfismos

Es un resultado conocido que los grupos de automorfismos de los grupos libres
y de los grupos abelianos libres tienen los mismos generadores (ver [22, Seccién 3.2,
Teorema 3.2] y [1, pag. 2]). Si F es un grupo libre (abeliano o no) con base .S, entonces
Aut(F) esta generado por los siguientes tres tipos de automorfismos:

(1) Inversiones. Para cada s € S, la inversién I envia s en s™! y deja fijo el resto
de S.

(2) Transposiciones. Para cada pareja {s,7} C .S, la transposicion P, ,, intercambia
s con t y deja fijo el resto de S.

(3) Transvecciones. Para cada par (s,7) € S?, la transveccion T}, ,, manda s en st y
deja fijo el resto de S.

Servatius traté de adaptar esta situacion a los grupos de Artin de angulo recto. Su
intento resulté en considerar las siguientes familias de automorfismos, que bautizoé
como automorfismos elementales de A(I'):
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(1) Inversiones. Para cada v € V(I), la inversion I, envia v en v~}

resto de vértices.

y deja fijo el

(2) Simetrias. Son los automorfismos de A(I') inducidos por automorfismos del
grafo I

(3) Transvecciones dominadas. Dados dos vértices u, v € V(I'), decimos que v do-
mina a u si v es adyacente a todo vértice adyacente a u, es decir, si Lk(u) C
St(v). La transveccion 7T, ,, define un automorfismo de A(') si y solo si v do-
mina a u. En ese caso, T, ,

(4) Conjugaciones parciales. Sean v un vértice de I' y U el conjunto de vértices de

) recibe el nombre de transveccion dominada.

una componente conexa de I"\ St(v). La aplicacién L, ;; que envia cada vértice
u € U envuv~!y que deja fijo al resto de vértices de I" induce un automorfismo
de A(I"), llamado conjugacion parcial de U por v.

ca

c e 0 b dfd
\

c ded™

Figura 1.1: Ejemplo de transveccién dominada (¢) y de conjugacion parcial (y)

El siguiente teorema fue conjeturado por Servatius en [27, Seccion IV] y demos-
trado por Laurence en [21]. Se trata de un resultado de extrema utilidad en la teoria
de los grupos de Artin de angulo recto.

| Teorema 1.47 ([21]). Los automorfismos elementales de A(I") generan Aut(A(I')).



2 Elementos de Teoria de Homo-
topia

En este capitulo presentamos todos los conceptos de Topologia Algebraica que
estaran implicados en la construcciéon del complejo de Salvetti y en el calculo de su
cohomologia.

2.1 Homotopia de orden superior

El principal objetivo de estudio del siguiente capitulo es el complejo de Salvetti,
que es el objeto correcto que representa a un grupo de Artin de angulo recto en la
categoria topologica. Para definir dichos objetos, los espacios de Eilenberg-MacLane,
necesitamos definir previamente los grupos de homotopia. Seguiremos para ello la
seccion 4.1 del libro de Hatcher [14].

Sea (X, x,) un espacio topologico con punto base. Para cada n > 0, denotamos por
(X, x,) al conjunto de clases de homotopia relativas al punto base de las aplicaciones
continuas de S” en X.

Si denotamos por I al intervalo unidad [0, 1] y por I" al cubo unidad de dimen-
sion n (I° = {0}), se tiene que el cociente 1"/dI" es homeomorfo a la esfera S".
Asi, (X, x,) puede definirse de forma equivalente como el conjunto de clases de
homotopia de las aplicaciones continuas de (1", d1") en (X, x,)) relativas al borde 01".
Observemos que 7,(X, x,)) se corresponde con el conjunto de componentes conexas
por caminos de X.

Con argumentos similares a los presentados en el curso de Geometria y Topo-
logia de Superficies para el caso del grupo fundamental, se prueba que la siguiente
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operacion es compatible con las clases de homotopia y dota a 7,(X, x,)) de estructura
de grupo. Dadas dos aplicaciones continuas f,g: (I",01") — (X, x,), se define el
producto fg: (I",01") = (X, x,) como

f@2sy,....58,) sis; €[0,1/2]

fe(sy,....s,) = { fQ@2s,—1,...,s,) sis; €[1/2,1]

Con esta definicién se cumple para n > 2 que fg ~ gf (ver pagina 340 de [14]
para mas detalles), asi que los grupos z,(X, x,) son abelianos para n > 2.

Desde el punto de vista de aplicaciones continuas de la esfera (S”, s,) en (X, x;), el
producto f g se corresponde con la composiciéon S” — S"V.S" — X, donde la primera
aplicacion contrae el ecuador S"~! (habiendo elegido el punto base s, en S"~!) en un
punto y la segunda es la suma puntual f V g.

| Definicién 2.1.  El grupo z,(X, x,) recibe el nombre de n-ésimo grupo de ho-
motopia de X con punto base x,.

Igual que sucedia con el grupo fundamental, el siguiente resultado nos permite
omitir el punto base en homotopia superior cuando se trata de espacios conexos por
caminos. Los siguientes resultados pueden consultarse en [14, pag. 342],

Proposicion 2.2.  Si X es un espacio conexo por caminos, n,(X, x) = 7,(X, x,) para
cualesquiera xy,x, € X y para todon > 1.

Toda aplicaciéon continua ¢ : (X, x,) — (Y,y,) induce un homomorfismo entre
los grupos de homotopia ¢, : 7,(X,x,) — =z,Y,y,) dado por @.([f]) = [pof].
Ademas,siy : (Y,y,) = (Z, z,) es otra aplicaciéon continua, es inmediato comprobar
que (yo@), =w, 0@,y ld, =1d

Proposicion 2.3. Dos aplicaciones homotopicas (relativas al punto base) inducen el
mismo homomorfismo en cada grupo de homotopia. Una equivalencia de homotopia in-
duce isomorfismos en x, para todon > 1.

2.2 CW-complejos

La generalidad de los espacios topologicos dificulta mucho el calculo y estudio de
sus grupos de homotopia. Sin embargo, si nos restringimos a una clase de espacios
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que puedan ser ensamblados pieza a pieza (como es el caso de los complejos simpli-
ciales), el caracter combinatorio de dicha estructura nos permite trabajar de forma
mas comoda. La clase de los CW-complejos generaliza la de los complejos simplicia-
les, permitiendo ademas reproducir el tipo de homotopia de gran parte de los espacios
topoldgicos de interés.

La referencia para esta seccion es el capitulo 5 del libro de Switzer [29]. Se asumira
que todos los espacios son Hausdorff y localmente compactos. Comenzamos con una
definicion previa:

| Definicion 2.4. Dado un espacio X, un complejo celular sobre X es una colec-
cion K ={e!|n>0,a € J,} de subconjuntos de X, donde para cadan > 0, J, es un
conjunto de indices. Cada conjunto e se denomina celda de dimension n o n-celda.
Llamamos n-esqueleto de K a la coleccion K" = {e/ [0 < r < n,a € J,} de celdas
de dimension menor o igual que #, cuya union denotamos por | K"|. Para cada n-celda
e", definimos su borde como de” = e" N |K"~!| y su interior como int(e") = e" \ de”.
a a o o a o
K debe satisfacer las siguientes condiciones:

(1) X eslaunién |K| de todas las celdas de K.

(2) Los interiores de las celdas son disjuntos.

(3) Para cada celda e” existe una aplicacion continua, froBn, S =y - (el, del),
llamada aplicacion caracteristica de e’, que es sobreyectiva y se restringe a
un homeomorfismo entre los interiores de D" y e”.

Observemos que la condicion (3) implica que cada celda es un subconjunto com-
pacto de X y por tanto cerrado, pues ademas estamos suponiendo que X es Hausdorff.
De las condiciones (1) y (2) se deduce que X ha de ser la unién disjunta de los inte-
riores de las celdas.

| Definicién 2.5. Decimos que una celda ejj es cara inmediata de otra celda e’ si
int(e?) Ne" # §. La celda ez1 se dice cara de e si existe una sucesion finita de celdas
comenzando en eyy terminando en e”, de forma que cada una es cara inmediata de
la siguiente. Una celda que no es cara de ninguna otra se llama principal.

Ya estamos en condiciones de definir la nocién de CW-complejo, que no es mas que
un complejo celular cuya topologia puede extraerse de su estructura combinatoria,
sujeto a una condiciéon adicional de finitud:

| Definicién 2.6. Dado un espacio X, un CW -complejo sobre X es un complejo
celular K cumpliendo:
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(a) Cada celda de K tiene un namero finito de caras.

(b) X tiene la topologia débil inducida por K, es decir, un subconjunto de X es
cerrado si y solo si lo es su interseccion con cualquier celda de K.

En general, un espacio X puede admitir diferentes estructuras de CW-complejo
(consultar [29, pags. 65-68] para algunos ejemplos). Diremos que X esun CW-complejo
si se sobreentiende una estructura de CW-complejo concreta sobre X.

La siguiente proposicion ilustra una de las primeras ventajas de los CW-complejos:

Proposicion 2.7 ([29, Proposicion 5.5 y Proposicion 5.6]).  Sean X un CW-complejo
e Y un espacio topolégico. Una aplicacion f: X — Y es continua si y solo si f|,. es
continua para cada celda e’ de X. De igual forma, una aplicacion F : X X [0, 1] SY
es continua si y solo si lo es F|egx[0,1] para toda celda !, de X.

Hasta ahora hemos visto los CW-complejos como una serie de instrucciones con
las que descomponer en celdas un espacio X ya dado previamente. Sin embargo, como
adelantamos al principio de la seccion, vamos a ser capaces de construir un espacio X
pegando celdas sucesivamente, hasta obtener un CW-complejo. Precisamente esta se-
ra la forma en la que construiremos el complejo de Salvetti de un grafo en el siguiente
capitulo.

Primero vamos a formalizar el concepto de pegar celdas:

| Definicién 2.8. Dada una aplicacién continua f : (X, xy,) = (Y, y,), llamamos
cono de la aplicacion f, denotado por Y U, CX, al espacio cociente de Y v CX
resultante tras identificar [x,0] € CX con f(x) € Y.

Intuitivamente, estamos pegando la base del cono CX a Y por medio de f. Ob-
servemos ademas que la proyeccion p: Y VCX — Y U, CX se restringe a un ho-
meomorfismo entre Y y p(Y), asi que podemos pensar en Y como un subespacio de
Yu,CX.

| Definicion 2.9. Sean X un espacioy g: S"' — X una aplicacién continua. El
conode g, XU,CS =1 eslo que llamamos X con una n-celda pegada. La aplicacién g
recibe el nombre de aplicacion de pegado de la celda. La proyecciéon p : XvCS" ! —
Y U, CX se restringe a una aplicacion continua f : CS™ !> X U, CS™!, queasu
vez se restringe a un homeomorfismo entre el interior de C.S"~! y su imagen. Como
CS"! = B", podemos considerar f como una aplicacién de pares f : (B",S"!) —
(Xu,CS n=1_X). Llamamos a f la aplicacion caracteristica de la celda pegada.
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La definicion anterior se extiende sin dificultad a la de X con varias n-celdas pega-
das partiendo de una aplicacion de pegado g : \/, S""! — X.

El siguiente resultado muestra que podemos construir CW-complejos de forma
inductiva pegando n-celdas al (n — 1)-esqueleto:

Proposicion 2.10 ([29, Proposicion 5.12]). Supongamos que tenemos una sucesion
{xg} =XT'cX°cX'c--cX"c X" C - deespacios tales que X" se obtiene a
partir de X"~! pegando n-celdas. Si dotamos a X = |J,._, X" de la topologia débil (es
decir, S C X es cerrado si y solo si S N X" es cerrado j_)ara todon > —1), entonces el
conjunto formado por todas las celdas pegadas dota a X de estructura de CW-complejo.

El n-ésimo grupo de homotopia de un CW-complejo s6lo depende de su (n + 1)-
esqueleto. Este hecho nos servira para calcular en grupo fundamental del complejo
de Salvetti en el capitulo 3. Mas concretamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.11 ([14, Corolario 4.12]).  Sea X un CW-complejo. La inclusion X" —
X induce isomorfismos 7;(X") = 7,(X) parai < n.

El siguiente resultado reduce, en el caso de los CW-complejos, la pregunta sobre
el tipo de homotopia a comprobar isomorfismos de grupos. Puede consultarse en [29,
Teorema 6.32].

| Teorema 2.12 (Whitehead). Una aplicacion continua entre CW-complejos es una
equivalencia de homotopia si y solo si para todon > 1 el homomorfismo inducido en x,
es un isomorfismo.

2.3 Espacios recubridores

Presentamos en esta seccion las nociones de espacio recubridor y de espacio re-
cubridor universal, que serviran para garantizar que el complejo de Salvetti efectiva-
mente nos proporciona un modelo topolégico adecuado para representar un grupo de
Artin de angulo recto.

Durante esta seccion seguiremos el capitulo 5 del libro de Massey [23]. Supon-
dremos que todos los espacios son conexos por caminos y localmente conexos por
caminos.

| Definicién 2.13. Sea X un espacio topolégico. Un espacio recubridor de X esun
par (Y, p),donde Y esunespacioy p: Y — X es una aplicacion continua cumpliendo
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lo siguiente: cada punto x € X posee un entorno abierto y conexo por caminos U
de forma que p se restringe a un homeomorfismo entre cada componente conexa por
caminos de p~'(U) y U.

A continuacién definimos las aplicaciones naturales entre espacios recubridores:

| Definicién 2.14. Dados (Y}, p,) y (Y, p,) espacios recubridores de un espacio X,
un homomorfismo de espacios recubridores entre Y; e Y, es una aplicacion conti-
nua f : Y, = Y, talque p,of = p,. Decimos que f es un isomorfismo si es invertible
y /7! también es un homomorfismo de espacios recubridores.

Observacion. Todo isomorfismo entre espacios recubridores es en particular un ho-
meomorfismo.

La existencia de homomorfismos entre espacios recubridores puede traducirse al-
gebraicamente en términos de los grupos fundamentales de los mismos. Ademas, los
homomorfismos establecen una jerarquia entre los espacios recubridores.

Proposicion 2.15 ([23, Lema 6.3 y Lema 6.7]).  Sean (Y3, p;) y (Y,, p,) espacios recu-
bridores de un espacio X y cony, € Y, ey, € Y, tales que p,(y,) = p,(y,). Entonces
existe un homomorfismo f : (Y}, p,) = (Y,, p,) si y solo si p,.(7,(Y},y,)) es subgrupo
de p,.(7,(Y,,y,)). Ademas, si existe tal f, se tiene que (Y, f) es espacio recubridor de
Y,.

| Teorema 2.16 ([23, Teorema 6.6]). Dos espacios recubridores (Y, p,) y (Ys, p,) de
X son isomorfos (esto es, existe un isomorfismo entre ellos) si y solo si, para cualesquiera

dos puntos y, € Y, ey, € Y, con p(y,) = p(y,) = X, los subgrupos p,.(7,(Y},y,) y
D, (7, (Y,, y,)) forman parte de la misma clase de conjugacion en z,(X, x,).

Como consecuencia de la proposicion 2.15, se tiene que un recubridor simplemente
conexo de un cierto espacio X también recubre a cualquier otro espacio recubridor
de X. Esto nos lleva a la nocién de recubridor universal, que sera de gran utilidad a la
hora de conseguir modelos para K(G, 1); ver Definicion 2.18 en la siguiente seccion.

| Definicién 2.17. Sean X un espacio topolégico y (Y, p) un espacio recubridor
de X. Si Y es simplemente conexo, decimos que (Y, p) es un espacio recubridor
universal de X.

En virtud del teorema 2.16, se tiene que el recubridor universal de un espacio es
unico salvo isomorfismo.
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2.4 Espacios de Eilenberg-MacLane

Como ya hemos mencionado anteriormente, nuestro objetivo es estudiar la es-
tructura de los grupos de Artin de angulo recto mediante su cohomologia. Para ello
daremos una construccion explicita del complejo de Salvetti de un grafo, que es pre-
cisamente un espacio de Eilengerg-MacLane para el RAAG asociado. La referencia en
esta seccion es el capitulo 6 de [29].

| Definicién 2.18. Sean G un grupo y n > 1. Un espacio X conexo por caminos se
dice espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, n) si su n-ésimo grupo de homo-
topia es isomorfo a G y todos los demas grupos de homotopia son triviales.

Proposicion 2.19. Sea X un CW-complejo conexo. Si X tiene recubridor universal
contractil, entonces X es un modelo para K (z,(X), 1).

Demostracion. La prueba consiste en estudiar la sucesion exacta larga de homotopia
de una fibracion. Ver [14, Teorema 4.41]. ]

Como ilustran los siguientes resultados, los espacios de tipo K(G, n) represen-
tan, en cierto sentido, al grupo G en la categoria de espacios (salvo equivalencia de
homotopia). Las pruebas pueden ser consultadas en [29, 6.39-6.44].

| Teorema 2.20. Seann > 1 y G un grupo (abeliano si n > 2). Entonces existe un
CW-complejo de tipo K (G, n), tinico salvo equivalencia de homotopia.

| Teorema 2.21. Seann > 1y¢: G — H un homomorfismo de grupos (abelianos
sin > 2)ysean X eY modelos para K(G,n) y K(H,n), respectivamente. Si tomamos
puntos base, x, € X ey, € Y, existe una aplicacion continua f : (X,x,) = (Y, y,),
tinica salvo homotopia, que induce ¢ en el n-ésimo grupo de homotopia, es decir, de forma
que el siguiente diagrama es conmutativo:

7,(X.x0) —25 7, (Y. y,)

:l l:

G —2 % H
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2.5 Homologia singular

En este epigrafe definiremos la version singular de homologia, que necesitaremos
en el resto del trabajo. La homologia singular extiende los grupos de homologia a es-
pacios topologicos cualesquiera. A diferencia de la homologia simplicial, la homologia
singular permite definir de forma natural e inmediata los homomorfismos inducidos
por aplicaciones continuas. Aunque la computabilidad de los grupos de homologia
singular de un espacio arbitrario es en general muy complicada, cuando tratemos con
CW-complejos (como el complejo de Salvetti, que definimos al comienzo del capitulo
3) contaremos con herramientas que facilitaran sustancialmente el calculo. Ademas,
para espacios triangulables los grupos de homologia simplicial y singular son iso-
morfos de forma natural, asi que en ese caso podremos acudir a la teoria simplicial
para ejecutar el calculo. A lo largo de la seccion seguiremos el capitulo 4 del libro de
Munkres [24].

Denotamos por R® = [J* R" al espacio vectorial de sucesiones de niimeros
reales con un numero finito de componentes no nulas. Dotamos a R* de la topologia
dada por la norma

Ix = ¥l = mix |x, = 3,1

Comenzamos dando la definicion del elemento basico en teoria singular: los sim-
plices singulares.

| Definicion 2.22. Sea A, C R* el n-simplice canénico. Entonces, dado un espacio
topologico X, un n-simplice singular de X es una aplicacion continua7 : A, - X.
Llamamos grupo de n-cadenas singulares, denotado S,(X), al grupo libre abeliano
generado por los n-simplices singulares de X. Los elementos de .S, (X ), denominados
n-cadenas singulares, son por tanto combinaciones lineales formales de n-simplices
singulares con coeficientes enteros.

Un tipo especial de simplices singulares es el de los dados por aplicaciones afines.
Nos servira para adaptar la nocién de cara a simplices singulares.

| Definicién 2.23. Dadosn+ 1 puntos {ay, ..., a,} de R*, existe una tnica aplica-
cion afin / de A, en R* que lleva e; en g, para cadai =0, ..., n. Viene dada por

I(x),...,x,,0,...) =a,+ 2 x;(a; — ay).
i=1
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Esta aplicacion, denotada por /(ay, ... ,a,), recibe el nombre de simplice singular
lineal determinado por {a,, ..., a,}.

Para cadai = 0,...,n, la aplicacion I(e, ... ,é,, ..., e,) es un homeomorfismo li-
neal que lleva A,_; en la cara (ey,...,é,,...,e,) de A,. Asi,siT: A, - X esun

n-simplice singular, la composicion
Tol(ey, ..., 6;,...,e,): A, = X

es un (n — 1)-simplice singular de X, que podemos interpretar como la i-ésima cara
del n-simplice T'.

| Definicién 2.24. Para cada n > 1, el operador borde es el homomorfismo
d,: S,(X)— S, ,(X)dado por

9,T = Y (-1)'Tol(ey, ... ¢, ....e,)
i=1
para cada n-simplice singular 7 : A, - X.

Siempre que no haya lugar a ambigiiedad, escribiremos 0 en lugar de d,. En [24,
Teorema 29.1] se prueba que, en efecto, 0> = 0, asi que lo que tenemos es un complejo
de cadenas:

| Definicién 2.25. La familia de grupos y homomorfismos {S,(X),d,} constituye
un complejo de cadenas, denominado complejo de cadenas singulares de X y de-
notado por S(X). Los grupos de homologia H,(S(X)) de este complejo de cadenas
se denominan grupos de homologia singular de X, y se denotan por H,(X).

El complejo de cadenas S(X) admite un aumento € : S,(X) = Z dado por e(T) =1
para todo O-simplice singular 7': A, — X. Se comprueba que €od = 0. Los grupos
de homologia de {S(X), e} reciben el nombre de grupos de homologia singular
reducida y se denotan por H,(X).

Observacion. La homologia singular puede definirse con coeficientes en cualquier
grupo abeliano. Por simplicidad nos limitamos en este trabajo a la homologia con
coeficientes en Z, que es la que hemos definido de un modo implicito.

Como adelantamos el comienzo de la secciéon, en homologia singular pueden de-
finirse sin ningtn esfuerzo homomorfismos inducidos por aplicaciones continuas:

| Definicién 2.26. Toda aplicacion continua f : X — Y induce, para cada n > 0,
un homomorfismo f;: S,(X) — S,(Y) dado por f4(T) = foT para cada n-simplice
singular T: A" - X.
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Es inmediato comprobar que f; conmuta tanto con el operador borde d como
con el aumento e, asi que la familia de homomorfismos { f;} es de hecho un homo-
morfismo entre los complejos de cadenas {S(X),e} y {S(Y),€’}. Por lo tanto, toda
aplicacion continua f : X — Y induce homomorfismos f, tanto en homologia sin-
gular como en homologia singular reducida. Ademas, se comprueba facilmente que
Id, = 1d y (fog), = f.og,, pues las respectivas igualdades son ciertas a nivel de
cadenas.

De lo anterior se deduce inmediatamente que los grupos de homologia singular
son invariantes topologicos. En [24, Teorema 30.7] se prueba que aplicaciones homo-
topicas inducen los mismos homomorfismos en los grupos de homologia singular, asi
que estos también son invariantes por equivalencias de homotopia.

Observacion. Dado un subespacio A C X, lainclusiéni: A < X induce homomor-
fismos inyectivos iy : S,(A) — S, (X). Dicho de otro modo, podemos ver .S, (A) como
el subgrupo de .S, (X) formado por cadenas de n-simplices T : A, — X cuya imagen
esta contenida en A. De esta forma, S(A) es un subcomplejo de cadenas de S(X).

| Definicién 2.27. Si A es un subespacio de X, denotamos por S(X, A) al complejo
de cadenas que tiene como n-ésimo grupo de cadenas a

S, (X, A) = 5,(X)/S,(A),

denominado grupo de cadenas relativas, y como operador borde al inducido por
0: 85,(X)— S, ,(X)enelcociente. Los grupos de homologia H,(X, A) de este com-
plejo de cadenas se denominan grupos de homologia singular relativa de la pareja
(X, A). Puede comprobarse que las aplicaciones continuas f : (X, A) — (Y, B) indu-
cen homomorfismos tanto a nivel de cadenas relativas como a nivel de homologia y
que estos poseen las propiedades funtoriales usuales; ver [24, Teorema 30.1].

Observacion. Tomando A = @ se tiene que S,(X, A) = S,(X), asi que la homologia
absoluta puede verse como un caso particular de homologia relativa.

Igual que en homologia simplicial, hay una sucesion exacta larga que relaciona los
grupos de homologia singular con los grupos de homologia singular relativa:

| Teorema 2.28 ([24, Teorema 30.2]). Sea A un subespacio de X. Entonces existen
homomorfismos 0, : H,(X,A) — H,_,(A) de forma que la sucesion

iy Ty a*
o H(A) S 0D H X A5 H,(4) = -

es exacta, dondei: A — X es la inclusion yx: S, (X) = S,(X, A) es la proyeccion
natural. Esta sucesion recibe el nombre de sucesion exacta del par (X, A).
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Si X eslaunion de dos subespacios X, y X,, nos gustaria poder construir la corres-
pondiente sucesion de Mayer-Vietoris en homologia singular. En el caso de homologia
simplicial, esto es posible cuando X, y X, son los poliedros subyacentes a subcomple-
jos del complejo que triangula a X. En homologia singular necesitamos una condicién
analoga:

| Definicion 2.29. Sea X = X, U X,. Se dice que {X,, X,} es una pareja escisiva
si

H,(X,, X, nX,=H,/(X,X,)
a través del homomorfismo inducido por la inclusion de pares (X, X, N X,) <

(X, X,).

Si X = X, U X,, denotamos por S(X,) + S(X,) al complejo de cadenas que tiene
como n-ésimo grupo de cadenas a .S,(X,) + S,(X,) (suma interna de subgrupos de
S,(X)) y como operador borde a (d,, d,), donde 9, es la restriccion del operador borde
de S(X)a S(X,) parai = 1,2. Llamamos H,(X, + X,) a los correspondientes grupos
de homologia.

Proposicion 2.30. La pareja { X, X,} es escisiva si y solo si la inclusion
S(X)) +S(X,) < S(X)

induce un isomorfismo en homologia.

Demostracion. Seap: S(X,)+ S(X,) = S(X,, X, n X,) dada por
ple) =¢; +5,(X; N X))

paratodoc =c, +¢c, € S,(X,) + S,(X,). Observemos que p esta bien definida, pues
no depende de la descomposicion de c. En efecto, sic = ¢, + ¢, = ci + cé, entonces
¢, —c; =c,—cyestaen (X)) NS, (X, =5,(X, NX,),luego c; +5,(X, N X,) =
¢, +5,(X;nXy).

Se comprueba facilmente que p es un homomorfismo de complejos de cadenas.
Asi, tenemos la siguiente sucesion exacta de complejos de cadenas

0= S(X) > S(X,) +S(Xy) > S(X,, X, N X,) = 0,

donde j es la inclusion.
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La correspondiente sucesion exacta larga de homologia y la sucesion exacta larga
del par (X, X,) nos proporcionan el siguiente diagrama conmutativo:

> H(X) =55 H(X + X)) —25S HL(X, X, 0 X)) —> H, (X)) — -

i i s i

> H (X)) ——5 H(X) ——% H,(X,Xy) ——> H,_(Xy) —> -

Aqui las flechas verticales son homomorfismos inducidos por inclusiones. El lema de
los cinco concluye la prueba. []

| Teorema 2.31 (Sucesion de Mayer-Vietoris). Sean X = X, U X,, con {X,, X,}
pareja escisiva, y A = X, N X,. Entonces existe una sucesion exacta

S HAD HX)® H(X) S H(X)— H,_(A)— -

llamada sucesion de Mayer-Vietoris de { X |, X, }. Los homomorfismos ¢, yy, son los
inducidos por los homomorfismos de complejos de cadenas

@(a) = (ig(a), —js(a)
w(x),x,) = kﬁ(x1) + ln(xz),

donde las aplicaciones que intervienen son las inclusiones

A—3 X,
Lol
X, — x.
Demostracion. Puesto que el hecho de que la pareja { X, X,} sea escisiva garantiza
por la proposicion anterior que
H, (S(X,)+ S(X,) = H,(X),
basta con probar que la sucesion de complejos de cadenas
¢
0~ S(4) = S(X)) ® S(X,) > S(X) + S(Xy) = 0
es exacta.

Es evidente que y es sobreyectivo. El homomorfismo ¢ es inyectivo por serlo iy
(también lo es jy). Se tiene ademas que

(x1, x,) € Ker(y) <= ky(x)) = —ly(x,) <= x; = —x,.
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Asi, el nacleo de y esta constituido por todas las cadenas de la forma (a, —a) con
ae S, (X)nS, (X, = 8,(A4), que son precisamente los elementos de la imagen de

b. O

Analogamente a lo que sucede en homologia simplicial, dispondremos de la suce-
siéon de Mayer-Vietoris de homologia singular en el caso de un CW-complejo que se
descomponga como la unién de dos subcomplejos.

Proposicion 2.32 ([14, Corolario 2.24]). Si un CW-complejo X es la union de los
subcomplejos X, y X,, entonces la pareja { X, X,} es escisiva y se tiene por tanto la
correspondiente sucesion de Mayer-Vietoris.

El siguiente teorema nos muestra como pasar de homologia simplicial a singular
y viceversa cuando trabajamos con espacios triangulables:

| Teorema 2.33 ([24, Teoremas 34.3-34.5]). Dado un complejo simplicial K, elegimos
un orden parcial de los vértices de K que induzca un orden total en los vértices de cada
simplice de K y orientamos los simplices de K a partir de dicho orden. Definimos entonces
n . C(K)— S(K|) como

n([vg, ..., v,1) = (v, ..., v,).

Se tiene que n es un homomorfismo de complejos de cadenas que induce un isomorfismo
n, entre los grupos de homologia simplicial y singular que no depende del orden parcial
escogido. Ademas n, conmuta con los homomorfismos inducidos por aplicaciones conti-
nuas.

2.5.1 Complejo de cadenas celulares

Veamos ahora como la estructura de los CW-complejos permite el calculo de su
homologia singular mediante técnicas similares a las empleadas en homologia sim-
plicial. El objetivo es definir un complejo de cadenas D(X) para CW-complejos que
se comporte de forma parecida a los complejos de cadenas simpliciales C(K) y que a
su vez permita calcular la homologia singular de X.

| Definicién 2.34. Dado un CW-complejo X, llamamos complejo de cadenas ce-
lulares, denotado D(X), al complejo de cadenas cuyo n-ésimo grupo de cadenas es

D,(X)=H,(X", X"
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y cuyo operador borde d: D,(X) — D,_,(X) viene dado por la composicién

ad, T,
Hﬂ(xn’Xn—l) - Hﬂ_[(xn—l) = Hn_l(Xn—l’Xn—Z),

donder : S,(X) = S,(X, A)eslaproyecciény d, es el homomorfismo de la sucesion
exacta del par (X", X" 1).

Nota. La igualdad 0,0, , = O se sigue de la exactitud de la sucesiéon del par
(Xn—l,Xn—Z) en Hﬂ_[(xn—l,Xn—Z).

El ejemplo 1 de la pagina 222 de [24] muestra que si el CW-complejo X es precisa-
mente una realizaciéon geométrica de un complejo simplicial K de forma que las celdas
de X son los simplices de K, entonces los complejos de cadenas D(X) y C(K) coin-
ciden. Los siguientes resultados refuerzan la analogia entre la homologia de ambos
complejos. Ver [24, Lema 39.2 y Teoremas 39.3-39.5].

| Teorema 2.35. Sean X un CW-complejo y e" una n-celda de X. La funcion carac-
teristica de e,
. -1
[y (B',S8") = (e, 0¢)),
induce un isomorfismo en homologia relativa (singular).

| Teorema 2.36. El grupo H,(X", X"™') es trivial parai # n y es abeliano libre para
i =n.Siy genera H (B", S"™!), entonces {(f;’)*(y)}aejn es base de H (X", X" ™).

| Definicion 2.37. Siun CW-complejo X puede ser triangulado por un complejo
simplicial K de forma que cada esqueleto X” de X esté triangulado por un subcom-
plejo de K de dimension a lo sumo n, entonces decimos que X es un CW-complejo
triangulable.

| Teorema 2.38. Sean X un CW-complejo y D(X) su complejo de cadenas celulares.
Entonces
H,(D(X)) = H,(X).

Si K es una triangulacion del CW-complejo X, se tiene que D,(X) = H (X", X"™!) es
el subgrupo de C,(K) formado por las n-cadenas en X" cuyo borde esta en X"~ y el
isomorfismo anterior viene inducido por la inclusion D(X) < C(X).

Resumimos a continuacion los ingredientes necesarios para obtener el complejo
de cadenas D(X).

| Definicion 2.39. Para cada n-celda e" del CW-complejo X, el grupo H,(e”, de")
es infinito y ciclico (ver Teorema 2.35). Los dos posibles generadores de este grupo
se denominan orientaciones de e. Una n-celda orientada de X es una n-celda e’
junto con una orientacién de e’
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Asi, podemos obtener una base de D, (X) = H, (X", X"!) orientando cada n-
celda de X y tomando su imagen por el homomorfismo inducido por la inclusiéon
(el, del) = (X", X,

Si K es una triangulacion del CW-complejo X, se tiene que cada n-celda de X es
el poliedro subyacente de un subcomplejo de K. El grupo H,(e!, de”) es entonces el
subgrupo de C,(K) formado por cadenas en e’ cuyo borde esta en de”. Este grupo es
ciclico e infinito y llamamos ciclo fundamental de (¢!, de”) a cualquier generador.
El grupo D,(X) es entonces el subgrupo de C,(K) formado por las combinaciones
lineales de ciclos fundamentales de los pares (e, de”).

Se recomienda al lector que consulte el ejemplo 2 de la pagina 229 de [24], donde se
utilizan estas ideas para calcular la homologia del 2-toro. El calculo de la cohomologia
que haremos en la seccion 3.1 seguira la misma linea.

2.6 Cohomologia

En este epigrafe definiremos los conceptos que necesitaremos para describir la co-
homologia del complejo de Salvetti, que es el principal objeto de estudio del capitulo
3. Definiremos en primer lugar los grupos de cohomologia, que se obtienen, esen-
cialmente, dualizando los complejos de cadenas. Posteriormente veremos que estos
grupos nos dan acceso a una estructura mucho mas rica: la de anillo. En la tltima sec-
cion del epigrafe abordaremos la formula de Kiinneth para la cohomologia del espacio
producto, que nos sera de suma utilidad en el ultimo capitulo. La principal referencia
en este epigrafe es el capitulo 5 del libro de Munkres [24].

2.6.1 Los grupos de cohomologia

En esta seccion definiremos los grupos de cohomologia de un complejo de cade-
nas y veremos que en cohomologia singular contamos con una serie de resultados
analogos a los vistos en el anterior epigrafe para homologia singular.

| Definicion 2.40. Sean C = {C,,0d,} un complejo de cadenas y G un grupo abe-
liano. Llamamos grupos de cocadenas de C con coeficientes en G a los grupos

C"(C;G) = Hom(C,, G).
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Definimos el operador coborde §,: C""'(C; G) - C"(C;G) como el dual del ope-
rador borde 0, es decir:
o6,(c) =cod,

para todo ¢ € C""!(C; G). Se tiene que 5*> = 0. La familia de grupos y homomorfis-
mos {C"(C;G),6,} se denomina complejo de cocadenas de C con coeficientes en
G. Llamamos grupo de cociclos, denotado Z"~1(C; G), al nucleo de §, y grupo de
cobordes, B"(C; G), a su imagen. El grupo de cohomologia de C de dimension n
con coeficientes en G viene entonces dado por

H"(C;G) = Z"(C;G)/B"(C;G).

Si {C, e} es un complejo de cadenas aumentado, podemos dualizar el aumento €
para obtener los grupos de cohomologia reducida H"(C; G) (ver [24, pag. 246] para
mas detalles).

Observacion.  Sillamamos C* a {C"(C; G), 6, } y cambiamos cada indice n por —n, en-
tonces C* es un complejo de cadenas y la cohomologia del complejo C con coeficientes
en G es precisamente la homologia de C*. Es decir,

H"(C;G) = H_,(C").

Por tanto, los resultados que conocemos sobre algebra homoldgica son aplicables a
cohomologia.

Proposicion 2.41. SeanC = {C,,0} yD = {D,, d'} complejos de cadenas y¢ : C —
D un homomorfismo de complejos de cadenas. Entonces el homomorfismo dual

C"(C: G) & D"(D:G)

conmuta con los operadores coborde de C y D, y recibe el nombre de homomorfismo
de complejo de cocadenas asociado a ¢. Tal homomorfismo induce un homomorfismo
entre los grupos de cohomologia,

H'(C:G) L H"(D: G).

Ademas, se tiene que Id* = Id ysi¢ : D — & es otro homomorfismo de complejos de
cadenas, entonces (yog)* = ¢p*oy™.

Demostracion. Llamamos 6 y 6’ a los homomorfismos duales de d y o', respectiva-
mente. El hecho de que o¢ = o6’ se obtiene dualizando la igualdad ¢pod = 9'o¢,
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que es cierta por ser ¢ un homomorfismo de complejos de cadenas. De lo anterior
se deduce que los homomorfismos de complejos de cocadenas llevan cociclos en co-
ciclos y cobordes en cobordes, luego efectivamente inducen homomorfismos en los
respectivos cocientes y por tanto en cohomologia. Por ultimo, es facil comprobar que
las propiedades funtoriales de la asociacion ¢p — ¢* son ciertas a nivel de cocadenas,
asi que se mantienen al pasar al cociente. O

Como muestra el siguiente teorema, en el caso de los complejos de cadenas libres
(esto es, aquellos cuyos grupos de cadenas son libres) los grupos de cohomologia estan
determinados, salvo isomorfismos, por los grupos de homologia.

| Teorema 2.42 ([24, Teorema 45.5]). Sean C y D complejos de cadenas libres y
¢: C — D un homomorfismo de complejos de cadenas. Si ¢ induce isomorfismos en
todos los grupos de homologia, entonces ¢ induce isomorfismos en todos los grupos de
cohomologia.

La cohomologia singular no es mas que la cohomologia del complejo de cadenas
singulares:

| Definicion 2.43. Sean X un espacio topologico, A un subespacio de X (posible-
mente vacio) y G un grupo abeliano. Llamamos grupos de cocadenas singulares
del par (X, A) a los grupos

S"(X, A;G) = S"(S(X, A); G).

y definimos los grupos de cohomologia singular del par (X, A) con coeficientes en
G como
H"(X,A;G) = H'(S(X, A); G).

Eliminaremos A de la notacién cuando sea vacio.

De la proposicion 2.41 se deduce lo siguiente:

Proposicion 2.44. Dada una aplicacion continua f : (X, A) — (Y, B), consideramos
el homomorfismo inducido f; y denotamos su dual por

¥ 8$"(Y,B;G) - S"(X, A;G).
Se tiene que f* induce un homomorfismo
H'(X,A:;G) & H'(Y, B, G)

que satisface las propiedades funtoriales habituales.
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Como en homologia, los grupos de cohomologia singular y simplicial de un com-
plejo simplicial son isomorfos:

| Teorema 2.45. Sean K un complejo simplicial yn: C(K) — S(|K|) el homomor-
fismo de cadenas definido en el teorema 2.33. Entonces n* es un isomorfismo entre los
grupos de cohomologia singular y simplicial que no depende del orden parcial escogido
para definir n y que conmuta con los homomorfismos inducidos por aplicaciones conti-
nuas.

Demostracion. El hecho de que #* es un isomorfismo se deduce de los teoremas 2.33
y 2.42. Consultar [24, Teorema 44.2] para el resto de la prueba. ]

Veamos ahora que en cohomologia también contamos con la sucesién de Mayer-
Vietoris de una pareja.

Lema 2.46. Sean A, B y G grupos abelianos. Entonces existe un isomorfismo natural

Hom(A & B, G) =~ Hom(A, G) @ Hom(B, G).

Demostracion. Sean i, e ip las respectivas inclusiones de Ay B en A @ B. Entonces
la aplicacion L : Hom(A & B, G) - Hom(A, G) @ Hom(B, G) dada por

y > (7|4 71p) = (roig,yoig) = (L), i5(r))
es el isomorfismo buscado. Su inverso viene dado por
(a,p) = a+p,
donde (a + f)(a, b) = a(a) + p(b) para todo (a,b) € A & B. O
Lema 2.47. Si la sucesion
s g
0-A—-B—->C->0

es exacta y escinde, se tiene que la sucesion dual

0 < Hom(A, G) < Hom(B, G) < Hom(C. G) < 0

es exacta y escinde.
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Demostracion. Veamos primero que g es inyectiva. Sea y € Hom(C,G) con 0 =
&(y) = yog. Como g es sobreyectiva por exactitud, dado ¢ € C, existe b € B con
g(b) = c, asi que y(c) = y(g(b)) = 0 para todo ¢ € C y por tanto y = 0.

Veamos la exactitud en Hom(B, G). Como go f = 0, tomando dual obtenemos que
fog =0, es decir, Im(g) C Ker(f). Sea ahora f € Ker(f). Como f(f) = fof =0, se
tiene que Im(f) C Ker(f), asi que f induce un homomorfismo f’: B/Im(f) — G.
Por exactitud tenemos que Im(f) = Ker(g) y que g es sobreyectiva. Por tanto, por el
primer teorema de isomorfia, g induce un isomorfismo g’ : B/Im(f) — C. Es decir,
tenemos el diagrama conmutativo:

Gl Bty

Nl A

B/Im(f)

Sea entonces y = f’o(g’)~! € Hom(C, G). Se tiene que g(y) = yog = f'o(g’)log = f
y por tanto f € Im(g).

Veamos finalmente que f es sobreyectiva y que la sucesiéon dual escinde. Como la
sucesion original es escindida, existe un subgrupo B’ de B tal que B = Im(f) & B’.
Como f es inyectiva, podemos considerar el homomorfismo p: B — A resultante
de componer la proyeccion de B en Im(f) con f ~1: Im(f) — A. Se tiene entonces
que pof = Id,. Dualizando obtenemos que fop = T dyoma.cy asi que f ha de ser
sobreyectiva. Si vemos que Hom(B, G) = Ker(f) @ Im(p) habremos acabado, pues ya
hemos probado que Ker( f) =Im(g). Dado # € Hom(B, G), podemos escribir

B =18~ B(f(D1+ BB,

donde el primer sumando est4 en Ker( ) y el segundo en Im(p). Por ultimo, si f €
Ker(f) N Im(p), entonces f = p(a) para algin a« € Hom(A, G), de donde 0 = Ff(p) =
f(p(@)) = a. Por tanto y = p(0) = 0.

[]

| Teorema 2.48 (Sucesion de Mayer-Vietoris). Sean X = X, U X,, con {X,, X,}
pareja escisiva, A = X, N X, y G un grupo abeliano. Entonces existe una sucesion
exacta

e H™Y(X;G) « H'(A;G) & H'(X,;G) @ H'(X5;G) & H'(X;G) < -,
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llamada sucesion de Mayer-Vietoris en cohomologia de la pareja { X, X, }. Los homo-
morfismos ¢* y w* son los inducidos por los homomorfismos de complejos de cocadenas

b, ) = i*(a) — jH(@,)
W (B) = (KB, I(p)),

donde las aplicaciones que intervienen son las inclusiones

Demostracion. En la prueba del teorema 2.31 vimos que, para cada n > 0, la sucesiéon

0= S"A) S S (X)®S,(Xy) % S,(X)+S,(X,) = 0

es exacta. Ademas, como .S, (X) es libre, también lo es S(X,)+.5,(X,) (todo subgrupo
de un grupo abeliano libre es abeliano libre), luego la sucesion es escindida y se tiene
por el lema 2.47 que la sucesion dual

0« S,(A) i Hom(S,(X,) & S,(X,), G) Z Hom(S,(X,) + S,(X,),G) < 0

es exacta. Mediante el isomorfismo L del lema 2.46 obtenemos la sucesion exacta

0 < §"(A4) £ S*(X)) & S"(X,) z Hom(S,(X,) + S,(X,), G) < 0, ()
donde ¢ = poL~! y iy = Loiy.

Observemos que podemos dotar a la familia de grupos {Hom(S,(X,)+S,(X,), G)}
de estructura de complejo de “cocadenas” de la forma evidente: dualizando el operador
borde del complejo S(X,) + S(X,). Ahora bien, como la pareja { X, X, } es escisiva,
la inclusion S, (X,) + S,(X,) < S,(X) induce un isomorfismo en homologia para
todo n > 0. Por el teorema 2.42 se tiene entonces que la restriccion S"(X; G) —
Hom(S,(X,) + S,(X,), G) induce un isomorfismo en cohomologia para todo n > 0.
Por tanto la sucesion exacta larga asociada a las sucesiones exactas () es precisamente

e H™U(X;G) « H'(A;G) & H'(X,;G) ® H'(X,;G) & H'(X;G) < --
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Veamos por ultimo que los homomorfismos ¢ y i se corresponden con los definidos
en el teorema. Por un lado, dados (a, f) € S"(X,;G) ® S"(X,;G) y x € S,(A), se
tiene que

(po L) (a, f)(x) = do(a + f)(x) = (@ + B)(p(x))
= (& + A)iy(x), —jy(x)) = aiy(x)) — (iy(x))
= i*(a))(x) — (@) (x) = (i*(a)) — jH(a))(x).

Por otro, dados # € Hom(S,(X,)+S,(X,),G) y (x;,x,) € S,(X,)® S,(X,), tenemos
que

w(P)(x1, xy) = Pw(xy, x,)) = Plhy(x)) + 1y(x,))
= Blky(x))) + B(ly(x) = K (B)(x)) + F(B)(x,).

Por tanto LGF(F) = (F(B)ls,cx, W (Bl x,)) = (KB, (). O

En cohomologia también podemos aprovechar la estructura de los CW-complejos.
Dado un CW-complejo X, definimos el n-ésimo grupo de cocadenas celulares con
coeficientes en G como D"(X; G) = Hom(D,(X), G).

| Teorema 2.49. Sean X un CW-complejo, D(X) su complejo de cadenas celulares y
G un grupo abeliano. Entonces

H"(D(X);G) = H'(X; G).

Si K es una triangulacion del CW-complejo X, se tiene que el isomorfismo esta inducido
por la restriccion C"(K; G) - D"(X; G).

Demostracion. Tanto D(X) como S(X) son complejos de cadenas libres, asi que se
tiene por los teoremas 2.38 y 2.42 que los respectivos grupos de cohomologia son iso-
morfos. Si ademas X es un CW-complejo triangulable, sabemos que los isomorfismos
en homologia estan inducidos por las inclusiones D,(X) < C,(K), luego sus duales
(las restricciones) inducen isomorfismos en cohomologia. [

2.6.2 El anillo de cohomologia

Hasta ahora hemos visto que los grupos de cohomologia, por si mismos, no apor-
tan informacion nueva con respecto a los grupos de homologia. Sin embargo, es po-
sible dotar a la familia de los grupos de cohomologia de una estructura algebraica
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adicional: la de anillo. Esta estructura permite distinguir entre espacios en algunas
ocasiones donde no es posible mediante los grupos de (co)homologia. Seguiremos la
seccion 48 del capitulo 5 de [24].

De aqui en adelante, R denotara a un anillo conmutativo con unidad. Recordemos
que un anillo es un grupo abeliano aditivo junto un producto compatible. Asi, cuando
los coeficientes de cohomologia constituyen un anillo, podemos definir la siguiente
operacion:

| Definicion 2.50. Sea X un espacio topoldgico. Llamamos producto cup de co-
cadenas a la operacion binaria

—: SP(X;R) X SUX; R) » S"(X; R)
definida de la siguiente forma:
(c? — c")(T) = cP(Tol(ey, ..., e,)) - c(Tol(e,, ..., e,,,)

para todo (p + g)-simplice singular T': A, — X.

Enunciamos a continuacién una serie de propiedades del producto cup, cuya de-
mostracion puede consultarse en [24, Teoremas 48.1-48.3].

| Teorema 2.51. El producto cup de cocadenas es bilineal y asociativo. La cocadena
2% cuyo valor es 1 en cada 0-simplice singular actiia como elemento neutro. Ademas, se
tiene la siguiente formula para el coborde del producto cup:

6(c? — ¢! = (6c?) — ¢+ (—=1)Pc? — (6¢?)
| Teorema 2.52. El producto cup de cocadenas induce una operacion
—: H?(X;R)x HY(X; R) » H"(X; R)
que es bilineal y asociativa. La clase de cohomologia [z°] actiia como elemento neutro.

| Teorema 2.53. Sif: X — Y esuna aplicacion continua, entonces h* conserva los
productos cup, es decir, h*(c — ¢') = h*(c) — h¥*(c"). La misma igualdad se tiene por lo
tanto a nivel de cohomologia.

| Definiciéon 2.54. Denotamos por H(X;R) a la suma directa @ H'(X; R). El
producto cup dota a este grupo de estructura de anillo unitario graduado. El anillo

(H(X; R),+, —), usualmente denotado por H*(X; R), recibe el nombre de anillo de
cohomologia de X con coeficientes en R.

Como consecuencia del teorema 2.53, toda aplicacion continua f : X — Y induce
un homomorfismo de anillos f*: H*(X; R) - H*(Y; R).
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Se tiene que el producto cup es anticonmutativo:

| Teorema 2.55 ([24, Corolario 61.4]). Dados a”? € H?(X; R) y B! € HiI(X; R), se
tiene la formula

a’ — B =(=1)Pp — a’.

No hay un método general para el calculo del anillo de cohomologia singular de
un espacio X, ni siquiera si X es un CW-complejo. Sin embargo, podemos definir
una féormula combinatoria para el producto cup en cohomologia simplicial que se
corresponda, a través del isomorfismo # del teorema 2.33, con la formula dada en el
caso singular.

| Definicioén 2.56. Dado un complejo simplicial K, elegimos un orden parcial de
los vértices de K que induzca un orden total en los vértices de cada simplice de K.
Asi, definimos el producto cup de cadenas simpliciales

—: C(X;R)XCIYX;R) — Cri(X;R)
mediante la formula

(e — cD([vgs -+ s Uy ) = P([0gs -5 0, D - ([0, -0, 0,0, Ds

donde v, < ... <wv,,, en el orden escogido.

Los siguientes teoremas muestran que efectivamente la formula anterior tiene las
propiedades anélogas al producto cup singular.

| Teorema 2.57 ([24, Teorema 49.1]).  El producto cup de cadenas simpliciales es bili-
neal y asociativo. La cocadena z° que vale 1 en cada vértice de K actiia como elemento
neutro. La formula del coborde del teorema 2.51 también es cierta en el caso simplicial.
Por ultimo, sin: C(K) — S,(X) es el homomorfismo del teorema 2.33, entonces su
dual 7j lleva productos cup singulares en productos cup simpliciales.

| Teorema 2.58 ([24, Teorema 49.2]).  El producto cup simplicial induce una operacion
—: H?(K;R)x HY(K; R) > H""(K; R)

que es bilineal, asociativa y anticonmutativa y que no depende del orden escogido para
los vértices de K. La clase de cohomologia [z°] actiia como elemento neutro. Ademas, si
f 1 |K| = |L| es una aplicacion continua, entonces f* conserva los productos cup.
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2.6.3 Cohomologia del espacio producto. Formula de Kiinneth

Para calcular la cohomologia del n-toro T" = [],_, S, que necesitaremos en el
siguiente capitulo, usaremos la férmula de Kiinneth para la cohomologia del espacio
producto. Aunque estos resultados son clasicos, seguimos aqui el detallado enfoque
de [30, Capitulo 3]. Una referencia estandar de este material es [14, Seccioén 3.2]. El
teorema de Kiinneth dice asi:

| Teorema 2.59. Si R es un dominio de ideales principales y X eY son espacios tales
que para A = X,Y el R-moédulo H(A; R) es de tipo finito y todos los R-modulos de
torsion Tor(H'(A; R), H/(A; R)) son triviales, entonces el producto cross

X, H*(X;R)® H*(Y;R) > H*(X XY;R)

es un isomorfismo de algebras.

El lector no debe extrafiarse si una buena parte de los elementos que intervienen
en el teorema le resultan desconocidos. El propdsito de esta seccion es precisamente
proporcionar las herramientas necesarias para entender el producto cross y las con-
diciones bajo las cuales este es un isomorfismo. Comenzamos explicando por qué el
teorema habla de isomorfismo de algebras y no de anillos.

Dados un grupo abeliano G y un anillo R, podemos dotar a Hom(G, R) de estruc-
tura de R-moédulo definiendo (r - a)(g) = r - a(g) para todos r € R, « € Hom(G, R)
y & € G. De esta forma, si f: G — G’ es un homomorfismo de grupos, su dual
f : Hom(G’, R) - Hom(G, R) es un homomorfismo de R-médulos.

El grupo de cocadenas singulares S"(X; R) es un R-modulo y el operador coborde
6 es un homomorfismo de R-modulos. Asi, el producto por escalar definido a nivel
de cocadenas induce en los grupos de cohomologia H"(X; R) = Im(6)/Ker(5) un
producto por escalar que los dota de estructura de R-mddulo.

El grupo H(X; R) adquiere por tanto estructura de R-moédulo, pues es la suma
directa de los R-mé6dulos H"(X; R). El anillo graduado H*(X; R) es en realidad un
R-algebra graduada y las aplicaciones continuas inducen homomorfismos de algebras.

| Definicion 2.60. Sean Ay B R-algebras graduadas. Entonces el R-modulo A® B
admite una estructura de R-algebra graduada con el producto

(a, ® b)) - (a, ® b)) = (—D)"2l(a,a,) @ (b,b,),

donde | - | denota el grado. Se define |a ® b| = |a| + |b| paratodosa € Ay b € B.
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A continuacion definimos los R-médulos Tor(M, N). Necesitamos para ello una
definicion previa:
| Definicién 2.61. Sea M un R-mébdulo. Una resolucion libre de M es una suce-

sidn exacta
w—F—->F—->F—>M-—0

donde los R-mddulos F, son libres.

Si el anillo R es un dominio de ideales principales, entonces todo R-mddulo admite
una resolucioén libre en la que F, = 0 para todo n > 1. En efecto, podemos tomar
F, como el R-mddulo libre sobre un conjunto de generadores de M y considerar la
proyeccion natural 7 : F, = M. Como R es dominio de ideales principales, se tiene
que F, = Ker(x) también es un R-moédulo libre.

| Definicién 2.62. Sean M y N dos R-médulos y sea 0 — F, — F, — M — 0
una resolucion libre de M. Se define el producto de torsién de M y N, Tor (M, N),
como el R-moddulo tal que la sucesiéon

0— Torg(M,N)—- FFQN —-F,QN—-MQN—0

es exacta.

En [14, Lema 3A.2] se prueba que el producto de torsiéon es independiente de la
resolucion libre considerada. Escribiremos Tor en lugar de Tor ; cuando no haya lugar
a confusion. Estas son algunas de las propiedades basicas del producto de torsion. Ver
[14, Proposiciéon 3A.5].

(1) Tor(M,N) = Tor(N, M)
(2) Tor(M,N)=0si M o N son R-mddulos libres.

(3) Tor,(Z,,M) =~ Ker(M 5 M). En particular, Tor,(Z,,2,) = Z,,, donde
(a, b) es el maximo comun divisor de a y b.

Para poder definir el producto cross necesitamos el teorema de Eilbenberg-Zilber,
que nos proporciona una equivalencia de homotopia entre los complejos de cadenas
SXXY)yS(X)® SY).
| Definicién 2.63. Sean C = {C,,d} y D = {D,, '} complejos de cadenas, con C,
y D, R-médulos. Definimos su producto tensorial C ® D como el complejo de cadenas
cuyo n-ésimo grupo de cadenas es el R-mddulo

(C®D)”: @Cp@Dq’

ptq=n
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con operador borde 0® dado por
8®(cp ®d,)=0,c,®d,+(-1)'c,® 0;a’q
para todos ¢, ® dq S Cp ® Dq y enteros p+q = n.
| Teorema 2.64 ([24, Teorema 59.2]). Para todo par de espacios topologicos X e Y
existe una equivalencia de homotopia

b: S(XXY) = S(X)® S(Y)

que conmuta con homomorfismos inducidos por aplicaciones continuas. El homomorfis-
mo ¢ es tinico salvo homotopias y recibe el nombre de homomorfismo de Eilenberg-
Zilber.

El siguiente teorema nos proporciona una formula especifica para el homomorfis-
mo de Eilenberg-Zilber.

| Teorema 2.65 ([24, Teorema 59.5]). Seanz,: X XY = X yn,: X XY = Y las
proyecciones. Entonces la familia de homomorfismos

¢: S,(XXY)~> P 5,X)®S,X)
dados por
G(T)= Y. (moTol(ey, ... ¢,) ® (my0Tol(e, .. e,,))
p+q=n

constituye el correspondiente homomorfismo de Eilenberg-Zilber.

Necesitamos por ultimo un homomorfismo que nos permita ver el producto ten-
sorial de clases de homologia como clases de homologia de un producto tenso-
rial de cocadenas. Recordemos que, dado un anillo R, siempre hay un isomorfismo
v: RQ R— R,dadoporv(r@®s)=r-s.

Proposicion 2.66. Sean C y D dos complejos de cadenas. Dados dos enteros p y q, se
tiene que la aplicacion

®,,: H(C;R)® HYD; R) - H"(C ® D; R)
dada por ©,,({c?} ® {d?}) = {vo(c? ® d?)} esta bien definida y es un monomorfismo.

Observacion. En la proposicion anterior se esta haciendo uso implicito del isomor-
fismo natural SP(X; R) ® S/(Y; R) = Hom(S,(X) ® S,(Y), R® R). Ver [30, Lema
3.4] para mas detalles.
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| Definicién 2.67. Sean X e Y espacios topoldgicos. Dados dos enteros p y g, se
define el producto cross como la composicion

® *
%, : H?(X:R) ® H(Y;R) —+ H™(S(X)® S(Y): R) % H"™(X X Y: R).

Es decir, el producto cross de dos clases {c”} € H?(X; R)y {d?} € HY(Y; R) viene
dado por

{c”} % {d?} = {vo(c” ® d")ogp}.

Recordemos que el producto cup —: H?(Z;R) X HY(Z; R) - H?*(Z;R) es
una operacion bilineal, asi que induce una operacion — : H?(Z; R) ® HY(Z; R) —
H?4(Z; R) (que llamamos igual). Con eso en mente, se tiene que el producto cross
X, coincide con la composicion

s

H?(X;R)® HY(Y; R) ﬂﬁ”; H?(XXY;R)®Q@ H (X XY;R) = H™{(X XY;R),
es decir, {c?} X, {d9} = m{({c?}) — m5({d?}).
En efecto, si ¢? € S?(X; R),d? € SU(Y;R)y T € SP*(X X Y), entonces
(vo(c’!®@d*)o)(T') =

=(vo( ®d") | Y (zoTol(ey. ....€)) ® (myoTol(e), ... .e,)

p+q'=n
= (vo(c’ ® d?)) [(ﬂloTol(eO, .oere,)) ® (myoTol(e,, ..., ep+q))]
= c’(moTol(ey, -..,e,)) - di(moTol(e,, ... e, ,))

= 7' () (Tol(e,, ... e,,)) - T (dN)(Tol(e,, ... e,,,)
= 7 (c?) — 7i(dY).






3 | El complejo de Salvetti

En este capitulo concluimos el trabajo dando una construccion del complejo de
Salvetti de un grafo I' y calculando su cohomologia, para lo que necesitaremos conocer
primero la del n-toro. Veremos en primer lugar que dicho complejo, que denotaremos
por S(I'), es en efecto un espacio de Eilenberg-MacLane para A(I).

Construimos S(I') como un CW-complejo de la siguiente forma. Sea V' =
{v{,...,0,} el conjunto de los vértices de I'. Consideramos el cubo [0,1]" C R" y
el subespacio S C [0, 1]” construido cubo a cubo como sigue. Para cadai = 1,...,n,
incluimos en S el segmento J; = [0, ¢,], donde e, es el i-ésimo elemento de la base ca-
nonica de R". Para cada g = 2, ..., n, incluimos en S el subcubo Jl.1 X...X Jiq c[0,1]"
siy solo si los vértices {v; , ..., v; } generan un subgrafo completo en I'.

Definimos S(I') como la imagen de .S en R"/Z", donde Z" actiia sobre R" me-
diante traslaciones. De esta forma, S(I') es un subcomplejo del n-toro T" = R"/Z" =~

[0,11"/2".

Observacion. El 1-esqueleto de S(I') es un wedge de n circunferencias, cada una aso-
ciada a un vértice de I'. Asi, dos circunferencias estan pegadas a través de un 2-toro
en S(I') siy solo si los correspondientes vértices son adyacentes. En general, cada g-
grafo completo K de I" da lugar a un g-toro en S(I') generado por las circunferencias
asociadas a los vértices de K.

Proposicion 3.1.  El grupo fundamental de S(I') es isomorfo a A(T').

Demostracion. Sabemos por la proposiciéon 2.11 que el grupo fundamental del com-
plejo de Salvetti coincide con el grupo fundamental de su 2-esqueleto. Se sigue de la
observacion anterior y de una aplicacion estandar del teorema de Seifert van Kampen
(procediendo, por ejemplo, por induccién sobre el numero de aristas del grafo I') que
el grupo fundamental del 2-esqueleto es isomorfo a A(I). O
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Proposicion 3.2.  El recubridor universal de S(I') es contractil y por tanto el complejo
de Salvetti es un espacio K(A(I'), 1).

Demostracion. La prueba tiene sus bases en la geometria hiperbdlica y consiste en
probar que S(I') admite una estructura de complejo cubico localmente CAT(0). Para
mas detalles remitimos al lector a [31]. ]

3.1 Cohomologia del toro

Puesto que el complejo de Salvetti de un grafo se obtiene mediante el pegado de
toros de distintas dimensiones, es conveniente si queremos calcular su cohomologia
conocer primero la de un solo toro. Primero veremos de forma muy explicita la co-
homologia del 2-toro, y posteriormente haremos el calculo general por medio de la
formula de Kiinneth. En lo sucesivo trabajaremos con coeficientes en Z.

3.1.1 Cohomologia del 2-toro

Calcularemos primero el algebra de cohomologia del toro 2-dimensional. El calcu-
lo seguira la linea de los ejemplos de las secciones 39, 47 y 49 de [24].

Recordemos que si G es un grupo abeliano libre con base {b,,...,b,}, entonces
{b],..., b’} es base de Hom(G, Z), donde b7 : G — Z vale 1 en b; y 0 en el resto de
elementos de la base.

Consideramos el 2-toro, X = T2, visto como espacio cociente de un rectangulo R.
Llamamos f a la proyeccion del rectangulo en X.

P 4 R
f
B _—
Figura 3.1

Observemos que de esta forma el toro adquiere automaticamente estructura de
CW-complejo con una 2-celda e? = f(R), dos 1-celdas ei =f(A)y eé = f(B) y una
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O-cero celda ¢® = f(P,). Las aplicaciones caracteristicas son evidentemente las res-
pectivas restricciones de f. Sea K el complejo simplicial inducido por la triangulacion
L del rectangulo que vemos en la figura 3.2. Se tiene que K es una triangulacion del
toro compatible con su estructura de CW-complejo.

C1

U1 Vg
C2 Cy4
v Vs
2 c3 3
Figura 3.2

El complejo de cadenas celulares. En virtud de los teoremas 2.38 y 2.49, podemos
calcular los grupos de (co)homologia de X mediante el complejo de cadenas celulares
D(X). Ademas, D,(X) puede verse como el subgrupo de C,(K) generado por los ci-
clos fundamentales de (e’ , de’ ). Recordemos que los grupos H,(B",.S"™") son ciclicos
infinitos.

El grupo H,(L,dL), donde 0L es el subcomplejo de L con |[0L| = JR, esta gene-
rado por la clase de la 2-cadena d, suma de los 2-simplices de L orientados en sentido
antihorario. Por tanto u = fy(d) es el ciclo fundamental para (€2,0e?) y Dy(X) = (u).

H (A, 0A) esta generado por la clase de ¢, luego a; = fy(c,) es el ciclo fundamen-
tal para (e{, 0ei). De igual forma, a, = fy(c,) es el ciclo fundamental para (eé, aeé).
Asi, D(X) = (a,,a,).

Por ultimo, D((X) esta generado por fy(v,). El complejo de cadenas celulares que-
da asi:

d 9
0 = Dy(X) = (u) = Dy(X) = (a;,a,) > Dy(X) = { fy(v))) 0.
Grupos de cohomologia. Dualizando el diagrama del complejo D(X) obtenemos
5 8 i
0« D*(X) = (u*) < D'(X) = (a},a;) < D(X) = (fy(v))") < 0.
Veamos como funcionan los operadores coborde 6, y 6,. Por un lado tenemos

Ohu = 0, f4(d) = f4(0,d) = fy(—c; + ¢y +¢3—¢y)
= —fy(c)) + fi(er) + fy(c3) — fyley) = —a; +a, +a, —a, =0,
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asi que d, = 0 y por tanto 6, = 0. Por otro,

d,a, = 01f,¢(01) = f]j(a1c1) = fﬂ(U4 —v) = fﬁ(U4) - fjj(Ul) =0y
01a, = 0, fy(cy)) = f(9,¢)) = fy(v, —v)) =0,

asi que d, = 0 y por tanto 6, = 0.

Como tanto §, como &, son triviales, obtenemos que H*(D(X)) = D*(X) y
H!'(D(X)) = D'(X). En definitiva, los grupos de cohomologia del toro con coefi-
cientes en Z son

H*(X) =7Z, H\(X)=7ZxZ y H(X)=7Z.

Generadores. Para efectuar el producto cup y calcular el anillo de cohomologia por
medio de la formula simplicial, necesitamos conocer explicitamente los cociclos cuyas
clases generan los grupos de cohomologia. Usaremos la notacién para los vértices de
K de la figura 3.3.

Recordemos que el isomorfismo H"(X) = H"(D(X)) viene inducido por la res-
triccion C"(K) — D"(X). Debemos por tanto encontrar cociclos en C*(K) y C'(K)
cuyas restricciones a D*(X)y D'(X) sean u*, a; y a;. No hay un método general para
esto, asi que nuestros calculos deben ser ad hoc.

Empecemos por aj. Buscamos a; : C(K) — Z tal que 6a; = 0y a|p v, = aj.
Un primer intento podria ser tomar a;, = [P, P,]* (el dual de cualquier 1-simplice que
aparezca en a,). En efecto, a,(a;) = 1 y a,(a,) = 0, luego la restriccion de a; a D,(X)
es aj. Sin embargo, a; no es un ciclo, pues éa,(c) = a(do) = 1, asi que no representa
nada en cohomologia.

La idea es ir afiadiendo a a, (duales de) 1-simplices de forma que se vaya compen-
sando el valor que toma da; en cada 2-simplice. Por ejemplo, como do = [P}, P,] +
[P,, P;] + [P, P,], podemos tomar a; = [P, P,]* + [P,, P;]* y ahora éa,(c) = 0. Ob-
servemos que silos 1-simplices que vamos anadiendo no forman parte de las cadenas
a, y a,, se seguira cumpliendo que a,|j (x, = a;. Siguiendo este proceso llegamos al
cociclo a, de la figura 3.3. Notese que esta no es la tinica opcion para «;, pero todas
las posibles opciones son cohomologas. De forma completamente analoga obtenemos
el cociclo a,. El moédulo H'(X) esta entonces generado por {a,} y {a,}.

En dimensién 2 la cosa es mas sencilla, pues toda cocadena de C*(K) es cociclo.
Basta entonces con tomar el dual de cualquier 2-simplice ¢ orientado en sentido anti-
horario (que es la orientacion que dimos a los 2-simplices de la clase fundamental ).
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En efecto, 6*(u) = 67(0) = 1, luego ™[ (x) = p* y por tanto {c"} es el generador de
H2(X).

Py P Py P @

Py
s 2 Py /

Py / a2
P4 P. P4

'
b
Py P Py Py
Figura 3.3

El anillo de cohomologia. Para describir la estructura de H*(X') basta con calcular
los posibles productos entre los generadores {«, }, {a,} y {o"}. Elegimos el orden de
los vértices Py < P, < ... < B;.

Por anticonmutatividad sabemos que {a;} — {a;} = —{a;} — {a,}, luego
2{a;} — {a;} =0.Como H?*(X) = Z es libre de torsién, ha de ser {a,} — {a,;} = 0.
Analogamente, {a,} — {a,} = 0.

Veamos cuanto vale la cocadena a; — @, en cada 2-simplice 7 € C*(K). Obser-
vemos que, en vista de la formula (a; — a,)([vy, v, U,]) = a;([vy, 0;]) - &, ([Vy, ,]),
el valor de @; — a, en 7 sera nulo a no ser que 7 tenga una cara en @, y otra en
a,. Sabemos entonces que (a; — @,)(r) = 0 para todo 7 distinto de [P, P, P;] y
[P, P, P].

(@) — a)([Ps, Py, P;]) = ([ Ps, Pgl) - ay([ Py, P;]) = 1-1=1
(a1 ~ az)([Pﬁ, P7, Pg]) = a]([Pﬁa P7]) : az([P% Pg]) =(-=1)-0=0

Por tanto @, — a, vale 1 en 7 = [P, P, P;] y O en el resto de 2-simplices, es decir,
a, — a, = 7*. Recordemos que los duales de dos 2-simplices cualesquiera orientados
en sentido antihorario son cohomoélogos. Como 7 esta orientado en sentido horario,
tenemos que {7*} = —{c*} y por tanto {a,} — {a,} = —{0"}.

Por razones de dimension se tiene que 6* — 6* =0y o* — o, =0 =q;, — ¢*
parai=1,2.

El adlgebra H*(X) es por tanto isomorfa a A[a,,a,], el algebra exterior sobre Z
generada por @, y @, (ver en Tabla 3.1 la tabla de multiplicaciéon de H*(X)).
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- [ {a) {a) (o
{m}| 0 —{c*} 0
{@} | {o*} O 0
{o*} 0 0 0

}

Tabla 3.1

3.1.2 Cohomologia del n-toro

Para el caso general del n-toro no es tan sencillo describir la estructura de la coho-
mologia de un modo geométricamente tan explicito, asi que utilizaremos el teorema
de Kiinneth.

Consideramos 7 copias de la circunferencia S' y denotamos por T" = S! x ... X
S! al correspondiente n-toro. Sabemos que HY(S',Z) = 0 para todo ¢ > 1y que
H'(S',Z)~Z.Six,,...,x, son los generadores de H'(S', Z) para cada copia de S,
entonces H*(S',7) =~ Z[x,]/ (x?) con |x,| = 1.

Dado que Z es dominio de ideales principales y Tor(Z™, Z") es trivial para cua-
lesquiera m,n > 1, estamos en condiciones de aplicar (reiteradamente) el teorema de
Kiinneth para deducir que

HY(T",2) = Q) ZIx,1/ (x?) = Alx,, ..., x,].
i=1

Explicitamente, si ; : T" — S es la proyeccién en la i-ésima copia de la circunfe-
rencia y llamamos «; = 77(x;) € H'(T", Z), entonces:

= HY(T",Z) es el Z-modulo libre con base {a; — - — @; }, < <, Paracada
I1<g<n

» H*(T",Z) junto con el producto cup es el Z-algebra exterior generada por
Ay enns

ne

3.2 Cohomologia del complejo de Salvetti

En esta seccion describiremos de forma explicita el algebra de cohomologia del
complejo de Salvetti. La naturaleza de la construccion dada al comienzo del capitulo
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nos permitira identificar, a través de un homomorfismo de algebras, los generadores
de la cohomologia de S(I') con los generadores de los respectivos subtoros.

Cabe destacar que, pese a que la cohomologia del complejo de Salvetti es bien co-
nocida, la Gnica demostracion detallada y elemental que conocemos al respecto es la
presentada por Koberda en [18], que es esencialmente distinta de la que daremos a
continuacion. Un tratamiento mas general con sucesiones espectrales puede encon-
trarse en [7].

El primer paso es calcular la dimension los grupos de (co)homologia de S(I') con
coeficientes en Z. Para ello, tengamos en cuenta que cada paso de la construccion del
complejo de Salvetti consiste en pegar un g-toro T a lo largo de su “borde” AT :=
0[0,1]7/74. Sea K el g-grafo completo de I asociado a T'. El pegado se lleva a cabo
identificando cada uno de los (¢ — 1)-toros que aparecen en AT con los (¢ — 1)-toros
de S(I') correspondientes a los (¢ — 1)-grafos completos de K (estos han sido pegados
en pasos anteriores).

Lema 3.3. SeaT un g-toro. Entonces H (AT, Z) =0y H(AT,Z) = H(T, Z) para
todoi =0,...,q — 1. Ademas, el isomorfismo viene inducido por la inclusion AT — T.

Demostracion. Notemos que AT, visto como subcomplejo de T, es precisamente el
(g — 1)-esqueleto de T, asi que D,(AT) = D,(T) para todo i < g — 1 y por tanto
H.(AT,Z) = H(T,Z) para todoi < g — 1. El caso i = g — 1 se sigue del hecho
de que B_(T) = 0 = B,_,(AT), pues el operador borde 0: D (T) — D, |(T) es

trivial. O

Proposicion 3.4.  Se tiene que H (S(I'), Z) = ZNs, donde N, es el numero de q-grafos
completos enT.

Demostracion. Esta claro que el resultado es cierto sil se trata de un grafo totalmente
disconexo, es decir, si S(I') es un wedge de circunferencias. Veamos que pegar un g-
toro en el paso inductivo de la construccion del complejo de Salvetti se traduce en
anadir un nuevo generador al grupo de homologia en dimension g.

Sean S el complejo de Salvetti construido hasta ahora y S’ el complejo resultante tras
pegar un g-toro T’; es decir, S’ = S U, T. Dado que S y T son subcomplejos de
S’, podemos acudir a la sucesiéon de Mayer-Vietoris (Proposicion 2.32) para obtener
la sucesion exacta

P2x

s HAT) S HS)OHM S HS) S H_ (AT B H_(S)®H,_(T) - -
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El lema garantiza que @,, es inyectiva, pues es un isomorfismo en la segunda coor-
denada, luego el operador A es trivial y y, es sobreyectiva. Como H (AT) = 0, se
tiene para i = g que y, es también inyectiva y por tanto isomorfismo. Tenemos en-
tonces que H (S’) es libre si lo es H (S) y dim(H (S")) = dim(H(S)) + 1, pues
H,(T) = Z.Sii < q— 1, tenemos por exactitud y por el primer teorema de isomorfia
que H,(S") = H,(S) ® H,(T)/Im(g,,). Usando de nuevo que ¢,, es un isomorfismo
en la segunda coordenada, concluimos que H,(S") = H,(S) parai < g — 1. [l

Los grupos de cohomologia tienen la misma dimension que los de homologia. Los
siguientes resultados describen la estructura del dlgebra de cohomologia del complejo
de Salvetti.

Proposicion 3.5. Cada g-celda e del complejo de Salvetti se corresponde con un ge-
nerador e* de Hi(S(I')). Sea T el tinico g-toro en S(I') que contiene a e. Entonces e* se
identifica con el generador de HY(T) a través del homomorfismo HY(S(I")) — H4(T)
inducido por la inclusion T — S(I').

Demostracion. La proposicion anterior nos dice que H,(S(I")) es libre y de la misma
dimension que D (S(I)), luego necesariamente coinciden. Asi, el operador borde del
complejo de cadenas celulares de S(I') es trivial (como sucede en el caso del toro) y
tenemos también que DI(S(I")) = H(S(I')). Por lo tanto, los duales de las g-celdas
de S(I') constituyen un sistema de generadores de H?(S(I")).

Puesto que T es un subcomplejo de S(I'), la inclusiéon i : T < S(I') induce un
monomorfismo D/(T) — D,(S)) que podemos ver como una inclusion. Tenien-
do en cuenta el razonamiento anterior, la construcciéon con pegados inductivos del
complejo de Salvetti implica que i*: HY(S(I)) = DI(SI)) - HUT) = DUT) es
precisamente el homomorfismo restriccion, que a su vez identifica e* con el generador
en dimensiéon maxima del toro correspondiente. O]

Como cada g-toro en S(I') se corresponde con un g-grafo completo en I', una base
de HY(S(I')) viene dada por {e}k( | K g-grafo completo de F}. En particular, una base
en dimension 1 es V* = {v],..., 00}, donde vi i=e .

| Teorema 3.6. El dlgebra H*(S(I'), Z) esta generada por el médulo de dimension 1.
Es mas, para cada q > 2 se cumple lo siguiente:

« N .
(1) v, U = 0 si los vértices {v, , ..., Uiq} no generan un q-grafo completo
enl’.
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» s i
2) vy == U = Eeg s los vértices {v; , ..., v,.q} generan el q-grafo completo
KenT.

Demostracion. Para cada grafo completo K C I', denotamos por T al correspondien-
te toro de S(I) y por i a la respectiva inclusion. Observemos que i} (v7) = 0 si v,
no es un vértice de K, pues eso significa que la 1-celda (la circunferencia) correspon-
diente al vértice v; no forma parte de T.

Podemos escribir v, o= o om0 = Q.. h e, para ciertos enteros n; con L

recorriendo los g-grafos completos de I'. Asi, para cada g-grafo completo L se tiene

que i} (v; — =+ — v’) = n;i;(e}). Por otro lado, i; es homomorfismo de algebras,
1 q

luego lL(Uil —_ e — Uiq) = lL(Uil) —_ e — lL(Uiq)'

Si los vértices {Uil, e, U

. } no generan un grafo completo en I', entonces debe ser

i’i(v;“l) — e — i’i(vi*q) = 0 para todo g-grafo completo L C I'. En caso contrario la

observacion inicial nos llevaria a contradiccion. Por tanto n; = 0 para todo L.

Si los vértices {v,, ... ,viq} generan el g-grafo completo K en I, entonces
iz(vfl) — e — iz(v;‘q) = 0 para todo L distinto de K y por tanto v;kl — e —
qu = ngey. Ahora bien, {i’;(vj‘l), ey i’;(v;:)} es base de H!(Ty), asi que sabemos
(Seccion 3.1.2) que i*K(U:) — = i;(vz‘;) genera H‘(Ty). Como i} (e}) también

genera H4(Ty) (por la proposicion anterior), debe ser ny = +1. [

En definitiva, el algebra de cohomologia del complejo de Salvetti de un grafo I
es la suma directa de las algebras de cohomologia de los subtoros asociados a los
respectivos subgrafos completos, identificando generadores que se correspondan a
los mismos vértices de I'. Es decir,

H SO = @ rwn )/~

wHcy*

donde W* recorre los subconjutos de V'* correspondientes a vértices que generan
grafos completos en I" y la relacion ~ identifica generadores de las algebras exteriores
si son iguales en V'*.

Aunque entrar en detalles sobrepasaria los objetivos de este trabajo, es importante
notar que existen las nociones de homologia y algebra de cohomologia de grupos (ver
[6]). Ademas, dado un grupo G se cumple que su algebra de cohomologia es isomorfa
ala de cualquier espacio K(G, 1). Se tiene por tanto que el algebra de cohomologia de
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S(I') esta completamente determinada por el grupo A(I"). La estructura del algebra de
cohomologia de A(I") (o0, equivalentemente, de S(I")) es clave en numerosos resultados
que relacionan la combinatoria de I" y el algebra de A(I'), entre los que se encuentran
los teoremas 1.25, 1.29 y 1.30 que enunciamos en el capitulo 1.
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