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Abstract

The objective of this work is to introduce ourselves to the theory of absolutely
summing operators, giving an overview of them, based on the first chapter of the
book with the same name to this work found in the bibliography. To do this, we will
see some important results of absolute and unconditional convergence, establishing
the relationship between them.

We will also define other types of convergence, such as sign convergence or dis-
ordered convergence, and we will establish a list of equivalences that will be very
useful.

At the end of the second chapter we will find the Grothendieck’s Theorem, which
will establish a result that will be the heart of this work.

Finally, in the last chapter we will study the well-known Schatten-von Neumann
classes, where we will pay special attention to the Hilbert-Schmidt classes and the
nuclear operators or the trace class operators, seeing the relationship between them
and the p-summing operators.

Resumen

El objetivo de este trabajo es introducirnos en la teoria de los operadores absolu-
tamente sumantes, dando una visién general de los mismos, basaindonos en el primer
capitulo del libro homoénimo a este trabajo que se encuentra en la bibliografia. Para
ello, veremos algunos resultados importantes de convergencia absoluta e incondicio-
nal, estableciendo la relacion entre ellas.

También definiremos otros tipos de convergencia, como la convergencia por sig-
nos o la convergencia desordenada, y estableceremos una lista de equivalencias que
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resultaran de gran utilidad.

Al final del segundo capitulo encontraremos el teorema de Grothendieck, que esta-
blecera un resultando que sera el corazén de este trabajo.

Para finalizar, en el ultimo capitulo estudiaremos las conocidas clases de Schatten-
von Neumann, donde prestaremos especial atencion a las clases de Hilbert-Schmidt y
a los operadores nucleares o de la clase de la traza, viendo la relacion entre ellos y los
operdores p-sumantes.



1 Preliminares

En esta primera seccién vamos a presentar algunos teoremas que emplearemos
como herramientas en muchas de las demostraciones que se veran a lo largo de este
trabajo. Ademas, hemos afiadido un abanico de definiciones para tener claro a qué
nos estamos refiriendo en cada momento, ya que dependiendo del autor o del libro
hay conceptos que pueden variar ligeramente. Empezaremos viendo la definicion de
operador compacto seguido del teorema de Schauder junto con su demostracion, ya que
en el grado no lo hemos visto, el resto de teoremas se dan por conocidos.

La siguiente definicién sera muy importante en el desarrollo de este documento,
por lo que, aunque sea breve, hay que prestarle un interés especial.

| Definiciéon 1.1 (Operador compacto). Un operador lineal en un espacio de Banach
es llamado compacto si envia la bola unidad en un conjunto cuya clausura es compacta.

Esta misma definicion es valida para los espacios H?, con 0 < p < co. Ademas, se
tiene con facilidad que un operador compacto es acotado, lo cual nos resultara muy
util en el tercer capitulo a la hora de probar algunos resultados.

| Teorema 1.1 (Teorema de Schauder). Sean X eY espacios de Banach. El operador
T : X — Y es compacto si y solo siT* lo es.

Demostracion. Sea K = T By C Y. Sabemos que K es compacto. Consideramos la

familia de funciones K := {yl*TB o |7 | 1}. Se sigue que K C C(K). Veamos que
X

mas conclusiones podemos obtener.

En primer lugar tenemos que K es acotada porque

Iy @Ol < 11yl - NT - llxl < 1T
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Por otra parte, también podemos afirmar que K es equicontinua ya que

1y*(Tx)) =y (Tx)ll = 1y (T(x; = x,))l
S Y- NTAE - ey = X 0F < T ey = X,

de donde se tiene el resultado tomando

_ €&
Tl

Por ultimo, podemos finalizar aplicando el teorema de Ascoli-Arzela para afirmar
que K es relativamente compacto, y como

T*By. ={yTpy, t Iyl <1} CX*
X

de donde se deduce que T* By es compacto, como queriamos demostrar.
lBX

La implicacién que falta se obtiene de forma casi inmediata. Tenemos que 7% es
compacto luego por lo visto anteriormente 7** también es compacto. Basta obser-
var que se tiene la igualdad T = T** donde hemos identificado X con su imagen
isométrica en el bidual mediante la aphcac1on natural J : X — X** definida por

(Ix)(x*) = x*(x),

asi, siendo T* compacto tenemos que 7" es compacto, y con eso terminamos la prueba.

Este teorema tendra gran importancia a la hora de razonar las equivalencias del
Teorema Omnibus, ya que establece una facil relacion entre un operador y su dual,
que nos permitira ver con facilidad que si un operador es compacto su dual lo es, y
asi mismo, el dual del dual.

Seguiremos este capitulo con el teorema de Ascoli-Arzelad que hemos mencionado
en la prueba anterior.

| Teorema 1.2 (Teorema de Ascoli-Arzela). Sea X un espacio métrico compacto, e
Y un espacio métrico completo. El conjunto H C C(X,Y) de funciones continuas de X
en Y sera relativamente compacto si y solo si

1. H es equicontinua.
2. Para todo x en X, el conjunto H, = { f(x) : f € H} es relativamente compacto
enY.
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El teorema de Ascoli-Arzela es una de las herramientas mas poderosas que hay
para verificar si una familia de funciones de un espacio topélogico en otro es compac-
ta.

| Teorema 1.3 (Teorema de categorizacién de Baire). La interseccion de conjun-
tos abiertos y densos es densa.

El teorema anterior esta enunciado de forma clasica, pero podemos dar también
la versiéon mas actual. Si (X, d) es un espacio métrico completo, y si (F,) es una familia
numerable de subconjuntos cerrados de X tales que

x=JF,
neN
entonces existe n € N tal que int F, # {J.
Continuaremos viendo dos desigualdades muy interesantes que vendran en nues-
tra ayuda en el siguiente capitulo.

| Teorema 1.4 (Desigualdad de Holder). Sea X =R" oC, ysean1 < p,q < +c0
tales que

Six,y € X entonces se tiene

o0 n

p
Dyl < D Ixl
j=1 j=1

1/ 1/q

p n
D1yl
j=1

Esta conocida desigualdad vendra a facilitarnos, entre otras pruebas, la demostra-
cion de la desigualdad de Khinchin.

| Teorema 1.5 (Desigualdad de Minkowski). Fijado un espacio de medida, dos
funciones f y g pertenecientes a dicho espacio y p € [1,+00), entonces tenemos

( / |f+g|’”du>l/ps < / Iflpdﬂ>l/p+ ( / |g|ﬂdu>1/p.

Este importante resultado, que establece que los espacios L? son espacios vectoria-
les normados, lo utilizaremos en uno de los ultimos teoremas de la siguiente seccion,
el Teorema de Orlicz, cuya prueba ocupara unas escasas lineas debido al gran trabajo
que nos ahorra esta desigualdad.
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A continuacion, vamos a ver la definicion de espacio complementado, la cual nos
ayudara a entender un teorema posterior a la introduccion de las funciones de Rade-
macher, junto con su corolario.

| Definiciéon 1.2 (Subespacio complementado). Decimos que un subespacio cerra-
doY de un espacio normado X esta complementado en X cuando existe un complemento
topologico deY en X, o equivalentemente, cuando existe una proyeccion lineal continua
Pen X tal que P(X) =Y.

Ahora, continuaremos este capitulo introduciendo unos resultados muy conocidos
que nos seran de gran provecho en la parte final del trabajo, ya que los emplearemos
en algunas de las demostraciones y nos acortaran el proceso resolutivo. Empezaremos
viendo el lema de Zorn, que es un resultado muy util y versatil equivalente al axioma
de eleccion.

| Teorema 1.6 (Lema de Zorn). Cualquier conjunto inductivo y no vacio posee un
elemento maximal.

Recordemos que un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es inductivo si toda
cadena en A (es decir, todo subconjunto totalmente ordenado) posee una cota superior.
También recordemos que m € A es maximal si para todo a € A tal que m < a se tiene
m=a.

La siguiente desigualdad no necesita ninguna presentacion, pues es un clasico de
muchos ambitos de las matematicas, y como no podria ser de otra manera, también
haremos uso de ella en este trabajo.

| Teorema 1.7 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Consideramos el espacio de
Banach X, y los vectores x e y pertenecientes a dicho espacio. Entonces, se tiene

G2 < llx - NIl

Finalizaremos esta seccion preliminar con el teorema de la grafica cerrada, pero
antes definiremos qué es la grafica de una aplicacion.

| Definiciéon 1.3 (Grafica). Sean X eY dos espacios vectoriales. Se define la grafica de
la aplicacion lineal T : X — Y como el subespacio vectorial G := {(x,TX) : x € X }.

Ahora ya estamos listos para ver el teorema.

| Teorema 1.8 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X eY espacios de Banach y
seaT : X — Y una aplicacion lineal. Entonces, son equivalentes:
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1. T es continua.
2. La grafica deT es cerrada.






2 | Convergenciaabsolutay conver-
gencia incondicional de series in-
finitas en espacios de Banach

2.1 Teorema de Dvoretzky-Rogers

Recordemos que una sucesion (x,,) en un espacio normado es absolutamente con-
vergente si ), ||x,|| < oo,y es incondicionalmente convergente si )3, x,,, converge,
independientemente de la permutacioén de indices o.

Dirichlet asegura en un teorema de analisis elemental que una sucesién de esca-
lares es absolutamente convergente cuando es incondicionalmente convergente. Con
una pequefia modificacion de la prueba se tendria el mismo resultado para cualquier
espacio normado de dimension finita.

A continuacién veremos qué pasa en un espacio de dimension infinita.

Proposicion 2.1.  Un espacio normado es un espacio de Banach si y solo si toda serie
absolutamente convergente es incondicionalmente convergente.

Demostracion. Nos basta con probar que toda sucesiéon de Cauchy (x,) es conver-
gente. Es suficiente con encontrar una subsucesion de Cauchy.

Por ejemplo, escogemos una sucesion creciente de enteros positivos (n,) tal que
siy, =X, _ — X, ,entonces |y, Il <27%. Como (y,) es absolutamente convergente, es
incondicionalmente convergente. La convergencia de (x, ) se tiene por la identidad
Xy T+t y, =X

Rjyr”

Ademas, se tiene que en un espacio de Banach, una serie de sumas parciales de
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una serie absolutamente convergente es una sucesion de Cauchy, y por lo tanto con-
vergente.

Una aplicacion del teorema de Dirichlet para la suma de normas nos permite obte-
ner la convergencia incondicional. |

En espacios de dimension infinita suele haber ejemplos sencillos de series incon-
dicionalmente convergentes que no son absolutamente convergentes. Por ejemplo, en
£? la serie Y.(4,e,) es incondicionalmente convergente cuando (4,) € £2, pero no es
absolutamente convergente a menos que (4,) € £.

| Teorema 2.1 (Teorema de Dvoretzky-Rogers). Sea X un espacio de Banach de
dimensién infinita. No importa como escojamos (A,) € 2, que siempre hay una serie
incondicionalmente convergente Y. x, en X con ||x,|| = |A,|, para todo n.

Luego, escogiendo (4,) en £2 pero no en £, tenemos series en un espacio de Ba-
nach de dimension infinita, las cuales son incondicionalmente convergentes pero no
absolutamente convergentes.

El corazoén del teorema de Dvoretzky-Rogers reside en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea E un espacio de Banach 2n-dimensional. Se tiene que existen n vec-
tores x,, ..., X, € Bg, con la norma de cada vector > 1/2, de forma que independien-
temente de los escalares 4, ..., 4, tenemos:

|2 05] < (Z 0
Jj<n Jj<n

Demostracion. En primer lugar vamos a establecer la notacién que usaremos a con-

1/2

tinuacion. Si w es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension k,
cada uno con sus respectivas bases, entonces det(w) y tr(w) denotan el determinante
y la traza de la matriz representante de w con respecto a sus bases elegidas. Si cam-
biamos las bases, el determinante puede variar por un factor constante, pero la traza
permanece invariante.

Nuestro objetivo es encontrar un isomorfismo en norma u : ¢ %" — F satisfacien-

do
|tr(u™"v)| < 2n]|v]| (2.1)

: . p2n
para cualquier operador v : 5" — E.
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Encontrar esa u no es un problema, escogemos una u que cumpla:
det(u) = max{|det(v)| : v € £(f§”, E), |v|| =1}.
La compacidad de la esfera unidad en £(¢ %”, E) y la continuidad del determinante
garantiza la existencia del operador u.

Establecer (2.1) requiere mas cuidado. Sea £ un escalar no nulo y v € L(£?", E).
Entonces, con la eleccion de u y la naturaleza de los determinantes tenemos:

| det(u + ev)|

o = det®:

luego
| det(u + ev)| < det(u) - ||u + ev]|** < det(u) - (1 + |e]| - |[v])*".

Consideramos id como la identidad en # g”. La invertibilidad de u nos proporciona
las siguientes operaciones:

| det(u + €v)| = det(u) - | det(id + eu'v)| = det(u) - |1 + € - tr(u™'v) + c(e)|
donde |c(e)| = O(|€]?) cuando € — 0.
Con esta igualdad y la desigualdad previa, podemos establecer:
11+ tr@ o) +c(e)] < (1+ || - lvlD)* = 14 2n - [¢]||v]l + O(le|*)

para un € pequefio. Escogiendo & de forma minuciosa para que satisfaga ¢ - tr(u™'v) =
|€ - tr(u~'v)|, tendremos para un || pequefio

L+ |e] - [tr@™ o) < 1+ ] - 2n - ||o]l + O(le]?),
y despejando obtenemos

|tr@™ 0)| < 2n - [Jo]l + O(le)).

Haciendo tender € a cero llegamos a (2.1).

Si consideramos ahora a P como la proyeccion ortogonal en f%" con rango m-
dimensional, podemos trabajar en (2.1) para obtener

m = tr(P) = tr(w™'uP) < 2n - ||[uP||.
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En otras palabras, ||[uP|| > m/2n.

Por fin podemos abordar el problema de seleccionar adecuadamente x,, ..., x, en
E.La clave reside en escoger de forma apropiada unos vectores ortogonales y,, ..., y,

en f%” para establecer x; = u(y;) para cada j.

Como |[u|| = 1, existe un y, € f%" con ||y,|| = 1y |luy,|]| = 1. Consideramos
P, la proyeccion ortogonal de ¢ %” en el complemento ortogonal de y,, notado [y,]*.
Entonces, ||[uP,|| > (2n—1)/2n, por lo que hay un y, € [y,]* con ||y,|| = 1 y |luy,|| =
luP,y,|| = (2n — 1)/2n. Sea P, la proyeccion ortogonal de f%" en el complemento
ortogonal [y,, y,]*. Entonces, ||uP,|| > (2n — 2)/2n, por lo que hay un y; € [y, y,]*
con ||y5]l = 1y |luysl| = [uPyy5]l = (2n —2)/2n. Y asi sucesivamente.

Después de n iteraciones obtenemos unos vectores ortogonales y,, ..., y, en f%”.
Estableciendo x; = uy; para 1 < j < n, tenemos ||x;|| > (2n — j + 1)/2n > 1/2 para
toda j, y al mismo tiempo, para 4,, ..., 4, escalares tenemos

2
|2 05l = (S o ) Izt Sl = (Z )
Jj<n Jj<n Jj<n j<n

por la ortonormalidad de los y;. Luego ya tenemos probado el resultado.

Para probar el teorema de Dvoretzky-Rogers, conviene introducir una nocioén alter-
nativa de serie incondicionalmente convergente.

ema 2.2. na serie X, en un espacio de Banach es incondicionalmente conver-
L 22. U 0 Xn de B h d 1 t

gente si y solo si es convergente por signos, es decir, si ), €,x, converge para cual-
quier eleccion de signo € = +1.

La demostracion de este lema requiere bastantes manipulaciones, las cuales vere-
mos mejor mas adelante cuando introduzcamos algunas equivalencias de convergen-
cia incondicional. De momento asumimos este lema como cierto.

Demostracion. (del teorema de Dvoretzky-Rogers). Fijado (4,) € £?, escogemos ente-
ros positivos n; < n, < ... tales que, para cada k € N,

Z Mnlz < 72k

nn;

Como X es de dimension infinita, el lema 2.1 se aplica de forma excepcional. Por lo
tanto, podemos encontrar unos vectores y;,...,y,en B x> cada uno con norma > 1 / 2,
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tales que para cualesquiera escalares «;, ..., @, y cualquier k tenemos

172

N
2
< Z la,| ,

n=n n=n

sin importar como escojamos n, < N < n,,,. Establecemos los y;, como x;, =
4;¥;/1y;|l. Prestemos especial atencién a lo siguiente: sin importar el signo ¢ = +1
nieln, < N < n,_, tenemos

N N 1/2

4,17 k41
|Zem]<( T EL) <o
iy,

Se tiene que las sumas parciales de (¢,x,) son de Cauchy. Por lo tanto, (x,) es
convergente por signos, y por el lema anterior tenemos que es incondicionalmente
convergente. Ademas, por nuestra eleccion de los y; tenemos que ||x,|| = |4,| para
todo n. |

2.2 Teorema de Orlicz-Pettis

En los resultados anteriores hemos visto que en un espacio de Banach de dimen-
sion infinita las nociones de absoluta e incondicionalmente convergente no son equi-
valentes. En consecuencia, nos surge la duda sobre qué podemos decir de la conver-
gencia incondicional.

Alolargo de esta seccion veremos un gran arsenal de equivalencias de ser incondi-
cionalmente convergente. Aunque algunos pueden resultar ligeramente elementales,
veremos otros, como el teorema de Orlicz-Pettis, que son sutiles y obtienen resultados
sorprendentes.

| Teorema 2.2. Para una serie Zn x, en un espacio de Banach, son equivalentes:

(1) Y, x, es incondicionalmente convergente.

(2) zn x, es desordenadamente convergente, es decir, para todo € > 0 existe un entero
positivo n, tal que cuando M sea un subconjunto finito de N con min M > n,
tenemos || X5,y Xull < €.

(3) zn X, es convergente por subseries, esto es, para cualquier sucesion estrictamente
creciente (k,) de enteros positivos, Y. X, converge.
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(4) Y, x, es convergente por signos.

Demostracion. (1) = (2): Lo abordamos por reduccion al absurdo, suponiendo que
(2) es falso y buscando una permutacion o de N que hace que las sumas parciales de
(xa(n)) no sean de Cauchy. Consideramos § > 0 tal que, independientemente de m €
N, encontramos siempre un conjunto finito M C Nconmin M > my || Y, ., Xill >
6. Esto nos permite construir una sucesion (M,) de subconjuntos finitos de N tales
que, para todo n € N,

max M, <minM,,, vy ” Z ka > 0.
keM,

Pero, si o es una permutaciéon de N que asigna cada intervalo de enteros
[min M,, min M, + |M,,||

a M,, las sumas parciales de (x,,) no son de Cauchy, por lo que llegamos a una
contradiccion.

(2) = (1): Sea ¢ una permutacion de N. Fijamos € > 0 y escogemos n, € N segun
la definicién de desordenadamente convergente. Podemos afirmar que hay unm, € N
talque {1,...,n.} Co({1,...,m_}), y con esto, tenemos que si g > p > m,_, entonces
| ZLP Xomll < €, es decir, Y x,,, converge.

(2) = (3): Fijado € > 0, elegimos m, € N tal que || ), _,, x,l| < € para todo sub-
conjunto finito M de N con min M > m,. Ahora, si (k,) es una sucesioén estrictamente
creciente de nimeros naturales, tenemos que k, > n para cada n, luegosig > p > m,,

q .
entonces || 37| x || <€, es decir, 3 x, converge.

(3) = (4): Sea (¢,) una sucesioén de +1. Si )| x, es convergente por subseries y
establecemos S* = {neN ¢, =1}y S~ ={n e N : g, = -1}, entonces debe
darse que ambas series ) _q. X, sean convergentes. Fijamos ¢ > 0. Cabe destacar que
si p < g son numeros naturalesy M* = {n € §* : p < n < g}, entonces:

q

anxn= Z X, — Z X,.

n=p neM+ neM-

Se sigue de la convergenciade ) _.. x, que || X _,,- X,|l < €/2 para p suficientemen-
q .

te grande. Entonces || anp €,X,|| < € para cada p, y esto es suficiente para asegurar

la convergencia por signos.
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(4) = (2): Para acabar, volveremos a razonar por reduccién al absurdo. Asumimos
que ), x, no es convergente por signos. No tenemos otra opcioén que admitir la exis-
tencia de 6 > 0 y de una sucesion (M,) de subconjuntos finitos de N para los cuales
max M, <minM, vy || ZneMk x,|| > 6. Asignamos a ¢, el valor +1 sin € U M,,
y —1 en caso contrario. Las sumas parciales de ((1 + £,)x,) no son de Cauchy, luego
por lo menos una de las series Y. x, y Y. €,x, sera imposible que converja. Asi vemos
que hemos llegado a una contradiccion, con lo que probamos el resultado.

En el siguiente diagrama observamos como hemos hecho la cadena de demos-
traciones con sus respectivas implicaciones, que como observamos, es un diagrama
cerrado, por lo que la demostracion es valida.

“4)
7 1
1 < @ -0

Hemos visto que la convergencia incondicional de )’ x, nos proporciona la con-
vergencia de ) b,x, para ciertas sucesiones especiales en £ - la sucesion de los
signos. Estos b, especiales son, al menos en el caso real, los puntos extremos de B,«,
luego, teniendo en cuenta el teorema de Krein-Milman, el siguiente resultado no nos
sorprendera en exceso.

Lema 2.3 (Bounded Multiplier Test). En cualquier espacio de Banach, la serie ) x,
es incondicionalmente convergente si y solo si la serie ). b x, es convergente para
todo b, € 7.

Demostracion. Una implicacion es trivial, ya que sabemos que convergencia por sig-
nos implica convergencia incondicional. Teniendo en cuenta esto, fijamos una serie in-
condicionalmente convergente )’ x, en un espacio de Banach X y vemos que ). b,x,,
converge cuando b = b, € £*. La completitud de X nos allana el camino, ya que
solo necesitamos ver que || sz b.x,|| converge a cero cuando m,n — oo0. Usando

dualidad,

n

“ Z bk'xk“ = sup [{x7, Zbkxk>| < bl - sup [{X7, x M,
k=m k=m m

X*EByx X*€Byx j_

y esto nos lleva a intentar demostrar que

lim sup Z [(x*,x,)] =0. (2.2)

M0 e By ko
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El método mas apropiado es ver la convergencia desordenada. Para un € > 0 dado,
tenemos un m, € N tal que para todo conjunto finito M C N con min M > m, tene-
mos || Y, ., X« < €. Centrémonos en Re(x*, x,) para un x* € By. fijado. Elegimos
n > m > m, y establecemos

M* ={m<k<n:Rex*x,) >0}

M~ ={m<k<n:Re(x* x,)<0}.
Entonces

D IRe(x*, x,)| = [Re(x*, D\ x,)+ [ Re(x”, D x,)|

keM+ keM~-

SH Z X, +|| 2 ka<2-e.
keM-

keM+

De forma analoga tenemos que Y, |Im(x*,x,)| < 2&. Con esto y tomando
limites mientras hacemos tender € a cero tenemos el resultado. |

Ahora tenemos una buena lista de condiciones de convergencia en norma equiva-
lentes a convergencia incondicional. Hay que destacar que muchas de estas condicio-
nes son equivalentes a converger débilmente, y ahora nuestro objetivo sera configurar
el proceso de transferencia probando dos sutiles teoremas de intercambio de limites,
primero el de Schur, y luego como consecuencia el teorema de Orlicz-Pettis.

| Teorema 2.3 (Teorema de Schur en £Y). Enf', convergencia débil de sucesiones
y convergencia en norma son lo mismo.

Demostracion. Para la implicacion no trivial podemos trabajar sin pérdida de gene-
ralidad con una sucesiéon débilmente nula (x™) en #!. Hay que ver que se tiene que
D |x§€")| — 0 cuando n — 0.

La naturaleza débilmente nula de (x() nos asegura que para cualquier entero N
fijado, z:/:] |x§(")| — 0 cuando n — o0. La parte mas complicada es controlar las
colas. Para lograr esto, hay que recalcar que B,. es débilmente compacto, e incluso
es débilmente metrizable, ya que #* es el dual del espacio separable #'. Quizas venga
bien sefialar que una buena métrica en B,., viene dada por d(f,g) = Y, 27%| f, — g, |-
Ahora, tengamos en cuenta que una base de un entorno débil para algun /' € B,_
viene dada por todo

U(f,6,N)=1{f €By,p, : Ifi = fil <6, 1<k <N},
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donde 6 >0y N € N.

La combinacién de la topologia débil - que es finita en los naturales- y la métrica
compacta - que nos permitira utilizar el teorema de categorizacion de Baire - resulta
ser justo lo que necesitamos para tener un control uniforme de las colas.

Fijado € > 0, y para cada m € N, establecemos el conjunto

B, = ﬂ{ferm DI X)) s%}

n>m

Cada B,, es un subconjunto débilmente cerrado de B, _, ya que es interseccion de
tales conjuntos. Claramente tenemos que los b,, crecen conforme crece m, y la nulidad
débil de (x) nos proporciona que

B, =|JB,

Ahora, el teorema de categorizacion de Baire nos revela que uno de los B,,, llamé-
moslo Bmo, tiene interior no vacio. Esto nos asegura que podemos encontrar f S Bmo,
6 >0y N € N tales que

Uu(f,s,N)c B, CB,

aratodom > m,. Si ajustamos m, (en caso de ser necesario), también podemos asumir
0 0

N

E
D1 < 3
k=1

para todo m > my,.

Ahora fijamos m > m,. Aprovechamos las limitaciones que rigen el nimero de
miembros de U(f, 8, N), y definimos f € B, como

fi=Ffc si 1<Sk<N y f.=signx si k> N.

Entonces f € U(f,8,N) C B,, . luego [{f,x™)] < &/3. De esto se sigue que

D= D 1Y fx” = Y fx”
k

k<N k k<N

< D A+IADI1+ [ fx™)] < 5+

k<N

=&

WM

como queriamos demostrar.
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Con este teorema en mente, decimos que un espacio de Banach tiene la propiedad
de Schur si todas las series débilmente convergentes son convergentes en norma.

El teorema de Schur en ¢! es la piedra angular de nuestra demostracion del teore-
ma de Orlicz-Pettis. También haremos un uso critico de otro resultado fundamental,
debido a S.Mazur: para subconjuntos convexos, en particular subespacios, la clausura
débil y la clausura en norma coinciden.

| Teorema 2.4 (Teorema de Orlicz-Pettis). Para sucesiones en un espacio de Ba-
nach, convergencia débil de subseries y convergencia (en norma) de subseries son lo mis-
mo.

Observamos con facilidad que la definiciéon de convergencia débil de subseries
es casi una copia de carbon de convergencia de subseries: basta con reemplazar la
topologia en norma por la topologia débil.

Demostracion.  Obviamente, las propiedades de la norma implican las de la débil,
pero el reciproco requiere una demostraciéon formal.

Sea (x,) convergente débilmente en subseries. Podemos suponer que nuestro es-
pacio de Banach es separable. Procedemos a la prueba creando un operador natural
v @ X* = ¢! dado por v(x*) = ({x*, x,)). Usaremos el teorema de Schur en ¢, para
ver que v es compacto. Una vez tengamos esto, solo tendremos que dar un pequeno
paso para obtener la convergencia en subseries de (x,,).

Primero debemos justificar la existencia de v como un operador lineal acotado.
Como (x,) converge débilmente por subseries, existe el limite débil de Z;’_l X, para
- J
toda sucesion creciente de enteros positivos (k;). Se sigue de esto que la sucesion
de escalares ((x*, x,,)) converge incondicionalmente, luego converge absolutamente,
para cada x* de X*. Por lo tanto, la aplicacién v : X* — #! existe. Se tiene ficilmente
que v es lineal y tiene grafica cerrada, por eso v es un operador lineal acotado.

Para ver que v es compacto, empezamos con la sucesion (x” ) en By.. Por la suposi-
cion de separabilidad de X tenemos que B,. es compacto y metrizable en la topologia
débil. Esto nos permite extraer una sucesion débilmente convergente (x* ) de (x7),

k

*

0
habremos establecido la compacidad de v. Pero, como v toma valores en £, podemos

con limite débil x;. Si podemos demostrar que vx; es la norma de limite de (Uxfnk),

usar el teorema de Schur en ¢!, y lo unico que nos hace falta ver es que vx; es el li-
mite débil de (er*nk)' Para esto basta con probar que (f,vx;) = lim,(f, Ux:‘nk) para
cualquier f en un subconjunto denso de #*. Recordemos que las funciones simples

forman un subconjunto denso de £%, por lo que la linealidad nos permite restringir
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nuestra busqueda de conjuntos a la coleccion de funciones caracteristicas f = &,, de
subconjuntos M de N. Para tal f, tenemos por la convergencia débil por subseries de
(x,)

(fooxp) = D (xpx,) = (xp, D x,) = lim(x), L D x,)

neN neN neN
_ 1z * _ 17 *
= lim %(xmk,xﬁ = lim(f, vx}, ).
ne

Hay una gran variedad de formas de terminar la prueba. Quizas, la mas elemental
empiece recordando como identificar los subconjuntos relativamente compactos de
£!: estos son los subconjuntos acotados K con colas uniformemente pequefias, que-

remos decir que independientemente del € > O hay unn, € Ntalque ). _ |a,| <€

n>n,
para cualquier (a,) € K. Tomaremos v(By.) como nuestra K. Entonces, para cual-

quier subconjunto finito M de N con min M > n,,

| 2~
neM

< sup ) |(xx,) <e.
eM

X*EBX* n

Por lo tanto, nuestra serie converge desordenadamente. |

Si nos paramos a pensar un momento, nos damos cuenta que hemos demostrado
mas de lo que habiamos enunciado en el teorema de Orlicz-Pettis: la compacidad del
operador natural v : X* — #! también es equivalente a la convergencia por subseries

de (x,).

El teorema de Orlicz-Pettis abre la puerta de la topologia débil. Usando como mode-
lo las demostraciones de las equivalencias elementales de la convergencia (en norma)
de subseries vistas en el apartado 2.2, de forma rutinaria organizamos una lista de
equivalencias de propiedades débiles y convergencia débil por subseries. Recapitule-
mos lo que hemos visto anteriormente.

| Teorema 2.5 (Teorema Omnibus de convergencia incondicional). Para una
sucesion (x,) en un espacio de Banach X, son equivalentes:

(1) (x,) es incondicionalmente convergente.

(2) (x,) es desordenadamente convergente.

(3) (x,) es convergente por subseries.

(4) (x,) es convergente por signos.

(5) (b,x,) es convergente para cualquier (b,) en £.
(6) (x,) es débilmente convergente por subseries.
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(7) (x,) es débilmente convergente por signos, es decir, ), €,x, converge débilmente
en X para cualquier eleccion de signos €, = +1.
(8) (b,x,) es convergente débilmente en X para cualquier (b,) € £.
(9) v: X* > ¢! tal que x* — ((x*,x,)), es un operador compacto.
(10) (b,) — 3., b,x, define un operador compacto £ — X.
(11) (b,) ~ )., b,x, define un operador compacto c, - X.
(12) (b,) = )., b,x, define un operador acotado ¢ — X.

Demostracion.  Las primeras nueve equivalencias las tenemos como consecuencia de
lo visto en las paginas anteriores. Las equivalencias de la (1) a la (4) son las que compo-
nen el teorema 2.2. Sabemos que (1) y (5) son equivalentes por el lema 2.3. El teorema
de Orlicz-Pettis nos proporciona de manera inmediata la equivalencia entre (3) y (6),
y por como hemos realizado la prueba tenemos también que (3)«>(9). Por otra parte,
tenemos la implicacion en ambos sentidos entre (1) y (7), gracias al lema 2.2. De forma
trivial tenemos las equivalencias entre (7) y (8) y entre (5) y (8).

Para ver las implicaciones que faltan, tenemos que recordar el teorema de Schauder:
un operador en un espacio de Banach es compacto si su adjunto (o biadjunto) lo es. Con
esto presente, tenemos que gracias a (5), el operador en (10) es justo el inducido por
el adjunto del (9), y v en (9) es el adjunto del operador en (11). Luego, tenemos como
consecuencia del teorema de Schauder que (9)—(10), y que (10) implica tanto (11), ya
que el operador de (10) se puede restringir para tener el de (11), como (12), que a su
vez este ultimo implica (5), de forma trivial por el lema 2.3.

A continuacién mostramos de forma esquematica la cadena de implicaciones, de
manera que podremos observar sin dificultad que es una cadena cerrada.

(7 (6)
77 1 !
®) D e @ <« G <@
NN T !
&) (10) < O
v L/
(12) (11)

La omision de una analogia débil de (1) en nuestra lista es inevitable. Por ejemplo,
si consideramos (e,) la base de vectores unitarios en c,, la sucesion dada por x;, =
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e,y x, =e,—e, paran > 2 muestra que ) X, converge débilmente en un

n

espacio de Banach para cualquier permutacion o de N sin ser (x,,) incondicionalmente
convergente.

2.3 Desigualdad de Khinchin

Una vez visto que convergencia incondicional y convergencia absoluta no son
siempre equivalentes, buscaremos conclusiones analiticas sobre series incondicional-
mente convergentes. En esta seccion introduciremos unas herramientas muy intere-
santes que nos serviran para futuros razonamientos matematicos. Todo esto se basa-
ra en las mas que famosas funciones de Rademacher y su papel en la desigualdad de
Khinchin.

Definimos formalmente las funciones de Rademacher como
rn:[O,l]—>R, neN,

donde
r,(t) 1= sign(sin 2"xt),
siendo sign(sin 2"xt) el signo de sin(2"xt).

Esta definicion se entiende mejor de formar grafica, por lo que a continuacion ve-
remos una representacion de ry, r, y r5.

Observamos con facilidad, que las funciones de Rademacher no son mas que una
union de 2" segmentos disjuntos de longitud 1/2", estando la mitad en el primer cua-
drante y la otra mitad en el cuarto.

Una vez introducidas las funciones de Rademacher, tenemos que destacar su ca-
racteristica mas importante: sus buenas propiedades de ortogonalidad. Si 0 < n, <
ny <+ <n.yp,...,p; = 0son enteros, entonces
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1 :
1 sicada p; es par
PP(E) - PP (1)t = P; s par
o M "k 0 en caso contrario.
Este resultado lo podemos comprobar observando las imagenes anteriores, por lo
que no haremos la prueba de forma analitica.

Una consecuencia inmediata es que los r, forman una sucesiéon ortonormal en
L?[0, 1], asi que tenemos

/1 | > anrn(t)‘Zdt = |a,|’
0

para todo (a,) € £°. Tenemos que tener cuidado, ya que no forman una base ortonor-
mal: cos(2xt) y r, - r,, por ejemplo, son ortogonales para todos los r,,.

El principal resultado de las funciones de Rademacher es una desigualdad muy
potente.

Lema 2.4 (Desigualdad de Khinchin). Para cualquier 0 < p < oo, existen dos cons-
tantes positivas A, y B, tales que, independientemente de la sucesion de escalares
(a,) en £? tenemos

1/p 1/2

12 |
ao(Biar) <( [ 1Zanora) <8 (Tiar

n n

Podemos reformular este enunciado diciendo que en el generador de las funciones
de Rademacher todas las métricas L son equivalentes. La mejor eleccion de A,y B,
depende de la eleccién del campo escalar. Sera suficiente con probar la desigualdad
de Khinchin para nimeros reales, ya que en el caso de los nimeros complejos basta
con descomponerlos en su parte real e imaginaria.

Teniendo en cuenta la monotonia de las métricas en L?, podemos establecer la
desigualdad de Khinchin concentrandonos en potencias de 2, es decir, tomando p = 2",
y usando induccién. El paso general de induccion suele resultar tedioso, pero nos
resultara elemental y nos transmitira bastante informacion para el caso p = 4. Este es
el caso que debemos utilizar cuando vayamos a probar otra desigualdad, formulada
por Grothendieck.

Demostracion (Prueba de la desigualdad de Khinchin para p = 4). Tomando limites
podemos simplificar la prueba y trabajar con una sucesion finita de escalares reales
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(a;, ...,a,). Ahora desarrollamos el interior del paréntesis del centro de la desigualdad

! 4
/O|r§:lanrn(t)| dt =
1
/0 Zairi(t) : Zajrj(t) . Zakrk(l) . Zafrf(t)

i<m j<m k<m £<m

1
= a,a,a.a, /0 O OrOr,ndt=3- ) dat-2- ) at.

ijkf<m

i,j<m i<m

Observamos que gracias a la ortogonalidad de las funciones de Rademacher se
anulan las integrales a no ser que sus exponentes sean iguales por pares. En el ultimo
término, aparece un 3 multiplicando al sumatorio, ya que hay tres posibles formas
de combinar los exponentes para que sean iguales dos a dos, sin embargo, tenemos
que tener en cuenta los casos en los que los cuatro exponentes son iguales, ya que
los estamos contando como si fuesen tres casos diferentes, por eso introducimos ese
sumatorio negativo, para restar los dos casos repetidos.

Una vez explicado estos pasos seguimos y llegamos a que

/01|Zanrn(t)‘4dt§3-Zaf-;afz?)- Zai

n<m n

lo cual nos ayuda a obtener la siguiente desigualdad

1/4
| S, <] Zenl, <] o
n<m n<m n<m

5

Con esto hemos visto que B, <34y A, > 1, esmas, A, = 1.

En principio debe estar claro como abordar un paso inductivo general para las
potencias de dos. Pero igualmente queda claro que este procedimiento no conduciria a
resolver formulas complicadas de combinatoria, asi que mejor alejarnos de ese desafio
y emplear otro camino.

Demostracion (Desigualdad de Khinchin para un p general). El procedimiento a se-
guir sera establecer el resultado para valores enteros de p. Usando la desigualdad de



26 OPERADORES ABSOLUTAMENTE SUMANTES

Holder y la monotonia de las normas L? nos desharemos de los casos restantes. Co-
mo en el caso anterior, sera suficiente con trabajar con nimeros reales a,, ..., a,, no

todos nulos.

Sip € Ney € R, entonces tenemos que |y|? < p!- (1 + |y|?/p!) < p!-ePl. Si
establecemos f(1) = Y <m @nT, (1), tenemos

1 1 1
/ | f®)|Pdt < p!- / e/ Olds < p! - / (/O + e77®) dt.
0 0 0

2)1/2

1
n<m @y = 1,y observamos que/0 e/ Odt =

Normalizamos para obtener || f||, = (Z

/01 I1., exp (anrn(t)) dt. Expandiendo el integrando como producto de series de po-
tencias, y teniendo en cuenta la ortogonalidad de las r,, podemos intercambiar la
integral y el producto. Esto mismo se podria ver también si nos llevamos el problema
al campo de la estadistica, y consideramos las r, como variables aleatorias indepen-
dientes. En cualquier caso tenemos

1 1
/ eVt = / H exp(a,r, ())dt = H cosh(a,) (x),
0 0 n<m n<m

y por comparacion en los términos de series de potencias llegamos a la siguiente

desigualdad

2 2

(*)SHexp % = exp 25" — o2

n<m n<m

Por simetria tenemos que fol e /0dt < e!'/?, y por tanto
!
/ |f(@O1Pdr < 2p! - /2.
0

Para 2 < p < oo, teniendo en cuenta la monotonia y la homogeneidad de las

normas L”, podemos concluir para a,, ..., a,, € R arbitrarios que
1/2 1/2
1/k
Z a* < ” 2 a,r,| < (Zk! . el/z) . 2 a ,
n n
n<m n<m p n<m

donde k es el entero siguiente a p.
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Nos quedamos con el caso 0 < p < 2. Vamos a resolverlo usando una modificacion
de la desigualdad de Holder. Dado 0 < p < 2, definimos 0 < # < 1 como 6 =
(2 —(p/2))7!, de forma que

0=02—-(p/2) " ' >40—0p=2— 40— 0p—4=-2.

En el ultimo paso hemos sumado -4 a cada lado, para después cambiar el signo de
la ecuacion y poder agrupar de manera que tenemos pf + 4(1 — ) = 2. Con esto
podemos descomponer | f(¢)|? y establecer la siguiente desigualdad

1 1 1 1
/If(t)lzdt=/ If(t)l”e-lf(t)l““‘e)dts</ |f(t)|”dr> (/ If(t)l“dt)
0 0 0 0

Ya sabemos que || f|l, < B, - || f]l,, de donde llegamos a que Bi_4/p- N/l < A1,
Por otro lado, usando una vez mas la monotonia llegamos a que || /|, < [[f |l

0 1-6

Los razonamientos empleados en el caso 0 < p < 2 se pueden utilizar para estable-
cer un enunciado mas general: si las métricas en L” son equivalentes en un subespacio
comun para 0 < p, < p < p,, entonces son equivalentes para 0 < p < p,.

El teorema de Dvoretzky-Rogers indica que independientemente del espacio de Ba-
nach X de dimensién infinita e independientemente de la sucesion de escalares (4,,)
en £? siempre habra una sucesién incondicionalmente convergente (x,) en X tal que
|x,|l = |4,| para todo n. Con todo lo visto hasta ahora nos puede surgir la duda sobre
si podemos plantear una proposicién mejor, como por ejemplo, si podemos reempla-
zar £ por un subespacio mayor £9 con g > 2. El siguiente teorema nos alejara de estas
especulaciones, y ademas, sera nuestra primera oportunidad de utilizar la desigualdad
de Khinchin.

| Teorema 2.6 (Teorema de Orlicz). Si( f,,) es una sucesion incondicionalmente con-
vergente en L'[0, 1], entonces Y, ||fn||f < 0.

Demostracion. Como viene siendo habitual, si consideramos las partes real e imagi-
naria por separado, sera suficiente con trabajar con las funciones de valores reales, ya
que de forma analoga se obtiene el resultado para las funciones de valores imagina-
rios.

Recordemos que por el Teorema Omnibus 2.5 tenemos que ( f,,) da lugar al operador
(compacto) v : L®[0,1] - ¢! tal que g — ({g, f,)). Por la convergencia por signos,
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cualquier sucesion de signos €, = +1 satisface

| 2,

< su I = lvll
1 gEBi;Kng loll

Observamos que independientemente del nimero natural m, podemos utilizar la
desigualdad de Minkowski seguida de la desigualdad de Khinchin para deducir que

1/2 . 1/2 Lo
(ZIIMI%) s/ (Z fn(s)2> dssA;l-/ / | 2 firo|d ds.
n<m 0 0o Jo

n<m n<m

Cambiando el orden de integracion, la dltima expresion se convierte en

A7 /0 i 2o,

que esta acotada superiormente por Al_1 - |lv]| ya que r,(tf) = +1 para todo ¢ fuera
del conjunto contable de racionales diadicos {k - 27" : 0 < k < 2",n € N}. Como
resultado tenemos

dt,
1

1/2
(2 ||f,,||%> < AT o]l < oo,

Otra importante consecuencia de la desigualdad de Khinchin es la existencia de
subespacios de Hilbert facilmente descriptibles en L?[0, 1]. Introducimos la notaciéon
Rad, para el generador lineal cerrado de las funciones de Rademacher en L?[0, 1],
para cualquier 0 < p < 0.

A continuacion, veremos un teorema que engloba tres caracteristicas muy intere-
santes de Rad,, que nos permitiran entender mejor su comportamiento.

| Teorema 2.7. 1. Para0 < p < oo, Radp es isomorfo a £2.
2. Rad  es isomorfo a ¢!, isométrico en el caso real.
3. Paral < p < o0, Radp es un subespacio complementado en L?[0, 1].

Demostracion. 1. Este resultado es una consecuencia inmediata de la desigualdad
de Khinchin. El isomorfismo viene dado por (a,) = Y a,r,.
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2. En primer lugar veamos el caso real. Si ¢y, ..., ¢, son nimeros reales, podemos
encontrar un intervalo diadico de longitud 27" en el que cada r; (1 < j < n)
concuerde en signo con su correspondiente ¢;. Con esto, queda claro que

n n
| Zenl, = Ztet
j=1 j=1

El caso complejo es una consecuencia rapida. Sic; = a; +i-b; (1 < j < n) son
numeros complejos,

1 n n n n
> X lel< méx{ gl Y |b,|} — miéx { | X e
j=1 j=] j=1 j=1
n n
<[ Serl.< S
j=1 j=1

En cualquier caso, el paso a sumas infinitas es elemental.

R
j=1

3. Para cada 1 < p < oo, tenemos que encontrar una proyeccion lineal acotada
P, : L?[0,1] — L”[0, 1] con rango Rad,.
Cuando p = 2, todo es sencillo: basta con tomar P, la proyeccion ortogonal en
L*[0, 1] definida por P, f = Y, (f,r,)r,, donde (f,r,) = /01 f@r,(t)dt.
Cuando p > 2, usamos que L?[0, 1] se integra de forma continua en L*[0, 1],y
con la desigualdad de Khinchin, esto asegura que f — Y (f,r,)r, define un
operador acotado P, : L?[0,1] — LP[0,1] con

120, = || X iforr,

<B, | Xs |, < By 171 < By D1

Esta aplicacion es una proyeccion sobre Rad,,.

Cuando 1 < p < 2, usamos la dualidad para resolverlo. La aplicacion P, = (P,.)"
es una proyeccion lineal acotada en L?[0, 1]. Para ver que se comporta de la
forma que queremos, primero notemos que Rad, esté en el rango de P,, ya que
(Pyr,,g) = (r,,g) para todo nimero natural n y toda g en L?"[0, 1], incluso
tenemos

(P,f.8) = ([, Ppg) = (f. 2 (g.r)r,) = lim D (f.ry) - (8.r,)
= lim (Y (f.r)ri8)
k=1

para f € LP[0,1]y g € L7[0,1].



30 OPERADORES ABSOLUTAMENTE SUMANTES

Esto nos muestra que ) (f,r,)r, converge débilmente a P, f, por lo que Rad,
es débilmente denso, y por tanto es denso en norma en el rango de P, por con-
vexidad. Como estamos tratando con espacio de Banach, Radp coincide con el
rango de P,

Hay que tener en cuenta que tenemos P, f = Z:o:l( f,r,)r, para f € L?[0,1], ya
que P, obviamente extiende P, y L?[0, 1] se incrusta densamente en L?[0, 1].

Con facilidad observamos que jugando con dos vectores 2-dimensionales podria-

mos haber demostrado que, en el caso complejo, Rad  no es isométricamente isomorfo
1
ar’.

Para finalizar esta seccion, queremos enfatizar en que Rad, no esta complementa-
do en L'[0, 1]. Para justificar esta afirmacioén hacen falta mas herramientas, y una vez
desarrollado esto, seremos capaces de ver que no hay subespacios isomorfos a espa-
cios de Hilbert que puedan ser complementados en L![0, 1]. Todo esto lo tendremos
mas claro al final del capitulo.

2.4 Desigualdad de Grothendieck

Aunque el teorema de Orlicz frustra cualquier esperanza de un refinamiento sus-
tancial del teorema de Dvoretzky-Rogers, un cambio del punto de vista nos abrira nue-
vos horizontes.

Consideremos u : X — Y un operador lineal continuo entre espacios de Ba-
nach. Reflexionemos un momento sobre lo que tenemos: u lleva series absolutamente
convergentes en series absolutamente convergentes y series incondicionalmente con-
vergentes en series incondicionalmente convergentes. También tenemos que u lleva
series absolutamente convergentes en series incondicionalmente convergentes. Pero
para cualquier espacio de Banach de dimensién infinita la identidad deja de llevar toda
serie incondicionalmente convergente en una absolutamente convergente.

Estos operadores u : X — Y que llevan series incondicionalmente convergentes
(x,) en X en series absolutamente convergentes (ux,) en Y son llamados operadores
absolutamente sumantes.
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Antes de presentar unos de los resultados mas importantes de este trabajo, el teo-
rema de Grothendieck, veremos el precursor de este importante resultado, una des-
igualdad matricial que usaremos de multiples formas a lo largo de la demostracion de
dicho teorema. Sin mas demora, presentamos la desigualdad de Grothendieck.

Lema 2.5 (Desigualdad de Grothendieck). Existe una constante universal k; para la
que, dado un espacio de Hilbert H, cualquier n € N, cualquier matriz nxn de escalares
(a;;) y cualesquiera xy, ..., X,, yy, ... , y, vectores en By, se tiene

(G) ‘Zau(x|yl)‘<1<G max{|2au,j s < 1,11, < }

Antes de proceder a la demostracién, vamos a destacar un par de comentarios.

En primer lugar, observamos que el maximo de la parte derecha de (G) se puede ver
como la norma de (a;;) considerada como un operador de " en £}. Como cualquier
subconjunto normado de B,, sirve para evaluar la norma de este operador, podemos
reemplazar, en el caso real, (DOG) por

(G") ‘Zau(x |y,))<KG max{‘ZaUe,ej| : ~,£;=il}.

El segundo comentario es que, la mejor posible k; - actualmente desconocida -
llamada constante de Grothendieck, depende de la eleccion del campo de escalares.

Demostracion. En esta demostracion no nos vamos a preocupar de obtener una bue-
na estimacién para k. Por lo tanto, tendremos suficiente con concentrarnos sola-
mente en las matrices de coeficientes reales y los espacios de Hilbert reales. El caso
complejo se tiene, con una posible duplicacion de constante, descomponiendo en parte
real e imaginaria.

Para simplificar la notacién, escribiremos

|w—mﬂ2%” s < LIl <1}

llall = sup | Y a,,(x,13)|
iJ

donde el ultimo supremo se toma en todo espacio de Hilbert H y todos los vectores
Xis-eesXp Vs ---» Y, €nlabolaunidad By. Queda claro que los espacios de Hilbert se-
parables son suficientes para obtener este supremo, ya que en cada etapa solo usamos
un namero finito de vectores.
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La idea central de la prueba es usar las funciones de Rademacher para poder in-
crustar un espacio de Hilbert separable en L?[0, 1] que respete el producto interno. Si
(e,) es una base ortonormal de H, cualquier X € H posee una expansion en series de
Fourier X = ), (x|e,)e,. Usando &, = (x|e,) podemos definir X : [0,1] — R como

X(0) 1= ) &,

Debido a la ortonormalidad de los r,, cada X pertenece a L*[0, 1], con || X||, =
||x]|, y para cualquier x, y € H

1
(x|y) = / XY (t)dt.
0

Si fuese el caso (que en principio no lo es) en el que, para todo X en L?[0, 1]
resultante de los x en By, la funcién | X| tendria un limite superior, llamémoslo M,
por lo que la desigualdad de Grothendieck seria una trivialidad. Es mas, en este caso
tendriamos para cada x,, ..., Xx,, y;, ..., ¥, en By

| Z a;;(x;1y;) =’ /1 Z a,»in(I)Yj(t)dt‘
ij y

X, ()
) <M / |2 Sl < vl

De esto se sigue que [|a| < M? - ||a]|.

Hace falta algo para sortear la falta de acotacion uniforme desplegada por la ima-
gende B, en L?[0, 1]. La representacion funcional nos permite dos ventajas: podemos
truncar y ganamos acceso a la desigualdad de Khinchin.

Dados x € H y M > 0, definimos X* y XY como

) M - signX(¢), en caso contrario.
XV =X - XL@).

Con esto, dividimos cada X en dos componentes. En primer lugar, X © esta unifor-
memente acotada por M, luego estos argumentos son aplicables en (x). En segundo
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lugar, XY tiene una fécil estimacién de su norma en L2. De hecho, tenemos que para

V3

4AM’

cualquier x € By,

(k) X7, <

Observemos que para t € [0, 1] dado, XY (¢) puede ser cero o no. Si no lo es, en-
tonces | X (f)] > M, esmas, | XY (¢)| = | X(f)] — M. La siguiente desigualdad elemental
s < m+ (s?/4m) (m,s > 0) revela que, independientemente del estado de los XY (?),
IXY(@)| £ X(©)*/4M, luego

1 3
16 M? 16 M2

gracias a una formulacion basica de la desigualdad de Khinchin.

U2 4
X713 < Xl <

Teniendo esto presente podemos completar la demostracion. Six,, ..., X,, ¥, ..., Y,
pertenecen a By, entonces por (*) y por (**) tenemos

(;aij(x,-lyj) = ‘/Ollzjaini(t)Yj(t)dt‘
S|/01 ;ain,-L(t)YjL(f)dT‘ +‘/01 ;ainZ.U(t)Y],L(t)dt‘
+| /O | X 0, XX 0¥ 0]
<M>. ||a||’+ V3. | /0 | Za . <X:~U(’>Yf(’> s XKUY,UO)) oy

AM X7, YU,

V3
<M |lall + 575 llal

3
Hemos visto que para cada M > 0, [|a|| £ M? - ||a|| + = - |lalll, luego operando

2M
tenemos
3 2M —+/3
llall - % Mall < M2 lall > llall (2—M\[> < M2 Jal
para finalmente quedarnos con
2M3
llall < —————-llall
oM —1/3
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siempre que M > \/g /2. Optimizamos el segundo miembro de esta desigualdad para
ver cual es la mejor eleccion de M, para lo cual podemos obviar el término ||a|| porque
no influye

(2—]‘43) —0e2M> - 4M -3V3)=0
2M —1/3

luego la mejor eleccion para M es 3 - \/§ /4. Al sustituir este valor en la desigualdad
anterior, obtenemos

81
llall < T2 - llall.

2.5 Teorema de Grothendieck

A continuacion vamos a presentar un teorema de gran transcendencia, cuyo enun-
ciado puede parecer simple, pero sin embargo representa un resultado muy profundo.

| Teorema 2.8 (Teorema de Gothendieck). Cualquier operador lineal y continuo
u: ' — ¢£2 es absolutamente sumante.

Demostracion.  Sin perder de vista la desigualdad que precede a este teorema, pro-
cedemos a su prueba, que veremos para |lu|| < 1 y restringido al caso real, ya que
sabemos que no hay pérdida de generalidad.

Sea (x,) una serie incondicionalmente convergente en #!. Como (x,) es conver-
gente por signos, Y, €,x, converge en ¢' a cualquier sucesion de signos ¢, y tenemos

| 2 e,
n

donde v es el operador de £#® = (£!)* en £ del que se hace referencia en el Teorema
Omnibus.

< sup )X, x,)] =l

X*Echo

Necesitamos probar que ). |lux,|l, < oo. El primer paso es reducir a dimensién
finita para poder aplicar la desigualdad de Grothendieck.

Dados m € N'y § > 0, escogemos n > m y los vectores y,, ..., y, en £/ C ¢! tal
que ||x; — y;|| < 6/2" para 1l < i < m. Si n resulta ser estrictamente mayor que m,

para la

. . 1. n
consideramos Vo1t = " =Y, = 0. Para cada 1, escribimos Y = Zj:l aijej
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expansion de y; con respecto a las coordenadas de los vectores unitarios en ¢J. Esto
nos proporciona una matriz a = (g;;) para usarla en la desigualdad de Grothendieck.

En primer lugar pensamos en términos de convergencia absoluta:

n n n
Z luyll, = Z H Z aij”ejH2 = Z a;;(z;|ue;)
i=1 =1 j=I ij

para unos zi, ..., z, € By Observemos que es adecuado para introducirlo en el lado
izquierdo de la desigualdad de Grothendieck.

Ahora pensamos en convergencia incondicional, interpretado como convergencia

por signos. Dados €, ... ,¢, = +1,
n n n
| Zen], = [ 2 Zave )er], = 2| Xase
i=1 j=1 \i=l j i

:méx{‘ E ai.eie’.| R il}.
- J J J
L.J

Esto esta bien definido para introducirlo en la parte derecha de la desigualdad de
Grothendieck.

Como todo esto esta en funcion de los y; tenemos que modificarlo para volver a
la notacion en funcion de los x;.

Dlluxill, < D Nluyill, +6 < llall +6 < kg - llall + 6
i<n i<n
26%”1 - Ei
i<n
<kg- méx{” Zeixiul &
i<n

=KG-méX{ il}+5

11}+(1+KG)-55KG-||u||+(1+,<G)-5.

Basta con tomar limites para completar la prueba.

Como vemos, la eleccion de 6 no tiene relevancia en la prueba tal y como la hemos
desarrollado. Sin embargo, podemos hacer tender 6 a 0, y obtenemos

ZEiXiHl

D llux;lly < weg - llull - sup
£;=%
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para cualquier eleccion de (x;) en #'. Luego haciendo tender § a 0% se deduce que u
es un operador lineal y continuo con norma menor o igual que k||v||, en otras pa-
labras, u lleva series incondicionalmente convergentes en £! en series absolutamente
convergentes en £,

Para terminar esta seccidn, vamos a afiadir como corolario una version del teorema
de Grothendieck para dimension finita.

Corolario 2.1.  Sean n'y N enteros positivos, y seau : £ — £’ un operador cual-
quiera. Entonces, para cualquier eleccion de x,, ...,x, € ¢ 1

m
| Xex
i=1

m
25 lluxllpy < g - flull - sup

g==+1 7

i=1
Para obtener esta desigualdad de la desigualdad de Grothendieck, basta simple-
mente con incrustar £} y 7 de la forma mas natural en ¢ 'y #2, respectivamente.

El teorema de Grothendieck nos aporta razones suficientes para creer en lo visto en
el teorema 2.7, es decir, ningtin subspacio H de L'[0, 1] que es isomorfo a £ puede
ser complementado en L![0, 1]. Todo lo que se necesita es una ligera extension del
teorema de Grothendieck: cualquier operador L'(y) — £? es absolutamente sumante.
También tendriamos que si H se complementase en L![0, 1], se tendria que la iden-
tidad de #? seria absolutamente sumante. Esta tltima afirmacion solo la ponemos a
nivel de interés, ya que se escapa del estudio de este trabajo.



3 | Operadores en espacios de Hil-
bert y operadores p-sumantes

En este ultimo capitulo, trabajaremos con espacios de Hilbert y estableceremos
algunos resultados importantes a través del estudio de los operadores compactos. Pa-
ra ello, primero estableceremos la nomenclatura que vamos a utilizar en esta parte
del trabajo, recordaremos algunos resultados y aclararemos algunos conceptos que se
utilizaran en las proximas lineas.

A partir de ahora, H,, H,, ... haran siempre referencia a espacios de Hilbert y
utilizaremos la notacion (-|-) para el producto escalar. Ademaés, cuando un operador
u actie entre espacios de Hilbert, u* no denotara solamente al adjunto de espacios de
Banach , sino que también al adjunto de espacios de Hilbert , luego (ux|y) = (x|u*y).
Para evitar confusiones, haremos unos comentarios que aclaren la afirmacion anterior,
y asi podamos alejar cualquier duda al respecto.

Tenemos por la teoria de los espacios de Hilbert que si H es un espacio de Hil-
bert, entonces también lo es H*. Es mas, podemos identificar H con H* mediante
una conjugacion lineal isométricamente sobreyectiva j que envia x € H al funcional
(-|x) € H*. Ahora, si H, y H, son espacios de Hilbert y u : H, — H, es un ope-
rador lineal acotado, entonces, el espacio de Hilbert adjunto H, — H, de u se puede
obtener del espacio de Banach adjunto u* : H) — H| directamente: es simplemente
Jji! o u*o j, donde j, : H, — H}.Se observa con facilidad que las propiedades mas
significativas que posee uno de los adjuntos las tiene el otro, como por ejemplo, ser
compacto o p-sumante, son propiedades que no puede tener uno sin que lo tenga el
otro. Por esto, y algunas mas razones, en este capitulo no haremos distinciones entre
estos dos adjuntos.
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3.1 Operadores compactos entre espacios de Hilbert

Los operadores compactos entre espacios de Hilbert admiten una representacion
particular involucrando sucesiones ortonormales, este resultado es conocido como
teorema espectral para operadores compactos.

| Teorema 3.1 (Teorema espectral para operadores compactos). Un operador
u: H, = H, es compacto si y solo si tiene una representacion de la forma

u= Y z,le)f (3.1)

donde (e,) es una sucesion ortonormal en H,, (f,) es una sucesion ortonormal en H, y
(t,) es una sucesion de escalares que converge a cero.

Siu es un operador de rango finito, (3.1) es una suma finita. En caso contrario, (3.1)
representa una serie que converge con respecto al operador norma || - || de L(H,, H,).
A partir de ahora, consideraremos las sucesiones finitas como sucesiones de longitud
infinita anadiendo ceros.

Nos referiremos a (3.1) como una representacion ortonormal del operador com-
pacto u. Tengamos en cuenta que (3.1) da lugar a la representaciéon ortonormal u* =
Y., T(:| f,)e, del espacio de Hilbert adjunto de u.

La demostracion del teorema espectral se obtiene por induccion, usando el siguien-
te lema.

Lema 3.1. Seau : H, — H, un operador compacto. Entonces existe un vector
o S 2
unitario x, € H, tal que u*ux, = [[u||*x,,.

En otras palabras, el operador u*u tiene como valor propio ||u|?.

Demostracion.  Asumimos u # 0. Como u es compacto, podemos encontrar una suce-
sion (x,), en By tal que (ux,) converge a algun z, en H y tal que (|lux,[]), converge
a ||ul|. Para cada n € N, tenemos

- 2 2 2 2 2 4 2
lluFux, = llull” - x, 17 = lluFux, 17 =2 {lull” - fux, |7+ lall™ - llx, ]l
4 2 2
< el = Heall™ - e, 117,
y por tanto, lim, (u*ux, — ||u||*x,) = 0. De esto se sigue que (x,), converge a x, :=
lull=2 - u*(z,). Este limite es el vector que estamos buscando. Claramente, ||x,|| < 1,

y ademas
u*ux, = lim u*ux, = |Jul|* - x,.
n—00
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Asi,
lull = lm [Jux, || = lluxyll < llull - %],
n—oo
con lo que vemos que ||x,|| = 1, y con esto concluimos la prueba. |

Antes de continuar, haremos un comentario que nos sera muy util para demostrar
el teorema con el que hemos iniciado el capitulo.

Observamos que, para conseguir el proposito del teorema, bastaria con trabajar
con los operadores biyectivos entre espacios de Hilbert separables. Para entender el
porqué, consideramos u : H, — H, cualquier operador compacto, K := u~'(0) su
nucleo,y R := u(H,) la clausura de su rango. De forma natural, # induce un operador
u, : K* - R que claramente es inyectivo con rango denso, al igual que su adjunto
u : R > K 1. Remarcamos que u, y ug, al igual que u, son compactos y como un
espacio métrico compacto es separable, podemos ver que Ry K+ son separables. Mas

aun, si p : H, — K" es la proyeccion ortogonal canénicay j : R — H, esla

. -/ . ., p o J
incrustacion natural, con la factorizaciéon u : H, - K* - R - H, ya tenemos

todos los argumentos para reducir la prueba a lo anunciado al principio del parrafo.

Demostracion (del teorema espectral). Si u tiene una representacion (3.1), entonces
es aproximable por operadores de rango finito )" 7,(-|e,)f, luego es compacto.

Ahora asumimos que u es compacto. Claramente podemos asumir que u # 0y,
por el procedimiento anterior, podemos tomar H, separable y u inyectivo. Si (e,) es
una base ortonormal de H, entonces ux = Y, (x|e,)ue, para cada x € H,. Como u
es inyectivo, ue, # 0 para toda n, y entonces

ue,

ux =Y |lue,|l - (xle,) - T
n

[[ue,

Destacamos que (e,) es débilmente nulo y que u, siendo compacto, es completa-
mente continuo. Se sigue que lim,, ||ue,|| = 0. En consecuencia, si escogemos las bases
(e,) de tal forma que (ue,) es una sucesion ortogonal en H,, entonces podemos es-
tablecer f, = ue,/||ue,|| y 7, = |lue,|| para cada n para llegar a nuestra conclusion.
De hecho, podemos mejorar lo anterior y organizar a (7,) para que sea una sucesion
decreciente.

Haremos la construccion de los (e,) adecuados de forma recursiva. Para empezar,
asumimos que H, tiene dimension finita, que estableceremos como N. Por el lema
anterior, sabemos que existe un vector unitario e, € H, con

u*ue, = |lue,||’e, paracada 1<k <n, (3.2)
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siendou0:=uyuk:=u|( " (I<k<ny
eqs..

ek

llu ]l = |luey, |l paracada 1<k <n-1. (3.3)

Se tiene que (3.3) implica que ||ue, || > ||ue,|| > -+ > ||ue,]|.

Observamos que u, envia {e,,...,e,} # {0} en {ue,, ... ,ue,}*, y si x pertenece
a {uey,...,ue,}t y 1 < k < n, entonces (ux|ue,) = (x|u*ue,) = ||ue,||*(x|e,) = O.
Como u es un operador compacto, podemos aplicar el lema de nuevo para crear un
vector unitario e, € {ue,, ... ,ue,}* que satisfaga u*u,e, | = |lu,||*e

nn+1 y entonces
llue, i1l = Nu,ll < Mlu,_i | = llue,l|-

n+1

De esta forma, podemos construir unas bases ortonormales e, ..., e, para H, con
lue || > -+ > |luey|l. Ademas, si (ue,|ue,) = (u*uele,) = ||lue,||*(e.le,) para todo
1 < k,m < n, entonces los vectores ue, ..., ue, son ortogonales en H,.

Con esto se completa la prueba en el caso en el que H, tiene dimension finita. Si
H, tiene dimensioén infinita, también podemos aplicar el proceso recursivo que hemos
descrito anteriormente, llegando a una sucesion ortonormal infinita (e,) tal que (ue,)
es una sucesion ortogonal y (||ue,||) es una sucesién nula decreciente. Solo nos falta
comprobar que (e,) es una base ortonormal para H,.

Si no lo fuera, podriamos utilizar los argumentos anteriores para aplicar el lema

unavezmasail := uy, " : {e, : ne N}t - {ue, : n € N}, operador compacto

e, neN

que no es idénticamente cero. Pero entonces 0 < ||i < ||u, || = ||ue,|| paratodon € N.
Esto impide que (||ue,||) sea una sucesion nula, lo cual es una contradiccion. |

La prueba anterior muestra que cualquier operador compactou : H, - H, ad-
mite una representaciéon ortonormal

u= Y 7,¢le)f,

donde los 7, satisfacen
0<r7,,<7, (3:4)
para cualquiera de los indices posibles.

Nuestro préoximo objetivo sera mostrar que, con esta condicion extra, los nimeros
7, estan Unicamente determinados por u. Para ver porqué, tendremos que introducir
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para un operador arbitrariou : H, - H, y para cada n € N, el n-ésimo niimero de
aproximacion (en algunos casos también es llamado valor singular)

a,w) :=inf{||lv—u| : ve L(H,, H,),dimv(H,) < n}.

Geométricamente, a,(u) es simplemente la distancia de los operadores u de rango
menor que A.

Lema 3.2. Sea el operador compacto u : H, — H, representado como (3.1) con los
7, satisfaciendo (3.4). Entonces

7, = a,(u)
para todo n € N.

Demostracion. Paraempezar, fijamosn € N.Comov := ZZ: . (-le)fi € L(H,, H,)
tiene rango menor que #,

a,w) < |lu—v| =sup { || Z Tk(xlek)ka !X € By, }
k>n
1/2

=sup{ ( Y rlxle)P ) :xeBy }<,

k>n

Para probar la desigualdad contraria, tomamos un operador cualquierav € L(H,, H,)
. n . . 7
de rango menor que n, y consideramos x, = >, _, &,e, un vector unitario en el niicleo
n . . s .
de v. Como ux, = Y _, 7,&, f) tenemos, gracias a nuestra hipotesis,

0 1/2

2 2
lu = vll = fluxg — vxoll = lluxll = | Y, 21&1 ) >,
k=1

De esto se sigue que a,(u) > 7,. |

3.2 Clases de Schatten-von Neumann

Una vez introducidos en los operadores en espacios de Hilbert, daremos un paso
mas hacia delante para conocer las clases de Schatten-von Neumann, para 1 < p < oo,
centrandonos al final del capitulo en los casos particulares p = 1, que llamaremos
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operadores nucleares y p = 2, los operadores conocidos como operadores de Hilbert-
Schmidt. Empezaremos dando una definicion formal sobre las ya mencionadas clases
de Schatten-von Neumann, para posteriormente trabajar con ellas y establecer algu-
nas de sus caracteristicas mas significativas.

| Definicién 3.1 (Clases de Schatten-von Neumann). Paratodo1 < p < oo, la
p-ésima clase de Schatten-von Neumann, Sp(H 1» H,), consiste en todos los operadores
compactosu . H, - H, que admiten una representacion ortonormal (3.1) con (z,) €
P,

Con esto se tiene que si alguna representaciéon ortonormal tiene esta propiedad,
entonces cualquier representacion ortonormal la tiene, y de hecho

1/p

OB WAL

no depende de la representacion especifica. En particular,

1/p

o,y =) a,w"

n

Tengamos en cuenta que Gp((-|x)y) = ||x|| - ||¥|| para todo x € H, y todo y € H,.
Aunque no lo probaremos, se tiene que [S,(H,, H,), 6,] es un espacio de Banach.

A continuacion, veremos una proposicion que engloba una serie de consecuencias
inmediatas de la definicion anterior.

Proposicion 3.1. 1. Paracada 1 < p < o0, los operadores de rango finito forman

un subespacio vectorial denso de [S(H,, H,), o,].

2. Sil <p<q< oo, SP(HI, H,) es un subespacio vectorial denso de [Sq(Hl, H,), O'q],
y 0,(u) < o,(u) para todou € S,(H,, H,).

3. Consideramos 1 < p < co yu € L(H,, H,). Entonces, u € S,(H,, H,) siy solo
siu* € S,(H,, H,), y en ese caso, 0,(u) = o,(u*).

4. Seal <p<ooyseanw : Hy— H,,v: H — H,yu . H, - H;operadores
en espacios de Hilbert. Si v pertenece a S,(H,, H,), entonces uvw pertenece a
S,(Hy, Hy). y 0,wow) < lull - o,(0) - o]l

Ahora, vamos a ver un teorema muy util que nos servira como criterio para iden-
tificar a aquellos operadores que pertenecen a las clases de Schatten von-Neumann.
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| Teorema 3.2. 1. Un operadoru : H, — H, es compacto si y solo si no impor-
ta como escojamos sucesiones ortonormales (e,) en H, y (f,) en H,, la sucesion
((uenlfn))n pertenece a c,.
2. Seal < p < oo. Un operadoru : H, — H, pertenece a S,(H,, H,) si y solo si
la sucesion ((uen| fn)),, pertenece a l, sin importar como escojamos las sucesiones
ortonormales (e,) en H, y (f,) en H,.

Demostracion. Para evitar trivialidades asumiremos u # O.

1. En primer lugar supondremos que u es compacto y que tenemos (e,) en H, y
(f,) en H, sucesiones ortonormales. Como (e,) es una sucesion débilmente nula
y los operadores compactos son completamente continuos, lim, ||ue, || = 0. Por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que lim,(ue,| f,,) = 0.

Para probar lo contrario veremos que para cualquier 0 < € < ||| existe un
operador de rango finito v : H; - H, tal que |lu — v|| < €.
Hagamos una observacion. Sea u € L(H,, H,) un operador cualquiera (no nu-
lo), y sea 0 < € < ||u||. Entonces, existen vectores unitarios x € H, ey € H,,
tales que |(ux|y)| > e. En consecuencia, la coleccion @ de todos los pares
((xi)iel, (¥)ies) de familias ortonormales (x;),c; en H; e (¥,);c; en H, que sa-
tisfacen |(ux;|y,;)| > € para todo i € I es no vacio. Ordenamos parcialmente @
escribiendo

((xi)iel’(yi)iel) < ((x;')je,]’(y;)je,])
cuando I C Jyx; = x ey, = y paracadai € I.Podemos ver con facilidad que
el lema de Zorn nos da el maximo de @, que nombraremos ((ei)iels, (fi)ieIE> .
Siu satisface la condiciéon de convergencia de (1), entonces I, tiene que ser fini-
to, I, = {1, ..., N}. Definimos las proyecciones ortogonales p = Zfil(-lei)e[ €
LH)yq= Z::l(-|fi)fi € L(H,), cada una con rango N, luego v := up +
qu — qup es un operador de rango finito en (H,, H,). Con esto podemos afirmar
que ||[u —v|| L e.
Asumimos por el contrario que ||u—v|| > €. Entonces existen vectores unitarios
x € H ey € H, tales que |((u — v)x|y)| > €. Establecemos ¢, := x — pxy
fo 1= y—qyyobservamos que e, € {e; : i € I}y f, € {f, 1 i€ I}t
Ambos tienen norma menor o igual que uno. Como (idy, — qu(idy _,) = u—u,

|(weol f)l = |(uidyy, = pxl(idyy, — W) = |(idy, — @ulidy, — p)x]y)|
= (= 0)xIy)| > & < - llegll - 11l

Asi, tenemos que e, y f|, son vectores no nulos, y como

(ueo/ llegIDIfo/1£oll) > €.



44 OPERADORES ABSOLUTAMENTE SUMANTES

el problema se resuelve con la maximalidad de I,.

2. Supongamos que 1 < p < ocoyu : H; - H, un operador tal que independien-
temente de las sucesiones ortonormales (e,) en H, y (f,) en H,, la sucesion
(ue,|f,) pertenece a . Por el primer apartado sabemos que u tiene que ser com-
pacto, y por lo tanto admite una representacion ortonormal u = Zn 7,(:1X,)¥,-
Tendremos en cuenta que 7, = (ux,|y,) para cada n, para ver que nuestra hipo-
tesis establece (z,) € £, y concluir con que u pertenece a S,(H |, H,).

En cambio, si u pertenece a S,(H,, H,) y siu = ), 7,(-|x,)y, es una represen-
tacion ortonormal con 7,, > 0 para cada m, entonces para cualquier sucesion
(e,)en H, ycadan €N,

D e lx, )P =) 7,le, Ix, )71, X,

m m

1/p 1/p* 1/p
s<2r::,|<en|xm>|2> -<2|(en|xm>|2> S(Zr,m(enlxm)lz) :

m m

De forma similar, para cualquier sucesion ortonormal (f,) en H, y para todo
n € N se tiene

1/p
N 0l £)P < (Zr::,|(ym|fn>|2> .

Realmente, tal y como esta escrito, este argumento cubre el caso 1 < p < . El
caso que falta, p = 1, no requiere ningin argumento. Asi, para todo n,

|(ue, | £ < D 721, 1x,) 1721l £,)]

1/2 1/2
S<Zrm|<en|xm>|2> -(Zr,,,|(ym|fn>|2> ,

m m

y con esto, finalmente llegamos a

1/2
Dlwe, £l < D D 2, lx,)P -<er:,|<ym|fn>|2

m

1/2 1/2
5<Zfil(e,,lxm)|2) -(er;l(ymlfn)F) < Yo

1/2

m,n m,n

Como queriamos demostrar.
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Una vez visto este criterio que nos permite identificar los miembros de S,(H |, H,),
vamos a establecer un teorema para poder estimar o ,(u).

| Teorema 3.3. Seau € L y sea(g,),c; una base ortonormal de H,.

1. Sil<p<L2y (||ugi||)l,el S f[{, entoncesu € S,(H,, H,) y

1/p

o,w) < D llug,|l”

iel

2. Si2<p<ooyu€S,(H,, H,), entonces (||ugi||)[el € f}f y
1/p
Y llugll” ) <o,
iel
Demostracion. 1. Empezaremos viendo que nuestras hipotesis implican la com-

pacidad de u. Para conseguirlo, fijamos € > 0 y buscamos un operador de rango
finito v € L(H,, H,) con |lu — v|| L e.
Escogemos un conjunto finito J C I tal que (ZieI\J ||ugi||”)1/p < e. Entonces,

v = )..;(lg)ug; es un operador de rango finito en L(H |, H,), y satisface
|lu — v|| < € porque

1/2 1/2
I —o)xll =1 ) (xlgpugll < { Do Ixlgdl? ) - D Mgl
iel~J iel iel~J
1/p
<Ol D lugllr ) <e-lixll.

iel\J

Como u es compacto, admite una representacién ortonormal u = ) 7,(-|e,)f,.
donde podemos asumir 7, > 0 para cada n. Para cada x € H,, tenemos

2 __ 2 2
x|l = ) 22](xle,)I%,

n
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y, aplicando la desigualdad de Hoélder con los indices 2/py 2/(2 — p),

D=2y lglel =Y, Y i le) (g le,)

iel iel n

p/2 (2-p)/2
<) <2 T,fl(gilen)|2> ~ <Z I(g,-len)|2>

il
p/2

<Y Dl 2AEle ) =D llugl”

iel n iel

Con esto tenemos que u pertenece a S,(H,, H,), con c,(u) < (Ziel ||ug,.||1’)1/p.

2. Cogemos cualquier u € S,(H,,H,),con2 < p < c0.Seau = ) 7,(-le,))f,
una representacion ortonormal cualquiera con 7, > 0 para cada n. Esta vez,
aplicamos la desigualdad de Holder con los indices p/2 y p/(p—2) para obtener,
paracadai € I,

lug I = Y 22 - (g le) 17 - I(g le,)Pe2r

n

2/p (p-2)/p 2/p
s<215-|<g,.|e,,>|2> -(Z|(gi|en>|2> s<215-|<g,.|e,,>|2> |

n n

Luego se tiene

Dllugll < DD - Agle)* = Y 2 =0,y

iel n n

y con esto se completa la prueba.

El caso p = 2 del teorema anterior es de gran importancia, por lo que lo veremos
en forma de corolario.

Corolario 3.1.  Un operador u : H; — H, pertenece a S,(H;, H,) siy solo si existe
una base ortonormal (e;),c; en H, tal que Y, |lue;||* < co. En este caso, el valor de
> s llue;||* es independiente de la eleccion de la base ortonormal (e;),;, de hecho,
para cualquier base ortonormal (e;),; de H,

1/2
oy (u) = (Z ||uei||2> .

iel
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3.3 Operadores de Hilbert-Schmidt

Los elementos de S,(H,, H,) son llamados operadores de Hilbert-Schmidt. Ademas,
como ya indicamos con anterioridad, tenemos que como [Sp(H 1 Hy), ap] es un espa-
cio de Banach, también lo es [.S,(H,, H,), 0,]. De hecho, a continuacién veremos una
proposiciéon que nos da un resultado mas fuerte, pero primero, daremos una definiciéon
mas explicita de operador de Hilbert-Schmidt.

| Definicion 3.2 (Operador de Hilbert-Schmidt). Un operador lineal T en un es-
pacio de Hilbert, H, de dimension infinita es llamado operador de Hilbert-Schmidt si
existen unas bases ortonormales (e,) en H tales que

D ITe,|I? < .
n

Observamos sin dificultad que los operadores de Hilbert-Schmidt son acotados, y
que para un operador lineal arbitrario 7" en H la suma de la definicién anterior no
depende de la eleccion particular de las bases ortonormales (e,).

Proposicion 3.2.  [S,(H,, H,), 0,] es un espacio de Hilbert.

La norma o, esta inducida por el producto interno

(ulv) =) (ue;|ve;)
i€l
donde (e;),c; es una base ortonormal de H,. Por polarizacioén, el hecho de que o, sea
independiente de la eleccion de la base ortonormal se tiene que el producto interno
también tiene esta propiedad.

A partir de ahora, nos centraremos en las clases de Hilbert-Schmidt, y nos in-
troduciremos levemente en la teoria de los operadores sumantes. Para ello, veremos
primero qué son los operadores p-sumantes.

| Definiciéon 3.3 (Operadores absolutamente p-sumantes). Sea F un espacio de
Banach, T una transformacion lineal en F y 1 < p < o0. Llamaremos operador absolu-
tamente p-sumante aT si existe una constante A > 0 tal que para cualquier subconjunto

finito f, f5, ..., fn de F,

N N
DATLN? < A-sup D [ACS)I,
n=1 n=1
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donde el supremo de la derecha de la desigualdad se extiende sobre todo A en la bola uni-
dad del dual de F. A la menor constante A de la desigualdad anterior se le denota 7 ,(T').
Ademas, nombraremos como HP(X, Y) al conjunto de todos lo operadores p-sumantes de
XenY.

Como consecuencia inmediata de esta definicion tenemos que todo operador ab-
solutamente p-sumante esti acotado, con norma < AY P es mas, tenemos que todo
operador absolutamente p-sumante en un espacio de Banach reflexivo es compacto.

También es importante hacer notar que segun la definiciéon anterior, la clase de
los operadores absolutamente sumantes del capitulo anterior son precisamente los
operadores 1-sumantes.

El siguiente teorema servira para identificar a los operadores 2-sumantes como
operadores de Hilbert-Schmidt, lo cual nos sera de gran utilidad, pues si tenemos un
operador 2-sumante podremos decir que es de Hilbert-Schmidt y viceversa.

| Teorema 3.4. Un operadoru : H, — H, es de Hilbert-Schmidt si y solo si es 2-
sumante. En este caso o,(u) = m,(u).

Demostracion. Tomamos u € I1,(H,, H,) y cualquier base ortonormal (e;),.; de H,.

iel
Entonces, para cualquier subconjunto finito dado J C I, tenemos
1/2
2 d-=bil
2 llue; || S m@) - (e I3 = my(w).

ieJ

Con esta desigualdad ya tenemos que u es un operador de Hilbert-Schmidt y que
o,(u) < my(u).

Por otra parte, tomamos u € S,(H,, H,) y sea (x,) € f%”eak(Hl). Definimos v €
L(¢,, H,) como ve, = x, para cada n € N, ademas, tenemos que ||v|| = ||(xn)||§”“’k.
Por las propiedades de .S, sabemos que uv es de Hilbert-Schmidt, y como

D llwx, 17 ) = D llue,l* ) = opuv) < 0y@) - 0]l = o) - (x5,
de donde se sigue que u € I1,(H,, H,) y 7,(u) < 0,(u). |

Como consecuencia de este teorema podemos establecer algunas propiedades de
la clase de Hilbert-Schmidt. En primer lugar veremos un corolario que muestra que
el rango de un operador en un espacio de Hilbert puede limitarlo a ser de Hilbert-
Schmidt.



3. OPERADORES EN ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES DP-SUMANTES 49

Corolario 3.2. 1. Supongamos que u es una medida de probabilidad y que el ope-
rador u : L,(u) — L,(u) tiene su rango dentro de L_(u). Entonces u es un
operador de Hilbert-Schmidt.

2. Supongamos que el operadoru : £, — ¢, tiene surango dentro de ;. Entonces
u es un operador de Hilbert-Schmidt.

Demostracion. 1. Por el teorema de la grafica cerrada podemos afirmar que u, vis-
to como una aplicacion en L _(u), es un operador lineal acotado. Pero esto es
equivalente a decir que u tiene a i, : L (u) = L,(u) como factor. Como sa-
bemos i, es 2-sumante, por lo que u es también 2-sumante, y por lo tanto es de
Hilbert-Schmidt.

2. Procediendo de forma similar al apartado anterior, podemos llegar a la conclu-
sion de que u tiene a la inclusiéon natural £, < ¢, como factor, y con esto
podemos llegar a la misma conclusion.

3.4 Operadores nucleares y de la clase de la traza

Para concluir este capitulo, veremos brevemente dos subconjuntos de las clases de
Schatten-von Neumann, los operadores nucleares y los operadores de la clase de la traza.
También veremos la relacion entre ellos y su estructura como operadores p-sumantes.

En las proximas lineas, solo enunciaremos algunos resultados sobre estos dos ope-
radores, sin mostrar sus pruebas, e incluiremos algunos comentarios que suscitan in-
terés.

Empezaremos viendo qué es un operador de la clase de la traza.

| Definicion 3.4 (Operador de la clase de la traza). Sea H un espacio de Hilbert.
Un operador lineal T en H se dice que pertenece a la clase de la traza si existen sucesiones

ortogonales (e,) y (f,) en H con ¥, lle,|| - l£,]l < o0, y
Tx = Y(x.e)f,

para cada x en H.

Si nos fijamos en esta definicion, nos damos cuenta de que tanto los operadores de
Hilbert-Schmidt como los de la clase de la traza son subconjuntos propios del conjunto
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formado por los operadores compactos. A su vez, los operadores de la clase de la traza
forman un subconjunto propio de los operadores de Hilbert-Schmidt.

Dicho esto, podemos enunciar un teorema que nos dé unas equivalencias a ser
un operador perteneciente a la clase de la traza, que nos mostrara algunas de sus
caracteristicas y nos marcara el camino a seguir para relacionarlo con los operadores
nucleares que ain estan por definirse.

| Teorema 3.5. Sea T un operador lineal en un espacio de Hilbert H. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T pertenece a la clase de la traza.
2. T es la composicion de dos operadores de Hilbert-Schmidt.
3. Existen unas bases ortonormales (e,) de H tales que ). ||Te,|| < oo.

Sin hacer mas larga la espera, veamos a qué nos referimos cuando hablamos de
operadores nucleares.

| Definicion 3.5 (Operadores nucleares). Una transformacion lineal T en un es-
pacio de Banach F es un operador nuclear si existen sucesiones (f,) y (4,) en F y en el
dual de F, respectivamente, tales que

D AANAI < oo,

ypara cada f en F,
Tf=) Ay

Gracias a la primera ecuacion de esta definicion tenemos que la serie de la segun-
da ecuacion converge uniformemente en la bola unidad de F. Dicho esto, podemos
afirmar que cualquier operador nuclear es compacto.

Si nos fijamos en la definicion dada de clase de la traza, podemos afirmar que
todo operador de la clase de la traza en un espacio de Hilbert es nuclear. De hecho, el
reciproco también es cierto, por lo que se puede concluir con que cualquier operador
en un espacio de Hilbert es nuclear si y solo si pertenece a la clase de la traza. Esta es
la relacion de la que hablabamos al comienzo de esta seccion.

Para finalizar este trabajo, veremos un teorema que recoge de forma esquematica
y a modo de resumen los resultados mas importante que se han visto recientemente.

| Teorema 3.6. 1. Paratodo1 < p < q, se tiene que todo operador absolutamente
p-sumante es absolutamente q-sumante .
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. La composicion de dos operadores absolutamente p-sumantes es un operador ab-
solutamente p/2-sumante.

. La composicion de dos operadores absolutamente 2-sumantes es un operador nu-
clear.

Todo operador nuclear es absolutamente 1-sumante.

. En un espacio de Hilbert es equivalente ser un operador nuclear y ser un operador
de la clase de la traza.
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