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Resumen.

Este trabajo se centra en el Teorema de Goodstein. El primer objetivo serd demos-
trarlo. Para ello, debemos introducir al lector en la Teoria de Conjuntos. Explicaremos
sus elementos principales y los axiomas sobre los que se desarrolla. Una vez puestas estas
bases, desarrollaremos a partir de ellas la estructura de los niimeros ordinales. Esto sera
suficiente para poder elaborar una prueba del Teorema de Goodstein.

Una vez probado desde la Teoria de Conjuntos, nos planteamos un nuevo objetivo:
expresar el Teorema dentro de otra teoria, la Aritmética de Peano (PA). Para ello, se
explicard en qué consiste la teorfa PA y se estudiardn las funciones Yi-definibles y las
funciones demostrablemente totales en PA. Sin embargo, aunque veremos que el Teorema
de Goodstein puede ser expresado en PA en términos de una funcién de este tipo, proba-
remos que en PA este teorema no tiene demostracion. Para este fin serd imprescindible la
introduccién de conceptos como las sucesiones de funciones G, y H, (sucesién de Hardy)
y los teoremas de Wainer y Cichon.

Por tdltimo, para evidenciar el papel tan importante que tiene el concepto de infinito
en la demostracion del Teorema de Goodstein, veremos que PA y una teoria de conjun-
tos finitos son esencialmente equivalentes como teorias. Para ver esto, definiremos las
interpretaciones entre teorias, veremos qué tiene que ocurrir para que dos teorias sean
esencialmente equivalentes, concretaremos cual es exactamente esta teoria de conjuntos
finitos y presentaremos la interpretacién de Ackermann y su inversa.






Abstract.

The main subject of this work is Goodstein’s Theorem and our first objective will be
proving it. To this end, we will present Set Theory to the reader. We will explain its key
elements and its axioms. Once we have set this basis, we will develop the ordinal numbers.
This will be enough to make the proof of Goodstein’s Theorem.

After making the proof from Set Theory, we come up with a new objective: expressing
the Theorem in a different theory, Peano Arithmetic (PA). To this aim, we will explain PA
and we will study ¥;-definable functions and provable total functions in PA. Nevertheless,
although we will be able to express Goodstein’s Theorem in PA in terms of these types of
functions, we will prove that this theorem has no proof in PA. To this end it will be crucial
to present the sequences of functions G, and H, (Hardy’s sequence) and Cichons’s and
Wainer’s theorems.

Finally, we will reveal how important is the infinite concept in the proof of Goodstein’s
Theorem by showing that PA and a finite set theory are definitionally equivalent. So, we
will define interpretations between theories, we will see the exact definition of definitionally
equivalent, we will specify which is that finite set theory and we will present Ackermann’s
interpretation and its inverse.
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Introduccion.

En 1944 el matematico inglés Reuben Louis Goodstein demostraba un resultado que
serd el tema principal de este trabajo. Para explicar (informalmente) de qué se trata dicho
resultado, vamos a ver antes unas nociones necesarias.

La representacién de un nimero natural g en base p es una suma de potencias de
p (con exponentes menores que g) y coeficientes menores que la base p. Por ejemplo, la
representacion de 59057 en base 3 quedaria de la siguiente manera:

59057 =2-3°+2-3' 4310 =242.3 4 3%

Si ahora representamos todos los exponentes también en base 3, los exponentes de
esos exponentes también en base 3 y asi sucesivamente hasta que nos quedaramos con
exponentes menores o iguales que 3 nos quedaria algo de esta forma:

59057 = 2423435+,

A esto lo llamamos la representacién de 59057 en base pura 3.

A cualquier g representado en base pura p podemos aplicarle un salto de base, es decir,
en la representacién cambiamos todas las apariciones de p por p 4+ 1. Si hacemos un salto
de base en el ejemplo anterior obtendriamos algo asi:

24 2.4 4+ 44+ — 17179869194.

Pues bien, la sucesion de Goodstein en base p empezando por g comienza con la
representacion de g en base pura p y cada nuevo término se calcula realizando un salto de
base al término anterior y restando 1. La sucesién de Goodstein en base 3 empezando por
59057 tendria como primer término a

59057 = 2 + 2 - 3 4+ 33°+1,

El segundo término seria:

2424448 1 = 1424448 = 17179869193.

Como tercer término tendriamos a:

14+2-5+5°t —1=2.545"+



que es un numero de 19 cifras. El cuarto término seria:

2.6+6T 1 =516+6""

un numero de 29 cifras.

Observamos que las sucesiones de Goodstein crecen bastante réapido. Sin embargo,
Goodstein demostré que todas las sucesiones de este tipo comienzan a decrecer en algin
momento hasta llegar a 0. Lo curioso de este resultado, ademads de que parece ir en contra
de la intuicidn es que, a pesar de definirse dentro del conjunto de los ntimeros naturales,
necesita de conjuntos infinitos para poder probarse. Es decir, aunque en la sucesion sélo
intervengan ntimeros naturales, es necesario “salirse”’de N para demostrar el Teorema de
Goodstein.

Veremos que con “salirnos”de N nos referimos al uso de los ordinales transfinitos. Aqui
entra en juego la Teoria de Conjuntos, que introduciremos en el Capitulo 1. Detallaremos
los axiomas sobre los que estd fundamentada, tanto los 16gicos como los no légicos. Tam-
bién puntualizaremos que, en realidad, no sélo existe una tnica teoria de conjuntos. Las
diferentes teorias existentes se diferencian en los axiomas que utilizan. Normalmente, la
inclusiéon de un mayor niimero de axiomas dard como resultado teorias méas potentes. En
concreto, en este trabajo prestaremos especial atencién al Azioma del Infinito, que es el
que permite la existencia de conjuntos infinitos.

Dentro de la Teoria de Conjuntos se pueden construir las estructuras y objetos ma-
tematicos mas importantes utilizando solamente conjuntos. En el Capitulo 2 construiremos
una de ellas. Pensemos en los niimeros naturales. Como estamos en la Teoria de Conjuntos,
cada nimero natural se define como un conjunto concreto. Pero, gracias al Axioma del
Infinito, existen conjuntos infinitos dentro de nuestra teoria. Es decir, el “infinito” es un
objeto que existe y que podemos manejar. Por tanto, ;por qué no “extender” los ntimeros
naturales mas alla? ;Y si definiéramos el “infinito” como un ntmero? ;Y el “infinito” +1,
“infinito” +2, ..., etc.? Pues bien, de esto tratan los niimeros ordinales. Los definiremos,
veremos muchas de sus propiedades y definiremos también los niimeros naturales como
parte de los ordinales. Ayudandonos de los ordinales transfinitos o infinitos expondremos
una prueba del Teorema de Goodstein en el Capitulo 5. La haremos como en [1], que es
una reformulacién de la que hizo Cichon en [3].

En el Capitulo 3 veremos la Aritmética de Peano (PA), una teoria dedicada a la in-
vestigacién de los ntimeros naturales. Presentaremos sus axiomas y probaremos dentro de
la teoria algunas propiedades bésicas de los niimeros naturales. En el Capitulo 4 estu-
diaremos varios tipos de funciones definidas sobre los naturales (funciones X1-definibles,
funciones demostrablemente totales en PA y funciones recursivas) que son expresables me-
diante una féormula del lenguaje de PA cumpliendo ciertas propiedades. Veremos, de vuelta
en el Capitulo 5, que la sucesién de Goodstein puede definirse a partir de funciones de este
tipo, por lo que serd expresable dentro de PA y estara bien definida. Sin embargo, como
demostraron Kirby y Paris en 1982, el Teorema de Goodstein no es un teorema de PA. Es



decir, este teorema es independiente de PA. Esto lo probaremos como se hace en [1], que
es diferente de cémo lo hicieron Kirby y Paris.

Antes de elaborar la prueba de la independencia, introduciremos dos sucesiones de
funciones que nos serén necesarias: G, y H, (la sucesién de Hardy). Probaremos también
el Teorema de Cichon y enunciaremos el Teorema de Wainer, ademés de otros resultados
de caracter mas técnico. Durante esta parte del trabajo, PA y la Teoria de Conjuntos iran
de la mano para probar la independencia.

Como acabamos de explicar, los conjuntos infinitos son necesarios en nuestra prueba del
Teorema de Goodstein y, en la teoria de nimeros naturales PA el Teorema de Goodstein
no puede probarse a pesar de definirse dentro de ellos. Por tanto, queremos resaltar la
importancia del Axioma del Infinito para probar este teorema. Para ello, lo ultimo que
haremos en el trabajo sera definir una teoria de conjuntos en la que no existan los conjuntos
infinitos y probar que es esencialmente equivalente a PA.

Veremos entonces en el Capitulo 6 las interpretaciones entre teorias. Las interpreta-
ciones transforman de una manera consistente las formulas de una teoria en férmulas de
otra teoria diferente. Es como si nos cambidramos las gafas con las que miramos los obje-
tos. Definiremos la interpretacién de Ackermann de ZFg,* (la teoria de conjuntos finitos
que comentdbamos) en PA. Definiremos también la interpretacién inversa de una inter-
pretacion y construiremos la inversa de la interpretacién de Ackermann. A partir de esto,
veremos qué significa exactamente la nocién de teorias esencialmente equivalentes y que
estas dos teorias lo son.

Por dltimo, aunque este resultado no formara parte del trabajo, cabe destacar que el
Teorema de Goodstein tampoco puede probarse en ZFg,*. Sin embargo, el hecho de que
no pueda probarse en PA y PA sea esencialmente equivalente a ZFg,* no es suficiente para
demostrar esto.
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Capitulo 1

Teoria de Conjuntos.

1.1. Introduccion.

La Teoria de Conjuntos nacié en 1873 y se considera a Georg Cantor su principal
creador. Se ocupa, naturalmente, del estudio matematico de los conjuntos y sus propieda-
des (matematicamente interesantes). Uno de sus objetivos principales es fundamentar las
Matematicas. Dentro de la Teoria de Conjuntos se pueden desarrollar todos los objetos y
estructuras mateméticos mas importantes (nimeros naturales, enteros, racionales, reales,
relaciones, funciones, etc.).

Pero, ;qué es exactamente un conjunto? O, mejor dicho, ;qué tipo de conjuntos exac-
tamente forman parte del universo de la Teoria de Conjuntos? Pues bien, intuitivamente,
un conjunto es una coleccion de objetos. Y, en concreto, los conjuntos que forman parte
de la Teoria son conjuntos cuyos elementos son conjuntos; a su vez, los elementos de estos
elementos también son conjuntos; y asi sucesivamente. Es lo que se llama conjuntos heredi-
tarios o conjuntos puros. Sin embargo, ya el mismo Cantor sabia que no toda coleccién de
conjuntos es un conjunto. A estas colecciones las llamaremos clases propias. Por ejemplo,
la clase que contiene a todos los conjuntos y la clase que contiene a todos los conjuntos
que no son elementos de si mismos son clases propias.

Como veremos a continuacién, la Teoria de Conjuntos es un sistema axiomético. Por
tanto, debemos determinar las nociones primitivas no definidas por el sistema: por un
lado, tenemos los objetos de la Teoria, los conjuntos; por otro lado, tenemos la relacion
existente entre ellos, que serd la pertenencia. Ademads, es un sistema formal. Por tanto, para
construirlo, se necesita de un lenguaje formal. Todo lo que esté “dentro”de la Teoria debe
ser expresable en dicho lenguaje. Este serd el de la l6gica de primer orden con igualdad
junto con un simbolo no légico, €, que designa la relaciéon de pertenencia. Denotaremos al
lenguaje como L..

Segun se avanza en el desarrollo del sistema, aparecen nociones nuevas que son definidas
en términos de nociones primitivas o nociones ya definidas. Por ejemplo, la nociéon de
subcongjunto o interseccion. Para expresar estas nuevas nociones ampliamos el alfabeto con
nuevos simbolos, pero realmente sélo estamos utilizando abreviaturas, ya que estos nuevos
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simbolos corresponderan a una férmula expresable en nuestro lenguaje.

1.2. Axiomas.

Por un lado, los axiomas légicos y las reglas de inferencia de la Teoria de Conjuntos
son los de la légica de primer orden con igualdad. Se tienen los simbolos l6gicos habituales:
-, =, A, V, ¢, V, 3, = ; el simbolo no légico €; simbolos auxiliares: (, ), [, ] y variables
(x,y,2,A,B,a, 3,...).

'v =4y y'x € y son féormulas de L.. Si ¢ y 1) son férmulas de L., entonces las siguientes
expresiones también lo son:

CANY, eV, =10, .

Si p(z) es una férmula de L., entonces las siguientes expresiones también lo son:

Jzp(x), Vep(x).
Sean ¢, y n férmulas de L. Los aziomas légicos son los siguientes:
Lo ==l
2. [p—= W=l = o=y = [p =]l
3. [ = ] = [¥ = o).
4. Vo = P(z)] = [¢ = Vaip(z)].

5. Yxp(z) = ¢(v), donde v es una variable libre que ha reemplazado a la variable ligada
x.

Sean ¢ y 1 férmulas de L.. Las reglas de inferencia son las que siguen:

1. De ¢ y ¢ — 9 se deduce .

2. De ¢ se deduce Yzp(z), donde ¢(x) se obtiene reemplazando en ¢ todas las apari-
ciones de alguna variable libre por x.

Ademsds, también se anaden los siguientes axiomas de igualdad:

1. Axioma de identidad: Vz(z = x).

2. Esquema de sustitucién: Para cada férmula ¢(z) de L. se tiene

VaVyle =y — (p(x) < o(y))].
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Por otro lado, los axiomas no légicos que determinan la teoria son los que presentaremos
a continuacion.

Axioma de extensionalidad (Ext).

Si dos conjuntos son tales que todo elemento del primero es también elemento del
sequndo y todo elemento del seqgundo lo es también del primero, entonces los dos conjuntos
son iguales.

En el lenguaje formal:

VaVy(Vz(z € x > z € y) =z =y).

Axioma del conjunto vacio (Vacio).

Eziste un conjunto que no tiene elementos.

JxVy—(y € x).

A este conjunto lo llamamos conjunto vacio y lo denotamos como '&’.

Axioma-esquema de separacién (Sep).

Si o (T,y1,- - . ,Yn) €s una propiedad de conjuntos x,yi,. ..,y expresable por una formula
de L., entonces para cualesquiera conjuntos by,...,b, y para cada conjunto a eriste un
conjunto b cuyos elementos son los elementos x del conjunto a tales que @ (x,b1,...,by).

Formalmente, sea ¢(x;y,...,y,) una férmula e y una variable que no ocurre libre en
(@Y1, -, yn):

Vyi, ..., Vyo(Vz3gVe(z e y <>z € 2 A (391, -, Yn)))-

En realidad, es un esquema de axiomas, ya que tenemos un axioma por cada férmula
o(z;y1, -+, Yn). Ademds, cada férmula define la clase que contiene a todos los conjuntos

que la satisfacen. Una clase es una coleccién de conjuntos que puede ser o no un conjunto.
Asi,

A ={z:p(x;y1,...,Yn)} es una clase.

En vez de escribir ¢(z;y1,...,yn), utilizaremos 'z € A’ como abreviatura. Como no
toda colecciéon de conjuntos es un conjunto, no podemos asegurar que A lo sea. Por ese
motivo decimos que es una clase. A serd un conjunto si JyVz(z € y <> x € A). En caso
contrario, si A no es un conjunto sera una clase propia, es decir, una coleccién de conjuntos
que no es un conjunto. Por tanto, lo que nos dice Sep es que para todo conjunto z, la
clase {x : 2 € A ANz € z} es un conjunto.

Definicion 1.2.1 Dados dos conjuntos a y b. Diremos que a es subconjunto de b y abre-
viaremos como ‘a C b’ si se cumple que: Vr(x € a — x € D).
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Proposicion 1.2.2 Dados dos conjuntos a y b. Existe un conjunto inico cuyos elementos
son los elementos comunes de a y b.

Demostracion: Consideremos el conjunto a y la férmula ’x € b’. Por Sep, existe ¢ tal que
para todo z, x € c <> x € a A x € b. Por Ext este conjunto es tnico. X

Definicién 1.2.3 Dados dos conjuntos a y b. Al conjunto cuyos elementos son los comu-
nes de a y b lo llamamos conjunto interseccion de a y b y lo denotamos como ‘aNb’.

Axioma del par (Par).

Para cualesquiera conjuntos a y b, existe un conjunto cuyos unicos elementos son a y

VaVy3zVu(u € z <> u=xVu=y).

Axioma del conjunto unién (Unién).

Para cada conjunto a existe un conjunto cuyos elementos son los elementos de los
elementos de a.

VedyVz(z € y > Ju(u € A z € u)).

A este conjunto lo denotamos como ’Ua’.

Proposicion 1.2.4 Para cualesquiera conjuntos a y b existe un conjunto unico cuyos
elementos son los elementos de a y los elementos de b.

Demostracion: Por Par, existe el conjunto {a,b}. Por Unidn, existe el conjunto U{a, b},
que es el conjunto que buscamos. Es tnico por Ext. X.

Definicion 1.2.5 Dados dos conjuntos a y b, al conjunto cuyos elementos son los ele-
mentos de a y los de b lo llamamos union de a y b y lo denotamos como '‘aUb’.

Proposiciéon 1.2.6 Dado un conjunto a, existe un conjunto unico cuyos elementos son
los conjuntos que pertenecen a todos los elementos de a.

Demostracion: La clase {x € Ua : Yb(b € a — x € b)} existe por Unién y es un conjunto
por Sep. Ademds, es tinico por Ext. X.

Definicion 1.2.7 Dado un conjunto a, al conjunto cuyos elementos son los conjuntos que
pertenecen a todos los elementos de a lo denotamos como ’Na’.

Definicion 1.2.8 Para cualesquiera conjuntos a y b, llamaremos par ordenado y denota-
remos por (a,b) al conjunto {{a},{a,b}}.

14



Notese que el par ordenado de dos conjuntos es un conjunto por Par.

Definicion 1.2.9 Dadas dos clases A y B. Denotamos por A x B a la siguiente clase:
A x B={(a,b):a€ ANDb € B}.

Definicién 1.2.10 Decimos que una féormula ¢(zx) define una relacion si se cumple lo
stguiente:
Vz[p(x) — JaTb(x = (a,b))].

Ademds, a la clase R = {x : p(z)} la llamamos relacion.
Definicion 1.2.11 Supongamos que una clase F es una relacion. Diremos que F es una

funcion si para cualesquiera conjuntos z, y, z se tiene que: si (x,y) € F y (x,z) € F,
entonces y = z. Si (x,y) € F escribiremos que F(x) = y.

Axioma-esquema de Reemplazamiento (Reemp).

Sea F una funcién, entonces para todo conjunto a, la clase:

Flo] ={y:Jz(x € a AF(z) =y)}.
es un conjunto.

En realidad, Reemp es un esquema de axiomas, ya que tenemos un axioma por cada
clase que es una funcion.

Llegados a este punto, debemos aclarar que no existe una tnica Teoria de Conjuntos.
Dependiendo de los axiomas que incluyamos podemos obtener teorias diferentes en las
que surgen resultados distintos. Hasta ahora, los axiomas que llevamos conforman lo que
llamamos la teoria EST, por sus sigas en inglés (’Elementary Set Theory’ o 'Teoria de
Conjuntos Elemental’).

EST = Ext + Vacio + Sep + Par 4+ Unién + Reemp.

(En realidad, Sep es redundante en presencia de Reemp, por lo que se podria pres-
cindir de incluirlo).

Sigamos presentando nuevos axiomas.

Axioma de las Partes o del Conjunto Potencia (Pot).

Para cada conjunto a existe un conjunto que denotaremos P(a) cuyos elementos son
los subconjuntos de a.

Vedy(z € y <> z C x).

15



Teorema 1.2.12 Para dos conjuntos cualesquiera A y B, la clase A x B es un conjunto.

Demostracion: Sean a € Ay b € B cualesquiera. Por Par, {a} y {a,b} son conjuntos.
Ademas, {a},{a,b} C AU B, que existe por Unién. Por tanto, {a},{a,b} € P(AU B),
que es un conjunto segin Pot. Asi, el conjunto {{a},{a,b}} = (a,b) estd contenido en
P(A U B). Por consiguiente, (a,b) € P(P(AU B)). Se tiene entonces que:

AxB={reP(P(AUB)):3Jadb(a € ANbE BAx = a,b))},

que es un conjunto por Sep. X

Axioma del Infinito (Inf).

Eziste un conjunto que tiene al conjunto vacio como elemento y es tal que si x es un
elemento suyo, entonces x U{x} también lo es.

Jy(@ eyAVe(z ey - xzU{x} €y)).
A los conjuntos que satisfacen lo anterior se les denomina conjuntos inductivos.

Axioma de Regularidad (Reg).

r#F—>JylyexhanNy=9).

En este punto, debemos destacar una teoria importante que incluye a todos los axiomas
que llevamos hasta ahora: la teoria ZF (por Zermelo y Fraenkel).

ZF = Ext + Vacio + Sep + Par + Unién + Reemp + Pot + Inf + Reg.

Otra teoria importante que utilizaremos al final de este trabajo es ZFg, . Incluira todos
los axiomas que incluye ZF salvo que en lugar de Inf, tenemos —Inf. Serd una teoria de
conjuntos finitos.

ZFs, = Ext + Vacio + Sep + Par + Unién + Reemp + Pot + —Inf + Reg.

Por 1ltimo, queda presentar el axioma de eleccion, que aparecio en forma de un prin-
cipio de eleccién en una demostracion del teorema del buen orden que publicé Zermelo en
el ano 1904. Este principio de eleccién fue el origen de una considerable polémica durante
los anos siguientes. Anadido a la teoria ZF constituye la teoria ZFC .

Definicion 1.2.13 Sea F una clase que es ademds una funcion. Se denomina dominio
de F y se denota como ’dom(F)’ a la siguiente clase:

dom(F) = {z: Jy((x,y) € F)}.

16



Nétese que si F' es un conjunto, entonces dom(F) = {x € UF : Jy((x,y) € F)}, que es
un conjunto por Unién y Sep.

Si A y B son dos clases y f es una funcién contenida en A x B tal que dom(f) = A,
diremos que f es una funcién de A en B y lo notaremos como f : A — B.

Axioma de Eleccién (AC).

Para todo conjunto a existe un conjunto F' tal que

F es una funcién A dom(F) =a AVx € a(x # & — F(x) € x).

Por tanto, ZFC=ZF+AC.
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Capitulo 2

Ordinales y niimeros naturales.

Una vez introducida la Teoria de Conjuntos y sus axiomas mas importantes, ya estamos
listos para exponer, a lo largo de este capitulo, una construccién de gran utilidad dentro de
la Teoria de Conjuntos: los nimeros ordinales. En particular, en este trabajo, necesitaremos
la Forma Normal de Cantor (seccién 2.4.4) para definir la sucesion de Goodstein. Ademas,
también requeriremos los ordinales para la demostracién del Teorema de Goodstein y para
la construccién de toda la artilleria empleada en la demostraciéon de la independencia de
la teoria PA del Teorema de Goodstein.

Veremos también los niimeros naturales, que son una parte de los nimeros ordinales,
y haremos hincapié en el papel que juega Inf a la hora de definirlos. A lo largo del
presente capitulo trabajaremos fundamentalmente dentro de la teoria ZF. Sin embargo,
nos detendremos a observar qué ocurre cuando cambiamos Inf por su negacién (cambiando
a la teoria ZFgp,).

2.1. Ordinales. Definicién y propiedades.

En primer lugar, serd necesario establecer la nocién de clase bien ordenada y algunas
de sus propiedades.

Definicién 2.1.1 Sean A una clase y < una relacion sobre A; es decir, < C A x A.
Sean x,y € A. Notaremos:

w z <y si(z,y) € <.

nx<ysix<yVvVe=y.

v Ly si(z,y) ¢ <.

Diremos que < es un buen orden sobre A, o que A estd bien ordenado por <, si:
1. < es irrefleviva: Vo € A(x £ x).

2. < es transitiva: Vx,y,z € Alx <yAhy<z—x < 2).
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3. Ve,ye A(x <yVy<uz).
4. < es adecuada a izquierda: Vx € A({y € A 1y <z} es un conjunto).

5. VBBC AANB # @ — Jz(x € BAYy € B(y £ x))].

Definicion 2.1.2 Sea A una clase, < un buen orden sobre A y a € A. Una seccion
inicial de A determinada por a y < es el conjunto de los elementos de A que son <-
estrictamente menores que a:

sec(a, A, <) ={r € A:x <a}

Definicién 2.1.3 Sean A y B dos clases y <, <’ dos buenos drdenes sobre A y B respec-
tivamente. Decimos que una funcion F: A — B es biyectiva si cumple:

» F inyectiva: Va,a' € A(F(a) = F(d') — a=4d').
» F sobreyectiva: ¥b € B(Ja € A(F(a) =b)).

Definicién 2.1.4 Sean A y B dos clases y <,<' dos buenos drdenes sobre A y B respec-
tivamente. Decimos que una funcién F: A — B es creciente si para todos a,a’ € A tales
que a < a’ se cumple que F(a) <’ F(d').

Definicién 2.1.5 Sean A y B dos clases y <,<' dos buenos drdenes sobre A y B respec-
tivamente. Decimos que una funcion F: A — B es un isomorfismo (F: A = B) si F es
biyectiva y creciente.

Si entre dos clases A y B existe un isomorfismo, diremos que A y B son isomorfas y
escribiremos A = B.

Teorema 2.1.6 (Comparacién de clases bien ordenadas.) Sean A y B dos clases
bien ordenadas. Entonces, se cumple una y sélo una de las tres posibilidades siguientes:

1. A= B.
2. A es isomorfa a una seccion inicial de B.
3. B es isomorfa a una seccion inicial de A.

X

Una vez vistas estas nociones de clases bien ordenadas que nos seran necesarias, ya
casi estamos listos para definir los nimeros ordinales. Primero, otra definicion.

Definicion 2.1.7 Un conjunto A es transitivo si cumple una cualquiera de las condi-
ciones equivalentes siguientes:

1. Todo elemento de cada elemento de A es elemento de A
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2. Cada elemento de A es un subconjunto de A
3. UACA
4. ACP(A)

Definicién 2.1.8 Para una clase A, la relacion de pertenencia sobre A serd la clase
€a={(z,y) € A x A| z € y}. Teniendo esto en cuenta, se dice que un conjunto es un
ndmero ordinal (u ordinal a secas) si es transitivo y estd bien ordenado por la relacion
de pertenencia.

Ahora, vamos a ver algunas propiedades de los ordinales para empezar a entender cémo
se comportan.

Proposicién 2.1.9 Todo elemento de un ordinal es un ordinal.

Demostracion: Sea « un ordinal y sea a un elemento de a.

Por un lado, supongamos que ¢ pertenece a un elemento b de a. Como « es transitivo y
b € a, entonces b € . Ademds, como ¢ € b, entonces también ¢ € . Se tiene que a, b, ¢ € «
y « esta bien ordenado por €,. Por tanto, por la propiedad transitiva de €,, como c € b
y b € a resulta que ¢ € a y a es un conjunto transitivo.

Veamos ahora que €, es un buen orden de a. Como a € a y « es transitivo, entonces
a C a y la restriccién €, N (a X a) de €, a a es un buen orden de a. Pero €, N (a x a) es
precisamente &,. X

Proposicién 2.1.10 Sea « un ordinal y sea 6 un elemento de o. Entonces, sec(d, a, €)
es igual a 9.

Demostracion: Veamoslo por doble inclusién. Como 6 € a y « es transitivo, entonces ¢ C «,
luego § C {z € a |z € 0} = sec(d, a, €,). Por otro lado, claramente si b € sec(d, a, €,),
entonces b € 6. D

Proposicién 2.1.11 Sean a y B dos ordinales (bien ordenados por las relaciones de per-
tenencia €q, €3 respectivamente) tales que o = 3. Entonces o = f3.

Demostracion: Sea f un isomorfismo entre los conjuntos bien ordenados a y 5. Queremos
ver que f es la funcién identidad sobre «, es decir, que f(z) = x para todo z € a.

Sea B = {x € a| f(z) # x}. Veamos que B es el conjunto vacio. Por reduccién
al absurdo, supongamos que no es vacio. Como subconjunto de a, B tiene un elemento
minimo (en el sentido del buen orden €,) que llamaremos . Entonces, para cada § € a,
sid€y,0¢ By f(§) =0. Luego

sec(y,a,€0) ={0€alden}t={0ecal|fO0) e f(M}={yeBlyec f(N} =sec(f(7),5;€p)

por las propiedades de los isomorfismos.
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Por la Proposicién 2.1.10, v = sec(y, o, €4) v f(7) = sec(f(7), 5, €p). Y, por la cadena
de igualdades que acabamos de deducir, tenemos que v = f(+y), lo cual es una contradiccién
ya que v € B. Por tanto, B es el conjunto vacio y, en consecuencia, el isomorfismo f es
unico y es la funcién identidad. Por consiguiente, tiene que ser a = f3. X

A continuacion, veremos que dos ordinales cualesquiera siempre son comparables por
la relacién de pertenencia.

Proposicién 2.1.12 (Propiedad de tricotomia.) Dados dos ordinales cualesquiera o
y B, se cumple una y solo una de las tres posibilidades siguientes: o € B,aa = 6 B € a.

Demostracion: Por el Teorema 2.1.6, podemos afirmar que « y 3, al ser conjuntos bien
ordenados por la relacién de pertenencia, se tiene que o son isomorfos o uno es isomorfo a
una seccion inicial del otro. Segun esto, distinguimos tres casos excluyentes:

= o= (5. Lo que implica, segtin la Proposicién 2.1.11 que a = .

» Existe § € « tal que sec(d,a, €,) = (. Por tanto, como § = sec(d, o, €,) por la
Proposicion 2.1.10, entonces 6 = By B € a.

» Existe § € 8 tal que sec(d, 3, €5) = «. Por un razonamiento analogo al anterior,
obtenemos que « € f.

X

Ahora, veremos que todo conjunto no vacio de ordinales tiene elemento minimo en el
sentido de €.

Proposicion 2.1.13 Sea A un conjunto no vacio de ordinales. Entonces A tiene un ele-
mento unico « tal que o € B para todo f € A distinto de . Decimos que dicho « es el
elemento minimo de A.

Demostracion: Como A es no vacio, sea v un elemento de A. Se distinguen dos casos:

= N A=w.
En este caso, para cada € A distinto de v, 5 ¢ ~, y por la tricotomia de ordinales
tiene que ser v € .

Entonces yN A es un subconjunto no vacio del ordinal 7. Como =y estd bien ordenado
por la relacién de pertenencia, existe un « en v N A tal que para cada € yN A, si
8 # «, entonces « € 3. Este « es el elemento buscado:

Sea f € A distinto de a. Si 5 ¢ v entonces y € 36 v =, luegoy C Sy a € f. En
el caso de que 8 € v se tendria que 8 € vyN A, con lo que a € .
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Con lo cual, en todo caso encontramos el elemento buscado (dnico por tricotomia) y
queda demostrada la proposicion. X

Hasta ahora, hemos visto que la clase que contiene a todos los niimeros ordinales es
)
transitiva, va que los elementos de los ordinales son ordinales. Ademas, la relacién € de
) )
pertenencia entre ordinales es un buen orden de dicha clase, ya que:

1. Para todo ordinal a: o ¢ « por la propiedad de tricotomfa.

2. Para cualesquiera ordinales a, 8y v: si « € fy B € «, entonces a € y por ser 7
transitivo.

3. Para cualesquiera ordinales oy 5 : a € S,a = 8 6 B € «a por la propiedad de
tricotomia.

4. Para todo ordinal o, {z : x es ordinal A x € a} = a, ya que todos los elementos de
« son ordinales por la Proposicion 2.1.9. Por tanto, es un conjunto.

5. Cada conjunto no vacio de ordinales tiene elemento minimo por la Proposicién 2.1.13.

Segin estas propiedades, si la clase de todos los ordinales es un conjunto, entonces
es también un ordinal, por lo que es elemento de si mismo, pero un ordinal no puede
ser elemento de si mismo. Obtenemos una contradicciéon conocida como la Paradoja de
Burali-Forti o Paradoja de Cantor. Por este motivo, la clase de todos los ordinales no
es un conjunto, no estd “dentro” de nuestro universo.

A esta clase propia la denominaremos a partir de ahora On.

On = {z | x es un ordinal}.

Como acabamos de ver, la pertenencia entre ordinales tiene las propiedades carac-
teristicas de un buen orden, y a partir de ahora, para dos ordinales cualesquiera a y 3, en
vez de a € B podemos escribir a < 3. Asi pues, un ordinal serd el conjunto de todos los
ordinales menores que é€l.

Teorema 2.1.14 (Principio del elemento minimo para On) Sea A una clase no vacia
de ordinales. Entonces A tiene minimo, es decir, existe un ordinal o € A tal que o < f3
para todo B € A.

Demostracion: Como A# &, hay un ordinal o € A. Si o < 8 para todo 8 € A hemos
terminado. En caso contrario, existe 5 € A tal que 8 < a.

Consideremos el conjunto o N A, que es un conjunto por ser subconjunto de o y es
distinto del vacio porque tiene a 8 como elemento. Por la Proposicién 2.1.13, o N A tiene
elemento minimo, sea J. Veamos que ¢ es también el elemento minimo de A. Imaginemos,
por reduccién al absurdo, que existe v € A tal que v < ¢. Entonces, por transitividad,
v € a 'y 6 no seria el elemento minimo. Se llega por tanto a una contradiccién. X
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Lema 2.1.15 Todo conjunto transitivo de ordinales es un ordinal.

Demostracion: Si A es un conjunto de ordinales, ya hemos visto que € 4 es un buen orden
de A. Como ademds A es transitivo, es un ordinal. X

Lema 2.1.16 Para cualesquiera ordinales o y 3, ov € B si y solo sia C B (estrictamente).

Demostracion: Si a € 3, como 3 es transitivo, a C (3, y al ser o # 3, entonces o C 3.
Para el reciproco, si a C f3, entonces o # Sy ¢ « (ya que si 5 € « entonces 5 € f3).
Luego, por tricotomia a € . X

A continuacion, daremos algunos métodos para obtener nuevos ordinales a partir de
otros ya dados.
Proposicién 2.1.17 Sea a un ordinal. Entonces, o™ = a U {a} es también un ordinal
y es ademds el menor ordinal mayor que oc. A ot se le denomina el ordinal sucesor o el
siguiente de .

Demostracién: Todos los elementos de a™ son ordinales. Los elementos de los elementos
de a™ son ordinales menores que «, por lo que son elementos de o y también de a*. Por
tanto, o™ es un conjunto transitivo de ordinales, es decir, un ordinal.

Por otro lado, @ < a™ claramente. Supongamos que 3 es un ordinal mayor que «.
Entonces, « € Sy o C 3, con lo que ot C By at < B. X

Proposicion 2.1.18 Si A es un conjunto de ordinales, entonces UA es un ordinal y,
ademas, UA = supA. Es decir, es el menor ordinal que es mayor o igual que todos los
elementos de A.

Demostracion: Por un lado, UA es claramente un conjunto de ordinales. Supongamos ahora
que a € UA. Entonces, existe 8 € A tal que a € 5. Por tanto, también o C 8. Como
8 C UA, entonces o« C UA y UA es un conjunto transitivo de ordinales.

Ya hemos visto que es un ordinal. Ahora toca ver que es el supremo: Sea a € A.
Entonces o C UA y por tanto o < UA. Sea ahora 8 un ordinal mayor o igual que todos los
elementos de A. Entonces, todos los elementos de A estan contenidos en 3, y por tanto,
UA estd contenido en 8 y # es mayor o igual que UA. X

Proposicion 2.1.19 Si A es un conjunto de ordinales, entonces NA es un ordinal y,
ademas, NA = infA. Es decir, es el mayor ordinal que es menor o igual que todos los
elementos de A. Ademds, como pertenece a A también es el minimo de A.

Demostracion: A, al ser un conjunto no vacio de ordinales, tiene elemento minimo, sea c,
que esta en A. Veamos que o = NA por doble inclusién.

Por un lado, a € § para todo § € A tal que 8 # «. Por tanto, o C § para todo 5 € A
y a CNA.

Por otro lado, sea x € NA. Como x € [ para todo 8 € A, en particular = € «. Por
consiguiente, NA C a. X
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Para terminar esta seccién, es conveniente presentar un resultado importante que no
probaremos aqui pero muestra que los ordinales cumplen efectivamente su funcién de
representantes de los conjuntos bien ordenados.

Teorema 2.1.20 Sea A un conjunto bien ordenado. Existe un ordinal unico « tal que

= q.

2.2. Tipos de ordinales y niimeros naturales.

Una vez vistas algunas de las propiedades bésicas de los ordinales, uno podria empezar
a preguntarse qué forma tienen estos conjuntos tan caracteristicos. Por ello, vamos a dar
los primeros ejemplos:

El conjunto vacio es un conjunto transitivo y estd bien ordenado por la relaciéon de
pertenencia. Por ello, es un ordinal. Ademds, por la propiedad de tricotomia de los ordi-
nales, todo ordinal es mayor o igual que &. Por consiguiente, & es el menor de todos los
numeros ordinales o el primer ordinal.

Segun la Proposicién 2.1.17, siguiendo el buen orden €, el ordinal siguiente a & es
ot = {o}. El siguiente a éste seria {&}t = {@,{2}}. Aplicando esto sucesivamente
obtenemos los primeros ordinales:

2,12}, {2.{2}},{2.{2}. {2, {2}}}, .

Ahora, vamos a distinguir las tres categorias excluyentes en las que se dividen los
ordinales:

s Fl ordinal @.

= Ordinal sucesor: se dice que a es un ordinal sucesor si existe un ordinal S tal que

pr=pu{f}=qa

= Ordinal limite: son aquellos ordinales distintos de & y que no son sucesores.

Como apunte, si o es un ordinal sucesor tal que ST = «, también notaremos 3% como
B+ 1. Ademss, se dird que 3 es el predecesor de « y escribiremos oo — 1 = 5.

El siguiente lema nos ayudard a caracterizar a los ordinales limite.
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Lema 2.2.1 Sea a un ordinal distinto del vacio. Son equivalentes:
1. « es limite.
2. VB < a(ft < a).
3. a=a.

Demostracién: (1 = 2): Sea 3 < a. Como 87 es el menor ordinal mayor que 3, entonces
BT < a. Por hipétesis, o no es sucesor, por tanto, 37 < a.

(2 = 3): Por doble inclusién. Por ser « transitivo, | Ja C «. Veamos la inclusién en el
otro sentido. Sea 3 € . Por hipétesis, 57 € a. Como 3 € BT, entonces 8 € |J a.

(3 = 1): Supongamos que « es sucesor. Entonces, existe un ordinal § tal que a = T

Ua=UBu{sh) =8+,

lo cual contradice nuestra hipdtesis. Por reduccién al absurdo, a debe ser limite. X

Ahora vamos a definir los nimeros naturales, lo que nos permitird darle nombre a los
primeros ordinales.

Definicion 2.2.2 Un conjunto n es un nimero natural u ordinal finito si satisface:
ne€O0OnAn=aV(n essucesor \Vx < n(x es sucesorV x = &))].

Por tanto, al ordinal & le llamamos ordinal 0. Como es natural, al siguiente de 0, que es
0t = {@} le llamamos 1. El ordinal 17 = {@,{@}} es el 2. 2T =3 = {@, {2}, {2,{2}}}.
Y asi sucesivamente. Como hemos dicho, los niimeros naturales son los primeros ordinales,
pero a continuacién de los nimeros naturales hay més ordinales que no son numeros
naturales. Antes de ver cudles son, notemos que hasta ahora, hemos definido los ordinales y
los naturales sin la intervencion de Inf. Sin embargo, para probar la existencia de ordinales
mayores que los niimeros naturales si necesitamos este axioma.

Lema 2.2.3 La clase N que contiene a todos los niumeros naturales es un conjunto.

Demostracion: Sea A un conjunto inductivo, que existe por Inf. Veamos que N es sub-
conjunto de A. Si A es un conjunto inductivo y existe n € N tal que n ¢ A | entonces
el conjunto B = {x € N: o <nAz ¢ A} es un conjunto de ordinales no vacio. Sea m
su menor elemento, entonces m # () luego, por ser un nimero natural m = k U {k} para
algin k < m < n. Puesto que m ¢ A y A es inductivo, necesariamente k ¢ A, lo que nos
da un contradiccién, ya que tendriamos k € B y k < m. Hemos probado asi que B =0y,
por tanto, no existe n € N tal que n ¢ A. Por tanto, N C A y, por Sep, N es un conjunto.
X

Proposicion 2.2.4 El conjunto N de los numeros naturales es un ordinal.
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Demostracion: Sea p € Ny m,n dos conjuntos tales que m € n y n € p. Como p € On,
es transitivo y m € p. Es decir, m es un ordinal (todos los elementos de los ordinales son
ordinales) y m < p. Por ser p natural, m es el vacio o sucesor. Por tanto, m € Ny N
resulta ser un conjunto transitivo de ordinales y por consiguiente un ordinal. X

Proposicion 2.2.5 El conjunto de los numeros naturales es el menor ordinal limite.

Demostracion: Ya hemos visto que N es un ordinal. Claramente es distinto de 0. Si fuese
un ordinal sucesor, entonces N seria un niimero natural y por tanto elemento de si mismo,
cosa que no es posible. Por tanto, N tiene que ser limite y ademas el menor porque todos
los ordinales menores que él son niimeros naturales, que son 0 o sucesores. X

A N visto como ordinal, se le designa con la letra griega w.

Por definicién, un conjunto x es finito si existe un niimero natural n y una funcién
biyectiva f : n — x. Pues bien, el ordinal w es infinito (es decir, no es finito). Los niime-
ros naturales son los ordinales finitos. Claramente, todos los niimeros naturales son
conjuntos finitos. Pero ademas, si suponemos que existe un ordinal a que es finito pero no
es natural, entonces a ¢ w, y por tricotomia w < «, por lo que a contendra a w que es un
conjunto infinito y « tiene que ser infinito.

De esta manera, w también es el menor ordinal infinito. Por lo que hasta el momento,
+

ya podemos decir que conocemos los siguientes ordinales: 0,1,2,3, ..., w , w™ (w™)™, ...

Si nos encontraramos en ZFg,, el ordinal w no existiria por ser un conjunto inductivo.
Es decir, w seria una clase propia. Ademds, por la tricotomia de los ordinales, cualquier
ordinal mayor que w tampoco existiria. En particular, como w es el menor ordinal limite,
en ZFs, no existe ningin ordinal limite.

Por tanto, en ZFg, sélo existen los ordinales finitos, es decir, los niimeros naturales. Asi,
si queremos definir los niimeros naturales en ZF, basta con dar la definicién de nimero
ordinal.

Teorema 2.2.6 ZFg, FVe(x € On <« 2 =@V Iy € On(z =y U {y})).

Corolario 2.2.7 ZF;, F Ve C On(z # @ — Uz € ).

Demostracion: Vamos a probar que Uz € On.

Supongamos que z € y e y € Uz. Entonces, da € z tal que y € . Como « € On,
entonces « es transitivo. Por tanto, z € «, y en consecuencia, z € Uzx. Asi, podemos afirmar
que Uz es transitivo.

Por otro lado, todo elemento de Uz es elemento de un ordinal. Como los elementos
de los ordinales son ordinales, Uz es un conjunto transitivo de ordinales y, por tanto,
Uz € On.
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Supongamos que Uz # &. Entonces, Uz es sucesor y existird a € x tal que Uz — 1
€ a. Entonces no existe ningtin ordinal mayor que Ux — 1 que pertenezca a Ux, y podemos
afirmar que Uxr = a € x.

Si Uz = @, serd « = {@} y claramente Uz € x. X

Una vez que sabemos cémo definir los niimeros naturales en ZFg,, vamos a probar el
principio de induccién para los ntimeros naturales.

Teorema 2.2.8 Sea ¢ una propiedad (expresable en ZFgy, ). Entonces:
ZFin = [p(0) AVn(n natural A (n) — p(n + 1))] = Vn(n natural — ¢(n)).

Demostracion: Razonemos en ZFg,. Supongamos que:

©(0) A Vn(n natural A p(n) — ¢(n +1)).

Por reduccién al absurdo, supondremos que existe un n natural tal que —¢(n). Enton-
ces, el conjunto A = {n € N: ~¢(n)} # @. Por Reg, existe n* € A tal que n*N A = @.
Sabemos que n* # @ porque 0 ¢ A por hipétesis. Por tanto, existe m € N tal que
n* =mU{m}. Como n* N A = @&, sabemos que m ¢ A, por lo que se satisface p(m). Por
hipétesis, también se satisface p(m + 1) = p(n*). Con esto llegamos a una contradiccién
y queda probado el teorema. X

Noétese que en la demostracién de este tltimo teorema, Inf no juega ningin papel vy,
de hecho, puede probarse también sin hacer uso de Reg. Por tanto, si estamos en la teoria
ZF, la demostracién del teorema del principio de induccién también se cumpliria.

2.3. Induccién transfinita y aritmética ordinal.

Otra vez de vuelta en ZF y tomando como antesala el Principio de induccién sobre
los ntimeros naturales que vimos en el Teorema 2.2.8, ahora vamos a ver los principios de
induccién y recursién primero sobre un ordinal cualquiera y luego sobre la clase propia de
los ordinales, On. Estos principios son de muchisima utilidad para demostrar propiedades
de los ordinales y definir funciones sobre ellos. Son una extensién del Principio de induccién
sobre los niimeros naturales a la clase On y casos particulares de los principios de induccion
y recursion para clases bien ordenadas.

Teorema 2.3.1 (Principio de induccién completa hasta un ordinal «.) Sea o un
ordinal y A un subconjunto de a con la siguiente propiedad:

VB <aVd < B0 € A) — e A).

Entonces A = «.
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Teorema 2.3.2 (Principio de induccién hasta un ordinal «) Sea a un ordinal. Sea
A un subconjunto de o con las propiedades siguientes:

1. Si0 < «, entonces 0 € A.
2. Paracada B < a,si € Ay BT < «, entonces ST € A.

3. Para cada ordinal limite v < «, si 6 € A para todo § < 7, entonces v € A.
Entonces A = a. X

Teorema 2.3.3 (Principio de induccién completa) Sea A una clase de ordinales tal
que

(VB<a(feA) —vacA
Entonces, A=0n.

X

Teorema 2.3.4 (Principio de induccién transfinita sobre On) Sea A una clase de
ordinales tal que

1. 0 € A.
2. Para cada ordinal 3, si B €A, entonces 3T € A.
3. Para cada ordinal limite v, si d € A para todo § < 7y, entonces v € A.

Entonces, A=0n. X

Proposicién 2.3.5 Sea V la clase que contiene a todos los conjuntos y sea
G : Vx V— Vuna funcion. Existe una unica funcion F: On x V — V tal que:

F(avx) = G(F|a(x)7x)7
donde F|, = FN (a x {z} x Fla x {z}]).

Teorema 2.3.6 (Recursién.) Sean a un conjunto y G,H:V x V — V funciones. Existe
una unica funcion F: On x V= V tal que:

» F(0,2)=a
» F(a™,2)=G(F(a,z),).

» F(a,z)=H({F(B,z) : B <« },x) si a es limite
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Gracias al Teorema de Recursién podemos justificar la existencia de las funciones suma,
producto y exponenciacién para ordinales. A continuacién, vamos a definir recursivamente
todas ellas y enumerar sus propiedades principales.

La suma.

Sean « y 8 dos ordinales cualesquiera, se define su suma como sigue:
« sif=0
a+pB=¢ (a+(—-1)" si B es ordinal sucesor

U{a+6 |0 < B} sif esordinal limite

(Si B es un ordinal sucesor con 3 = at para otro ordinal «, entonces se entiende

f—1=a).
Tenemos las siguientes propiedades para la suma:

= Asociativa: Para tres ordinales cualesquiera «, 3y =y, tenemos que
(a+B)+y=a+(B+7)

s La adicién NO es conmutativa.

» Para dos ordinales cualesquiera ay 3, a < 3 si y sélo si existe un ordinal § > 0 tal
que a+ 6 = (.

» Para tres ordinales cualesquiera o, 3y f': si 8 < 3/ entonces o+ 8 < a + 3.
= Para tres ordinales cualesquiera o, 3y 3': si « + 3 = a + 3’ entonces 3 = /3.
= Sean a < 7 ordinales. Entonces, existe un dnico ordinal £ tal que a + 3 = 7.

» Para tres ordinales cualesquiera a, o’ y 3: si a < o/, entonces
a+B<do +8.

» Para un ordinal 5 y un ordinal limite v cualesquiera, entonces

Y+ B Zsup{d+ 5[0 <~}

La multiplicacién.

Sean « y 8 dos ordinales cualesquiera, se define su multiplicacién como sigue:
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0 sif=0
a-f=1 (a-(f—1))+a sif esordinal sucesor

U{a-d]0 < B} sipesordinal limite

Tenemos las siguientes propiedades para la multiplicacion:

Asociativa: Para tres ordinales cualesquiera «, 8 y 7y, tenemos que
(a-B)-y=a-(B-7)

= Distributiva respecto de la adicién: Para tres ordinales cualesquiera «, 8 y -y, tenemos
que
a-(B+7)=(a-B)+(a-7)

= La multiplicacién NO es conmutativa.

= La propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la adicién NO se cumple
por la derecha.

» Para cualesquiera ordinales o > 0,8y ': si 8 < ' entonces - 3 < - 3.
» Para cualesquiera ordinales a > 0,8y ': si a- 3 = a - 3/ entonces 3 = 3.
» Para tres ordinales cualesquiera o, y 3 : si a < o/, entonces o+ 8 < o - 3.

» Para un ordinal 8 y un ordinal limite y cualesquiera, entonces

V- B = sup{d- B[ <~}.

La exponenciacion.
Sean « y 8 dos ordinales cualesquiera, se define la exponenciacién como sigue:
1 sif=0
af={ of1.a si B8 es ordinal sucesor

U{a® | § < B} si B es ordinal limite

Tenemos las siguientes propiedades para la exponenciacién:

» Para tres ordinales cualesquiera o, 8 y 7, tenemos que a®t7 = of . o
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= Para tres ordinales cualesquiera «, 8 y 7, tenemos que (aﬂ )Y = P
» Para tres ordinales o > 1, y 8 < 3/, tenemos que o < o'
» Para tres ordinales a > 1,y 8y A, si of = o”, entonces g = .

» Para tres ordinales cualesquiera a, o’ y 3: si a < o/, entonces
af < of

= Para (8 ordinal cualquiera y « ordinal limite, entonces

7P > sup{6P|6 < v}

Una vez que conocemos céomo funcionan las operaciones podemos dar una breve des-
cripcién del comienzo de la clase de los ordinales:
0,1,2,3,...,w,w+1l,w+2,...,w4+tw=w-2,w-24+1,w-242,...,w-24+w=w-3,
w-3+1,.. ., w-3+w=w-4,...,.ww=ww+1l,.. W twwtw+l,...,

2 2 2 -
WHw-2,. W twew=w? 2, w2

2.4. Forma Normal de Cantor.

En esta seccidon vamos a ver el Teorema de la Forma Normal de Cantor que nos sera
necesario para poder construir las sucesiones de Goodstein. Primero, varios resultados.

Proposicién 2.4.1 (Divisién) Sean « cualquiera y B > 0 dos ordinales. Entonces, exis-
ten v y d Unicos tales que o = B-~v+ 9, con § < 3.
Demostracion: Sia < f:a=p-0+ .

Sia > (: Sea vy =sup{d: [ -0 < a}. Entonces, v > 1 ya que 1 estd en el conjunto.
Por tanto, v sera ordinal sucesor o limite. Veamos ahora que para todo § <, 8- < a:

En el caso de que 8- v < « se tiene claramente por la monotonia estricta del producto
en el segundo argumento. En el caso de que -7 > «, si 8- > «, por la monotonia del
producto tendriamos que v no seria el supremo y llegariamos a contradiccién.

Veamos ahora que 8-v < a:

Si existe 7 tal que vy = 7+ 1, entonces 7 < yy 7 € {§ : f-6 < a}. Por tanto, por
fuerza v debe estar también en el conjunto, ya que si no, 7 seria el supremo.

Si v es ordinal limite: 5 - v = Uﬁ-ég Ua:a.

6<y 6<y

Como ya podemos afirmar que 3 -y < «, entonces sabemos que existe § Uinico tal que
a = f-v+4. Sid fuera mayor o igual que 3, existiria u con 8+ p = . De esta manera,

31



a=0-~v+B4+u=0-(y+1)+p,conloquef-(y+1) <ayyno seria el supremo. Asi,
o< B.

La unicidad la probaremos de la siguiente manera:

Si o = Bv1 + 01 entonces fv1 < «, luego 1 < 7 (recordemos la definicién de v como
un supremo).
Si By2 < ay 2 > 1 entonces, teniendo en cuenta que §; < [, resulta

a>Pyp>pfn+l)=B8nm+B>pFn+di=a

lo cual es absurdo. Por tanto, si 572 < « entonce v2 < 41 lo que (usando la defincién de
~ como supremo) prueba que 7; = v2. Hemos probado asi que

Bye + 02 =a =By +06 =By + 0
y por tanto do = d1. X

Proposicién 2.4.2 Sia > 1y es un ordinal cualquiera: § < of.
Demostracion: Por induccién transfinita sobre (.
» 3=0:0<a’=1.
= Suponemos cierto para 3: Por hipétesis de induccion y las propiedades de la suma
se tiene que B+ 1< +1 <Pt +1. Asi, B+ 1 < ofFL.
= Supongamos que 3 es limite y se cumple la propiedad para todo v < §: Por hipdtesis
de induccién, v C a7 para todo v < . Por consiguiente,
Uty <8y =< Ha'ly < B} = o’

Por lo que sigue que 8 < aP. X
Proposicién 2.4.3 Sean a > 1 y 8 > 0 dos ordinales cualesquiera. Entonces, existe un
tnico § tal que o < < a®tL.

Demostracion: Por la Proposicién 2.4.2, f < o < o1, Por tanto, el conjunto
A={0:<a’}#02

y tiene elemento minimo, sea ~.

Claramente v # 0, ya que 0 no puede estar en A porque tendria que ser 8 < a® = 1.

Veamos que 7y es sucesor: Supongamos que es un ordinal limite. Entonces, o = U of.

o<y
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Por ser el minimo de A, para todo § < 7 se cumple que o’ < 3 o, equivalentemente,

a® C B. Por tanto, L_Joz‘s =a" C Bya?<g,locual no puede ser porque v € A. De esta
6<y

manera, podemos afirmar que 7y es sucesor.

Sea ¢ tal que v =6 + 1, entonces § ¢ A y o < < a®+!. Con esto queda probada la
existencia. Probemos ahora la unicidad:

Supongamos que o < f < a%tl y a7 < 8 < a?*! con § < ~. Entonces, § +1 < ~. Por

tanto, 8 < o’ < Y < By serfa § < 3, lo cual es una contradiccién vy, asi, § = 7. X

Teorema 2.4.4 (Forma Normal de Cantor) Sea o > 1. Para todo 8 > 0 ezisten
n € w y ordinales By, ..., BnyY0,---,Vn Unicos tales que

B=al vy, + - +aP.
con0<By<B1<...<Brnyl0<y<aparai=0,...,n.
Demostracion: Por induccién transfinita (completa) en f.
Por la Proposicién 2.4.3, existe un tnico J tal que
o < B <a’tt (2.1)
Por la Proposicién 2.4.1, existen ordinales 7 y u Unicos tales que

B=a’ 74 pconp<ad (2.2)

De (2.1) y (2.2) obtenemos que a® < a’-7+pu < a’1. Ademés, veamos que 0 < 7 < a:
Si T =0: u>a’, lo cual es una contradiccién.
Sit>wa® 7+ w > a4 w> a5+1, que es una contradiccion.

Por tanto, si u = 0 entonces § = a®

de 3.

-7y ya tendriamos la Forma Normal de Cantor

Si p > 0: Claramente p < 3. Pero al ser a7 > 1, entonces u < . Por consiguiente, po-
demos aplicar la hipétesis de induccién a p. Podemos encontrar pues Bg, ..., Bny Y0, -« -5 Vn

tinicos tales que p = & -4, + -+ + a0 - 4. Si sustituimos en (2.2) obtenemos:

Con esto y con las propiedades de las operaciones ordinales, podemos asegurar que existe
una Forma Normal de Cantor para S.

A continuacién, hay que ver la unicidad. Primero, probaremos que si

B=almy, + - +a% con B, > -+ > Py y cada v; < a,
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entonces o < g < afrtl,

aPn < B es obvio mientras que § < af»t! puede probarse facilmente por induccién:
Para n = 0 es directo y supuesto para n,tenemos que, aplicando la hipétesis de induccién:

a6”+1’yn+1+04’8"’)/n+- . ._|_04/3070 < aﬂ"+17n+1+af3"+1 < Oéﬁ"“(?’n—&-l"i‘l) < aPrtig = ofntitl

La unicidad de la forma normal se obtiene ahora por induccién completa utilizando la
Proposicion 2.4.2. X
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Capitulo 3

La aritmética de Peano.

3.1. Axiomas y primeros resultados.

Consideremos la estructura algebraica N = (N;+,-,0,1), donde N es el conjunto de
los nimeros naturales (enteros no negativos). Esta estructura es el modelo estdndar de la
teoria de nimeros naturales llamada Aritmética de Peano (PA). El lenguaje de esta teoria
es el 16gico de primer orden con igualdad:

EPA = {+7 ) 0) 1}’

donde + y - son simbolos de funcién de aridad dos y 0 y 1 son simbolos de constante. En
general, ademas del modelo estandar se pueden considerar otros modelos de la forma

M= <M7 +M7 'Ma 0M7 1M>7

donde M es el universo; +™ y -M son dos simbolos de funcién que resultan de interpretar los
simbolos + y - de Lpa. Por convenio, para cualquier modelo M escribiremos simplemente +
y - omitiendo el simbolo del modelo. Igualmente, 0™ y 1M son dos elementos del universo
que resultan de interpretar los simbolos 0 y 1 de Lpa. De nuevo, simplificaremos la notacién
y escribiremos 0 y 1 en cualquier modelo en lugar de O™ y 1M,

De esta manera, los axiomas de PA se definen como los cierres universales de las
férmulas que siguen:

1. Conmutatividad, asociatividad, distributividad y propiedades de los elementos neu-
tros.
T+y=y+x, r-y=y-1,

(z4+y)+z=2z+y+z), (xy) 2=z (y 2),
(x+y) z=z-2+y-z,

r+0=z, z-1==zx.
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2. La ley de la resta.
rt+z=y+z—o>x=y.

3. Todo ntimero excepto el cero es un sucesor.
x# 0+ Jylr=y+1).
4. El axioma de induccién. Sea F'(x) una férmula y = una variable:
(F(0) AVz[F(z) = F(x 4+ 1)]) = Vo F(z).

Observemos que para poder aplicar el principio de induccién sobre un conjunto, dicho
conjunto tiene que ser definible por una férmula F'(z).

Lema 3.1.1 Las siguientes formulas son teoremas de PA:
1. z-0=0.
2.z24+y=0—-z=0.

Demostracion: Por el Teorema de Completitud de Godel, la condicién PA + F' es equiva-
lente con la validez de la formula F' en cualquier modelo de PA. Por tanto, consideramos
un modelo arbitario M = (M; +, -, 0, 1).

1. Sea a € M. Aplicando los axiomas tenemos que

a+0=a=a-1=a-(0+1)=a-0+a-1=a-0+a.

Por tanto, por el axioma de conmutatividad y el de la resta, obtenemos que a-0 = 0.
De esta manera, M F (a - 0 = 0) para todo a € M.

2. Sean a,b € M con a # 0. Entonces, a = ag + 1 para algiin ag € M de acuerdo con el
tercer axioma. De esta manera, a +b=a9+14+b=ag+ b+ 1, por lo que a + b es
un sucesor y no puede ser 0. X

3.2. El orden.

El orden usual < de N se puede caracterizar por la equivalencia

n <m <> 3k € N[n+k=m]| paran,m € N.
Ademas,
n<m<» 3k e€N[n+k+1=m] paran,m € N.
Vamos a introducir en PA el nuevo simbolo < que definimos como sigue:
Vo, ylr <y + Jz(z+ 2 = y)]
Ademas,

r<ysr<yAr#y
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Teorema 3.2.1 La formula x < y define un orden lineal del universo, es decir, los cierres
universales de las siguientes formulas son teoremas de PA.

1. x <=
2. (x<yAhy<z)—>z=uy.
3 (x<yNy<z)—z<z
4. x<yvVy<aw.
Demostracion: Sea M un modelo arbitrario de PA.

1. Para a € M cualquiera tenemos a + 0 = a, de lo que sigue a < a.

2. Supongamos que a < by b < a para a,b € M cualesquiera. Entonces existen
u,w € M tales que a +u=by b+ w = a. Asi, a + u + w = a. Por el axioma de la
resta, u +w = 0 y por el Lema 3.1.1 v = 0. Por tanto, a = b.

3. Supongamos que a < by b < ¢ para a,b,c € M cualesquiera. Entonces existen
u,w € M tales quea+u=>by b+ w=c. Por tanto, a+u+w=cya<c

4. Por induccién: Sea F(z,y) la férmula x <y Vy < z.

Sea a € M arbitrario pero fijo. Como 0 +a =a, 0 <ay MF F(a,0).

Supongamos ahora que M F F(a,b) para un b € M cualquiera. Entonces tenemos
a<bVvb<a.

Si a < b: Como claramente b < b+ 1, entonces a < b+ 1.

Sib < a: Existe u € M tal que b+ u = a. Siu =0, entonces b =ay a <b+ 1. Si
u > 0, entonces u = w + 1 para algin w € My b+ w + 1 = a. Por tanto, b+ 1 < a.

En todo caso vemos que se cumple M E F(a,b+ 1). X.
Veamos ahora algunas propiedades simples de <.

Lema 3.2.2 En PA se satisface lo siguiente:

Vz(0 < x).

Lema 3.2.3 En PA se satisface lo siguiente:

0<1.

Demostracion: Sea M un modelo arbitrario de PA. Ya sabemos que 0 < 1. Supongamos
que 0 = 1. Entonces, 0+1 =1 = 0 y 0 seria sucesor, lo cual estd en contradiccién con uno
de los axiomas. X
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Lema 3.2.4 No hay elementos intermedios entre un elemento y su sucesor. Es decir:
PAEVz,y((zr <y+1) < (x <y)).
Demostracion: Para un modelo cualquiera M, con a,b € M cualesquiera se tiene que
a<b+leIwweMAa+w+1=0b+1)« JwweMANa+w=>b) <+ a<b.
X

Teorema 3.2.5 (Induccién completa) Para toda féormula F se cumple lo siguiente:
PA - Vz[(Vy < zF(y)) — F(x)] — YaF(z).

Demostracion: Sea G(z) la féormula Yy < xF(y). Sea M un modelo arbitrario de PA.
Supongamos que se cumple

M E Vz[(Vy < zF(y)) — F(x)]. (3.1)

Sea Z = {a € M : MFE G(a)}. De (3.1) sigue que M F F(0). Por tanto, también se
cumple M E G(0), con lo que 0 € Z.

Supongamos que a € Z: M F F(b) para todo b < a. Por tanto, por (3.1), tenemos que
ME F(a+1). Con lo que G(a + 1) se satisface también. Asi, a+1 € Z y Z = M por el
axioma de induccién. Por consiguiente, M F Vz F'(x). X.
Teorema 3.2.6 (Esquema del minimo) Para toda formula F se cumple lo siguiente:

PAF 3z F(z) — Jz[F(x) AVy < z—F (y)]
Demostracion: Supongamos que se cumple la negacién del consecuente de la implicacion,
es decir,
Va[~F(z) V ~(Vy < 2=F(y))]
Entonces, por equivalencia logica se cumple que
Vz[(Vy <z=F(y)) = ~F(2)]
Aplicando el Teorema 3.2.5 a =F' obtenemos
Vz[(Vy < z—F(y)) — —F(z)] = Y= F(z),
que nos da la negacién del antecedente de la implicacion que queriamos demostrar. X

Lema 3.2.7 PAF (z <y — Jz(z + 2 =y)).

Demostracion: Sea M un modelo dado y a,b,u,w € M tales que a + u = b = a + w,
entonces u = w. X

Podemos introducir, por tanto, la resta como una operaciéon y — x en PA:
(y—z=z) (z<yrhz+z=y)V(z>yAz=0))

A continuacién, vamos a introducir también el valor absoluto:

(lz—yl=2)c (@<yrzt+z=y)Vy<zry+z=1)).
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3.3. Numerales.

Los numerales son términos de la teoria PA que definimos por induccién para n € N

como:
s Ag =0.
= A =1,

L An+1 :An+1

Es decir, para un n > 0, el numeral A, serd 1+ --- 4+ 1 n veces.

En particular, en el modelo estandar N, el término A,, corresponde al ntimero natural
n. Veamos ahora algunas propiedades:

Lema 3.3.1 PAF (Ap, + Ay = Apbn)

Demostracion: Por induccién en m.
A, +Ag=A,.
Supongamos que A, + A, = Ay1,. Entonces,

An + Am+1 = An + (Am + Al) = An+m + Al = An+m+1-

X
Lema 3.3.2 PAF (A, - Ay, = Apn)
Demostracion: Por induccion en m.
Ay - Ao = Ap.
Supongamos que A, - Ay, = Ay, Entonces,
A A1 = A - (A + A1) = Ay - Ay + A Ay = A + Ay = Ao = Ay
X

Lema 3.3.3 PAFVz(z <A, 2x=AgV---Vz=A,).
Demostracion: Por induccién en n.
Six < Ag, como z > Ay debe ser x = Ag.

Supongamos que se cumple para A,. Si x < A, 41, entonces se cumple que
T < Apr1 Vo= A,p1. Segin el Lema 3.2.4, ésto equivale a x < A, Vx = A,41. Por tanto,
por hipétesis de induccién, t = AgV -V =A,Vz=A,11. X
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Capitulo 4

Funciones >;-definibles y funciones
demostrablemente totales.

4.1. Funciones Y ;-definibles en N.

Definicién 4.1.1 Sean F(z) y t una formula y un término del lenguaje Lpa tales que t
no contiene a la variable .

1. La formula definida por cuantificacion existencial acotada a partir de F y t es la
formula Jx(x < t A F(x)). Para referirnos a esta formula utilizaremos la notacion
Jz < tF(x) y la expresion Jx <t se denomina cuantificador existencial acotado.

2. La formula definida por cuantificacion universal acotada a partir de F y t es la
formula Vz(x < t — F(x)). Para referirnos a esta formula utilizaremos la notacion
Vo < tF(z) y la expresion Vr <t se denomina cuantificador universal acotado.

Definicion 4.1.2 Decimos que una formula estd acotada si pertenece a la menor clase
de formulas que contiene a las formulas atomicas y que es cerrada bajo conectivas logicas
y bajo cuantificacion acotada.

Definicion 4.1.3 A las formulas de la forma dxF donde F es una férmula acotada las
llamaremos X1-formulas. A la clase que contiene a todas las X1-formulas la llamaremos
1. Ademds, si una X1-formula Fy define una funcion f : N¥ — N, es decir,

f(xla‘”vxk) :y<:>N':Ff(‘r177mk7y)
diremos que la funcion f es Xq-definible.
A continuacién vamos a ver unos ejemplos de funciones ¥1-definibles importantes:

1. Las funciones polinémicas. Una funcién f : N¥ — N es polinémica si existe un
término t(x1,...,z;) de Lpa tal que para todo ny,...,ng,m € N se tiene:

f(nlv"-ynk):m@N':t(nl,...,nk):m,
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Por tanto, por estar definida por una férmula atémica es ¥i-definible (téngase en
cuenta que las férmulas acotadas son equivalentes a una férmula 3).

. Las funciones cociente y resto. Sean q(a,b) y r(a,b) el cociente y resto de dividir
a entre b, con a,b € N. Entonces, si b # 0 tenemos a = b - q(a,b) + r(a,b) con
r(a,b) < b. Ademds, establecemos que ¢(a,0) = 0y r(a,0) = 0. Veamos que ambas
son Yp-definibles. Dados a,b,c € N se tiene:

q(a,b) = ¢ & N E F(a,b,c), siendo F(x,y, z) la siguiente férmula acotada (y, por
tanto, 31):

(y=0ANz=0)V[y#0ATv<ylx=y-z+v)].

r(a,b) = ¢ & N FE G(a,b,c), siendo G(z,y, 2z) la siguiente férmula acotada (y, por
tanto, 31):

(y=0ANz=0)V[y#OANTu<z(z=y-ut+zAz<y).

. La funcién J : N x N — N. Es una funcién biyectiva (aunque no lo probaremos
aqui) que se define de la siguiente manera:

Jx,y)=2NE2-z=(z+y) - (r+y+1)+2 -z

Al ser biyectiva, existen ademds dos funciones que componen la inversa de J. Es
decir, existen K : N - N y L: N — N tales que:

J(x,y) =2 K(z) =xANL(z) =vy.

Las siguientes formulas acotadas definen a K y L:

Je<zAy-z=(z+y) - (x+y+A)+ Az
Jy<z[As-z=(z+y) (x+y+ A1)+ Az z].

Lema 4.1.4 Sea F una formula acotada. Entonces, la féormula Jxq, ...,z F es equiva-
lente a una %1-formula.

Demostracion: Por induccién en k.

Si k =1 se cumple obviamente por definiciéon de 3;-férmula.

Supongamos que se cumple para cierto k. Entonces, existe una férmula acotada F” tal

NE 3zq,..., 30, F < IyF’
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Se tiene entonces que:
NE 3xq,..., 3z 32, F < JyFap i F
Por la biyectividad de la funcién J, sea z € N tal que J(y, k1) = z, entonces
NE JyFzp 1 F' & 2y = K(2) Aapyer = L(2) A F'],

donde 'y = K(z) y 'zr11 = L(z)’ son reemplazadas por sus férmulas acotadas corres-
pondientes y se obtiene una Y;-férmula. De esta manera, se cumple para todo k. X

Lema 4.1.5 Sea F(z,y) una férmula acotada. Entonces:
N EVz <wuldyF(z,y) & JwVe < uldy < wF(z,y).

Como consecuencia, la clase 31 es cerrada bajo cuantificacion universal acotada.

Demostracion: La implicacién de derecha a izquierda es trivial. Veamos la contraria. Sea
u € N tal que N F Vo < u3yF(z,y). Tomemos entonces para cada j < u un k; € N tal
que N E F(j, k;). Entonces, sea k el maximo de {ko,...,k,}. Se satisface lo siguiente:

NEVz <wuldy < kF(z,y).

X
A la clase de las funciones 3;-definibles la denotamos por FX;(N).
Lema 4.1.6 FX(N) es cerrada bajo composicion.
Demostracion: Si una férmula F(yq,...,yk,y) define una funcién f y Gi(x1,..., 25, v;)
definen funciones g; para i = 1,...,k, entonces la férmula
Elylw . '7yk[G1(‘r17' --7$l73/1) AN /\Gk(fl?l, 7$layk) /\F(y17 . 7yk7y)]
define la composicién f(gi,...,gr). Por tanto, si F,Gy,...,Gy € X1, dicha férmula es
equivalente a una ¥;-férmula y la funcién f(g1,...,gx)(z1,...,x;) es de la clase F¥1(N).
X

Antes de introducir el siguiente Teorema debemos indicar que para cualesquiera
a,b,m € N, diremos que a = b mod m sii r(a, m) = r(b,m) sii Ju(a — b = m - u). Esto
ultimo lo denotaremos como m|(a — b) y diremos que m divide a a — b.

Teorema 4.1.7 (Teorema Chino del Resto) Sean mq,...,my € N coprimos dos a
dos. Entonces, para cualesquiera ag,...,ar € N el sistema de congruencias
r=a; modm; parai=0,...,k

tiene una solucion x € N con x < mg---my.
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Demostracion: Procedemos por induccion en k.
Sik=0:x=r(ag, mo).
Supongamos que tenemos una solucién x del sistema para un cierto
k > 0. Bastara entonces con encontrar y que satisfaga
y=x mod m’
Yy =ags1 modm
donde m' =mg---mg y m = mpgyq.

En efecto, si y = 2 mod m’, entonces m’|(y —x), por lo que m;|(y—z) parai =0, ..., k.
Por tanto, y = x = a; mod m; para:=0,..., k.

Por hipdtesis, tenemos que m’ y m son coprimos. Por tanto, existen u, w € N tales que
|lum’ —wm| = 1 por la Identidad de Bezout. Supongamos que um’ —wm = 1 (para el otro
caso es similar). Entonces se tiene:

um’ =1 mod m
(um’ —w)m =1 mod m’

Multiplicando ambas congruencias se obtiene:

um'agi1 = agy1 mod m
(um/ —w)mz =x mod m’
Y, por tltimo, y = um’agi + (um’ — w)ma es solucién del sistema como puede

comprobarse facilmente. Como buscamos una solucién menor que m’-m, podemos escoger
entonces r(y, m'm).

En efecto, para un cierto ¢ € N se tiene que y = gm’m + r(y, m'm). Asi,
m/|(y —r(y,m'm)) y por tanto y = r(y, m'm) mod m'. Para m se hace de manera similar.
X

Definicién 4.1.8 §(a,b,i) = r(a, (i + 1)b+ 1) para a,b,i € N.
Proposicién 4.1.9 Para toda sucesion finita (ay, .. .,a,) de nimeros naturales existen
a,b € N tales que (a,b,i) = a; para todo i =0,...,n.

Demostracion: Sea m =méx{n, ao,...,a,} y sea b = m!. Entonces, es facil comprobar que
los nimeros m; = (i + 1)b+ 1 son coprimos dos a dos para i =0,...,n.

Por el Teorema Chino del Resto, existe a < mg - --m, = H[(z + 1)b+ 1] tal que
i<n
a = a; mod m; parai = 0,...,n. Como a; < m < b < m; Vi < n, tenemos que r(a, m;) = a;
para i =0,...,n. Es decir, 5(a,b,i) = a; parai=0,...,n. X
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Teorema 4.1.10 Sean g y h funciones ¥1-definibles y sea f la funcion definida por re-
cursion primitiva como sigue:
f(07n17' "7nk) = g(nlw "7nk)

fn+1,n1,...,n8) = h(f(n,n1,...,nx),n,n1,...,0%),
entonces f es Y1-definible.

Demostracion: Sean F, y Fj, las ¥1-férmulas que definen g y h respectivamente. La con-
dicién f(n,n1,...,n) = m es equivalente a que exista una sucesién finita (ao, ..., ay) tal
que a9 = g(n1,...,n), a, = m y para todo i < n, a;41 = h(a;,i,ny,...,ng).

Ademas, tenemos que

ap=g(n1,...,nk) © NE Fy(ny,...,ng,a0) y
A1 = h(ai,i,nl, e ,nk) < NE Fh(nl, e ey T, A aH_l).
La existencia de los ag,...,a, es, por la Proposicion 4.1.9, equivalente a la existencia

de a,b € N tales que 5(a,b,i) = a; para i = 0,...,n. Pero la funcién § es 3;-definible
mediante la férmula acotada I'(a, b, i, c):

Jg<a{a=q-[(i+1)-b+1]4+cAhec<(i+1)-b+1}
Por tanto, 5(a,b,i) = c < NET'(a,b,i,c).

De esta manera, f(n,n1,...,nx) =m << NE F(ny,...,ng,n,m), donde F(xy, ...,z z,y)

es la formula:

Ja,b{3z < a[Fy(x1,...,zx,2) ANT'(a,b,0,2)] AT'(a,b,z,y) A
AV < zFu,w < a[l(a,b,i,u) AT (a,b,i + 1, w) A Fyp(x1,..., 2Tk, i, u, w)]}.

Gracias al Lema 4.1.5, es sencillo comprobar que F' es equivalente a una ¥;-férmula.
X

Definicién 4.1.11 La clase de las funciones primitivas recursivas es la menor clase
que contiene a las funciones polinomicas y es cerrada bajo composicion y bajo definicion por
recursion primitiva. Denotamos por PR a la clase de las funciones primitivas recursivas.

Definicién 4.1.12 Sea g una funcion tal que Vnq,...,ng3Im(g(m,ny,...,ng) =0). Sea f
la funcion definida como sigue:

f(ni,...,nE) = min{m: g(m,ny,...,ng) =0}

Decimos que f estd definida por minimizacion a partir de g.

Si cerramos la clase PR bajo minimizacion obtenemos una clase mayor: la clase de las
funciones recursivas totales.
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Proposiciéon 4.1.13 Toda funcion recursiva es 31 -definible.

Demostracion: Las funciones polinémicas son claramente Yq-definibles. Ya vimos también
que la clase F31(N) es cerrada bajo composicién (Lema 4.1.6) y bajo definicién por re-
cursién primitiva (Teorema 4.1.10). Por tanto, quedaria ver que F31(N) es cerrada bajo
minimizacién y ya estaria probado que la clase de las funciones recursivas totales estd
contenida en F¥;(N).

Sea g una funcién ¥;-definible tal que Vnq,...,ngIm(g(m,n1,...,ng) =0) y sea G la
Y1-férmula tal que

g(m,ny,...,ng) =u< NEG(m,ny,...,ng,u).

Sea f la funcién definida por minimizacién a partir de g. Entonces:

f(ni,...,nE) =n< NEG(n,n,...,n,0) AVm < n=G(m,ny,...,nk,0) (4.1)

Observemos que:

VYm < n—-G(m,ni,...,ng,0) < Vm < n=Vz(G(m,nqy,...,ng,z) > z2=0) &

Vm < n3z(G(m,ni,...,ng, 2) Az #0),

lo cual es equivalente a una ¥;-férmula por los lemas 4.1.5 y 4.1.4. En consecuencia,
(4.1) también es 3. X

4.2. Funciones demostrablemente totales en PA.

Definicién 4.2.1 Decimos que una funcion f : N¥ — N es demostrablemente total
en PA si hay una Xi-formula Fy(z1,. .., x5, y) tal que:

1. Para todo ny,...,ng,m € N: f(ni,...,ng) =m & NE Fr(ng,...,ng,m).

2. PAEVYxy, ... 2 3y Fy(z1, ... 28, ).

Lema 4.2.2 La composicion de funciones demostrablemente totales es una funcion de-
mostrablemente total.

Demostracion: Si a las funciones f, g1, ..., g, corresponden las férmulas totales defini-
torias Fy, Fy,, ..., Fy, , entonces la composicion f(gi,...,gx) es definible por la férmula
F(xy1,...,x,y) siguiente:

Elyla'-'7yk’[Fgl(x17-"7mlayl)/\"'/\ng(xlw"axl?yk)/\Ff(ylv"'ayk’>y)]'

F(x1,...,25,y) es X1 por el Lema 4.1.6 y es inmediato verificar que es demostrable-
mente total. X
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Lema 4.2.3 La funcion 58 es demostrablemente total.
Demostracion: Bastara con probar el Teorema de division con resto en PA:
PAFVa,bb#0 — Jlg,r(a=q-b+rAr <Db).
Efectivamente, sea Ml un modelo arbitrario, b € M con b # 0 y sea
Y={aeM:3lg,r(a=q-b+rAr<b)}.

0 € Y: con ¢ =r =0 claramente.

Supongamos que a € Y: entonces, a+1 =¢g-b-+r+ 1 con g,r tnicos. Como r < b,
entonces 7 +1 < b. Sir+ 1 < b yalo tenemos, y si r + 1 = b, entonces a + 1 = (¢ + 1)b.
Por lo tanto, Y = M, la funcién resto es total y en consecuencia § también lo es. K.

Lema 4.2.4 Sea G(z,y) la formula Vz[z|z A z|ly — 2z = 1], donde z|z denota la férmula
Ju > 0[x = z - u]. Claramente, se tiene que N F G(a,b) sii a y b son primos entre si.
Entonces, se cumple la siguiente propiedad:

PA vxlux27y[G(x17y) A G(‘T27y) - G(.’El : $2,y)]

Demostracion: Sea M un modelo arbitrario y mi,mo € M tales que 0 < mg < mi. Sea d
el menor elemento z tal que:

Ju <miFv <mi(u#0Av#0AmMev < mu A z=miu — mav).
Veamos que d = med(my, mg):

1. d|m;y: Por el Teorema de divisién con resto, existen g y r tales que my =d-q+r
con r < d. Puesto que d < m; como puede observarse ficilmente, entonces g > 0. Si
r > 0 se tiene que:

r=m; —dqg=mi — (mu—mav)g = mi(l+ emg — uq) — ma(mie — vq),

siendo e el menor elemento tal que 1 + ema > uq y mie > vq. Entonces, es facil ver
que 1+ mge —ug < my (por reduccién al absurdo y por la propia definicién de e) y
que mie —vq < mp (de manera anéloga). Por tanto, se produce una contradiccién
ya que r < d.

2. Anélogamente se prueba que d|ms.

3. Si k|m1 y k|mz entonces k|d, ya que existirian q; y g2 tales que

d =umy —vmg = uqrk —vgek = (uqy — vg2)k
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Supongamos ahora que para cierto m € M, M E G(my,m) A G(mz, m). Entonces
tenemos que:
med(my,m) = 1 A med(ma,m) =1

Supongamos que my < m; < m < mimg (otras disposiciones respecto al orden se
tratarfan de manera similar). Entonces, existen u,v,u’,v" € M y menores o iguales que m
tales que :

1=um—vmy N 1=um—vms
Multiplicando ambas expresiones obtendriamos:
1 = vv'mimg — (wv'ma + v'vmy — vu'm)m.
Por tanto, med(myma, m) = 1, es decir, M F G(mima, m). X

Con el siguiente lema veremos que se puede expresar el Teorema Chino del Resto en
un modelo M de PA cualquiera.

Lema 4.2.5 Sip,1¢: M — M son funciones definibles en M tales que med(¢(1),1(j)) =1
para i # j. Entonces, para todo I € M eziste a € M tal que a = ¢(i) mod (i) para todo
1 <.

Demostracion: Consideremos el siguiente conjunto definible:
Y ={leM:3avi <l(a= p(i) mod 9(i))}.
» 0 €Y: paraa = ¢(0).

= Supongamos que [ € Y: Sea a; una solucién correspondiente a [. Primero, debemos
probar que existe m’ € M tal que 1 (i)|m’ Vi <1y med(m/,m) =1 conm =(l+1).

Para ello, consideramos el siguiente conjunto definible
Z={le M :Vwl[Vi <l med(¥(i),w) =1 — Im'Vi <I((3)|m")A(mecd(m’, w) = 1)]}.

e 0 € Z: param' =(0).

e Sil € Z: Sea w tal que Vi < 1+ 1 med(¢(i),w) = 1. Por hipétesis de induc-
cién, como w es coprimo con ¥(0),...,¥(l), existe m; que es divisible entre
(0),...,¢(1) y tal que med(m], w) = 1. Por tanto, en virtud del Lema 4.2.4,
m' = my-1p(l+1) es el elemento correspondiente a [+1y l+1 € Z. Asi, Z = M.

Una vez probado que existe m’ con esas caracteristicas, lo escogemos de manera que
Y(i)|m’ con i <1y med(m’,m) = 1. Recordemos que m = (I + 1), que es coprimo

con ¥(0),...,¥(1).
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Por hip6tesis de induccién, a; = ¢(i) mod (i) para todo i < [. Por tanto, basta con
encontrar una solucién del sistema:
Y= a mod m’

y=p(l+1) modm (4.2)

Efectivamente, si y = a; mod m/, entonces m’|(y — a;). Como 9 (i)|m’ para i < I, se
tiene que ¥ (i)|(y — ;) para i <l ey = a; = ¢(i) mod (i) para i <.

Como med(m', m) = 1, entonces (por la prueba del Lema 4.2.4) existen u,w € M
tales que |[um’ — wm| = 1. Supongamos que um’ —wm = 1 (para el otro caso se
procede de manera similar). Entonces, se tiene:

um’ = mod m

(um/ —w)m =1 mod m/

Multiplicando ambas congruencias obtenemos:

um/o(l+1) = p(l+1) mod m
(um’ — w)ma; = q mod m’

Y, por tltimo, y = um/p(l + 1) + (um’ — w)ma; es solucién del sistema (4.2) como
puede comprobarse facilmente. Por lo tanto, [ +1 €Y e Y = M. X.

Teorema 4.2.6 Toda funcion f € PR es demostrablemente total.

Demostracion: Ya sabemos que las funciones polinémicas y la composicion de funciones
demostrablemente totales son funciones demostrablemente totales. Por tanto, tenemos que
probar que si g y h son funciones demostrablemente totales y f estd definida por recursion
primitiva de la siguiente manera:

f(O,TLl,. ")nk) = g(nl)' "7nk:)

f(TL+ 1,711,. "ank) = h(f(nanl""vnk:)vnvnl,'"7”16)7
entonces f es demostrablemente total.

Sea F(x1,...,x,x,y) la férmula que define la funcién f como en la demostracién del
Teorema 4.1.10 (f(n,n1,...,n) = m < N E F(ny,...,ng,n,m)). Recordemos que la
féormula F' contiene a la férmula I'(a, b, i, ¢), que define la funcién B(a,b,i) = c. Pero, por
el Lema 4.2.3, sabemos que la funcién § es demostrablemente total en PA.

Para un modelo arbitrario M de PA y para cualesquiera dy,...,d; € M tenemos:

ME F(dy,...,dg,l,d) < (Ja,b € M{B(a,b,0) = g(d1,...,dx) A B(a,b,l) =dA
AV < l[ﬁ(a,b,z+ 1) = h(ﬂ(a,b,l),l,dl,,dk)]})
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Hay que probar que Ml E Vz3lyF(dy, ... ,dg, x,y). Para ello, consideraremos el conjunto
paramétricamente definible Y = {l € M : M E JlyF(dy,...,dg, 1, y)}.

» 0€Y:Paraa=g(dy,...,d;) yb=a.

= Supongamos que [ € Y: Sean a;, b; los elementos correspondientes a [; sea
d = h(B(a;, b, 1),l,dy,...,dg)y sea ¢ la funcién definida como:
(1) = B(ay, by, i) parai € M coni <l+1
e(l+1)=d.
Notese que ¢ es definible en M.

Ahora, debemos encontrar un elemento ¢ € M tal que [+ 1 < ¢,d < cy (i) < ¢
para todo ¢ < [. A continuacién, elegiremos un b € M tal que e|b Ve < c.

La funcién ¢ (i) = (i + 1)b+ 1 para i € M es definible en M y med(v(3),1(j)) = 1
parat < j <1+ 1.

Efectivamente, supongamos que p es el menor primo mayor que 1 tal que p|¢(i)

y p|Y(j) con i < j. Entonces, p|(¥(j) — ¢(i)) implica p|(j — i)b. Como j — i < c,
entonces (j — i)|b, por lo que podemos asegurar que p|b. Por tanto, p|b(i + 1). Pero
entonces p|l y llegamos a una contradiccién.

Aplicando el Lema 4.2.5, encontramos un a € M tal que para todo i <[+ 1
a = (i) mod (i) . Esto es,

5(@, ba 7’) = 6(alablai) para 1 < l
Bla,b,l +1) =d = h(B(a,b,l),l,dy,...,dx)
Por consiguiente, [+ 1 € Y.

X.

Por dltimo, vamos a definir la funcién exponencial en N y vamos a probar que es
demostrablemente total en PA. Ademds de servirnos de ejemplo, nos serd necesaria mas
adelante.

Sea exp : N x N — N la funcién definida como:

0 siz=0
exp(r,y)=4¢ 1 siz#0Ay=0
¥ six#AO0Ay#0

Consideremos la férmula Ezp(z,y, z) equivalente a una ¥;-férmula:

[t=0Az=0]V[z#0Ay=0Az=1]V
(240 Ay £ 0 3uFo(Bu,v,0) = LAY < y(Blu .5 + 1) = By 0,9) - 2) A Blur0,) = 2],

49



donde las referencias a la funcién 5 deben ser expresadas utilizando la férmula acotada
I'(u,v,i,w) vista anteriormente. Vamos a utilizar a continuacién la induccién en PA .

Es claro que:

PA FVz3zEzp(z,0, 2).

Ademas, también se cumple que:

PA + VaVy(IzEzp(x,y, z) — JwExp(x,y + 1, w)).

Lo tltimo es sencillo de probar. Sean u, v los correspondientes a la férmula Exp(x, y, z).
Entonces s6lo tenemos que considerar la secuencia (5(u,v,0),..., 8(u,v,y), B(u,v,y)-x) ¥y,
razonando como en la prueba del Teorema 4.2.6, sigue que JwFEzp(z,y+ 1, w) se satisface.
Por tanto,

PA F VaVy3zFExp(z,y, z).

La unicidad también se prueba (sin mucha dificultad) por induccién. Por tanto, final-
mente se obtiene:

PA I VaVy3lzExp(x,y, z),

con lo que la funcién exp(x,y) es total.
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Capitulo 5

El Teorema de Goodstein y su
independencia de PA.

5.1. El Teorema de Goodstein.

Sean g,p € N con p > 1. Podemos representar g en base p de la siguiente manera:

g = aklpkl + e + aknpkn

con ay, < p paratodoiy 0 <k <...<k,<g.Sabemos que estos coeficientes existen

y son unicos por el Teorema de la Forma Normal de Cantor. Si sustituimos p por una

variable z obtenemos la funcién fi(z) = ag, " + - + ag, 2*".

Si representamos a continuacién los exponentes ki, ..., k&, también en base p, los ex-
ponentes de todas estas representaciones también los representamos en base p y asi su-
cesivamente un numero finito de pasos K hasta que todos los exponentes sean menores o
iguales que p, obtendriamos lo que se conoce como la representaciéon de g en base pura p.

Ejemplo 5.1.1 Representacion de 100 en base pura 3: 100 = 33+1 4 32.2 4 1.

Como hacfamos con fi(x), definimos de una manera andloga f, ,(z), que es la repre-
sentacion de g en base pura p, donde cada p la cambiamos por la variable x. Es decir,

fap(@) = aklekl,p(ﬂﬁ) 44 aknxfkn,p(z)
Observemos que para todo g,p > 1, fy,(p) = g.
Lema 5.1.2 Sea p > 1 y k=mda{k : p*|g } v j = g — p*. Entonces:
fop(@) = fip(®) + afrr(®)
Demostracidn: Sabemos que g = p* - d para un cierto d € N. Entonces, claramente

9=0"" fap®) =1" - (ar + a1 P+ arr2 P’ + - + apsr - ')
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para un cierto r. Ademaés, a; > 0 por definicién de k. De esta manera, g = Zfi,: a; - pt.

Como j=g—pFya>1:

Fip®) = (ax = 1) - p* +apy - p" o ap DT = fop(0) = 8 = fop(p) — pPr .

X

Lema 5.1.3 Six > p > 1, entonces fqp(x) < fg41,p().

Demostracion: Lo probaremos por induccién en g. Por hipotesis de inducciéon suponemos
que fjp(x) < fiy1,p(x) paratodo j < gy paratodo x > p. En particular, podemos suponer
que fip(z) < fjp(x) para todo j < g, para todo ¢ < j y para todo x > p.

Dado g, sea k = max{i : p’|g}. Distinguimos varios casos:
Si k #0, entonces, g+1=1+ Zgii” ajpj, para algun r € N. Luego, para todo x:

fop(®) < fop(x) + 1= fyr1p(z).

El mismo razonamiento nos sirve si k =0y ag < p — 1.

Si en cambio, k =0y ag = p — 1, sea m = max{i : Vj < i(a; = p—1)}. Entonces,

T T
g+l=1+(@+ap+-+ap)=(m+p"+ Y ap =p™+> ajp’
j=m+1 j=m
De este modo, dado z, fg,(x) =37, a;zli@)  mientras que

forip(x) = xfmr@ Z a;zlir@).

j=m

Por tanto, dado = > p,

m—1
fg7p(x) < fg—l—l,p(x) == Z ajxfj’p(m) < xfm,p(m)
j=0

con a; = p— 1 para todo j =0,...,m — 1. Si x = p, el resultado es directo, ya que
m—1 m—1
Z ajpfj,p(p) - Z ajp) < p" = plmr(®)
J=0 J=0

Si z > p tenemos, usando que m < g y la hipétesis de induccién:
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como queriamos demostrar.

Definicién 5.1.4 Sean g,p € N conp > 1. La sucesion de Goodstein en base p empezando
por g es la sucesion gg, gi1,... donde go =g vy, i gn # 0, entonces

In+1 = fgn,p+n(p +n+1) -1

St en caso contrario g, = 0, acaba la sucesion.

Teorema 5.1.5 (Goodstein) Sean g,p € N con p > 1. Sea gy, la sucesion de Goodstein
en base p empezando por g. Entonces existe unn € N tal que g, = 0.

Demostracion: Sea go, g1, - - . la sucesion de Goodstein en base p empezando por g. Enton-
ces, a cada g, le vamos a asignar un ordinal o,. Sea o, = fy, p+n(w), donde f se define
de la misma manera que antes pero extendemos su dominio a la clase On.

Entonces, por un lado tenemos que fg, pin(w) = aklwkl + -+ aknwkn para ciertos
ar, <p+ny ciertos k; < g, para todoi=1,...,n.

Por otro lado, consideremos
In+1+1 = fo, pin(ptn+l) = a, (p+n+1)kl+' tak, (p+n+1)kn = fgni1+1ptn+1(pHn+1),
yaque ap, <p+n<p+n+1yk; <g,<gnt1+1paratodoi=1,...,n.

Por consiguiente, tenemos que

foni1+1ptnt1(w) = alﬁwkl +oe Tt aknwkn = fonpn(w) = an.

Ademds, a1 = fg,41pint1(w). Por tanto, por el lema anterior (que se verifica tam-
bién para On), tenemos que a;,+1 < ay. Por el Teorema 2.1.14, sabemos que
{on | n € N} = {ag, ™ + - + ap, ™ |ar, (p+ )" + -+ + ag, (p+1)* = gn ¥n € N}

tiene un elemento minimo, sea au,. Si existiera un elemento a1, entonces am+1 < um,
lo cual no es posible por ser a,, el elemento minimo. Por tanto, tiene que ser el ultimo
elemento de la sucesion, con lo que la sucesién {ay, }nen tiene m + 1 elementos.

Veamos ahora que {g, }nen también tiene m + 1 elementos. Supongamos que «,, es el
ultimo elemento de su sucesion pero existe un elemento g,,+1. Entonces, podemos expresar
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gm+1 en base p+m+1y por tanto existirfa fy, ., p4m+1(w), que no es otra cosa que 4 1.
Como no existe tal elemento, g,,+1 tampoco puede existir y g, es el ultimo elemento de
la sucesién de Goodstein, que es finita por tener m + 1 elementos. X

Ahora, debemos expresar la sucesién de Goodstein en el lenguaje de PA.

Primero, definamos la funcién f(p,u,q), que expresa el cambio de base p a ¢ en la
representacion de u en base pura p con p > 1.

U siu<p

f(pv u, Q) = 5
Shew c(u,p, k) - gfPRDsiy > p

donde c¢(u, p, k) representa el k-ésimo coeficiente de la representacién de u en base p.
La definimos de la siguiente manera:

c(u, p,0) = r(u,p)

c(u,p, k) = r(q(u, p*),p) sik >0
Las funciones ¢ y r son las funciones cociente y resto que definimos en el capitulo
anterior. Recordemos que ambas eran X;-definibles.

Por tanto, c(u,p, k) serd Xj-definible por ser composicién de funciones 3;-definibles.
Ademas, ¢ también es PR.

Volviendo a la funcién f, vemos que estd definida por recursién sobre todos sus valores
anteriores, no unicamente sobre el valor inmediatamente anterior. Por ello, vamos a ver la
recursién de curso de valores, un recurso para poder expresar f de otra manera.

Definicién 5.1.6 Decimos que s codifica una sucesion de longitud n, {ag,...,an—1), Si
s es el menor niumero tal que tomando a = K(s) y b = L(s) se tiene que B(a,b,0) = n
y para todo i = 1,...,n, a; = B(a,b,i + 1). En este caso, para cada i = 0,...,n — 1,
utilizaremos la notacion (s); para denotar al elemento a;. La sucesion vacia (de longitud
0) se denotard por ().

Definicién 5.1.7 Sean a = (ag,...,an) y b= (by,...,by). Entonces, la funcion concate-
nacion se define como a*xb = (ag,...,an,bo,...,by).

Puede probarse que la funcién '*” es PR.

Definicién 5.1.8 Sea f(n,nq,...,ng) una funcion. Definimos recursivamente:

f*(oanlv"'ank)zo
ffin+1,n1,...,n) = f*(n,ny,...,ng) * (f(n,n1,...,ng))

Por tanto, para n > 1 tenemos:

ffnyny,...ong) = (f(0,n1,...,nk),..., f(n—1,n1,...,n%)).
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Proposiciéon 5.1.9 Si h € PR y la funcion f se define por recursion como
fnyny, ... ng) = h(f (n,n1,...,ng),n,n1,...,Ng),
entonces f € PR.
Demostracion: Se tiene que
[ (0,n1,. .0 nE) = ()
ffin+1,n,...,n) = f*(nyna,...,ng) * (h(f*(nyna, ... ,ng),nyna, ..., ng)),

por lo que f* € PR. Por dltimo, como f(n,ny,...,ng) = (f*(n + 1,n1,...,1%))n,
entonces también f € PR. X

Segin lo que acabamos de ver, tenemos que
f®,0,9) =y f(p,u,q) = (f(p,0,9),.... f(p,u—1,q)) para u > 0.

Asi, podemos redefinir f como:

U siu<p

f(pv u, Q) = . )
Zk<u c(u’p’ k‘) . q(f (pvuzq))k Si U Z P

y f serd PR por la Proposicién 5.1.9.

A partir de f se define la sucesién de Goodstein en base p > 1 empezando por go de
manera recursiva como:

9(0,90,p) = 9o
g(i+1,90,p) = f(p+i,9(i,90,p),p+i+1)—1

Recordemos que en PA 0 — 1 = 0, por lo que no hace falta distinguir los casos en los
que g(i,g,p) es igual o distinto de 0.

Por consiguiente, como se define por recursién a partir de una funcién PR, entonces
g € PR. Ademas, segin el Teorema 4.2.6, g es demostrablemente total.

Como consecuencia, tenemos que g es Yi-definible (recordemos que toda funcién re-
cursiva es ¥i-definible y la clase PR esta contenida en la clase de las funciones recursivas);
y al ser ademds demostrablemente total, g estd bien definida en PA para todo gy y para
todo p > 1.
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5.2. El Teorema de Cichon.

A continuacion, vamos a definir algunas nociones que nos seran utiles de aqui en
adelante. Sea ¢g el limite de la sucesién de ordinales {w, : n € N}, donde wg = 1y
wn+1 = w*". Tenemos:

ww

w
wo=lw =w,ws =w’ w3 =w’ Wy =w ...

o es el primer ordinal « tal que a = w®. Cada ordinal A\ < g9 puede ser expresado de
la siguiente forma tnica por el Teorema de la Forma Normal de Cantor:

)\:wAl_i__{_w)‘m?
0

donde A> A > XAy >--- >\, >

Definicion 5.2.1 Sea A un ordinal limite menor que 9. Vamos a definir la sucesion
candnica {\, : n € N} de ordinales menores que A\ convergiendo a A. Si

A=wM 4+ ™ con A>A > A > o>\, >0

y sea A = B+ wn. Entonces:

B+wr . si Ay, sucesor
An ={A}(n) =
B+ wtmd®m)  gi A limite
y {0}(n) = 0.

Definicidn 5.2.2 Sea a < ey y x € N. Se define la siguiente operacion:

oa—1 si o sucesor
Py(a)=4 0 sia=0
P,({a}(z)) si « limite
Lema 5.2.3 Sean g,p € N con p > 1. Entonces, Py(fg+1p(w)) = fgp(w).

Demostracion: En primer lugar debemos probar un par de resultados. Para el primero,
supongamos que & = w + -+ whm = B4+ wm con A > Ay > --- >\, > 0. Entonces,
por induccién en )\, vamos a ver que se cumple lo siguiente:

P.(a) = B+ Py(w™™). (5.1)

= A =0:P(a) =P (B+1)=p= B+ Pe(l) = B+ Pe(w).
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= )\, sucesor: Supongamos que se cumple el resultado para A, — 1. Entonces tenemos:

Py(a) = Pp(B+ w*m) = Po({B 4+ w* }(z)) = Pp(B+ w1 . 2) =

= P(B 4wt (e = 1)+ = B (2 1) + Pafwh ) =

S B4 P (2 1)t ) = B4 Pl 2) = B4 Pa({wn (@) =
= B+ P(w*™).

= )\, limite: Supongamos que se cumple el resultado para todo 5 < Ap,:

Pu(0) = Po(B+6) = Po({f+wn}(a)) = Po(B+w0n)®) = 54 Py (wlnHo)) =
- B + Px(w)\m)-

A continuacién, por induccién en A > 1 probaremos el segundo resultado:
Po(w?) = wP* M (2 — 1) 4 Py(wf=™). (5.2)

» )\ = 1: Se tiene P,(w?) = P,({w}(x)) = Py(x) = x — 1. Por otro lado:

Wl (2 1) + PPy =z -1+ P(1) =2 — 1.
= )\ sucesor: Se tiene

Po(w) = P({w}(2)) = Po(w™ ta) = M (a=1)+ Py (W) = 0V (2 —1) 4 Py (0 V).

Aqui hemos hecho uso de (5.1).

= ) limite: Supongamos que se cumple el resultado para todo 8 < A.
P (W) = P,({w?}(z)) = Pm(w{A}(m)) — ({7} (=) . (x—1)+ Px(sz({A}(iB))) =

Ahora ya disponemos de las herramientas para demostrar el lema. Lo hacemos por
induccién sobre g. Asumimos que se cumple para todo ¢’ < g.

Sea k el mayor entero tal que p*|(g +1) y sea j = g + 1 — pF.

Si k = 0: Por el Lema 5.1.2, foi11p,(w) = fgp(w) + 1 y claramente se cumple por
definicién de P,.

Sik>09g+1=>"_,a - p* para ciertos a; € N, con ap # 0y a; < p para todo i
(como en la prueba del Lema 5.1.2).

Ademds, j=g+1—p" =37 a;-p' —pF = (ar—1)-p"+ 31,  ai-p'. Por lo que
podemos expresar g de la siguiente manera:
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g=i+p"—1+p" = =4 - D+ - 1) =

; — k—2
=(ak—1) PP+ qa-p P (= 1)+ Y bi b
para ciertos b; < p € N.

Esto es, como podemos observar, la expresion de g en base p. Por tanto:
9= Fop®) = Fip) + 0" 2E) - (p— 1) + fria_y ,(p)

De lo que sigue:
9= fop() = fip(w) + w10l (p— 1) + frey (@)

Por otro lado, por el Lema 5.1.2 | los resultados que hemos demostrado y aplicando
la hipétesis de induccién tenemos que :

Py(fg+1pw)) = Pp(fip(w) + wlin(®@) )= fipw) + (Wfk p(w)) =
= fip(w) + whr(Fep@) . (p—1)+ Py(w p(fk,p(w))) =
= fipw) + wht-—12) - (p — 1) + Pp(wfkfl’p(w)) =
= fip(w) + whe-1p@) . (p—1)+ Pp(fp’“‘l,p(w)) =
() + ) (p 1) fera_y ()

Sea a;, como en la prueba del Teorema de Goodstein. Recordemos que
n — f9n+1+17p+n+1(w) para todo n.
Por el Lema 5.2.3 inferimos:

Poirnt1(an) = Pornt1(fgu1+1p4n+1(W)) = fo, i1 ptnt1 = Qg1

Corolario 5.2.4 ap41 = Ppinii(ay).

Definicién 5.2.5 La sucesion de Hardy {H,}o<e, €5 una sucesion de funciones que
se define recursivamente de la siguiente manera:

T sia=0
Hy(z) =< Ho—1(x+1) sia sucesor
Higyzy(z)  sialimite
Se puede probar que si a < 3, entonces H,(x) < Hg(x) para casi todo . Sin embargo,

la velocidad de crecimiento de estas funciones va aumentando muy lentamente a medida
que « crece. Veamos algunos ejemplos:
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H;z (x)=2%-z
Lema 5.2.6 Para todo x,n € N, a y f < w® cualesquiera se tiene que:
Huontp(x) = Huon(Hg(z)).
Demostracion: Procedemos por induccién en f.
» 3 =0: Se cumple claramente, ya que Hy(z) = x.
= Supongamos que se cumple el resultado para §: Sea 8+ 1 < w®.
Huon541(0) = Huon 5@ + 1) = Hoon(Hy(@ + 1)) = Hyon(Hys ()
= Sea (3 limite: Supongamos que se cumple el resultado para todo v < .
Hyantp(2) = Hiweny (2) (2) = Hoont(8)(2)(¥) = Hoon(Higy(@) (%)) = Hoon(Hp(2))
X

A continuacién, presentaremos un importante resultado que no probaremos pero serd
crucial para probar que el Teorema de Goodstein no puede demostrarse en PA. Este resul-
tado fue obtenido por S.S. Wainer en [8] y [9] y nos permite acotar toda funcién demos-
trablemente total en PA mediante una funcién de la sucesién de Hardy.

Teorema 5.2.7 (Wainer) Sea f : N — N una funcidn Xi-definible. Sea F(x,y) una
Y1 -férmula que define a f en N. Supongamos que PA F Yx3\yF(z,y). Entonces, hay un
a<egyunng €N tales que para x € N con x > ng se cumple que f(x) < Hy(x).
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X

El siguiente resultado, probado por E.A. Cichon en [3] serd también fundamental para
nuestro objetivo. Establece una conexién directa entre la sucesién de Goodstein y las
funciones de la sucesién de Hardy.

Teorema 5.2.8 (Cichon) Sea h: N x N — N, h(g,p) =min{m : g (g,p) = 0} , donde
{9i(g,p) : i € N} es la sucesion de Goodstein en base p empezando por g. Sea o = fy p(w).
Entonces,

h(g,p) = Ha(p+1) — (p+1).

Demostracion: Por el Corolario 5.2.4 tenemos:

h(g,p) = min{n : ap, =0} = min{n : Ppyn(Ppin-1(... Ppy2(Ppyi1(a))...) =0}

Recordemos que ag = fy, p(w) = fep(w) = a.
Sea Y (p, a) = min{y : Byyy(Ppry—1(. . Bpr2(Bpr1(a)) ... ) = 0} = h(g,p).
Bastara con probar que la igualdad

Y(p,a) = Ho(p+1) — (p+ 1) es cierta para todo a.
Lo probaremos por induccién en «:
na=0Y(p0)=0=p+1—(p+1)=Ho(p+1)—(p+1).

= « sucesor: Suponemos el resultado cierto para o — 1 y para todo p. Entonces, en
particular:

Y(p+1l,a—1) = Ho—1(p+2) — (p + 2) se cumple para todo p por hipétesis de
induccién.

Pero Ho—1(p+2) = Ho(p+1) e Y(p+1,a—1) =Y (p,)— 1, ya que Ppy1(o) = a—1.
Por tanto,

Y(p,a) =1=Ho1(p+2) = (p+2)=Halp+1) - (p+2)

Ast, Y(p,a) = Ha(p+1) — (p+1).

= « limite: Suponemos el resultado cierto para todo 8 < a y para todo p.
Tenemos que Y (p,a) =Y (p,{a}(p+ 1)) por definicién de Pp,y;.

Pero, por hipétesis de induccién,

Y(p,{a}(p+1)) = Hayp+ny(p+1) —(p+1) = Ha(p+1) = (p+1).
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5.3. Independencia del Teorema de Goodstein de PA.

Definicion 5.3.1 Vamos a definir la sucesion de funciones G, : N = N para a < &g.

0 siaa=0
Go(z) =9 Ga—i(x)+1 sia sucesor

Giay)(z)  sia limite

El siguiente resultado nos serd itil mas adelante y también le dard sentido a la sucesién
de funciones que acabamos de definir.

Proposicién 5.3.2 Para todo o < g¢ se tiene que Go(z) = fou(x), donde fo,(x) es la
expresion que obtenemos al cambiar cada aparicion de w por x en la representacion de «
en base pura w. Por otro lado, sea g = Go(x) dado, entonces a = fg(w) siempre que x
sea mayor que los coeficientes de la representacion de o en base pura w.

Demostracion: La primera parte la probaremos por induccién en a:
= a=0: G()(l’) =0= f07w(l’).
= Suponemos que se cumple para « :
Ga-l—l(x) = Ga(m) +1= foe,w(fr) +1= xfk"’W(x)akn +oo xfko’w(m)ako +1

para ciertos n < w;0 < ag, <w;ko < ... <k, <a.

Si « es sucesor, entonces kg =0y
faw(@) +1=altneap 4ot (g, +1) = farrw(@)
Si « es limite, entonces kg > 0y
faw(@) +1=afne@ap 4. afos@ay, +1 = forr0(2).

Si o = 0 esta claro.

= Sea « limite : Supongamos que se cumple para todo 8 < «.

Sea fa,w(w) = xfknaw(x)akn + -+ a?f’fo’“(“”)ako. Entonces:
— ko ko _ ko
a=wrag, + - +w(ag, — 1) +w =g+ w.
(con ko > 0 por ser « limite).

Por otro lado, Ga (%) = Gia}(2) (%) = fla}(z)w(T). Hay dos opciones:
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e kg es sucesor : {a}(z) = B+ wko 1z,
f{a}(x),w(x) = xfk"‘“’(x)akn L) (ak, — 1) + afro—1.0(@) g =
= glenw@q 4. glroo® (g — 1) + afko-10@H =

= xfk”’w(x)akn + -+ xka’W(x)(ako - 1) + $fk0’“’(x) = fmw(x)'

o ko limite: {a}(z) = 4 wlko}@),

f{a}(x%w(x) — mfkn,w(m)ak:n —+ o+ xfko,w(z) (ak‘o _ 1) + xf{k()}(ub),w(x)
Por hipétesis de induccioén, f{kg}(:r),w(x) = G{kg}(w) () = Giy(z) = fko,w($)' Por
tanto, f{oz}(a:),w(x) = fa,w(x)'

La segunda parte del resultado es clara. S6lo hay que tener en cuenta que g = fq 0 (2).
Asi, como estamos considerando x lo suficientemente grande, fq () = fg..(z). Por tanto,
si sustituimos x por w en esa expresién, se obtiene fy,(w) = . X

Definicion 5.3.3 Sean 8 < a <eg y x € N. Escribiremos o =, 3 si existe n € N y una
sucesion finita o = ag, aq,...,q, = f tal que a;y1 = {a;}(x) para todo i = 0,...,n — 1.
Ademds, establecemos que para v > 0 no limite, {v}(z) =~v—1 y {0}(z) =0.

Proposiciéon 5.3.4 Sean z,y,z2€ Nconz>y yx >0y sea A <eg. Entonces:
1. A=,0
2. {AH2) = (AHw)

Demostracion:
1. Por induccién en A.

= A\ =0: 0=, 0 claramente.

= Suponemos que A =, 0: Sea A\ = ag,a1,...,a, = 0 la secuencia corres-
pondiente. Entonces, como {\A + 1}(z) = A\, A+ 1 =, 0 para la secuencia
A4+ 1, A=ap,a1,...,a, =0.

= Sea A limite: Suponemos que 8 =, 0 para todo 5 < A. Entonces,
A =, {A}(x) =, 0 por hipétesis de induccion.

2. Por induccién en \.

» A=0: {0}(2) = {0}(y) =0y, claramente, 0 =, 0 .
» Sea A sucesor: {A}(z) ={A}(y) = A—1.
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= Sea A limite: Supongamos que {8}(2) =, {8}(y) VB < A. Sea A\ = B + win.

Supongamos en primer lugar que \,, es limite. Entonces, {\}(z) = B+wm}(),
Por hipétesis de induccion, {A,}(z) =z {Am}(y) para una sucesién finita
{)‘m}(z) = 0p, 015 ..., = {)\m}(y)

Vamos a probar que § + w® =, 8 + witl:
Si a; es limite: {8+ w® }(x) = B + wiod®) = g 4 i1,
Si a4 es sucesor:
(B+woH@) = B+ w o = B+ wled)z =
=B+ wtle =+ wrt 4wt (x — 1) =, B+ wit,

ya que wtl(z — 1) =, 0.

Por tanto, tenemos que:

N2) = BH+w™ =, B+ w™ =, - =, 4w =+ w0 = (A}(y).

Supongamos ahora que A, es sucesor:
{(AHz) = B+t = Bt Ty Tz —y) =, Bt Ty = A} (Y),
ya que 8+ w (2 —y) =, 0. X

Proposicion 5.3.5 Sea o < 9. Entonces, las funciones Hy, y G, son crecientes para
argumentos positivos.

Demostracion: Tenemos las siguientes propiedades:

1. Sean z € Nconz >0y a > (8 tales que a =, 3. Entonces,
Ho(x+1) > Hg(x + 1).
2. H, es creciente para argumentos positivos.
Vamos a probar ambas simultdneamente por induccién en «.

s o =0 : Como no existe < 0 damos por cierta la primera propiedad. En cuanto a
la segunda, Ho(z) =z < Ho(z + 1) =2 + 1.

= Suponemos que se cumplen 1 y 2 para un « cualquiera y sea a4+ 1 =, 8 para x > 0.
Ha+1(x + 1) = Ha(az + 2) > Ha(a: + 1) = Ha_:,_l(l’) > Hg(x + 1)

Con esto quedan probadas 1 y 2 para o + 1. Se han usado ambas hipdtesis de
induccién. Para la de 1 téngase en cuenta que {a + 1}(z) = a y, por tanto, o =, .
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= « limite : Suponemos que se cumplen 1 y 2 para todo v < a y sea o =, [ para
x>0y a>p.

Por un lado tenemos:

Ho(z 4+ 1) = Hyay sy (@ + 1) > Hiayy (@ +1) > Hiay@)(x) = Ha().
Téngase en cuenta que {a}(x + 1) =, {a}(z) segun la Proposicién 5.3.4.
Por otro lado se tiene que:

Ho(z +1) = Higyer) (@ +1) > Higy@) (. +1) > H(x + 1).

Aqui téngase en cuenta que como « =, Sy a > 3, entonces {a}(z) =, O.

A continuacién, vamos a considerar propiedades similares a 1 y 2 pero para las funciones
Gy -

1. Sean z € N con z > 0 y a > 3 tales que a =, 3. Entonces,

Gao(r+1) > Gz +1).

2. G es creciente para argumentos positivos.

En este caso, demostraremos ambas por separado por induccién sobre a:

1. = o =0: Como no existe 5 < 0 lo damos por cierto.

= Suponemos que se cumple para «. Sea 3 tal que a+1 >  con a+1 =, 3 para
x > 0. Entonces:

Goti1(x+1) =Ga(z+1)+1>Go(z+1) > Gy(x+1) Vy < o con a = 7.
Por tanto, si 8 = «, se cumple. Si, en otro caso, 8 < «, también se cumple, ya
que {a+ 1}(z) = a.

= « limite: Supongo que se cumple 1 para todo vy < aysea S <acona=-, 0y
x > 0. Entonces:

Gol(r + 1) = G{a}(x+1)(x +1) > G{a}(x)(x +1) > G/g(.%' +1).
2. Sea z > 0.

» a=0:Go(r) =Go(x+1)=0.
= Suponemos cierto para «:

Gat1(x+1) =Ga(x+1)+ 1> Go(z) + 1 = Gag1(z).
= « limite: Supongamos que se cumple 2 V5 < a.

Ga(z +1) = Gayern(@ +1) 2 Glaye1) (@) > Glay@) (@) = Galz).
Para la iltima desigualdad hemos utilizado la propiedad 1.
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Noétese que a diferencia de H,, G, no es estrictamente creciente.
X

Proposicién 5.3.6 Sean o < B < gq, entonces Hy, <, Hg y G <« Gg. Con f <. g para
dos funciones cualesquiera f y g, indicamos que f(z) < g(x) para casi todo x, es decir,
para todo x excepto un conjunto finito de ellas.

Demostracion: Empecemos con la funcion H. Fijamos « y aplicamos induccién para 8 > «.

» §=a+1:Paraz >0, a+1 =, a. Por la Proposicién 5.3.5, Hot1(x+1) > Hy(z+1)
para todo x > 0. Es decir, Hg(x) > Hy(x) Vo > 1y, por tanto, para casi todo x.

= Supongamos que se cumple la propiedad para un 8 > « + 1 cualquiera. Veamos que
se cumple para [ + 1:
Hgi1(x) = Hg(x + 1) > Hg(x) para z > 0 por la Proposiciéon 5.3.5. Ademds, por
hipétesis de induccion, H, <. Hg.

= [ limite: Sea 8 > « y supongamos que se cumple el resultado para todo v < 5.

Vamos a escoger xg > 0 tal que {5} (z¢) > «. Entonces, H, <, H g} () PO hipotesis
de induccién.

Por otro lado, Vo > xg, 8 =, {8} (x) = {B}(z) segun la Proposicién 5.3.4.

Por tanto, por la Proposicién 5.3.5, para todo x > xg :

Hy(x+ 1) <4 H{ﬁ}(fto)(x +1) < HB(QJ + 1).

A continuacién, lo probaremos para G también por induccién en 8 con « fijo.

= 3 = a+1: Por la Proposicién 5.3.5, Gg(x+1) = Gaq1(z+1) > Go(x+1) para todo
x> 0.

= Supongamos que se cumple la propiedad para un 8 > « + 1 cualquiera. Veamos que
se cumple para [ + 1:

Go(z) <« Gg(z) + 1 = Gpg41(x) por hipdtesis de induccion.

= [ limite: Sea 8 > « y supongamos que se cumple el resultado para todo v < 5.

Vamos a escoger 29 > 0 tal que {8}(z0) > a. Entonces, G <« G} (s) PO hipdtesis
de induccién.

Asf, para todo > xg : Ga(r+1) <i Gigyao) (@ +1) < Gigyaqn)(+1) = Ga(z+1).
X

Proposicién 5.3.7 Vamos a definir G.,(x) como Gy, (x). Entonces, (Gey)® <+ H,s.
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Demostracion: Gey(z) = Gy, (2) = fu, w(z) = 2% con x niveles.
A‘QI
Primero, debemos probar que H,s(x) > 2%  (con x > 1 niveles).
2%
Sea ho(x) =z y hy(x) =22 con n niveles si n > 1. Tenemos entonces que
h1 () = 2" (),

Vamos a probar por induccién en n que para todo = > 1, H 2, (x) > hy(z).
» H2¢(x) = Ho(z) = x = ho(x).

» Hp(x)=2% > 2% = hi(z)

= Supongamos cierto para un n > 1:

HwQ(n—&-l)(x) = Hw2n+w2(‘r) = Hw2n(Hw2(x)) = hn(HwQ(‘r)) = hn(2xx) = hn+1($).

2%
Por tanto, H,s(x) = Hysy(p)(2) = Hyzy(x) > he(x) = 2% paraz > 1.
Ahora, sea go(z) =1y gn(z) = 2% con n niveles para n > 1. Se tiene que
Gni1(z) = 29" Ademads, G.,(z) = go(z) para z > 1.

Probaremos por induccién en n que hy(x) > z(gn(z))? Vo > 16:

= ho(z) =2 = x(go(x))”.

s hi(z) =2% > 2(g1(x))® = 2* para z > 16.
= Supongamos cierto para n > 1:

3

() = 2@ > 22 @)* — (20) (9 @)® > (32)@ @) > g (3@ > . B0n(e) —

hn+1

= (@) = 2 (g (2))°,
Puede comprobarse facilmente que paran > 1y x > 16 :
27 > 2%y (gn(2)) 2 3gn().
Por tanto, para x > 16:

Hys(2) 2 ha(z) 2 - (92(2))° 2 (92(2))° = (G, (2)).
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Teorema 5.3.8 (Independencia del Teorema de Goodstein de PA.) El Teorema de
Goodstein no puede probarse en PA.

Demostracion: Lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que el Teorema de
Goodstein tiene prueba en PA. Vamos a extender la ya conocida funcién h(g, p) y anadimos
a su dominio los pares (¢,0) y (g,1) para cualquier g € N haciendo h(g,0) = h(g,1) = 0.
De esta manera, h(g,p) es demostrablemente total en PA (por hipétesis).

A continuacién, consideremos la funcién A’ definida como sigue:

h'(z) = h(K(x), L(z)) + L(z) + 1

Como K y L son demostrablemente totales (J es biyectiva), tendra sentido entonces
si ponemos:

W(J(g,p)) = MK(J(g,p)), L(J(g,p))) + L(J(g,p)) + 1 = h(g,p) + p + 1.

Por ser K y L demostrablemente totales y ser h demostrablemente total por hipétesis,
entonces h' también lo es. De esta manera, estamos en condiciones de aplicar el Teorema
de Wainer a la funcién h': 38 < gy tal que ' <, Hg. Como 8 < o, habrd algin k tal
que B < wg. Como podemos escoger dicho k tan grande como queramos, podemos suponer
que wy, es de la forma w? con v > 3. Como por la Proposicién 5.3.6 Hg <, H,, , podemos
escoger 3 directamente de la forma w? con vy > 3.

Si b <, Hg, entonces existe g tal que h'(z) < Hg(x) para todo x > . Fijamos ahora
un a < gg tal que a > wY + w? = B + w3. Vamos a probar que para infinitos p:

W (J(Ga(p)),p)) < H 403 (D)

Tenemos que J(Ga(p),p) < (Ga(p))® para p > 3.

En efecto, para m > n > 3 con m,n € N cualesquiera, se tiene:

1 2m(2 1

3

La dltima desigualdad la probaremos por induccién para m > 3:
Sim=3:24<27.
Supongamos que se cumple para m > 3 cualquiera:

2(m—+1)(m+2) =2m(m+1)+4m+4 <m> +4m+4 <m>+3m-m+3m+1 = (m+1)>.

Por ltimo, como podemos escoger o tan grande como se quiera, podemos asegurar
que G, (p) > p.

Tomemos ahora p tal que p > 3y J(Ga(p),p) > xo. Entonces, por la Proposicién 5.3.5:

W (J(Ga(p),p)) < Hor (J(Ga(p); 1)) < Hun (Ga(p))?)
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Sea z1 tal que Guo(r) < Go(z) v (Gey(2))? < H,s(z) para todo x > 1. Téngase
en cuenta que existe m € N tal que a < wy, vy G4 <« G, por la Proposicién 5.3.6.
Ademas, para todo z > m, G, (x) < Gy, (x) = G, (x) por la Proposicién 5.3.5, ya que
Wy =z—1 Wpy. Teniendo en cuenta también la Proposicién 5.3.7, podemos asegurar que tal
x1 existe. Supongamos ademéas que p > x1. Entonces:

W (J(Ga(p),p) < Hor((Ga(0)?) € Hor (G (0)?) < Hun (Hos (9) = Hor 4
por la Proposicién 5.3.5 y el Lema 5.2.6.

Hemos demostrado que h'(J(Ga(p),p)) < Hgy,s(p) para casi todo p. Ahora, escogemos
ptalque g = Go(p) y o = fyp(w). Dicho p existe por la Proposicién 5.3.2 (deberd ser mayor
que los coeficientes de la representacién de « en base pura w). Por lo tanto, tendremos:

W (J(Ga(p),p)) = h'(J(g,p)) = h(g,p) + p+1=Halp+1) = Hat1(p)

por el Teorema de Cichon. Ademés, como a + 1 > 3 4 w3, por la Proposicién 5.3.6 se
tiene que Hoy1(p) = W (J(Ga(p),p)) > Hgyps(p) para casi todo p, con lo que llegamos a
una contradiccién.

Por consiguiente, el Teorema de Goodstein no puede probarse en PA. X
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Capitulo 6

Equivalencia entre PA y una teoria
de conjuntos finitos.

A lo largo de este capitulo probaremos que PA es esencialmente equivalente a una
teoria de conjuntos finitos muy concreta. Con esencialmente equivalente se quiere decir
que una es interpretable en la otra y que ambas interpretaciones son inversas mutuamente.
Veremos cudl es exactamente esta teoria y concretaremos las nociones de interpretaciéon e
inversa, para asi entender el sentido exacto de esta equivalencia.

6.1. Interpretaciones.

Definicion 6.1.1 Sea £ un lenguaje. Una teoria con lenguaje L es un conjunto consis-
tente (no se puede deducir una contradiccion) de sentencias de L .

A continuacién, definiremos el concepto de interpretacion entre dos teorias cuando el
lenguaje de la primera es relacional. Este tipo de lenguaje sélo cuenta con un conjunto finito
de simbolos de predicado o relacién y una secuencia ordenada de variables. A diferencia
de otros lenguajes de la logica de primer orden, no cuenta con simbolos de funcién ni de
constantes.

Una interpretacion i de una teoria 75 con lenguaje Lo relacional en una teoria 17 con
lenguaje £1 viene dada por:

1. Una férmula 6;(vg) de Ty llamada formula de dominio cuya tnica variable es vg.

2. Para cada simbolo de predicado R de L3 de aridad n, una férmula asignada Ri(vy, . . ., vy,)
de L1 con las variables libres vy,...,v,.

3. Se exige ademds que:
L] Tl [ Hvoéi(vo).
» Si 0 es un axioma no légico de 75 o un axioma de igualdad (el axioma de

identidad o un axioma de sustitucién), entonces T + o', donde o' se define
recursivamente con las reglas que siguen.
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Sean ¢ y o férmulas de L£o. Entonces:

Si i es una interpretacion de T5 en 1 escribiremos i: 15 <1 17.

Definicion 6.1.2 Diremos que dos interpretaciones i: Ty <11 yj: Ts <11 son iguales
St:

u T1|—51<—>(51.

= Ty (6i(vo) A= A di(vn-1)) = (R(vo,...,vn-1) <> R(vo,...,vn-1)) para todo
predicado R de Lo de aridad n.

Definicion 6.1.3 Dada una teoria T', la interpretacion identidad Jp : T < T es la in-
terpretacion que cumple que R'(vy,...,vn—1) = R(vo,...,vn—1) para todo predicado R de
aridad n.

Definicion 6.1.4 La composicion ji : T35 < 11 de dos interpretaciones i : Ty < Ty y
j Ty < Ty es la interpretacion que cumple que: R'(vo,...,vn_1) = (R)(vo,...,vn 1)
para todo predicado R de L3 de aridad n.

Definicion 6.1.5 Dos interpretacionesi:T <1 S yj: S < T son inversas mutuamente si
i = Js v ii = Ir.
Proposicion 6.1.6 Seai: Ts <1 T1 una interpretacion y supongamos que 1s = o para una

férmula o de L. Entonces, T} F o.

Demostracion: Si To - o, entonces existe una demostracién de o en Ty. Es decir, existe
una sucesion de féormulas 64, ...,80,, tales que 0,,, = o y para cada ¢ = 1,..., m se tiene
una de las siguientes posibilidades:

1. 6; es un axioma légico.

2. 0; es un axioma de T5 o de igualdad.

w

. Existen j,k < i tales que 0; es 0, — 0;.

S

. Existe j < i tal que 6; es Vaf;(x).
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Por tanto, para cada ¢ = 1,...,m tendremos que:

1. Si #; es un axioma logico, entonces, es facil comprobar por la definicién de interpre-
tacion que 0} es equivalente a un axioma légico de T7. Por tanto, T7 - 6;.

2. Si 6; es un axioma de T, o de igualdad, entonces 17 - 0} por definicién.
3. Si existen j, k < 1 tales que 0; es 0 — 0;, entonces 9}- es G}C — 0L

4. Si existe j < i tal que 6; es Vz0;(x), entonces 6! es Vx@} ().

Por consiguiente, es claro que a partir de la secuencia 6}, ...,0,, es posible construir

una demostracién de o' en T}. Por tanto, T} F o. X

Proposicion 6.1.7 Seani:Tr <11 yj:1Th <11 dos interpretaciones iguales. Entonces,
para cada formula o de Lo tenemos Ty & o' <> o).

Demostracion: Por induccién estructural sobre o. X

6.2. La interpretacion de Ackermann.
En 1937, Ackermann observé que N con la siguiente relacién de pertenencia:
n € m <> el n-ésimo digito de la representacién binaria de m es 1.

satisface ZFgp,.

Si trabajamos en PA, se puede definir la interpretacion estableciendo d4(z) como
‘r=212", (x =y)* como 'z =y y (z € y)* como:

Jw <ydp <yIr <plp=2"Ny=Quw+1)p+r),

donde p = 2% debe ser reemplazado por la férmula Exp(2,z,p) que definimos en el
Capitulo 4.

Por simplicidad en la notacién, escribimos 0 y 1 en lugar de 0 y 1 y n en lugar de A,,.

En un principio, esta interpretacién puede resultar poco intuitiva. Por ello, vamos a
interpretar algunas férmulas como ejemplo para ver qué conjuntos se corresponden con los
primeros numerales.

(y=2)"« (-Fz(xzey) < Tezr=zA(z€y)] < Tox(xey) < y=0

La ultima equivalencia asume que si y no tiene ningin digito que sea 1 en su repre-
sentacion binaria es porque y = 0. Esta equivalencia puede ser probada facilmente en PA
por reduccion al absurdo para ambas implicaciones.
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(y={2})* e Ve(z ey z=2)|" «Ve[zey) ' <=0 +y=1

De nuevo, la tltima equivalencia puede probarse en PA sin mucha dificultad. Observa-
mos que el 0 y el 1 coinciden con los conjuntos que definimos como nimeros naturales en
ZFy,. Sin embargo, a partir del 2 esto va a cambiar, ya que segiin esta interpretacion, los
elementos de un conjunto y en ZFg, son “los conjuntos que corresponden a los coeficientes
que son 1 en su representacién binaria”. En cambio, los nimeros naturales en ZFg, tienen
como elementos a todos los nimeros naturales menores que él mismo.

={a) e Vezeyor={a}) oVelzcy) cr=1cy=2

Procediendo de esta manera, obtendriamos que (y = {@,{@}})% <> y = 3,

={{a}}}) y=4 ...
Es directo, aunque muy laborioso, probar el siguiente resultado:

Teorema 6.2.1 a: ZFg, < PA (a es una interpretacion de ZFg, en PA).

Para definir la inversa de la interpretacion de Ackermann necesitamos considerar el
principio de e-induccion el cual definimos a continuacion.

Definicién 6.2.2 Sea p(x,y1,...,yx) una formula de L. I.p es la sentencia:

vyla cee 7yk:[vx(vw € 3390(71)71/17 v 7yk?) — go(x,yl, cee 7yk:)) — Vﬂ?@(%yla o 7y/€)]
e-Ind denota el esquema {1 : P(x,y1,...,yk) es una L-formula}.

Resulta que no todos los modelos de ZFg, admiten e-Ind. Vamos a ver la nocién de
cierre transitivo, que estd estrechamente relacionada con ésta.

Definicién 6.2.3 Decimos que y es el cierre transitivo de z (y = TC(x)) si:
x CyATrans(y) A\Vy' (x Cy ATrans(y’) =y Cy).

Definicién 6.2.4 Designamos como T'C al ’Axioma del Cierre Transitivo’, que se expresa
con la siguiente formula:
Vzu(x C u A Trans(u)).

Lema 6.2.5 EST + Vz[Jy(z C y A Trans(y)) < Jy(TC(z) = y)].

Demostracion: La implicacién de derecha a izquierda es inmediata. Vayamos con la con-
traria. Sea = cualquiera tal que existe y con x C y y Trans(y).

Sea A={aecy:VYz[(x CzATrans(z)) = a € z|}. Tal A existe por Sep. Claramente,
A=TC(x). X
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Proposicién 6.2.6 EST + Reg + e-Ind + TC.

Demostracion: Para la implicacién de izquierda a derecha. Supongamos que se tiene EST +
e-Ind (Reg no serd necesario). Hay que probar que se cumple TC. Lo hacemos por e-
induccién en x € V, siendo x tal que todos sus elementos tienen cierre transitivo (tengamos
en cuenta la equivalencia del Lema 6.2.5).

Consideremos el conjunto A = | J{z : 32’ € 2(z = TC(2'))} Uz, que existe por Unidn.
Veamos que A es transitivo: sea a € by b € A. Si b € z, entonces TC(b) C A. Por tanto,
a € A. Sibe TC(2') para algin 2/ € z, entonces a € TC(2') por transitividad y, por
tanto, a € A.

Ya hemos encontrado pues un conjunto transitivo que contiene a x. Asi, por e-induccion,
esto se cumple para todo x € V y EST E e-Ind — TC.

Para la implicacion de derecha a izquierda. Supongamos que se tiene EST+Reg+ TC.
Hay que probar que se cumple e-Ind.

Sean y1, ..., yk, @ cualesquiera. Supongamos que

VIKVUJ € x@(wvylu e 7yk)) — @(%?Jl, e 7yk)]

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe z tal que —p(z,y1, ..., Yk).

Sea M ={m € TC(z) : ~p(m,y1,...,yr)} # &, que existe por Sep. Por Reg, existe
m* € M tal que para todo m € M,m ¢ m*. Tenemos entonces —o(m*,y1,...,yx) v
o(psy1, .- -, yr) para todo p € m*. Asi, por hipdtesis, tendria que darse o(m*, y1,...,yx) y
llegamos a una contradiccién. Por tanto, Vzo(x,y1,...,yx) y EST + Regt+ TC — e-Ind.
X

El siguiente resultado implica que TC no se puede demostrar en ZFg,.

Teorema 6.2.7 ZFg, U {—~TC} es consistente.

X
Por tanto, necesitamos anadir la hipétesis extra TC para que la e-induccién funcione.

La siguiente proposicién, que no probaremos, demuestra que cualquier inversa de la
interpretacién de Ackermann usa TC en alguna forma.

Proposicién 6.2.8 Sea a: ZFg, < PA la interpretacion de Ackermann. Entonces,
PAF TC".

X

De este modo, si b : PA <1 ZFg, es inversa de a, entonces tendriamos ZFg, - (TC*)°. Y

por la Proposicién 6.1.7 y la definicién de inversa ZFg, = TC, lo cual es imposible por el
Teorema 6.2.7.

Por consiguiente, si se quiere definir la inversa de la interpretacién de Ackermann sin
incurrir en la contradiccién anterior, debemos considerar la teoria ZFq,* = ZFg, + TC.
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6.3. La interpretaciéon Ordinal.

Recordemos la definicién y propiedades que vimos de los numeros ordinales en ZF.
A continuacidén, trabajaremos con ellos en ZFg,. Por tanto, muchas de sus propiedades
seguiran intactas y podremos utilizar todas aquellas en las que no intervenga Inf. Otras,
sin embargo, cambiaran, ya que nos estamos limitando tnicamente a los ordinales finitos,
es decir, a los nimeros naturales.

En la seccién 6.1 vimos lo que era una interpretacion de una teoria con lenguaje
relacional en otra. A continuacién, vamos a definir una interpretacion de una teoria en
otra donde el lenguaje de la primera no tiene por qué ser relacional (serd el légico de
primer orden, que incluye simbolos de constante y de funcién).

Definicion 6.3.1 Sea L un lenguaje. Llamamos formulas atomicas sin anidacion de L a
las formulas de la forma:

s x = y para dos variables x e y.
» R(z1,...,x,) para un simbolo de predicado R de aridad n y variables 1, ..., x,.
= ¢ =z para una constante ¢ y una variable x.

» f(x1,...,2,) =y para un simbolo de funcién f y variables x1,...,zp,y.

Lema 6.3.2 Para toda formula atomica 6(x1, ..., x,) existe una formula a(x1, ..., Ty, 21, - - - Zm)
que es una conjuncion de formulas atomicas sin anidacion y que verifica que

O(x1,...,xp) > 21 ... Jzmalr, .o, Ty 2150 -+ Zm)-
Denotaremos esta formula por 63(z1,. .., xy).
Demostracion: Se prueba por induccién estructural sobre férmulas atomicas. X

Una interpretacién i de una teoria 15 con lenguaje L9 en una teoria 77 con lenguaje
L1 viene dada por:

1. Una férmula 6;(vg) de Ty llamada férmula de dominio cuya tdnica variable es vy.

2. Para cada sfmbolo de predicado R de L5 de aridad n, una férmula asignada R'(vy, . . ., vy,)
de L1 con las variables libres vy, ..., vy.

3. Para cada simbolo de funcién f de L2 de aridad n, una férmula asignada (f(vy,...,v,) =
vn+1)i de L1 con las variables libres vy, ..., vy, Unt1.

4. Para cada sfmbolo de constante ¢ de Lo, una férmula asignada (¢ = v1)' de £; con
la variable libre v.

5. Se exige ademas que:
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L T1 F Hvoéi(vo).
» Para cada simbolo de constante ¢, T} - 3'z(c = z)'.

= Para cada simbolo de funcién f de aridad n,
Ty -V . Yo,y (f(o, ... z0) = y)'

» Si 0 es un axioma no légico de 75 o un axioma de igualdad (el axioma de
identidad o un axioma de sustitucién), entonces T} F o', donde o' se define
como en el caso relacional salvo que cada férmula atémica 6(z1,...,x,) se
sustituye previamente por 65(z1,...,z,), que es la que se interpreta.

Definamos ahora la interpretacién ordinal, o, de PA en los naturales en ZFg,.

Definicién 6.3.3 FEstablecemos §,(x) como 'z € On’; (z = y)° como 'z = ¢/; (x < y)°
como 'z € y'; (x+y=2)° como’x+y =2 (suma ordinal); (x -y = 2)° como 'z -y =2
(multiplicacion ordinal); (x = 0)° como '=3y(y € z)" y (x =1)° como

"Vyly € x > —3z(z € y)'.

La interpretacion ordinal es mucho més natural e intuitiva que la interpretacion de
Ackermann. En este caso, el orden < de PA se interpreta como la relacién de pertenencia
entre ordinales, que coincide precisamente con el buen orden de los nimeros naturales.
Por tanto, cada numeral n de PA si corresponderda con el ordinal n de ZFg,.

Teorema 6.3.4 o: PA < ZF4,.

Demostracion: Bastard con comprobar que ZFg, F 0° para todo axioma o de PA. Recor-
demos como se presentaban los axiomas de PA en el Capitulo 3. Seguiremos ese mismo
orden:

1. Comencemos por la asociatividad. Debemos probar que:

ZFgin - (VaVyVz(z + (y +2) = (x +y) + 2))°.

Por la definicién recursiva de interpretacion esta férmula es equivalente a:

VaVyVz(z,y,z € On — (z+ (y+2) = (z + y) + 2))°).

A continuacién, para interpretar la féormula que nos queda, debemos expresarla como
una conjuncién de férmulas atémicas sin anidaciéon precedida de los cuantificadores
existenciales:

(x4+(y+2) = (x4+y)+2))° + (FuFvIw(y+z = uhz+y = vAV+z = wAZ+u = w))°.
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Por equivalencia légica, las interpretaciones respetan la conjuncion y por la definicién
recursiva de interpretacion y la definicidn de o respecto de la suma, la iltima férmula
es equivalente a:

JuFvIw(u,v,w €EOnAy+z=uAz+y=vAv+z=wAzx+u=uw),

que es a su vez equivalente a:

v+ y+2)=(@+y) +=

Esto, claramente, se satisface en ZFg, para cualesquiera ordinales x,y, z por la pro-
piedad asociativa de la suma ordinal.

Una vez que hemos visto como funciona o, no es necesario que escribamos la inter-
pretaciéon para las formulas de la asociatividad del producto y la distributividad del
producto respecto de la suma, ya que se procede de manera analoga.

Con la interpretaciéon de los axiomas de la conmutatividad también se procede de
este modo. Obtendriamos que en ZFg,, las formulas

(VaVy(z +y =y +2))°y (Vavy(z -y =y - x))°
son equivalentes a las férmulas
VaVy(z,y € On — (r+y=y+z)) y VaVy(z,y € On — (z-y =y - x))

respectivamente.

Sin embargo, recordemos que la suma y la multiplicacién ordinal no son conmuta-
tivas. Por tanto, debemos probar que estas férmulas se satisfacen para los ordinales
finitos. Para ello, vamos a utilizar el principio de induccién de los niimeros naturales
que vimos en el Teorema 2.2.8.

Como es natural, la adicién ordinal en ZFg, se define como en ZF quitando el caso
de ordinal limite. Es decir, m +0 = m y m +nt = (m + n)" para cualesquiera
ordinales m,n. Antes de probar su conmutatividad vamos a ver primero un par de
resultados.

Lema 1: 0+n =n Vn € On (en ZFg,).

Demostracién: Por induccién. 0+0 = 0. Si 0+n = n, entonces 0+n" = 0+(n+1) =
(0+mn)+1=n". Asi, se cumple para todo n.

Lema 2: m*™ +n= (m+n)" Vm,n € On (en ZFg,).

Demostracion: Por induccién sobre n: m™ +0 = m™ = (m+0)". Supongamos ahora
que se cumple para cierto n. Entonces, m*™ +nt = (m*™ +n)" = (m+n)")" =
(m+nt)*.
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Equipados con estos resultados, probemos por induccién en n que m +n =n+m
con m cualquiera: m + 0 = m = 0 + m. Supongamos ahora que se cumple para n.
Entonces, m +nt = (m +n)* = (n+m)* = n* + m. Con esto, queda probada la
conmutatividad para la adicién ordinal en ZFg,.

Al igual que con la adicién, la multiplicacién ordinal en ZFy, se define como m-0 = 0
y m-nT = m-n + m para cualesquiera m,n € On. Veamos primero un resultado
técnico.

Lema 3: 0-n =0 Vn € On (en ZFy,).

Demostracion: Por induccién sobre n. 0-0 = 0. Supongamos que se cumple para un
n cualquiera. Entonces, 0-nT =0-n+0=0+0= 0.

Veamos ahora por induccién en n que m-n = n-m para m fijo cualquiera. m-0 =0 =
0-m. Supongamos que se cumple para n cualquiera. Se tiene que m-n™ = m-n+m =
n-m+m=(n+1)-m=n"-m. Con esto, queda probada la conmutatividad de la
multiplicacion de los ordinales en ZFyg,.

Por dltimo, quedan los axiomas de los elementos neutros de la suma y el producto.
En primer lugar, hay que probar que ZFg, - (Vz(x + 0 = z))°. Se tiene que:
(Va(z +0=12))° +> Vz(xr € On — Ju(u € On A (u =0)° A (x + u = x)°)).

En realidad, la férmula (u = 0)° (equivalente a =3y(y € u)) la abreviamos como
'u = @ (recordemos que en Vacio asigndbamos este simbolo al conjunto vacio).
Como en los ordinales @ corresponde al ordinal 0, finalmente nos quedaria:

Ve(r € On — Ju(u € OnAu=0A (z+u=1x))),
que se satisface en ZFs, por la definicién de suma ordinal.

A continuacién, nos queda ver que ZFg, - (Va(z - 1 = 2))°. De manera andloga a lo
que acabamos de hacer, obtendriamos la siguiente férmula:

Ve(x € On — Ju(u € On A (u=1)°Az-u=21)).

(u =1)° < u = {@}. Como en los ordinales {@} corresponde al ordinal 1, ésto
dltimo es equivalente a ‘u = 1’. Ya s6lo nos queda ver que para todo z € On,
r-1=u=x.

Por induccién: 0 -1= 0; supongamos que se cumple para z. Tenemos que

(x+1)-1=(x+1)-0+(@+1)=2+1.
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2. Ahora debemos interpretar la ley de la resta. Hay que comprobar que
ZFin F (VaVyVz(z +z =y + 2z >z =y))°.
Aplicando la definicién recursiva de interpretacién, se tiene que esta férmula es
equivalente a:
VaVyVz(z,y,z€ On — ((z+ 2=y +2)" =z =vy)).
La férmula (z + z = y + 2)° es equivalente a (Ju(z + 2z = u Ay + 2z = u))°. Ya
expresada de esta manera procedemos a su interpretacién y obtenemos lo siguiente:
Ju(ue OnAz+z=uAy+z=u).

De esta manera, aplicando la conmutatividad de la adicién en ZFg,, se tiene que
z 4+ x = z 4+ y. Por las propiedades de los ordinales , esto ultimo implica que = = y.
Por tanto, se satisface en ZF¢, la férmula inicial.

3. A continuacién, hay que ver que ZFg, F (x # 0 <> Jy(z = y + 1))°, lo cual es
equivalente a:
r# 2 (Fyle=y+1))°
por la definicién recursiva de interpretaciéon. Ademads, el lado derecho de la implica-
cién lo reexpresamos como:
(FyFu(u=1ANy+u=ux))°

lo cual se puede interpretar para obtener algo como lo siguiente:

JyFu(u=1Ay+u=uz).

Por tanto, la férmula inicial se satisface por el Teorema 2.2.6 y teniendo en cuenta
que el ordinal y + 1 es y U {y}.

4. Vayamos con el axioma de induccién. Sean F(z) y x una férmula y una variable de
PA respectivamente.

((F(0) AVz[F(z) = F(z + 1)]) = VaF(x))° <
(F(0) AVz[F(z) = F(z+1)])° = (VaF(x))° <
s

(F(0)° AVx(z € On — [F(x) = F(z +1)]°) = (VzF(x))°.

Llegados a este punto, iremos por partes. En primer lugar:
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(F(0)° + (Ful0 =uA F(u)])® < Jufue On A0 =uA (F(u))°]

A la férmula (F(u))° la renombramos como G(u). Por tanto, finalmente obtendriamos
que:

(F(0))° < G(0).

Por otro lado tenemos que:

[F(z) = F(z+1)]° + (F(2))° = (F(z+1))° + G(z) — FuTv(u,v € OnAl = uAz+u = vAG(v)).
Por tanto, se tiene que:

[F(z) = F(x+1)]° & (G(z) —» G(z + 1)).

Por ultimo:

(VzF(z))° > Va(z € On — G(2)).

En conclusion, si sustituimos cada férmula por su equivalente ya interpretada en
ZFsn, obtenemos el principio de induccién para los naturales para la férmula G, que
se satisface por el Teorema 2.2.8.

Con esto, queda demostrado que para todo axioma o de PA se tiene que ZFg, Fo. K

La interpretacién ordinal o no es inversa de la interpretacién de Ackermann, aunque
la utilizaremos para definir una interpretacién que si lo es.

6.4. La inversa de la interpretaciéon de Ackermann.

Equipados con la e-induccién obtendremos una interpretaciéon b : PA < ZFg,* inversa
de a. Para ello, primero debemos definir una biyeccién p : V' — On, donde V es el universo
de los conjuntos de ZFg,*. Esta biyeccién tomard parte en la definicién de b que daremos
mas adelante.

Definicién 6.4.1 Sea P(On) la clase que contiene a todos los conjuntos de ordinales. Es
decir,

P(On) = {z: 2 C On}.

Vamos a definir recursivamente la funcion ¥’ : On x P(On) — On.
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¥(0,2) =0 para todo x € P(On)
Y (cU{c}tx)=%(c,x) sicU{c} ¢
Y(cU{ctx)=%"(c,x) + (cU{c}) sicU{c}ex

La funcién ¥'(c¢,z) no hace otra cosa que sumar todos los ordinales de = que sean
menores o iguales que el ordinal c.

Definicién 6.4.2 Se define la funcion ¥ : P(On) — On como
Y(z) =X (Uz, z).

Recordemos que, segun el Corolario 2.2.7, si x # @ entonces Uz pertenece a x y es su
elemento maximo. Por tanto, ¥(x) suma todos los ordinales que pertenecen a .

Proposicién 6.4.3 Y/ y X son funciones en ZFg,*.

Demostracion: Por el Teorema de Recursién (2.3.6). X

Definicién 6.4.4 Sea V el universo de ZFg,*, se define p : V. — On recursivamente como
sigue:
p(z) =2({2?W) € On: y € z}).

Recordemos que a interpreta a cada conjunto x de ZFg,* como el niimero que resulta de
desarrollar la interpretacién binaria en la que los coeficientes que son 1 son exactamente las
interpretaciones de los y € x. Pues bien, pensemos en p como en la funcién que desarrolla
esa interpretacién binaria, pero en lugar de devolvernos el niimero nos devuelve el niimero
natural en forma de ordinal. Por ejemplo:

p({{@}}) = S({2r12D}) = 2p({2H) = 9327} — o¥({1H) = 21 = 2,
Efectivamente, recordemos que PA F (z = {{@}})® <> =z = 2.

Proposiciéon 6.4.5 ZFg;,* prueba que p es una funcidn biyectiva.

Demostracion: Por e-induccidn.

En primer lugar, supongamos que p(z) = p(2’) para z,2’ € V tales que p es inyectiva
para todo y € x U '. Entonces, > . 2r(y) = doyea 2P(¥") (sumatorio de ordinales). Por
hipétesis de induccién y por el Teorema de la Forma Normal de Cantor (2.4.4), z y 2
deben tener los mismos elementos y x = x’. Asi, p es inyectiva.

Ahora, sea o € On y supongamos que para todo 3 € a existe g € V tal que p(xg) = .
Entonces, por el Teorema de la Forma Normal de Cantor existen ordinales Sy, . . ., 8, Unicos
tales que

a=2%4 ... 42
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y sabemos que 3; < « para todo 7 = 0,...,n. Entonces, por hipétesis de induccion,
existen conjuntos xg, tales que p(zg,) = fB; para todo ¢ = 0,...,n. De esta manera, se
tiene que:

a = 2P@s0) ... 4 op(@s,) — p({xgy, .- 18,}).

Por tanto, se tiene que p es sobreyectiva. X
A continuacién, vamos a definir la interpretacién b.

Definicién 6.4.6 Establecemos &y(x) como 'z = 2'; (x = y)® como'z = y/; (x < y)® como
'p(x) < p(y)'; (z+y = 2)° como'p(x) +p(y) = p(2)'; (x-y = 2)° como 'p(x) xp(y) = p(2)';
(z =0)" como'=3y(y € x)" y (x = 1)® como 'Vy(y € x <> =F2(z € y)/, donde <,+ y - son

el orden y las funciones usuales de los ordinales.

Teorema 6.4.7 b: PA < ZFq,* .

Demostracion: Sigue del Teorema 6.3.4 y de la Proposicién 6.4.5. X

Teorema 6.4.8 Las interpretaciones a : ZFg," — PA y b : PA < ZFg,* son inversas
mutuamente.

Demostracion: Hay que probar que ba = Jzr; y ab = Jpa. En realidad, no haremos
n

una demostraciéon completa sino que realizaremos algunas indicaciones. Para la primera

igualdad, basta con comprobar que:

ZFa," F ((z € y)“)b T €.

(x € y)® se satisface en PA si y sélo si el z-ésimo digito de la representacién binaria
de y es 1. Pero esto, al ser interpretado con b, es equivalente a que 2P(¥) aparezca en la
Forma Normal de Cantor (unica) en base 2 de p(y). Por lo que, por la definicién de p y
su biyectividad, no queda otra que x € y.

Para probar ab = Jpa, como Lpa no es un lenguaje relacional, debe probarse la equi-
valencia para todas las férmulas atémicas sin anidacién que definen la interpretacion ab.
Debemos comprobar en primer lugar que:

PAF(z=0")"<2z=0 1y

PAF (2 =1 2 =1.

Ya vimos anteriormente que (x = @)® es equivalente a . = 0y (z = {@})® es equiva-
lente a x = 1. Por tanto, lo anterior es directo. A continuacién, hay que ver que:

PAFz+y=2z2 ((z+y=2""

Esto puede probarse por inducciéon en y. El producto se hace de manera andloga.
Ademas, téngase en cuenta que como el simbolo de relacién '<’ se define en PA a partir
de la suma, no hace falta hacer prueba para éste. X
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