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Resumen

El propésito de este trabajo es dar una prueba del Teorema de Radon-Nikodym, y
también presentar algunas de sus consecuencias mas importantes. En primer lugar, pre-
sentamos algunas propiedades preliminares sobre medidas. Para entender el Teorema de
Radon-Nikodym definimos la continuidad absoluta de una medida.

Una vez tenemos las herramientas necesarias, probamos el Teorema de Radon-Nikodym
para una medida positiva y finita de dos formas diferentes. Después de esto, extendemos
el teorema a otros tipos de medidas y damos algunas consecuencias importantes, como
por ejemplo el Teorema de Descomposicion de Jordan.

Con el Teorema de Radon-Nikodym somos capaces de probar un resultado muy impor-
tante: la identificacion isométrica del dual de los espacios LP para 1 < p < oo.

Después de presentar la teoria para medidas positivas, reales y complejas, proporciona-
mos algunas definiciones importantes y resultados sobre medidas vectoriales, y probamos
que en este caso el Teorema de Radon-Nikodym no se cumple en general. Finalmente,
presentamos alguna condiciones bajo las cuales se cumple el Teorema de Radon Nikodym
para medidas vectoriales.






Abstract

The aim of this project is to give a proof of the Radon-Nikodym Theorem; we also
present some of its most important consequences. First of all, we present some preliminary
properties about measures. In order to understand the Radon-Nikodym Theorem, we define
the absolute continuity of a measure.

Once we have all the necessary tools, we prove the Radon-Nikodym Theorem for a
positive and finite measure in two different ways. After that, we extend the theorem to
differents types of measures and we give some important consequences, like, for example,
the Jordan Descomposition Theorem.

With the Radon-Nikodym Theorem we are able to prove a very important result: the
isometric identification of the dual of the L” spaces for 1 < p < oc.

After presenting the theory for positive, real and complex measures, we provide some
important definitions and results for vector measures and we prove that in this case the
Radon-Nikodym Theorem does not hold in general. Finally, present some conditions which
ensure the validity of the Radon Nikodym Theorem for vector measures.






Introduccion

Este trabajo tiene como propoésito presentar la prueba del Teorema de Radon-Nikodym
desde dos puntos de vista diferentes. Veremos también algunas consecuencias importantes
de este resultado y estudiaremos qué ocurre en el caso de una medida vectorial.

El trabajo esta estructurado en cinco capitulos. En los cuatro primeros, se desarrollan
los conceptos importantes sobre medidas, asi como se prueba el resultado principal para
el caso de medidas positivas y finitas, que después extenderemos a otros tipos de medida.
En el dltimo capitulo, presentamos las medidas vectoriales y vemos que ocurre en ese caso
con el Teorema de Radon-Nikodym.

En el primer capitulo se dan algunas nociones bésicas sobre medidas. Se comienza enun-
ciando algunas definiciones y resultados previos que seran utiles a lo largo del trabajo.
Definimos los conceptos de medida absolutamente continua y variacion total de una me-
dida, algo que serd crucial para entender el Teorema de Radon-Nikodym. Por tultimo, se
estudian tanto la singularidad como la concentracién de medidas y algunas propiedades
basicas.

En el segundo capitulo se prueba el Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas
y finitas desde dos puntos de vista diferentes. En la primera de ellas, usamos herramientas
de Teoria de la medida e integracién, como se ve en el libro Measure Theory (véase [1]). En
la segunda, vemos la demostracion debida a Von Neumann (véase [1]) que usa el Teorema
de Representacion de Fréchet-Riesz de identificacién de funcionales lineales y continuos
sobre un espacio de Hilbert (Teorema 2.2.1).

En el tercer capitulo extendemos el teorema a otros tipos de medidas en los que se sigue
cumpliendo (medidas o-finitas, con signo, complejas . .. ) Ademds, vemos algunas primeras
consecuencias, como una demostracién del Teorema de Hahn (Teorema 3.2.3) diferente a la
vista en el capitulo primero, o el Teorema de Descomposicion de Jordan (Teorema 3.2.4).

En el cuarto capitulo usamos el Teorema de Radon-Nikodym para probar que el dual
del espacio LP con 1 < p < oo se puede identificar de forma isomorfa e isométrica con el
espacio L?, donde ¢ es el exponente conjugado de p. Antes de esto, vemos que el mismo
resultado se cumple para los espacios de sucesiones /P, pero que su prueba es mas sencilla
ya que no requiere el uso del Teorema de Radon-Nikodym. Para ello, recordamos algunos
resultados bésicos como la definicion de isomorfismo lineal isométrico o la Desigualdad



de Holder en su version discreta (Proposicién 4.1.4) y también en su versién continua
(Proposicién 4.2.2).

Por 1ultimo, en el capitulo cinco comenzamos dando algunos resultados previos y ejemplos
sobre medidas vectoriales. Necesitamos ademas la definicion de una nueva integral, la
integral de Bochner, que se trata de una abstraccién de la integral de Lebesgue al caso
de valores vectoriales. Una vez hemos definido esto, vemos que el Teorema de Radon-
Nikodym no tiene por qué ser cierto para la integral de Bochner en general, usando para
ello algunos ejemplos (Ejemplos 5.3.1 y 5.3.3). A continuacién, comprobamos la relacién
que existe entre el Teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de Representacion de Riesz
para operadores T: L'(u) — E, donde E es un espacio de Banach. Ademds, vemos una
pequena introduccion a las bases de Schauder, que nos permite alcanzar el tltimo resultado
del trabajo, el Teorema de Dunford, que nos da una condicién bajo la que se cumple el
Teorema de Radon-Nikodym para una medida vectorial (Teorema 5.6.4).



Capitulo 1

Propiedades de medidas

1.1. Algunos resultados previos

En esta seccion veremos algunas propiedades ttiles sobre medidas que luego usaremos
para la demostracién de nuestro teorema principal, el Teorema de Radon-Nikodym.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio y ¥ C P(X), decimos que ¥ es un o-
algebra sobre X si:

(a) X € %

(b) Si A € ¥ entonces se tiene A € 3.

(c) Si{A,}>2, C ¥ entonces |J—, A, € X.

Se llama espacio medible al par (X, ).

Definicién 1.1.2. Sea (X,3) espacio medible, una medida o-aditiva o numerablemente
aditiva es una aplicacién p definida en el o-algebra > que cumple:

(a) (D) =0.
(b) Si{A,}32, C ¥ con A, disjuntos, entonces pu(J,—, An) = > - 11(A,).

La terna (X, X, i) se llama espacio de medida.

Definicién 1.1.3. Sea (X, X)) un espacio medible y p una medida o-aditiva en 3.

(a) Se dice que p es una medida positiva si toma valores en [0, oo].



(b) Se dice que p es una medida signada o con signo, si toma valores en [—oo, +00].
Observemos que para cada A medible, la suma p(A) + p(A€) debe estar definida y
ser igual a p(X). Por lo tanto, si hay algin conjunto A € ¥ para el que p(A) = +oo,
entonces p(X) = 400, y si hay algin conjunto A € ¥ para el que u(A) = —oco
entonces p(X) = —oo. Por lo tanto, una medida signada, puede alcanzar como
mucho uno de los dos valores +00 0 —o0.

¢) Se dice que p es una medida real si toma valores en R.

(d) Se dice que i es una medida compleja si toma valores en C.

(c)

)

(e) Se dice que p es una medida finita si es una medida positiva y p(X) < oo.

(f) Se dice que u es una medida positiva y o-finita si existe una sucesiéon {A4,}>°, tal

que pu(A,) <ooy X =J 2, A,.

Definicién 1.1.4. Sea (X, X)) un espacio medible y x una medida con signo. Un subcon-
junto A de X es un conjunto positivo para u si A medible y cada subconjunto medible
E C A satisface p(F) > 0. Andlogamente, un subconjunto A de X es un conjunto negativo
para p si A medible y cada subconjunto medible E C A satisface u(F) < 0.

Lema 1.1.5. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida con signo. Sea A un sub-
conjunto de X que cumple —oo < p(A) < 0, entonces hay un conjunto medible B que es
negativo para p y tal que B C A con u(B) < u(A).

Demostracion. Eliminamos una sucesion adecuada de subconjuntos de A y tomamos B
como el conjunto de puntos de A restantes. Para comenzar, sea

01 :=sup{u(E) : E medible, E C A}.

Tomamos un subconjunto A; medible de A que cumpla que p(A;) > min(%él, 1). Entonces
01y (Aq) son no negativos (porque d; > p(0) = 0). Por induccién , construimos sucesiones

{6,} v {A,} siendo

5n:8up{,u(E):E€Z, EC <A\UAZ»)},

=1

y luego eligiendo A, en A\|J/—' A; que cumpla que p(A,) > min(34,, 1). Definimos ahora

Ay = QAM B=A\A..

Veamos que B tiene las propiedades requeridas. Como A,, son disjuntos y pu(A,) > 0
entonces p(Ax) > 0y por lo tanto

1(A) = W(Ax) + u(B) = p(B).
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Por lo que efectivamente se cumple la desigualdad.

Falta entonces ver la negatividad de B. Como p(A) es finito, también lo es pu(Aw) y
como f1(Ax) = D07, u(A,) entonces lim, pu(A,) = 0 luego lim, d§,, = 0. Entonces por
como hemos definido B se tiene que B C (A — U?z_ll A;) y por eso, como 9, es el supremo
de los u(E) tal que E C (A—J/—, A;), dado un E C B arbitario se tiene que u(E) < 4, y

por tanto u(E) < 0 por lo que B es un conjunto negativo para g como queriamos ver. []

Teorema 1.1.6 (Descomposicién de Hahn). Sea (X, ) un espacio medible y sea p una
medida con signo. Entonces hay subconjuntos medibles disjuntos Py N de X tal que P es
un conjunto positvo para p, N es un conjunto negativo para p y X = PUN.

Demostracion. Como sabemos que una medida signada solo puede alcanzar el 400 o el
—o00, podemos suponer en este caso que no toma el valor —oco. Definimos

L = inf{pu(A) : A conjunto negativo para p}. (1.1)

Este conjunto es no vacio, porque () es un conjunto negativo para u. Tomamos entonces
una sucesion {A,}22, de conjuntos negativos para p tal que L = lim, u(A,) y sea
N =J.2, A,. Es facil ver que N es un conjunto negativo para p, porque cada subconjunto
E C N es la unién de conjuntos medibles disjuntos E;, tales que F; C A, para algin n
y por lo tanto p(E) < 0. Entonces, L < u(N) < p(A,) para cada n, luego L = u(N).
Ademéds, pu(N) es finito (porque no se alcanza el valor —oo como hemos supuesto).

Sea P = N°€ nuestro objetivo es probar que P es un conjunto positivo para p. Supon-
gamos que P tiene incluido algtin conjunto A medible tal que p(A) < 0, entonces por el
Lema 1.1.5, este incluiria un conjunto negativo B tal que u(B) < 0y entonces N U B seria
un conjunto negativo tal que pu(N U B) = u(N) + u(B) < p(N) = L, lo que supone una
contradiccién con la ecuacién (1.1). Por lo tanto P es un conjunto positivo para p . O

1.2. Continuidad absoluta

En esta seccién veremos un concepto importante sobre las medidas, que es la continuidad
absoluta de una medida respecto a otra, y estableceremos algunos resultados importantes
relacionados con este concepto.

Definicién 1.2.1. Sea (X, ¥) un espacio medible y u, v medidas positivas. Se dice que
v es absolutamente continua respecto a u si para cada conjunto A medible con p(A) =0
se cumple v(A) = 0. Escribimos v < p para indicar que v es absolutamente continua con
respecto a [

Una vez dada la definicion, veamos algunos resultados.
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Proposicién 1.2.2. Sea (X, ) un espacio medible y pn una medida positiva. Sea f: X —
[0, +00] una funcién medible. Definimos v: ¥ — [0, 4+00] como

v(A) ::/Afd,u, Ael.

Entonces v es una medida positiva en . Ademds, en el caso en el que f sea integrable, la
medida v es finita.

Demostracién. Se comprueba directamente que v(0)) = 0.

Sean {A,}22, medible. Entonces por el Teorema de Beppo Levi obtenemos que:

v(gAn) Z/Uzo_lAnfdMZ/Xifondu
:g (/XfXAndu) :g (/Anfdu> = (4,

n=1

donde hemos usado que como f es medible, también lo es fxa, .

Por lo tanto como se cumplen ambas propiedades v es una medida. Ademas, como la
funcién f es no negativa, dicha medida v(A) = [ 4/ dp es positiva. n

Corolario 1.2.3. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva. Sea f: X —
[0, +00] una funcién medible. Sea v definida como en la proposicion anterior. Se cumple
que si u(A) = 0 entonces fxa se anula en casi todo, entonces v(A) = 0, por lo que v es
absolutamente continua respecto a f.

El siguiente lema caracteriza esas medidas positivas finitas absolutamente continuas
respecto a una medida positiva arbitraria.

Lema 1.2.4. Sea (X,X) un espacio medible y sean j medida positiva, v medida positiva
y finita. Entonces se cumple que v < i si y solo si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que

si u(A) < 6, entonces v(A) <e, A€,

Demostracion. <) Supongamos que para cada ¢ > 0 existe un ¢ correspondiente. Sea A
medible con p(A) = 0. Se tiene que pu(A) < ¢ para cada ¢ y por tanto v(A) < € para cada
e > 0. Por lo que v(A) = 0. Por tanto, v es absolutamente continua respecto a .

=) Veremos la demostracién por reduccién al absurdo. Sea v absolutamente continua
respecto de p. Supongamos que hay un € > 0 que fijamos para el que no existe el corres-
pondiente §. Entonces para cada k € IN elegimos A, medible que cumple que u(Ag) < 1/2%
y v(Ag) > e. Se tiene que

> > 1/2" 1
M<;€L:JnAk> < ;U(Ak) <7 _/1/2 = St

12




y también

v( U Ak> > v(A,) > e
k=n
Por lo tanto, el conjunto
A= 4
n=1k=n

es medible y cumple que

p(A) = lim u( G Ak) =0,

k=n

v(A) = liqgnv( [OJ An> > e.
k=n

Es decir, tenemos que p(A) = 0 y no se cumple que v(A) = 0 lo que es una contradiccion
porque v es absolutamente continua respecto de . O

1.3. Variacion total

Definicién 1.3.1. Sea (X, X¥) un espacio medible y p una medida. Dado E medible la
variacion total de pen E es

ul(E) = supz 1(E;j)],

donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles {E;} de E.

Notemos que se cumple que |u|(E) > |u(E)| pero en general no se da la igualdad.

Observacion 1.3.2. Esta definiciéon admite medidas reales, complejas, positivas y signa-
das.

Teorema 1.3.3. Sea (X, %) espacio medible y p una medida. La variacion total |u| de p
es una medida positiva.

Demostracion. Sea {E;}32, una particién de E medible. Sean t; nimeros reales tal que
t; < |p|(E;). Entonces cada Ej; tiene una particion {A;}5_, tal que:

S (A >t (i=1,2,3.).
j=1

13



Por lo tanto, {A;}75_; es una particién de E asf que se sigue que

Zt <Z|u Ay)| < [ul(E).

3,j=1

Tomando supremo en el lado izquierdo sobre todas las opciones posibles de {¢;} vemos
que

Z|M| ) < |pl(E). (1.2)

Para probar la desigualdad contraria, sea {A4;}52, una particién de E. Para cualquier j
fijado se tiene que {A; N E; : i > 1} es una particién de A;, y para cada ¢ fijo, {4, N E; :
j > 1} es una particién de E;. Entonces :

Como esto se da para cualquier particién {A; };";1 de FE se tiene que

Ll (E) = Supz (4] < Z |l (). (1.3)

Entonces por las ecuaciones (1.2) y (1.3) se tiene que |u| es numerablemente aditiva.

Por otra parte, |u|(0) = 0 y por tanto efectivamente |u| es una medida positiva como
queriamos. O

Definicién 1.3.4. Sea (X, X)) espacio medible y p una medida. Sea |u| su variacién total.
Definimos

1 _ 1
wh= gul+ ) p = Sl = p).
Entonces ambas son medidas positivas en X, y se tiene que
p=pt =T, =gt (1.4)

Que son medidas positivas se sigue de que |u|(E) > |u(E)].

14



Definicién 1.3.5. Sea (X,Y) un espacio medible y p una medida. Decimos que p es
acotada si existe M > 0 tal que |u(A)| < M para todo A medible.

Teorema 1.3.6. Sea (X, X) un espacio medible y p una medida compleja, entonces u es
acotada.

Demostracion. Supongamos que la medida p no es acotada. Entonces se tiene que
sup{[u(A)| : A € X} = o0,
lo que significa que existe A; tal que |u(A1)| > 1+ |u(X)|. Por lo tanto
[(AD)] = (X)) = p(Ar)] = [p(Ad)] = [p(X)| = 1.

Es decir, tenemos que |u(A1)|, |(AS)| > 1. Entonces debe ocurrir que

sup |u(B)| =00, o sup |u(B)| = oo,
BCA; BCA§

pues si no la medida seria acotada, pues para cualquier D medible se tendria

l(D)] < [u(D N A+ (DN A7) < sup |u(B)| + sup |u(B)| < oo,
BCA; BCAS

donde la cota no depende de D.

Escogemos entonces A; o A que denotamos Ej, de forma que cumpla que |u(Ep)| > 1
y también se tenga suppgc ge [u(B)] = oc.

Podemos repetir el proceso en EY buscando un E» C Ef con |u(Ez)| > 1y suppe g [1(B)] =
00. Asi sucesivamente, encontramos una sucesion { £, }°2 ; de conjuntos dos a dos disjuntos
tal que |u(E,)| > 1 para todo n. Sin embargo, tenemos que

w(Um) =S uE),

que es convergente. Esto implicaria que u(E,) — 0, pero entonces se tendria |u(E,)| < 1
para n > ng, lo que es una contradiccion. Por lo tanto efectivamente p es acotada como
queriamos. O

Corolario 1.3.7. Sea (X, ) un espacio de medida y p una medida compleja. Sea |p| su
variacion total. Se cumple que |u|(X) < oc.

Demostracion. Procediendo como en la demostracién anterior, si suponemos |u|(X) =
podemos dividir el conjunto X en E; y Ef de forma que |u(Ey)| > 1y |u|(EY)
Dividimos de nuevo el conjunto E{ en Fy y ES de manera que |u(F2)| > 1y |u|(ES) =

b

o0
Q.
Q.
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Asi sucesivamente, encontramos una sucesién disjunta dos a dos {E, }72, con |p(E,)| > 1
para todo n. De nuevo, tenemos que

(U ) =ik

que es convergente, lo que implica que p(F,) — 0, luego |u(E,)] < 1 lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, efectivamente |u|(X) < oo. O

1.4. Singularidad y concentracion de medidas
Definicién 1.4.1. Sea (X, X) un espacio de medida y sean p, v medidas positivas.

1. Se dice que v estd concentrada en F medible si se cumple
v(A)=v(ANE), AeX.
Esto es equivalente a decir que v(A) =0si ANE = 0.

2. Supongamos que existe un par disjunto de conjuntos A y B tal que u esta concentrada
en A y v estd concentrada en B. Entonces decimos que p y v son mutuamente
singulares (y escribimos plv).

Veamos ahora un resultado sobre estos conceptos junto con el concepto de continuidad
absoluta que vimos al principio del capitulo.

Proposicién 1.4.2. Sea (X,X) un espacio de medida y sean v, \ medidas y p medida

positiva.

(a) Siv estd concentrada en E entonces también lo estd |v|.
(b) Si A\Lv entonces || L|v].

(¢c) SiAxLpuyvlp entonces (A\+v) L p.

(d) Si N << ppyv < p entonces X+ v < .

(e) Siv < p entonces |v| < p.

(f) Si A< pyvlp entonces A L.

(9) Siv<pyvly entoncesv=0.

16



Demostracion. (a) Si ENA =y {A;}32, es una particion de A entonces v(4;) = 0 para
todo j porque v estd concentrada en E. Entonces se tiene que |v(A4;)| = 0, para todo j.
Por lo tanto efectivamente |v| estd concentrada en E.

(b) Si A Lo entonces A estd concentrada en A y v estd concentrada en B siendo A y
B disjuntos, luego por el apartado (a), tenemos que |A| estd concentrada en Ay que |v]
estd concentrada en B con A y B disjuntos. Por lo tanto |A| L |v].

(c) Como A L p, hay conjuntos A; y B disjuntos tales que A estd concentrada en A;
y p esta concentrada en B;. Ademads, como v L u, hay conjuntos As y B, disjuntos tales
que v estd concentrada en A y u estd concentrada en Bs. Entonces se tiene que A + v
esta concentrada en A = A; U Ay v p esta concentrada en B = By N By y se cumple que
Ay B disjuntos. Por lo tanto, (A +v) L p.

(d) Como A\ < u entonces A(A) = 0 para todo A medible tal que u(A) = 0. Como
v < u entonces v(A) = 0 para todo A medible tal que pu(A) = 0. Si tenemos por tanto A
medible con p(A) = 0 entonces (A + v)(A) = A(A) +v(A) = 0. Por lo tanto A + v < p

(e) Supongamos que p(E) =0y {E;}52, es una particién de £. Entonces u(E;) =0y
como v < p, v(E;) = 0 para todo j, asi que se tiene que Y, [v(Ej)| = 0. Por lo tanto,
[v|(E;) = 0, luego |v| < p.

(f) Como v L p, hay un conjunto A con u(A) = 0 (porque p estéd concentrada en B
con A y B disjuntos) en el que v estd concentrada. Como A < p entonces A(E) = 0
para todo E C A. Por lo tanto A esta concentrado en el complementario de A y como v
estd concentrada en A y son disjuntos, entonces A\ | v.

(g) Por el apartado (f), como v < py v L u se tiene que v L v lo que fuerza necesaria-
mente a que v = 0. O
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Capitulo 2

Demostracion del Teorema de
Radon-Nikodym

En este capitulo presentaremos dos formas diferentes para demostrar el Teorema de Radon-
Nikodym

2.1. Primera demostracion del Teorema de Radon-
Nikodym

Una vez definidos los conceptos del capitulo anterior nos surge una pregunta importante.
Si iy v son dos medidas finitas tales que v absolutamente continua respecto de p, nos
preguntamos si existe g € L'(u) tal que

v(A) = /gdu, Ael.
A

La respuesta a esta pregunta es afirmativa y la veremos en el Teorema de Radon-Nikodym.
Veamos el enunciado del Teorema asi como una primera demostracién con herramientas
de Teoria de la medida e integracion.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (X, ¥) un espacio medible y sean p y
v medidas positivas y finitas. St v es absolutamente continua respecto a p, entonces existe
una funcion g: X — [0, +00) medible e integrable respecto de p tal que

U(A):/gdp, AekX.
A

Ademds dicha g es unica en casi todo.
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Demostracion. Sea .Z el conjunto formado por las funciones medibles f: X — [0, +0o0]
que cumplen que [ 1 fdp < v(A) para cada A medible. La estrategia que seguiremos
sera probar que .% contiene una funcién g tal que

/gduzsup{/fdu:feﬁ}, (2.1)

y luego veremos que dicha funcién g cumple que v(A) = [ 1 9dp para cada A medible.
Finalmente observaremos que g puede ser modificada de forma que solo tome valores
finitos. Tenemos que .# es no vacio (pues la funcién constante 0 pertenece a 7).

Empecemos comprobando que si f; y fo pertenecen a .# entonces el supremo de f; y
f2, que escribiremos como f; V fs, esta tambien en .%. Para verlo notemos que si A es un
conjunto arbitrario medible y tenemos A; = {x € A: fi(z) > fo(z)} y Ao ={r € A:
fi(z) < fa(x)} entonces:

/A v i di= [ frap+ [ fadi < o(Ay) + o(As) = o(A),

A1 A2
luego efectivamente (f; V fo) € F.

Tomemos ahora una sucesién {f,} de funciones de .# para las que:

1f?/fndu:sup{/fdy:fey}.

Sustituyendo f,, por fi V---V f,, podemos asumir que {f,} es creciente. Sea g = lim,, f,
y sea A medible, por el Teorema de Convergencia Mondtona tenemos que:

Agdu:ﬁ?/Afndﬂ:sup{/Afdu:feﬁ}gv(A).

Por lo tanto tenemos que g € .Z y que [gdu = sup{[ fdp : f € F} como querfamos
ver.

Veamos ahora que v(A) = [ 19dp para cada A medible. Como g pertenece a .7, la
formula

vo(A) = v(A) — / gdu,

define una medida positiva. Veamoslo. Se comprueba facilmente que se cumple que vg(()) =
v() — fy9du=0.
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Sea {A,}22, medibles:

w(Ua)=o(Ua)- [ o
:iU(An)—niO;/Angd,u
=g<v(f1n)—/ngdu)
- 3wl

Nuestro objetivo es ahora probar que vg = 0. Vedmoslo por reduccién al absurdo. Su-
pongamos entonces lo contrario. Como p es finita, tenemos que existe € > 0 tal que:

vo(X) > eu(X). (2.2)

Sea (P, N) una descomposicién de Hahn (Teorema 1.1.6) para la medida con signo vy —ep.
Tenemos que para cada A medible,

vo(ANP) > ceu(ANP),

y por lo tanto
v(A) = / gdp+v(A)
A

> gdu+U0<AﬂP)
’ o

E/Qdu+€#(AﬂP)
A
- /(g + exp)dp.

A

Notemos que pu(P) > 0, porque si no tendria que ser u(P) = 0 (porque la medida u es
positiva) y tendriamos que vy(P) = 0 (porque la medida v es absolutamente continua
respecto de p). Entonces se darfa que:

00(X) — 2(X) = (vo — ep)(N) < 0.
Lo que contradice la ecuacién (2.2). Por lo tanto efectivamente p(P) > 0.

Se sigue entonces que

/gd,u < /(g—i—axp)du <u(X) < +o0.
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Por la ecuacién (2.3) tenemos que g+exp pertenece a .# y cumple [(g+exp)du > [gdu
lo que contradice la ecuacién (2.1) porque [ gdpu es el supremo. Por lo tanto como hemos
llegado a contradiccién, tenemos vy = 0. Asi que efectivamente, v(A4) = [ 4 9 dp para cada
A medible como queriamos ver.

Por dltimo, como g puede tomar valores infinitos en un conjunto de medida p nula,
podemos redefinirla para que tome solamente valores finitos y con esto hemos construido
la funcién requerida para el caso en el que p y v sean finitas.

Veamos ahora la unicidad de g. Sean g, h : X — [0, +00) funciones medibles que cumplen

U(A):/gdu:/hdu, Ae.
A A

Como v es finita, g — h es integrable y ng — hdu = 0 para cada A medible. Lo que
significa que g y h coinciden en casi todo entonces g = h e.c.t., por lo que queda probada
la unicidad de g. O]

2.2. Segunda demostracién del TRN

En esta ocasion, veremos la demostracion del Teorema de Radon-Nikodym debida a
von Neumann que usa el teorema de representacion de Fréchet-Riesz de identificaciéon de
funcionales lineales y continuos sobre un espacio de Hilbert que recordamos a continuacion.

Teorema 2.2.1 (de representacion de Fréchet-Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y sea
F un funcional lineal continuo en H. Entonces existe un unico y € H tal que

F(z)=(z,y), z€H.

También usaremos el siguiente resultado:

Proposicién 2.2.2. Sea (X,X) un espacio medible y . una medida finita. Sea f € L' ()
y S un conjunto cerrado en el plano complejo tal que

1
AE<f>=m[Efdues, Ees,

con u(E) > 0. Entonces f(x) € S para casi todo x € X.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea (X,Y) un espacio medible y sean p y
v medidas positivas y finitas. St v es absolutamente continua respecto a p, entonces existe
una funcion g: X — [0,+00) medible e integrable respecto de u tal que

V(A) = / g, A€ (2.4)
A
Ademds dicha g es unica en casi todo.
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Demostracion. Definiendo
p=v+pu

se tiene que ¢ es una medida positiva y finita en ¥, y por la definicién de suma de dos

medidas se tiene que
/fd(p:/fdv—i-/fdu (2.5)
X X X

para f = x4 y, por tanto, para f simple (f = > a;xa,) y por tanto también para f
medible no negativa.

Si f € L*(p) entonces |f|* € L*(p) y por tanto |f|*> € L'(v). Como v es finita, se sigue
que f € L'(v) y entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

/de“ S/X|f|dv£/X|f|dsos {/X|f|2ds0}1/2{so(X)}l/2-

Como se cumple que ¢(X) < oo, la aplicacién

f /X fdo, (2.6)

es un funcional lineal y acotado en L?(p) (con norma menor o igual a ¢(X)'/?). Tenemos
por el Teorema de representaciéon de Fréchet-Riesz, Teorema 2.2.1, que existe h € L%(p)
tal que

/ fdvu :/ fhdyp, paratoda f € L*(p). (2.7)
X X

Observemos que h esté definida tinicamente como un elemento de L*(y).

Si ponemos f = x4 en la ecuacién (2.7), para cualquier A medible con ¢(A) > 0, como
se cumple que 0 < v < @, tenemos que:

v(A)zfodvzf thdsothdso,
X X A

0<wv(4) = /Ahdgo < p(A).

entonces

Por lo que llegamos a que
1
OS—/hdgogl (2.8)
©(A) Ja

para todo A tal que ¢(A) > 0. Por lo tanto, por la Proposicién 2.2.2 podemos afirmar que
h(z) € [0, 1] para casi todo z (con respecto a ) y podemos asumir ahora que 0 < h(z) <1
para todo x € X sin afectar a (2.7) y la reescribimos como:

/mfdv__/“fhdw /nfhdvﬁ—/nfhdu
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luego

Ja=nrao= [ i 2.9)

E:={z:0<h(zx)<1} y B:={z:h(x)=1}, (2.10)

Si tomamos entonces

como h es acotada, podemos aplicar la ecuacién (2.9) para f = (1 +h+---+ h™)xa:

/(1—h)<1+h+--~+hn)xAdU:/(1—hn+1)dv
X A

:/h(1+h+---+h")x,4du (2.11)
X

By PR SA
A

En cualquier punto z € B, h(x) =1 asi que 1 —h"* () =0y h(1+h+---+h") =n+1,

por lo tanto tenemos
0= / (n+1)du,
BnA

p(BNA) =0,

entonces

por lo que

v(BNA)=0,

donde hemos usado que v es absolutamente continua respecto de pu.

En cualquier punto de E, se tiene A"*' — 0 mondétonamente. Por lo tanto el lado
izquierdo de (2.11) converge hacia v(E N A) = v(A) cuando n — oo. El integrando del
lado derecho de (2.11) crece mondtonamente a un limite medible no negativo g, y por el
Teorema de Convergencia Monétona se tiene que el lado derecho de (2.11) tiende a [, g dp.
Por lo tanto tenemos que

o) = [ gdu, At
A

con lo que queda probado el Teorema.
O

Observacién 2.2.4. La unicidad se vio en la demostraciéon anterior del teorema. La
funcion g es llamada derivada de Radon-Nikodym de v respecto de u. La relacién

U(A)Z/gdu, Aey,
A

se puede expresar de la forma
dv = gdu
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y de la forma
_dv
9= 0
Definicién 2.2.5. Sea (X, ) un espacio medible, ;1 una medida positiva y v una medida.
Se define la descomposicion de Lebesgue de v relativa a u como el par de medidas v, y vy
que cumplen que v, es absolutamente continua respecto a yu, vy es singular con respecto a

ny
UV = Uy + Vs.

Observacion 2.2.6. La unicidad de la descomposicién es facil de ver. Si v/, y vl es otro
par que satisface lo mismo, entonces se tiene:

v — vy = vs — UL, (2.12)

Se tiene que si v < p significa que dado A medible con p(A) = 0, entonces v(A) = 0
y por eso —v(A) = 0 lo que significa que —v < pu. Se tiene que si vy significa que v
estd concentrada en A y u estd concentrada en B siendo A y B disjuntos. Esto quiere
decir que v(E) = 0si ENA = () entonces —v(E) = 0si ENA = ) por lo tanto —v
estd concentrada en A lo que nos lleva a que también se tiene —v_L .

Tenemos entonces que —v, < py v, < p, luego v/, — v, < p (por el apartado(c) de la
Proposicién 1.4.2). Por otro lado tenemos que vy L pny —v) L p asi que vy — v} L p (por el
apartado (d) de la Proposicién 1.4.2). Por tltimo, como tenemos que v, — v, = vg — V.,
tenemos que se cumple también que v, — v, Ly que vy — vl < p por lo que por el
apartado (g) de la Proposicion 1.4.2 se tiene que v, — v, = 0 y que vy — v, = 0 luego

S
efectivamente v, = v, y v = vs.
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Capitulo 3

Extensiones del teorema y algunas
consecuencias

3.1. Extension del teorema

Hemos visto en el capitulo anterior como el Teorema de Radon-Nikodym se cumple para
1y v medidas positivas. Veremos en esta primera parte del capitulo que ocurre cuando
consideramos otro tipo de medidas.

3.1.1. Medida u o-finita

Teorema 3.1.1. Sea (X, %) un espacio medible, p una medida o-finita y v una medida
positiva y finita. Si v es absolutamente continua respecto a p, entonces existe una funcion
g: X — [0,400) medible e integrable respecto de p tal que

U(A):/gdu, Ael.
A

Ademds dicha g es unica en casi todo.

Demostracion. Si p es o-finita, entonces por definicién X = J,~, X,, con X,, medibles y
p1(X,) < oo. Podemos suponer que los X, son disjuntos ya que si no, podemos reemplazar
{Xn 1o, por {Yo}2, siendo Y1 =X,y Y, =X, —(V1U---U Y1)

Como v(X) < oo, podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym, Teorema 2.1.1 a
cada X,,. Obtenemos funciones g, en X,,, que cumplen que

M@IL%W
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para cada subconjunto medible A C X,,. Estas ¢,, definen una funcién g en X de la forma
g(x) = gu(x) sizeX,.
Como v(X) < oo entonces g € £*(n). Ademds, se cumple

v(A) = v(ANX,) = / gnd,u:/ gd,u:/gd,u.
(4) Z ( ) ; ANX, U2, AnX, A

n=1

Observemos que seguimos teniendo v finita como en la demostracién anterior del teo-
rema, y como esta es la tnica condicién que necesitabamos para probar la unicidad en el
caso anterior, se sigue teniendo que la funcién g es tnica. O]

3.1.2. Medidas p y v o-finitas

Teorema 3.1.2. Sea (X,X) un espacio medible y p, v medidas o-finitas. Si v es absolu-
tamente continua respecto a pi, entonces existe una funcion g: X — [0,+00) medible tal
que

U(A):/gdu, Ael.
A

Ademds dicha g es unica en casi todo.

Demostracion. Supongamos que 1y v son o-finitas. Entonces X es la uniéon de una suce-
sion {B,}22, de conjuntos medibles disjuntos, cada uno de los cuales tiene medida finita
sobre 1y v. Como antes, para cada n, la pruebas vistas anteriormente del Teorema de
Radon-Nikodym, Teorema 2.1.1, proporcionan una funcién medible g,: B, — [0, 4+00)
tal que v(A) = [, gndp para cada subconjunto medible A C B,. Entonces la funcién

A
g: X — [0,400) que coincide con g, en cada B, es medible y cumple

U(A):/gdu, Ael.
A

Veamos ahora la unicidad. Si v es o-finita y {B,}22, es una sucesién de medida finita
sobre v con X = |J 7, B,,. Sean g y h dos funciones medibles no negativas tales que

V(A)Z/Agdu yV(A)Z/Ahdu-

Si restringimos la igualdad anterior a conjuntos medible A C B,,, deducimos como en el
teorema anterior que g = h en casi todo B,,. Como esto ocurre para todo n € IN | se sigue
que g = h e.c.t. O

Observacion 3.1.3. Hay que tener en cuenta que en este caso no podemos afirmar que
g € 2" aunque si es “localmente .27, en el sentido de que [, gdu < oo para cada n.
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3.1.3. Medida real

Teorema 3.1.4. Sea (X,X) un espacio medible, p una medida positiva y v una medida
real. St v es absolutamente continua respecto a i, entonces existe una funcion g: X — R
medible e integrable respecto de p tal que

U(A):/gdu, Ael.
A

Ademds dicha g es unica en casi todo.

Demostracion. Si v es una medida real, por la Definicion 1.3.4 sabemos que podemos
escribir v = vT — v~ con v* y v~ medidas positivas. Observemos que por la Proposicion
1.4.2, si v absolutamente continua respecto de p, también lo es |v|, lo que significa que se
tiene que si p(A) = 0 entonces

[0l(A) = v¥(A) +v7(4) =0,

de donde vemos que se cumple que v (A) = —v~(A). Como v™ y v~ son medidas positivas,
la tinica forma de que esto ocurra es que vt(A) = v~ (A) =0y por lo tanto vt y v~ son
absolutamente continuas respecto de u. Por el Teorema 1.3.6 sabemos que la medida v
es acotada, luego también lo son las medidas v* y v, luego son medida positivas finitas.
Entonces, podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym, Teorema 2.1.1, a cada una de
ellas por separado y por tanto tenemos que existen f,h: X — [0,4+00) integrables tales
que

v*(A):/fdu y U(A):/hdu, AeX.
A A
Ademds, ambas funciones son unicas. Entonces se tiene que

o) =t )=o) = [ Fdu= [ hdu= [ (7= R

Por lo tanto, definiendo g : X — R como g = f — h vemos de nuevo que se cumple el
Teorema, y g es integrable al ser diferencia de funciones integrables.. O]

3.1.4. Medida compleja

Teorema 3.1.5. Sea (X,Y) un espacio medible, i una medida positiva y v una medi-
da compleja. Si v es absolutamente continua respecto a ju, entonces existe una funcion
g: X — C integrable tal que

U(A):/gdu, AeX.
A

Ademds dicha g es unica en casi todo.
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Demostracion. Si v es una medida compleja, entonces se cumple que v = v + ivy, donde
n(A) =Rw(A4)), m(A):=SwA)), Aei.
Veamos que vy, 5 son medidas reales. En primer lugar tenemos que
v(0) = v1(0) 4 ive(D) =0

porque v es una medida. Por lo tanto, necesariamente se tiene que vi()) = 0 y que

Ug(@) =0.

Por otro lado, sean {A,,}22; conjuntos medibles disjuntos, sabemos que como v es una
medida, se tiene que v({J,—; A,) =D oo, v(A,). Entonces

o(Uae) =m(Ua)+m(Ua)

y también
D 0(An) =) [i(An) +iva(An)] = D 0i(An) +i Y va(Ay)

por lo tanto se tiene que vi(|Jo2; A,) = > .7, v1(A,) y también que va(| ), A,) =

> va(A,,) como querfamos, por lo que efectivamente vy y vy son medidas reales (porque
n=1 U2{An q , P q 1Y Vg porq

al ser v una medida compleja, no toma valores infinitos).

Como ahora vy y vy son medidas reales, podemos aplicar el Teorema 3.1.4 y por lo tanto
sabemos que se tiene que existen f1, fo: X — [0, +00) tales que

UI(A):/fldua AGZ,

w() = [ e, A,

con fi, fo medibles e integrables respecto de u, y por lo tanto la funciéon que buscamos es

Ji=h+ife.
]

3.1.5. Mas alla de la o-finitud

Finalmente, si vamos mas alld de la o-finitud, nos encontramos situaciones en las que
el Teorema falla. Por ejemplo, si consideramos como v la medida de Lebesgue en [0,1] y
como p la medida cardinal restringida al o-algebra de medibles Lebesgue de [0, 1], es decir:

p(A) = card(A).
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Los conjuntos de medida finita para p son los conjuntos con una cantidad finita de puntos,
y la unién de una cantidad numerable de ellos es un conjunto numerable. Por lo tanto un
conjunto no numerable, tiene medida p no o-finita, en el g-algebra de todos los conjuntos
medibles Lebesgue en [0, 1]. Entonces, aunque v < p (porque si pu(A) = 0 para A € [0, 1]
significa que card(A) = 0, es decir, A no tiene ningtin punto luego A = ) y por lo tanto
v(A) = v(0) = 0) y v estd acotada, no hay g € Z*(u) tal que v(A) = [, gdp. Porque si
fuera asi, para cada x € (0, 1) se tendria

0=vGﬂJ=A}wM=g@MGﬂ)=M@,

lo que llevaria a g(z) = 0 para todo = € [0,1] y por tanto a v = 0.

3.2. Consecuencias del Teorema de Radon-Nikodym
Veremos en esta seccion algunos resultados que surgen como consecuencia del Teorema
de Radon-Nikodym

Teorema 3.2.1. Sea (X, X)) un espacio medible y . una medida compleja. Entonces existe
una funcion medible h tal que |h(z)| =1 para todo x € X y tal que

u() = [ bl Aex
A
lo que se puede escribir abreviadamente como

dj = hdjy (3.1)

Demostracion. Es trivial que p < |p| porque si |u(A)| = 0, entonces p(A) = 0y por tanto
el Teorema de Radon-Nikodym garantiza la existencia de h € L' que cumpla la ecuacién
(3.1).

Sea
A, ={zeX:|h(x) <r}

donde 7 es un nimero positivo, y sea {F;}52, una particién de A, entonces:

[ nlu
E .

J

o0

S In(E) =3

j=1

< > rlul(Ey) = rlul(A,)

Por lo tanto llegamos a que |u|(A,) < r|u|(A,). Pero se tiene que si fuera r < 1, necesa-
riamente |u|(A,) = 0. Por lo tanto, se llega a que |h| > 1 e.c.t.

Por otra parte, si |u|(E£) > 0 por la ecuacién (3.1) se tiene que
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’i(E)/EhdM‘ _ B (3.2)

| lu[(E) —

Por el Teorema 2.2.2 podemos concluir entonces que |h| < 1 e.c.t.. Por tanto, sea B =
{z € X : |h(z)] # 1} hemos visto que se tiene que |u|(B) = 0 asi que efectivamente
tenemos la funcion que queriamos. O

Teorema 3.2.2. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva. Sea g € L' ()
con

o) = [ gdu Ees
A

entonces
)= [ loldu. Ees
A

Demostracion. Por el Teorema 3.2.1, sabemos que hay una funcién medible h, de valor
absoluto 1, tal que
dv = hd|v|.

Por hipodtesis, sabemos que dv = g du. Entonces,

gdp = hdv|.

Por lo tanto, como |h| =1 se tiene que hh =1y entonces d|v| = hgdp. Como |v| >0y
también u > 0, se sigue que hg > 0 e.c.t., por lo tanto hg = |g| por lo que

0](4) = / 9] di

como queriamos. O

Vimos en el primer capitulo, una demostracién del Teorema de Descomposicién de Hahn,
Teorema 1.1.6. Veremos ahora que dicho teorema también se puede deducir del Teorema

de Radon-Nikodym.

Teorema 3.2.3 (Hahn). Sea (X,X) un espacio medible y p una medida real. Ezisten
conjuntos A, B medibles tales que AUB =X, AN B = y tal que se tiene que

it (B) = w(AN B); i (E) = —u(BN E).

Demostracion. Por el Teorema 3.2.1 tenemos que dp = h - d|u| donde |h| = 1. Como p es
real, entonces h también lo es y por tanto solo puede ser h = £1. Sea A = {z : h(z) = 1}
y B = {z: h(z) = —1}. Entonces, como p* = 2 (|u| + p) se tiene que

d 1 {1 en A

— + = — pu—
d|u](u) 2(1+h) 0 enB ~
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Entonces para cualquier £ € X se tiene que:

i (B) =5 [ mdl = [ dlul = (0 4),

ENA
Y por tanto, como u(E) = u(ENA)+u(ENB)y p=p" — pu~ tenemos que

W(E) =p"(E) = p (E) = p(ENA) — p~(B).

Entonces
i (E) = —p(EN B),

como queriamos. O

Corolario 3.2.4 (Descomposicién de Jordan). Si p = Ay — Ay donde A1, Ay son medidas
positivas, entonces se tiene que \y > put y Ao > .

Demostracion. Como pu < A\ tenemos que por el teorema de Hahn
pt(E)=pw(ENA) < M(ENA) <\ (E).
Por otro lado, como p > —\s se tiene que
pw (E)=—pu(BNE)<(BNE)<X\E).

Por tanto efectivamente se cumple lo que queriamos. O]
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Capitulo 4

Dualidad de espacios L”

En este capitulo usaremos el Teorema de Radon-Nikodym para probar que el dual del
espacio LP con 1 < p < oo se identifica con el espacio L4, donde g es el exponente conjugado
de p, es decir, se cumple % + % =1y para p =1 se toma ¢ = o0.

4.1. Espacios de sucesiones

Antes de ver el resultado que hemos mencionado para funciones, veremos que se tiene un
resultado andlogo para los espacios de sucesiones 7 con 1 < p < oo, pero con una prueba
mas sencilla que no requiere el uso del Teorema de Radon-Nikodym. Para ello, recordemos
algunas definiciones y resultados.

Definicién 4.1.1. Sea 1 < p < oco. Para 1 < p < oo, se define

w— {(xn)jf’:l c V. i l2a]? < oo},
n=1

s 1/p
[zl == (Z Iwn\p> :
n=1

> = {(mn)ff:l e C :sup{|(z,)|: n € N} < oo},

siendo su norma

Para p = o

siendo su norma
|2]| 0o := sup{|x,| : n € IN}.

Definicién 4.1.2. Sea 1 < p < co. El dual de 7, notado como (7)*, es el conjunto de los
funcionales ¢ : ¢ — C que son lineales y continuos.
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Lema 4.1.3 (Desigualdad de Young). Sea 1 < p < oo y q su exponente conjugado. Si
x,y > 0 entonces se tiene

Demostracion. Consideramos la funcién exponencial f(s) = e® que es convexa en R, de
manera que para todo s,t € Ry para cada a, f > 0 con a + 3 = 1, se tiene

et < et + Bel. (4.1)

Siz =00y =0, la desigualdad de Young es trivial, por lo que podemos suponer sin
pérdida de generalidad que z,y > 0. Si tomamos ahora

1
a=-, [f=-, s=plogz, t=qlogy,
p q

se sigue de la desigualdad (4.1) que

O

Proposicién 4.1.4 (Desigualdad de Holder discreta). Sea 1 < p < 0o y ¢ su conjugado.
SeaneNvyz...2, €C, y1...y, € C, entonces

- - 1/p /& 1/q
> lawil < (3 ki) (X luil?)
j=1 j=1 j=1

Demostracion. Consideremos los ntimeros reales no negativos

= 1/p - 1/q
w= (3 ll) " o= (Y Il
j=1 i=1

Siu=0o0v=0,ladesigualdad de Holder se cumple trivialmente, luego podemos suponer
sin pérdida de generalidad que u,v > 0. Aplicando el Lema 4.1.3 con |z;|/u, |y;|/v se tiene
que

5]y
zmum—uvz | ]

7j=1

1
Suv(—
P <

G+3)
=uw | —+ -
p q

= uv.
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Definicién 4.1.5. Se dice que un funcional 7" € B(X,Y") es un isomorfismo lineal isométri-
co, si T' es un isomorfismo lineal tal que ||Tz|| = ||z|| para todo x € X.

Teorema 4.1.6. Sea 1 < p < 00 y q su exponente conjugado. Existe un isomorfismo lineal
isométrico entre ((P)* y 9.

Demostracion. Dados © = (x,)02, € P,y = (y,)22, € {7 se tiene por la desigualdad de
Holder que, fijado N € IN

N N p /N 1/q
> |wayal < (Zw) (Zw)
n=1 n=1 n=1

0 /p / oo 1/q
< (Zw) <Z|ynrQ>
n=1 n=1

= llzllpllyllq-

Tomando supremo en N en la suma de la izquierda, llegamos a que

> Lzl < lllpllylly- (4.2)
n=1

Si mantenemos fijo y € ¢4, tenemos que
o0
r el — Sy(x):= anyn cC
n=1
es un funcional lineal y continuo en (7 que verifica que ||S,|| = |ly|l,, donde [|S,]| es la

norma de .S, como funcional.

Veamos esto tltimo por doble desigualdad. De la ecuacién (4.2) se sigue directamente
que [|Sy[| < [ylls-

Tomamos y, = A\,|yn| donde A\, € C verifica |A,| = 1 y definimos
Tn =M |yn|Tt n €N,

Entonces

) [eS) )
Dl =1yl =D fyal? < oo,
n=1 n=1 n=1
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pues como é + é = 1 se sigue que (¢ — 1)p = ¢, y por lo tanto = € ¢P. Por otro lado

Dl = AalyalAalynl®!
n=1 n=1
= Zynxn
n=1

= Sy(x)
< [1Syllll=l,

s ()

n=1
de donde se obtiene que |ly||, < ||Sy|| ¥ por tanto se tiene la igualdad que queriamos.
Hacemos ahora variar la sucesién y € ¢¢ para obtener un operador lineal e isométrico
S0 — (0P) .
Para probar entonces que (7 = (¢P)* falta ver que S es sobreyectivo.

Dado un funcional ¢ € (¢7)*, buscamos y € ¢ tal que S, = 1. Tomamos

Yn :=U(pn) neN,

donde p,, denota el n-ésimo vector unitario, es decir, p, = (0,...,0,1,0...), con 1 en la
coordenada enésima. Veamos primero que y = (y,,)5; como lo hemos definido pertenece
a (1. Consideramos de nuevo y, = A\,|y,| con |A,| = 1. Fijado N € IN consideramos la
sucesion

N
xN = an‘ynrqilpn-
n=1

Es decir, ¥ = 0 para n > N. Como se cumple que

|yn|? = )‘n)‘_n‘ynHyn‘qil = yn:t’fj?

entonces
N N

Z ’yn’q = Zxrjyyn

n=1 n;l
= Z xfsz(Pn)

n=1 N
— ()
n=1
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= ¥(a")

< Iz,
S w I v
= (32 Pl @71
n=1

N 1/p
=l (D k)
n=1

De lo que claramente obtenemos que

D lwl” < 2]l
n=1

y por lo tanto y € ¢¢ como queriamos.

Solo queda probar entonces que S, = v pero esto es inmediato. Tenemos por definicién
de y que Sy(pn) = yn = ¥(pn) para todo n € IN. Entonces por linealidad, S, coincide
con Y en el espacio generado por los vectores unidad, que es denso en /7, por lo que,
por continuidad, han de coincidir en ¢*. Por lo tanto, queda probado que el operador S
con el que hemos trabajado es un isomorfismo isométrico y por lo tanto podemos escribir
01 = (¢?)* como queriamos. ]

Teorema 4.1.7. Eziste un isomorfismo lineal isométrico entre (£1)* y £°°.

Demostracion. En este caso procedemos de manera similar al resultado anterior. Dados
x € (Y, y € (>, se cumple que fijado N € N

N N N
D lwnynl < lzal sup{lynl : n € N} = [lylloo Y [2al < [lyllooll]1-
n=1 n=1 n=1

Por lo tanto, tomando supremo en N en la suma de la izquierda tenemos

o

> 1zl < Mzl Yl

n=1

Definamos, para y € £,
zel'— S, (z) = anyn.
n=1

Si mantenemos fija la y, tenemos que es un funcional lineal y continuo en ¢ que verifica
1Syl = ||¥|lco- Veamos esto tltimo por doble desigualdad.

De la definicién se sigue directamente que ||.Sy || < ||y||o
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Para cada n € IN, el vector candnico p,, solo con un 1 en la posicion n, tiene norma 1 en
¢, luego
Y

1Syl = 15y (pn) 11 = lyn]

entonces ||Sy|| > sup,, |yn| = ||yl ¥ por lo tanto se tiene la igualdad que querfamos.

Hacemos ahora variar la sucesiéon y € £°° para obtener un operador lineal e isométrico
S0 — (M.
Para probar entonces que £~ = (£1)* falta ver que S es sobreyectivo.

Dado un funcional ¢ € (¢')*, buscamos y € (> tal que S, = . Tomamos de nuevo
Yn = ¥(p,) para n € IN. Veamos primero que y = (y,)22; como lo hemos definido
pertenece a (*°. Para cada n € IN, se tiene

[ynl = 19 (on)| <M1l nlls = NIl

Luego por tanto
[9lloe = sup{lya| : n € N} <l]].

Por lo que y € ¢*° como queriamos.

Solo queda probar que .S, = v pero siguiendo el razonamiento hecho para el caso de 1 <
p < 00, basado en la densidad de las combinaciones lineales de p,,, en ¢! esto es inmediato.
Por lo que se sigue que el operador S con el que hemos trabajado es un isomorfismo
isométrico y £ = (£1)*. O

4.2. Dual del espacio L*

En esta seccién veremos cual es el dual del espacio LP(u). Para ello, serd necesario el
uso del Teorema de Radén Nikodym, ademds de la desigualdad de Holder para el caso
continuo.

Definicién 4.2.1. Sea (X, X)) un espacio medible y ¢ una medida positiva. Sea 1 < p < oo.
Para 1 < p < oo, se define

P = {f medible :/ |fIPdu < oo}.
X
Para p = oo
L% = {f medible : existe a > 0 tal que p({z € X : |f(2)] > a}) = 0}.

Si en estos espacios identificamos funciones que coinciden e.c.t, formamos los espacio LP
y L™ cuyos elementos son las clases de funciones de 7 y £ que son iguales e.c.t. cuya

norma es
» 1/p
1= (] 1P i)
X
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| flle = inf {a >0 p({z € X :[f(2)] > a}) = 0}.

Proposicién 4.2.2 (Desigualdad de Hélder continua). Sea (X,X) un espacio medible
y p una medida positiva y o-finita. Sea 1 < p < oo con q su exponente conjugado. St
fig: X — C son funciones medibles tales que

Juran<oe, [ lgftan<oc.
X X

Entonces fg es integrable en X y ademds se tiene

/X\fgldué (/medu)l/p (/X ]g|qdu)1/q.

Demostracion. Consideremos los ntimeros reales no negativos

1/p 1/q
u:(/xlﬂ”du) , vz(/X|g|Qdu) |

La desigualdad de Holder es trivial si w = 0 o v = 0. Supongamos entonces que u, v > 0.

Como f(t) existe y es finito para todo t € X, existe un conjunto medible A C X tal que
f(t) existe y es finito para todo t € Ay tal que se cumple que (X \ A) = 0. Andlogamente,
como ¢(t) existe y es finito para todo ¢ € X, existe un conjunto medible B C X tal que
g(t) existe y es finito para todo t € B y tal que se tiene que pu(X \ B) = 0. Entonces en
AN B existen y son finitas f(t) y g(t) y se tiene que u(X \ (AN B)) = 0. Si aplicamos el
Lema 4.1.3 para

obtenemos que

/X!f(t)g(t)\du(t) I/AmBlf(t)g(t)ldu(t)

W o | G
< w (% /AmB |f$,)|p du(t)+$/x‘g§]¢du(t))
(5 [ ora v [ o)
—w E;; [ 1swp d;(t) + 2 [l auts)

11 11
= uv ]—)Jup 550‘1

41



Proposicién 4.2.3. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva y o-finita.
Sea 1 < p < o0 y sea q su exponente conjugado. Sea ¢ un funcional lineal acotado en
LP(u). Entonces, existe una funcion g € L(u) tal que

o) = [ Falga)dua), fe27) (43)
X
La funcion g es unica salvo medida nula. Ademds, se tiene que

1ol = llglla, (4.4)

donde ||¢|| es la norma de ¢ como operador.

Demostracion. Veamos en primer lugar que la funcién g existe. Si tenemos ||¢|| = 0,
entonces (4.3) y (4.4) se dan para g = 0. Asumamos entonces ||¢|| > 0.

Consideremos primero p(X) < oo. Para cualquier conjunto medible £ C X definimos

v(E) = ¢(xe)-

Como ¢ es lineal y xaup = x4 + xB si A y B son disjuntos, entonces v es aditiva. Para
probar que es numerablemente aditiva, sean (£,)%2; una sucesién de conjuntos medibles
y dos a dos disjuntos. Entonces

N
HXUff’_l En — Z XEn|| = ||XUZ°:1 En — XUN_, En I
n=1

p

= ||XUZ°:N+1 Enllp

—(u( G En>>1/p,

n=N+1

que tiende a 0 porque | J.~ .1 B decrece al vacio. Por lo tanto, se tiene que en la topologia
de £P se cumple

XUZozl En = Z XEn *
n=1
Entonces, la continuidad de ¢ prueba que

(U EB) = oz, )

[e.9]



Por lo tanto v como la hemos definido es una medida compleja.

Esta claro que v(E) = 0si pu(E) = 0 ya que en ese caso || xg||, = 0. Por lo tanto v < py
entonces, el Teorema de Radon Nikodym asegura la existencia de una funcién g € £ (u)
tal que para todo ¥ C X medible

o(xs) = / g(z) du(x) = / x(@)g(z) du(z). (4.5)

X

Por linealidad se sigue que
o) = [ falala) duta) (16)

para cualquier f simple medible, y por lo tanto también para cualquier f € £ (u) (porque
cualquier funcién f € £°°(u) es el limite uniforme de funciones simples). Queremos
concluir que en realidad dicha g € ().

Existe una funcién medible a(z) con |a(z)| =1 tal que a(x)g(z) = |g(x)|. Dado
By ={z e X :|g(x)| <n},

y definiendo
f(z) = axp, (@)lg(x)|"",

se tiene que |f(x)|P = |g(z)|? en E,, pues p(¢ — 1) =q,y f € Z>(n). Entonces por (4.6):
[ ls@lrdut) = [ gt a@late) duta)
- [ f@ata) duta)
= o(f)
< ol

~ ol ([ 156 du(%‘))l/p
~ 1ol ( n o(o) e v

/X X |9(@)|7 duz) < ||]1. (4.7)

Como xg, |g(x)|? es una sucesion que crece a |g(x)|?, aplicando el Teorema de Convergencia
Monoétona a (4.7), obtenemos que ||g||, < ||¢]|. Por lo tanto, g € Z%(p). Si se cumple (4.3),

Por lo tanto,
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la desigualdad de Holder continua implica que

[o()] =

/X £(2)g(x) dps(z)
< /X F(@)]]9(@)] du(z)

<([iror du(a:))l/p (f |g<x>rqdu<x>)l/q

= [I71pllglg-

De lo que se sigue que

ol < ligllo-

(4.8)

Por lo tanto, llegamos a que efectivamente ||¢|| = ||g||, como queriamos, y esto completa

la prueba si pu(X) < oco.

Si u(X) = oo pero u es o-finita, elegimos w € Z'(u) tal que 0 < w(z) < 1 para todo
x € X. Esta funcién existe porque como p es o-finita, se tiene que existe una sucesion
(En)$2, de conjuntos disjuntos tales qu X = (J>~ | E, con 0 < u(E,) < oco. Entonces,

definiendo

> 1
w(z) =) AT aE e @

n=1

se tiene que para cada n, 1+ p(E,) > 1, por lo tanto 0 < w(x) < 1 como queremos.

Ademis, se comprueba facilmente que w € £ (). Vedmoslo:

Por lo tanto, la funcién w(zx) que queriamos existe. Entonces,
dip = wdp,
define una medida finita y

FeZf)— TF = w'?F € 2% (u),
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define una isometria lineal biyectiva T: ZP(f) — £P(u), porque w(x) > 0 para todo
x € X,y entonces
1/p
1, = ([ e dn)

(
([t du) ’
(.

1/p
= w|F|p— )
w
1/p
()
X
= HFHP
Por lo tanto,

Y(F) = p(w'PF) (4.10)
define un funcional lineal acotado ¥ en ZP(fi) con ||| = ||¢||. La primera parte de la
prueba, demuestra que existe G € £ (f)tal que

W(F) :/ FGdn, Fe. 2. (4.11)
X

Si ponemos ¢ := w'9G entonces

[ toldi= [ 1617 dm = i = ol
X X

Asi que (4.4) se cumple, y como G dfi = w'/Pgdyu, finalmente tenemos

o(f) = w(w/rf) = /X w PG dp = /X fgdu, e L)

Por tltimo, la unicidad de g estd clara. Sean g y ¢’ cumpliendo (4.3), entonces la integral
de g — ¢’ sobre cualquier conjunto medible F de medida finita es 0 (como vemos tomando
f = xg).- Entonces, por la o-finitud de p se tiene que g — ¢’ =0 e.c.t.

O

Proposicién 4.2.4. Sea (X,3) un espacio medible y p una medida positiva y o-finita.
Sea ¢ un funcional lineal acotado en L' (1). Entonces, existe una funcion g € £ (u) tal
que

~ [ s9dn. 12w, (112
b's
La funcion g es unica salvo conjuntos de medida nula. Ademds, se tiene que
o]l = llglls- (4.13)

donde ||¢|| es la norma de ¢ como operador.

45



Demostracion. Veamos en primer lugar que g existe. Como en el resultado anterior, po-
demos asumir ||¢|| > 0.

Consideremos primero p(X) < co. Para cualquier conjunto medible £ C X definimos

v(E) == o(xp).

Como ¢ es lineal y xaup = xa + x5 si Ay B son disjuntos, entonces v es aditiva. Para
probar que es numerablemente aditiva, sean (E,)%2; una sucesién de conjuntos medibles
y dos a dos disjuntos. Entonces

N
b
n=1

= X

= XUz vy a1

Zu( G En>

n=N+1

que tiende a 0 porque | J7~ +1 B decrece al vacio. Por lo tanto, se tiene que en la topologia
de Z! se cumple

XU, By = ZXEn-
n=1

Entonces, la continuidad de ¢ prueba que

v( D En> = ¢(Xu= ,E.)

n=1
oS

Z XEn)

n=1

d(xe,)

VR

¢

WE

n=1

Dﬁg

(En)-

1

n

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida compleja.

Esté claro que v(E) = 0 si u(E) = 0 ya que en ese caso ||xg||1 = 0. Por lo tanto v < p,
por lo que el Teorema de Radon Nikodym asegura la existencia de una funcién g € £ (u)
tal que para todo £ C X medible

sb(xE):/Egdu:/Xngdu- (4.14)
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Por linealidad se sigue que
o(f) = / fgdp
X

para cualquier f simple medible, y por lo tanto también para cualquier f € £ (u) (porque
cualquier funcién f € Z°°(u) es el limite uniforme de funciones simples). Queremos
concluir que en realidad dicha g € Z>°(u).

Por (4.14), se tiene que

équwwmmﬂwwm7Eez

Es decir,
1

1(E) /Egd“‘ <lloll, wn(E)>0.

Entonces, por la Proposicién 2.2.2, tenemos que |g(z)| < ||¢|| e.c.t y por lo tanto ||g|ec <
|lo|l. Es decir, g € £(u).

Si ademds se cumple (4.12), se tiene que

Mﬂzéﬁ@SMMAﬂMﬂMdﬂh

de lo que se deduce que

18]l < [|g]loo- (4.15)
Por lo tanto, ||¢|| = ||g|lec como querfamos, y esto completa la prueba en el caso en el que
pu(X) < oo.

Si u(X) = oo pero u es o-finita, elegimos w € £ () tal que 0 < w(x) < 1 para todo
x € X. De nuevo por el mismo razonamiento que en el resultado anterior tiene sentido
esta funcion. Entonces,

dp = wdp
define una medida finita y
Fe ' (n)— TF :=wF € L () (4.16)

define una isometria lineal biyectiva T: Z'(u) — £'(n) porque w(z) > 0 para todo
x € X,y entonces

HTFm:1/|meM
X

:/w\F\d,u
X
|
— [ wlFl, dn
X w

AL
X
— 17
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Por lo tanto,
U(F) = ¢(wF) (4.17)

define un funcional lineal acotado ¢ en Z1(fi) con ||| = ||¢||. La primera parte de la
prueba, demuestra que existe G € £ (r)tal que

¢(F):/XFGdﬁ, Fe < (n). (4.18)

Si ponemos g := G entonces

I9llse = 1Gllse = [lll = [0l

Asi que (4.13) se cumple, y como G di = wg dp, finalmente tenemos

o) = viwp) = [

X

wifGdi= [ fgdu fe )
X

Por 1ltimo, la unicidad de g se ve claramente como en la Proposicién 4.2.3. Si g y ¢
son funciones cumpliendo (4.12), entonces la integral de g — ¢’ sobre cualquier conjunto
medible £ de medida finita es 0 (tomando f = xg). Entonces por la o-finitud de u se
tiene que g — ¢’ = 0 e.c.t. O

Teorema 4.2.5. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva y o-finita. Sea
1 < p<ooyseaq su exponente conjugado. Entonces L) es isométricamente isomorfo

a (LP(p))*.
Demostracion. Definimos el funcional
T: Li(p) = (LP(w)",

lineal y continuo tal que a cada g € L9(u) le asocia T, € (LP(u))* definido por

T,0):= [ fodu fe L)
be
Este funcional esta bien definido porque para cada g € L(u), se tiene que T, € (LP(u))*.

Para probar entonces que L?(u) es isométricamente isomorfo a (LP(u))*, solamente te-
nemos que ver que 7' es un isomorfismo lineal, es decir, que || T,|| = ||gll4

Por la Proposicién 4.2.3, sabemos que ||T,]| = ||¢]] = ||g]l;- Ademds, por el mismo
resultado, sabemos que dado ¢ funcional lineal y continuo en LP(u) existe una tnica
funcién g € Li(p) tal que T, = fx fgdp = ¢, por lo tanto T}, es sobreyectivo, lo que
concluye nuestra demostracion. O
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Capitulo 5

Sobre el Teorema de RadonNikodym
vectorial

5.1. Medidas vectoriales

Definicién 5.1.1. Sea (X, X)) un espacio medible y v una aplicacién
v:x — FE,

donde E es un espacio de Banach. Se dice que v es una medida vectorial finitamente
aditiva, si para cualesquiera A;, As conjuntos medibles disjuntos, se tiene

V(A1 UAy) =v(Ar) +v(Ay).

Si ademaés . .
1/( U An> = Z v(Ay)
n=1 n=1

en la norma de la topologia de E, para cualquier sucesién (A4,)5° ; de subconjuntos disjuntos
medibles, entonces se dice que v es una medida vectorial numerablemente aditiva.

Ejemplo 5.1.2. Sea (X, X)) un espacio medible y p una medida positiva y finita. Definimos
AeX = v(A)=xa€ L' (p).

Entonces v es una medida finitamente aditiva, ya que dados A;, As conjuntos medibles
disjuntos, se tiene que :

V(A1 U As) = xa,04, = X4, + Xa, = V(A1) +v(A).
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Ademas, si (A,)22, es una sucesién disjunta de subconjuntos medibles, entonces

(U a) - Sl =l U )],
n=1 n=1 n=m+1
= h’m HXU;)LimHAn .

—hm (/ |XUn > n|du)
([ )

(e 0 0)
=0.

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial numerablemente aditiva
con valores en L'(y).

Ejemplo 5.1.3. Sea (X,X) un espacio medible y u una medida positiva y finita. Sea
1 < p < oo, definimos
Ae ¥ —v(A)=xa€ LP(p).

Entonces v es una medida finitamente aditiva, ya que dados A;, A conjuntos medibles
disjuntos, se tiene que :

I/(Al U AQ) = XA1Ud; = XA, T X4, = V(A1> + V<A2)'

Ademas, si (A,)22, es una sucesién disjunta de subconjuntos medibles, entonces

n=1

lim Hl/( EOJ An> — iz/(An) = hm H ( U A >
n=1 n=1 =m-+

= hm HXU” 1 A

p
1/p
= lim ( /X XU An ) du)

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial numerablemente aditiva
con valores en LP(u).
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Ejemplo 5.1.4. Sea (X, X)) un espacio medible y p una medida positiva y finita. Definimos
AcY—v(A)=xa € L>®(n).

Entonces v es una medida finitamente aditiva, ya que dados A, Ay conjuntos medibles
disjuntos, se tiene que :

I/(Al U AQ) = XAUuA2 = XA; T XA, = V(A1> + V<A2)'
Sin embargo, si (A4,)5°; es una sucesion disjunta de subconjuntos medibles, entonces
h'mHl/<UAn> —ZI/(An) —hmH ( U A )
n=1 n=1

= lir}ln HXU?LO:m-‘—l A"
=1.

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial finitamente aditiva con
valores en L>(u), pero no es numerablemente aditiva.

Ejemplo 5.1.5. Sea [[0, 1], 10, 1]] espacio medible y m la medida de Lebesgue. Definimos

oo

A€ a0,1] s v(A) = < /A sen(n) dm) € co.

n=1

En primer lugar tenemos que esta medida estd bien definida, ya que el lema de Riemann-
Lebesgue afirma que si f € L0, 1] se cumple que

1

lim f(z)sen(nx)dz = 0.

n—oo 0

Esto demuestra que para f = x4 se tiene que ( f 4 sen(nx) dx) € ¢g.

Por otro lado, v es una medida finitamente aditiva, ya que dados A, As conjuntos
medibles Lebesgue disjuntos, se tiene que :

V(A1 UAy) = (/A . sen(nx) d:c>
1UA2 n=1

sen(nx d$+/ sen(nz) dx)
Aa n=1

( sen(nx d:r;) + (/ sen(nzx) d:r:)
n=1 Az n=1
v(A

) +v(Az).
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Ademas, se cumple que
[v(A)][oe = sup ‘/sen nw da:‘ n e ]N}

{/ | sen(nz)| dzx : nG]N}
m(A),
donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1].

Por lo tanto, si (A;)32, es una sucesién disjunta de subconjuntos A; C [0, 1] medibles
Lebesgue, entonces

inl(U4) - 3w

ol =il U 4)
< limm( | U Aj>

= 0.

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial numerablemente aditiva
con valores en cg.

Ejemplo 5.1.6. Sea [[0, 1], .#[0, 1]] espacio medible y m la medida de Lebesgue. Definimos

o)

Ac . #0,1] — v(A) = (/A sen(nz) dx) €.

n=1

En primer lugar tenemos que esta medida esté bien definida, es decir,

(Sl fmemra )" <

Esto se debe a que el sistema {cos(nz),sen(nz)} es una base ortonormal de L?[0, 1]. Por lo
tanto, dada una funcién f € L?[0, 1], sus coeficientes de Fourier estdn en ¢*. Entonces, si
tenemos f = x4 € L*[0,1] tenemos que ( [, sen(nz) dx) es una parte de los coeficientes
de Fourier de f, y por lo tanto la suma de sus cuadrados es finita.

Por otro lado, v es una medida finitamente aditiva, ya que dados A;, As conjuntos
medibles Lebesgue disjuntos, se tiene que :

V(AL U Ay) = (/A ) sen(nx) dx)
1UA2 n=1

- ( /A sen(na) dw) :; + ( /A sen(nz) dw) :;

= V(Al) + I/(AQ).

52



Ademas se cumple, por la desigualdad de Bessel, que

(A2 = (Z /Asen(nx) dx

Por lo tanto, si (A;)%2; es una sucesién disjunta de subconjuntos A; C [0, 1] medibles
Lebesgue, entonces

o (U) - vt

o\ 1/2
) < lIxallz2po. = m(A)"2.

(U ),

J=1 Jj=m+1
o 1/2
<tim (m( |J 4))
m j=m+1
=0

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial numerablemente aditiva
en (.

Ejemplo 5.1.7. Sea (X,X) un espacio medible y u una medida positiva y finita. Sea
T: L'(u) — E un operador lineal y continuo. Definimos

v(A):=T(xa), A€

Entonces v es finitamente aditiva, ya que dados A;, A; conjuntos medibles disjuntos, por
la linealidad del operador 1" tenemos que

V(A1 U Ag) = T(xa,us.) = T(xa, + Xa,) = T(xa,) +T(xa,) = v(A1) +v(A2).

Ademas, para cada A, se tiene que

(Al = ITOxa)lz < ITHlIxallzrg = [T11(A).

Consecuentemente, si (A4,)5%, es una sucesion disjunta de subconjuntos medibles, en-

tonces

() - S0, =l ),

<timu( J AT

n=m+1

=0.

Por lo tanto v como la hemos definido es una medida vectorial numerablemente aditiva
con valores en E.
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Definicién 5.1.8. Sea (X, ) un espacio medible, v: ¥ — E una medida vectorial y
una medida finita real no negativa. Si

lim v(A) =0,
w(A)—0

entonces se dice que v es p-continua y se escribe como v < j.

A veces cuando v < i diremos que v es continua respecto de p o que v es absolutamente
continua respecto de .

5.2. La integral de Bochner

En esta seccién veremos la definicion de integral de Bochner. Es una abstraccién de la
integral de Lebesgue. Normalmente se dice que la integral de Bochner es simplemente la
integral de Lebesgue con los valores absolutos reemplazados por normas. Veremos que a
menudo esto es asi, pero hay veces que es una afirmacion errénea sobre la integral de
Bochner. Ademas, veremos mas adelante que, en general, el Teorema de Radén Nikodym
falla para la integral de Bochner.

Definicién 5.2.1. Sea (X, Y) un espacio de medida y p una medida positiva y finita. Sea
E un espacio de Banach. Sea f una funcién f: X — E. Se dice que f es simple, si existen
r1...0, € Ey Ay... A, medibles tales que

=1

Para una funcion simple f, la integral respecto de i se define por linealidad respecto de
la medida, es decir,

/deu = /X (iIiXAi> dp = il‘i/X(XAi)du = ixiM(Az’),

donde se comprueba facilmente que el valor no depende de la expresion de f como suma
de vectores por funciones caracteristicas.

Ademas, se tiene la siguiente propiedad fundamental: si f es una funcién simple se

cumple
| [ rau], < [ 1stean o)
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cuya comprobacién es directa:

| [ ol =] [ S, = [ i
i=1 i=1
<Y llzap(A)lle = Y llwillmp(As)
=1 1=1
= Zz: ||-’fz||E/A dp = /X (g ”leEXAi) dp

=i/nﬂde
X

Se dice f que es p-medible si existe una sucesion (f,,)5°, de funciones simples con

h’Tan | fulz) — f(2)[|[g =0 ect.zeX.

Observacion 5.2.2. En la literatura, el término fuertemente medible se usa a menudo
para referirse a la p-medibilidad. A veces, la referencia a la medida p se puede suprimir si
no hay ambigiiedad.

Las propiedades usuales de estabilidad de una funcién medible bajo sumas, multiplica-
ciones por escalar y limite puntual se cumplen. Lo enunciaremos en el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.3. Sea (X, ) un espacio medible y . una medida positiva y finita.

(a) Si f,g: X — E son pu-medibles, entonces f + g es p-medible.
(b) Si f: X — E es p-medible y a € R, entonces af es p-medible.

(c) Si fo: X = E (n>1) son p-medibles, entonces lim,, f,, es p-medible.

Definicién 5.2.4. Sea (X, X) espacio medible, y p una medida positiva y finita. Sea
E espacio de Banach. Sea f: X — FE una funciéon p-medible, se dice que es integrable
Bochner si existe una sucesién (f,)22; de funciones simples tales que:

lm/Wh e —

Se cumple en este caso, a partir de (5.1) que la sucesién en E dada por

(o)

es de Cauchy en E y, por tanto se define la integral de f respecto de p como
[ 1@ @) =tim [ f@)dute). A€
Se cumple que este limite no depende de la sucesion (f,)22; elegida.
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Teorema 5.2.5. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva y finita. Sea E
espacio de Banach. Se cumple que una funcion f: X — E u-medible es integrable Bochner

sty solo si
[ 1@l dute) < o

Demostracion. =) Si f es integrable Bochner, sea (f,,)?°; una sucesién de funciones sim-
ples que cumplen la Definicion 5.2.4, entonces

J 5@l duto) < [ 15@) = flledute) + [ 15,0 ledut) <

<) Reciprocamente supongamos que f es p-medible y [, || f(z)||g du(z) < co. Elegimos
una sucesiéon de funciones (f,,)5; medibles, que toman cada una de ellas una cantidad
numerable de valores tal que

1f(z) = ful2)||E < % para cada n,

(véase Diestel, Uhl, [3], p.42). Entonces, para cada entero positivo n, escribimos

o
- Z xn,mXAn,m <I>
m=1

donde An,i N AnJ = (Z) S 7& j, An,m medibles) xn,m € E.

Por lo tanto

(@)l = 1f(2) = falz) = f(2)]|e
< f (@) = fu(@)lle + [ ()] 2

<@l + =,

—_

en casi todo, y como pu es finita, se tiene que

J1n@lsdu) < [ 1@z + [ = dnto)

/ 19l dia) + ~p(X)

Para cada n, elegimos p,, grande tal que

[ 1@l <12

m=pn+1An,m
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y fijamos

Pn
)= ) TumXan, (T)
m=1

Entonces, g, es una funcién simple y se tiene que

/Wf — gu(@) |z dula /Hf ()15 dpu(x /Hh ) = gul(@) 1 dpu(z)

géﬁmmﬁ+éw )l dta)

m=pn+1 1M
X X
_ (X) +u( )
n n
_ 2p(X)
n

Tomando limite cuando n — oo se tiene que

hm/Hf (@) du(z) = 0.

Por lo tanto se tiene que f es integrable Bochner como queriamos probar. O

Teorema 5.2.6 (Convergencia Dominada). Sea (X,X) un espacio de medida y p una
medida positiva y finita. Sea (fn)5>, una sucesion de funciones integrables Bochner con
fn: X — E. Supongamos que

lim f,(x) = f(z) e.ct.,
y que existe una funcion g(x) con valores reales e integrable Lebesque en X de manera que

| fu(@)] < g(z) ect

Entonces f es integrable Bochner y se cumple que

llm/fn ) du(z /f Ydu(z), A€

Demostracion. Por un lado tenemos que lim,, || f(z) — f.(x)||g = 0 e.c.t. Por otro lado, se
tiene que existe una funciéon integrable Lebesgue 2¢ tal que

1 () = fal@)le < I (@)lle + [ fa(@)lle < g(z) + g(x) = 29(x)

Entonces, por el Teorema de la Convergencia Dominada en su versién escalar, tenemos
que || f(z) — fu(z)|| g es integrable y que

hm/nm (2)][ = 0.

Por lo tanto, f es integrable Bochner y se tiene que lim, [, fo(z = [, f
como queriamos. D
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Definicién 5.2.7. Sea (X,X¥) un espacio medible y v una medida vectorial. Dado A
medible la variacion total de v en A € ¥ es

vI(4) = supz I (A3) |

donde el supremo se toma sobre todas las particiones medibles {A;}32, de A. La medida
variacion de v es la medida positiva dada por

AeX—|v|(A) €0, 00].

Teorema 5.2.8. Sea (X,X) un espacio de medida y 1 una medida positiva y finita. Si f
es una funcion integrable Bochner, entonces se tiene:

(a) limy a0 [, f(x) du(z) = 0.
) 11 f, F@) du@)s < [, |f@)]eduz), A€,

(c) Si(A,)r, es una sucesion de conjuntos medibles disjuntos y A =\J -, A, entonces

[ 1@ dnta Z/f ) d

donde la suma es absolutamente convergente.
(d) Se define
= / flz)du(z), AeX,
A

que es una medida vectorial con valores en E, de variacion acotada, y cuya variacion
estd dada por

~ [ W@ledute), act.

Demostracion. (a) Como limy, a0 [, [|f(2)||g dpu(z) = 0 para ||f(1)||z € L (1), el apar-
tado (a) se sigue del (b).

(b) La desigualdad triangular nos da este apartado para funciones simples (visto en
(5.1)). Para el caso general, solo hay que pasar al limite:

H/f ) du(z

) dp(x

glf;n / (o)l du(a)

- / V(@) da(z).
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(c) Notemos que la serie Y °, [, fdu estd dominada término a término por la serie

convergente no negativa y - [ 4, I1f(@)|| du. Entonces 372 i) a, [ du es absolutamente
convergente.

Por otro lado, notemos que

| [, rowe -3 [ seac

por la aditividad finita de la integral de Bochner. Ademas,

(U 4) =

n=m-+1

] [, fra], =0

n= m+1

g T = i IRELE

(d) Sea A medible y {A,}2, conjuntos medibles dos a dos disjuntos tales que A =
U2, A, entonces

’
E

NI

n= m+1

nl

luego por (a),

Por lo tanto,

como queriamos.

S lvtanlle =3 [ s dute
< [ W@l

- / 1 @)l du().

Por lo tanto, |v[(A) < [, |If(z)||lgdu(xz) por lo que v es de variacién acotada, pues

Jx lf (@ )z dp(a) < 00.

Falta probar la desigualdad contraria. Para ello, sea ¢ > 0 y elijamos una sucesién
(fn)o2, de funciones simples tales que

lim / 1) = ful) | dpu(z) = 0.

Fijamos ng tal que

/ 1F(@) = foo(@) | dps(z) < &
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y elegimos una particién finita de A, es decir, A = Ufil B; tal que:

ZH/ Fuo () /ano s du(),

esto es posible pues f,, es una funcién simple.

Entonces, refinando la particion anterior, es decir, subdividiendo de forma medible los
conjuntos B;, podemos obtener una particién de A, es decir, A = J,~, A,, tal que

0<|v|[(A ZH/f ) dp(x L e

Notese que se sigue cumpliendo que

[ e dute) =S| [ dwierto]

Ademas

Z‘H/f o) |, = | [ fw@ @] | < [ 150 - futoleduta) <

Por lo tanto,

) = [ o) = [ =3 | [ iyt | <2
Como esto se tiene para ng suficientemente grande, deducimos que
pI4) =t [ ool dn(o) = [ 1)z dute)
como queriamos. O

Corolario 5.2.9. Sea (X,X) un espacio medible y p una medida positiva y finita. St f y
g son funciones integrables Bochner y

[ @ du) = [ g@due) aes,
A A
entonces f = g e.c.t.
Demostracion. Definimos la medida
W) = [ () = g@) duta), A
A
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entonces v(A) = 0 para cada A medible. Por lo tanto, |v|(A) = 0 para cada A medible,
pero por el Teorema 5.2.8 apartado (d), se tiene que

0 = |v](4) = / 1£(@) — g(x) |l dpu(z).

Por lo tanto, || f(z) — g(x)||g = 0 e.c.t y esto solo ocurre si f = g e.c.t como querfamos.
[l

Proposicién 5.2.10. Sea (X, X)) un espacio medible y p una medida positiva y finita. Sea
f: X — E una funcion integrable Bochner. Entonces, dado un funcional lineal y continuo
y* € E*, se cumple:

W /X £ () du(z)) = /X ", (@) dulz).

Demostracion. Primero lo verificaremos para funciones simples f = > | z;xa, con z; € E,
parai=1...n, (A;)", conjuntos medibles disjuntos:

", /X P du() = (57,3 zan(A0)

1=

= Z<y*7 2i) (Ai)
=305 [ duo

i

n

= [ (X0 mao) duta)

i=1

_ /X ", £ (@) du(z).

Para f p-medible, consideramos (f,,(z))s; funciones simples medibles que cumplen la
Definicién 5.2.1. Entonces, gracias a la continuidad de y* se tiene

o[ f@au) = i [ g duto)
= lim(y", /X fo() dp(z))
~tim [ (5", £, (@) a0
_ /X i (y*, fo () dpa()

n
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- /X (", im [, (x)) dp(x)
= [ s duto)

donde hemos podido intercambiar limite e integral por el Teorema de la Convergencia
Dominada, pues [ ||f(z)||gdu(z) < co. O

5.3. El fallo del TRN en el caso vectorial

Uno de los aspectos mas interesantes de la teoria de la integral de Bochner se basa en
la siguiente pregunta: ;Cudndo surge una medida vectorial como una integral indefinida
de Bochner?

Si (X, 3, i) es un espacio de medida finito y v: ¥ — E es una medida vectorial de la

forma
=/fw,
A

para alguna f integrable Bochner, entonces v es numerablemente aditiva (por el Teorema
5.2.8), p-continua y de variacién acotada.

Reciprocamente, en el caso de medidas complejas sabemos que por el Teorema de Radon-
Nikodym, si v es una medida compleja, absolutamente continua respecto de u, existe una
funcién integrable f para la que v(A) = [ 4 fdp. Para la integral de Bochner en general,
esto no tiene por que ser cierto.

Ejemplo 5.3.1. Una medida vectorial, numerablemente aditiva, con valores en cy y de
variacion acotada que no tiene derivadad de Radon-Nikodym.

Sea ([0, 1], .10, 1]) espacio medible y u la medida de Lebesgue en [0, 1]. Vamos a hacer
una pequena modificacién en el Ejemplo 5.1.5 para obtener lo que buscamos. Definimos

v(A) = (/Asen(Q”ﬂx) d,u(x))oo :

n=1

La prueba de que esta medida estd bien definida, es decir, ¥(A) € ¢y, y de que es
numerablemente aditiva, sigue los pasos de el Ejemplo 5.1.5

De la acotacién
[v(A)]le, < Sup/ sen(2"mx)| du(r) < p(A), A€ .#([0,1)),
n JaA

se sigue que v es p-continua y de variaciéon acotada, pues

Z (A e < Zu < 00,
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Supongamos ahora que existe una funcién f: [0, 1] — ¢y integrable Bochner tal que

o) = [ f@)duta), Ae (o)
donde f es de la forma

z € [0,1] = f(z) = (fal2))nly € co,
donde lim,,_,, f(x) = 0 para casi todo z.

Como el dual de ¢q es /1, las coordenadas de un funcional lineal en ¢y son todas funcio-
nales lineales continuos, es decir, consideramos p, = (0,...,1,...,0) € ¢!, entonces

(s (A)) = /A sen(27z) du(z), A€ .((0,1]).

Utilizando la Proposicién 5.2.10, se tiene que

<wAﬂWMM=A@M@WM@=AM@wm,A@MMW

Por lo tanto,

/Afn(a:) du(z) :/Asen(Q”mz:) du(x), A€ . #([0,1]).

Entonces, como lo anterior se tiene para todo A medible, se deduce que
fn(z) =sen(2"mz) e.c.t.,
por lo que el candidato a funcién densidad de Bochner es

f(z) = (sen(2"mx)) " .

Veamos ahora que esta funcién no toma valores en ¢y en un conjunto de medida positiva.
Definimos 1

An::{me 0,1] : fn(x 2—}.

0.1 fu(@) >

Entonces u(A,) = }1 para cada n. Veamoslo. Sabemos que x € A, si se tiene que
n 1
sen(2"mx) > —.

V2

Por lo tanto, haciendo célculos y despejando la x se tiene que

1 k 3 k

2n+2 + 2n—1 S xr S 2n+2 + 2n—1'
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Definimos

1 k 3 k]

]k = 2n+2 + Qn—l’ 2n+2 + 2n—1

Determinemos para qué valores de k se tiene I, C [0,1]. Debe ser £ > 0 y debe ocurrir
que

3 k ]
2n+2 + 2n—1 —

Por lo tanto,

3

e k < 2n—1

8 ths ’
asi que

E<2m -1

porque k debe ser entero. Por lo tanto, para k = 0...2"! — 1 se tiene que I}, C [0,1] y

son disjuntos. Por lo tanto, hay 2"~! intervalos, y como u(I,,) = JnrT entonces
on-t
M(An) - on+1 - Z’

como queriamos.

Consideremos ahora el conjunto de los puntos que pertenecen a una infinidad de con-

juntos A,:
A= U A

n=1j=n

Podemos acotar inferiormente la medida de A:

1(A) Iu( ﬁ GAJ) = h’}glu( OAJ) > lim p(A,) = i-

n=1j=n j=n

Por otro lado, consideremos el conjunto B de los puntos x € [0, 1] tales que f(z) & co

B := {x € [0,1]: f(x) ¢CO}.

Como si x € A se tiene que x pertenece a una infinitud de conjuntos A,, entonces
fulz) > \/Li para infinitos valores de n € IN. Por lo tanto, lim,, f,(z) # 0, luego x € B. Se
sigue que p(B) > 1. En particular, u(B) > 0. Se deduce que la funcién f no toma valores
en ¢o en casi todo x € [0, 1], luego la medida v no tiene una densidad Bochner integrable.

Observacién 5.3.2. El fallo del Teorema de Radon-Nikodym para la integral de Bochner
no es un aspecto negativo. En realidad, este fallo en casos especiales tiene poderosas
repercusiones en la teoria de operadores, la geometria de los espacios de Banach, la teoria
de dualidad de los espacios de Banach, la teoria de probabilidad vectorial y la teoria de
integracion.
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Ejemplo 5.3.3. Una medida vectorial con valores en L'([0,1]) que no tiene derivada de
Radon-Nikodym.

Sea ([0,1],.#([0,1])) v p la medida de Lebesgue en [0, 1]. Definimos v: .Z[0,1] —
L([0,1]) como

Ae 0,1 — v(A) = xa € L'([0,1]).

Entonces v es numerablemente aditiva (por el Ejemplo 5.1.2), py-continua y de variacién
acotada. De hecho, se tiene que

—SUPZ“ Il —SupZu ), Ae.([0,1]).

Supongamos que existe g: [0,1] — L([0, 1]) integrable Bochner tal que

V(A):/Agdu, Ae #([0,1)).

Definimos un operador T': L>=([0,1]) — L*([0, 1]) como

Tf= | fgdu, [feL>([0,1]).
0.1

Veamos que este operador es compacto, es decir, que T'(Bre[,1) es un conjunto relativa-
mente compacto en L'[0,1]. Sea ¢ > 0, como g es integrable Bochner, por la Definicién
5.2.4, existe una funcion g, simple tal que

A o) — (@)l () < <

Sea g, (x) = Y _i", mixa,; (@) donde n; € L0, 1] y (A4;)!™, son conjuntos medibles disjuntos.
Sea f € Bpe[p, s decir, |f(z)| <1 e.ct. y x € [0,1]. Entonces

(z)g(7) du(r) — f(@)gn(z) dp(x

. . =1, f@ete) = s duta)]|

(5.2)
< /[ NICTERARITIE

_ /[ @) — gnte)l )
< /[ o) = ) du)

<€

65



Desarrollemos f(@)gn(x) du(z)
[0.1]

[0.1]

e ) = | P (3w @) dut) = Y [ ) o)

donde [ 4, f(x) dp(z) son escalares que cumplen:
x x x x A;) <1
S| [ s@a| <X [ rwlan <3 ua <1

Por lo tanto se cumple que el vector / gn(x) f(x) du(x) pertenece a la envolvente convexa
[0,1]

de las funciones 7, . . . 7,,, de L0, 1]. Este conjunto es un conjunto compacto que denotamos
K =co{m,...,0m}

Se sigue de (5.2) que T(Bp~jo1)) C K + ¢,y como K + ¢ es relativamente compacto, se
deduce que T'(Bre[,1]) es relativamente compacto como querfamos.

Por otro lado consideremos una sucesién de conjuntos medibles (A,,) tales que

1 1
W(An) = 2 (AnAA,) = 1

Una forma de obtenerlos es considerar particiones diadicas sucesivas de [0,1] y formar A,
escogiendo los subintervalos impares de cada particién. Es decir,

n=1. I, = 0,%:, 122:%,1}

ot b=l s=fl] B a-f

s 1) ne) b=[d) -
Sy R

De esta forma se tiene: )

Como tenemos que 7" es compacto, es decir T'(Bre[ 1)) relativamente compacto, se tiene
que como x4 € Bre[o], existe una subsucesion (x A”k) de la sucesién (xa,) tal que

Ixan = Xanlh = #(AnAAy)

1T(xa,,) — T(xa,,)ll1 — 0.
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Sin embargo, tenemos que

IT(ca) = TOca)lh = | / @)~ [ awydute)
= v(42) = v Al

= HXAn - XAmHl
= (A, AA,)

1

Por lo tanto, no puede existir dicha subsucesién y entonces T no puede ser compacto. Sin
embargo, habiamos visto antes que si existiera la funciéon ¢ integrable Bochner, T seria
compacto. Esto significa que entonces no puede existir la funcién g como la hemos definido.

5.4. Teorema de Radon-Nikodym y representacion de
operadores

Este capitulo se centra en la relacién que hay entre el Teorema de Representacion de
Riesz y el Teorema de Radon-Nikodym. Recordemos primero lo que dicen estos teoremas.

Definicién 5.4.1. Una funcién g: X — E p-medible es esencialmente acotada si cumple

inf{a >0 p({z € X [lg@)| > a}) = o} < 0.

Teorema 5.4.2 (Representacién Riesz). Sea (X, X) un espacio medible y p una medida
positiva y finita. Sea E espacio de Banach y T: L'(11) — E un operador lineal y continuo.
Entonces existe una funcion g : X — E u-medible y esencialmente acotada tal que

Tf = /X fgdp,  fe L), (5.3)

Teorema 5.4.3 (Radon-Nikodym). Sea (X, X) un espacio medible y  una medida positiva
y finita. Sea E espacio de Banach. Sea v: Y — E es una medida vectorial, p-continua y
de variacion acotada. Entonces existe una funcion g integrable Bochner respecto de p tal
que

v(A) = /Agdu, Ael. (5.4)

Veremos que la conexion entre ellos es basicamente formal y que si E es un espacio de
Banach fijo, entonces el Teorema de Representacién de Riesz describe todos los operadores
T como en (5.3) siy solo si el Teorema de Radén-Nikodym describe todas las medidas v
como en (5.4).
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Ejemplo 5.4.4. Fuallo del Teorema de Representacion de Riesz para un operador T: L'[0,1] —
Co

Sea ([0,1],.#[0,1]) y p la medida de Lebesgue. Definimos un operador T': L'(u) — ¢

CcOo1mo
00

Tf = ( F(t)sen(2"7t) du(t)>

[0,1] n=1

De nuevo por el Lema de Riemann-Lebesgue se prueba que T es un operador lineal en
L*(p) con valores en c.

Ademas,

|verQ)::sgp] |, sen(2"mt) diat

n

SWAJWMWWW@

sAﬁwww
St

Por lo tanto, T esta acotado. Supongamos entonces que existe una funcién g : X — F
pu-medible y esencialmente acotada tal que

Tf= | fgdu, [e€L'(n).

[0,1]

Entonces, si v es la medida vectorial del Ejemplo 5.3.1 y A medible, se sigue que

v(A) =T(xa) —/Agdu,

pero por dicho ejemplo sabemos que esta funcién g no existe.

Ejemplo 5.4.5. Fullo del Teorema de Representacion de Riesz para el operador identidad
en L'([0,1])

Sea ([0,1],.#[0,1]) y i la medida de Lebesgue. Sea T el operador identidad en L'([0, 1]).
Si el Teorema de Representaciéon de Riesz se cumple para este operador, existe una funcion
g: [0,1] = L*(]0,1]) acotada, u-medible tal que

f=Tf= o fgdu, fe LY([0,1]).

En particular, tenemos que x4 = [ 19dp, A € Z[0,1]. Pero entonces, sabemos que g
seria la derivada de Radon-Nikodym de la medida v definida en el Ejemplo 5.3.3, lo que
es imposible porque habiamos demostrado que no existe.
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La relacién entre los Ejemplos 5.3.1, 5.3.3 de la seccién anterior y los Ejemplos 5.4.4,
5.4.5 no es accidental. Precisaremos con los siguientes resultados esta relacion.

Definicién 5.4.6. Sea (X, X) espacio medible,  una medida positiva y finita y F un espa-
cio de Banach. Se dice que F tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto a (X, ¥, u1) si
para cada medida vectorial v: ¥ — E p-continua, de variacién acotada, existe g integrable
Bochner tal que

I/(A):/gdu, AeX.
A

Se dice que E tiene la propiedad de Radon-Nikodym si la tiene respecto a cada espacio
de medida finita.

Sea T': L'(u) — E un operador lineal y acotado, se dice que es representable Riesz si
existe g : X — F tal que

vf = [ fadn <L),
b's
donde g es pu-medible y esencialmente acotada.

Teorema 5.4.7. Sea (X,X) un espacio medible, u una medida positiva finita y E un
espacio de Banach. Entonces E tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto de (X, %, 1)
si y solo si cada T: L'(u) — E es representable Riesz.

Demostracion. =) Supongamos que F tiene la propiedad de Radén-Nikodym respecto a
(X,3, ). Sea T': L*(p) — E un operador lineal y continuo. Definimos v: ¥ — E como
v(A) :=T(xa), A€X.

Como |lv(A)|le = IT(xa)le < IT|Ixallery = IT]|1(A), se sigue que v es numerable-
mente aditiva, pu-continua y de variacion acotada. Entonces, como E tiene la propiedad de
Radon-Nikodym, existe una funcién g integrable Bochner tal que

v(A) =T(xa) = /Agdu, AexX.

/ fgdp,

para f simple y por lo tanto para f € L*(u), porque cualquier funcién f € L>(u) es el
limite uniforme de funciones simples. Por lo tanto tenemos que

Por lo tanto se tiene que

— [ sodn. <L)
X

Como ||[v(A)||g < ||T||u(A) para todo A medible, se sigue que |v|(A) < ||T||u(A). Por lo
tanto, para A medible con p(A) positivo,

1
—_— < ||T|.
o [ alledn <17
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Entonces por la Proposicion 2.2.2; llegamos a que ||g||g < ||T]| e.c.t. Por lo tanto, g es
p-medible y esencialmente acotada y por eso T' es representable.

<) Supongamos que cada operador lineal y continuo T': L'(u) — E es representable.
Sea v: ¥ — E una medida vectorial p-continua de variaciéon acotada. Como v es numera-
blemente aditiva, entonces también lo es |v|. Ademds, como |v| se anula en cada conjunto
de medida p nula, la medida |v| también es u-continua.

Existe una sucesién (A4,)2; de subconjuntos medibles disjuntos tal que X = J>7, A
con la propiedad de que

(n = Du(A) < |v[(A) < nu(A),
para cada A medible contenido en A, para n = 1,2,... Para eso, elegimos una funcién
no negativa h € L*(p) tal que

P = [ b, Aes,
A
y entonces consideramos A, = {z € X : n —1 < h(z) < n}

Fijado n y para una funcién simple f = Y™, a;xp, con B; medible, B; N B; = () para
i # j, definimos el operador

= Z av(A, N B;) = / fdv.
i=1 An

Entonces, tenemos:

1Tl = H}j%

|l [v](An N B;)

Ms

=1

|04Z|TL,U(An N Bl)

||M3

||f||1

Se sigue entonces que T), se extiende a un operador lineal y continuo de L'(u) en E.
Como cada operador T: L'(u) — E es representable, existe g,: X — FE p-medible y
esencialmente acotada tal que

—/ fondp, [ e L' ().
X

Ademas, se tiene que
YANA) = To(wa) = [ gudu. A€
A
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Haciendo esto para cada n, construimos una sucesion (g, )5, p-medible y esencialmente
acotada tal que v(AN A,) = [, gn dpu para A medible. Definimos g: X — E como

g(w) == gy(w), w € A,.
Entonces, como v es numerablemente aditiva,
v(A) = lim (V(Aﬁ (UA">>) = lim gdpu.
" n=1 m AO(UI{Ll An)

Tomando A = U | A,,, se deduce que
v(Uns4n) = / g dp.
UpiAn
Asi,
[ laledu= bl < 0.
Upy An

Tomando supremo en m € IN, se deduce, como v es de variacién acotada, que

[ Nl du < 1013) < .
X

y por lo tanto ||g|| € L'(u) por el Teorema de la Convergencia Monétona. Por tltimo, por
el Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene que

v(A) = lim gdu = / gdpu.
ANUT, A A

m

Por lo tanto, E tiene la propiedad de Radén-Nikodym respecto de (X, ¥, 1) como querfamos
probar. O

5.5. Bases de Schauder

En cualquier tratamiento de sucesiones y series en espacios de Banach, un papel impor-
tante esta reservado para las sucesiones basicas. La discusién de esta importante nocién,
ocupara esta seccién del capitulo. Se sentard una base en la que construiremos varios de
los aspectos mas importantes de la teoria de sucesiones y series en espacios de Banach.

Definicién 5.5.1. Una sucesién (x,)72, en un espacio de Banach E, se llama base de
Schauder para E' si para cada x € F existe una tnica sucesion (o) de escalares tal
que

n
r = lim E LT
n
k=1
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Es facil ver que una base de Schauder esta formada por vectores linealmente independien-
tes.

Una sucesion bésica es una sucesion (z,,)5°; que es base del subespacio vectorial cerrado
que genera. Es decir, la clausura de {z, : n € IN}, que notaremos como [z,,].

Definicién 5.5.2. Sea E espacio de Banach y (z,,)?%, una sucesién de Schauder. Llama-
mos funcionales coeficientes a zj: £ — C para k € N, siendo

oo
Ty 5 Ty > Qi
n=1

Teorema 5.5.3. Si (2,)52, es una base de Schauder para el espacio de Banach E, en-
tonces, cada uno de los funcionales coeficientes son continuos en E.

Demostracion. Denotemos S el espacio lineal de todas las sucesiones escalares (s,)%
. 7 n .
para las que existe lim, » ,_, syz; en E. Definimos

n
sl 2= sup | 3 s

Usando la unicidad de expansiones respecto al sistema (z,,)2°
B: (8]~ ls) = (B, - |z) dado por

o 1, vemos que el operador

B(sn) .—hmg SkTg,  (Sn) €S,

es un operador lineal de S en E que cumple ||B(s,)||g < ||(sn)]ls. Se cumple que B es un
isomorfismo. Para ver que se da esto, solo necesitamos probar que (5, || - ||s) es un espacio
de Banach y apelar al Teorema de la Aplicacion Abierta.

Se ve facilmente que (S,|| - ||s) es un espacio lineal normado, por lo que solo falta ver
que es completo. Sea (yp) © , una sucesion de Cauchy en S, para cada p € IN se tiene que
Yp = (8p4)2, € S. Entonces

i—1
596 = saal il = || D= (5pm = 50) (Spn = S0n)n|
= n=1
'3 —
< H Z(Sp,n — S¢n)Tn 5 + H Z(Sp,n — S¢n)Tn 5
n=1 n=1

i
< 2sup H Z(Sp,n — Sqn)T
' n=1

= 2Hyp - quS-

E
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Por lo tanto, la sucesion(s,;)>2; converge para cada i. Sea s = (s;)72; la sucesién de
escalares obtenida al hacer p — oo, es decir, s; := lim, s,,. Sea r un indice elegido tal que
para p > r tenemos ||y, — yr||s < €, con € > 0, que existe pues la sucesién (y,)72, es de
Cauchy en S. Por la definicién de la norma de S, para p > r tenemos

n
sup H Z(SP”' — Sp4)T;
"=l

Como y, = (s,,1)%2; € S, existe n. tal que para todom,n > n. conm >n, || ¥, Sr,ixiHE <
. Entonces tomando limite cuando p — oo, para m > n > n., tenemos que

m
| > s
i=n

y por lo tanto, s = (s;)2; € S, y s es el limite en S de la sucesién (y,)52;.

<e.
E

< 3¢,
E

Entonces, como B es un isomorfismo, esta claro que los funcionales coeficientes zj son
continuos pues se tiene

|||zl e < 2| B7Y|

[eS)
’ E Qnln
E
n=1

]

Un espacio con una base es siempre separable, y es en realidad el caso mas natural de
espacios de Banach separables. Resaltemos que encontrar una base para espacios conocidos
no es, en general, facil. Veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.5.4. En el caso de los espacios de sucesiones separables ¢y y £, con 1 < p < oo,
la sucesion (p,)5, de vectores unidad

pn=(0,...,0,1,0,...),

es una base pues para cada = (,)%, € (* se cumple
oo
€T = Z TnPn,
n=1
donde la serie converge en la norma de ¢ es decir,

=0.

p

N
lim Hx — g x
N—o00 nPn
n=1
Andlogamente, para cada x = (2,)52, € ¢ se tiene que

[eS)
n=1
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donde la serie converge en la norma de ¢y es decir,

N
lim Hx— E TnPn
N—o0 [e's)
n=1

En el caso de ¢, el espacio de sucesiones convergentes, tomamos
1=(1,1,...,1,...).
Entonces, {1, p1,...,pn, ... } €s una base para ¢ pues para cada r = (,,)3; € ¢ se cumple

= (limz,) -1+ anpn,

n=1

donde la serie converge en la norma de c es decir,

=0.

N
Jin o = Gman) 1= 32|
Ejemplo 5.5.5. Con los espacios de funciones es mas complicado. En el caso de C[0, 1],
J. Schauder prob6 que la base de Schauder es una base donde los términos estan dados
como:

f(t):l, t €0,1]
() =t, tel0,1]
t€0,1/2]
3(t) :{ 2—-2t tell/2,1]
te0,1/4]
2—4t tell/4,1/2)
{ tel1/2,1]
te0,1/2]
fs(t) = 4t—2 te[1/2,3/4]

4—4t  te[3/4,1]
En general, sin > 1y 1 <1: < 2" podemos definir
fonriv1(t) = f5(2"t+1—14), donde 2"t+1—1i€[0,1].
Ejemplo 5.5.6. En el caso L?[0, 1], con 1 < p < oo, la base de Haar viene dada como:
fit)y=1, te]o,1]
fa(t) = X072/ (t) = X (1/2,11(F)
f3(t) = Xj0,1/41(t) — X(1/4,1/2) (%)
f1(@) = Xpy2,3/9() — X@/a/(0)-
En general, sin > 1y 1 <i < 2" entonces

f2"+i(t) = X[(Qi—Q)/2"+1,(2i—1)/2"+1](t) - X((2¢—1)/2n+1,2i/2n+1](t)-
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Teorema 5.5.7. Sea (x;)32, una sucesion de vectores no nulos en el espacio de Banach E.
Entonces, para que (;)2, sea una sucesion bdsica, es necesario y suficiente que exista una
constante finita K > 0 tal que para cualquier eleccion de escalares (a;)i2, y cualesquiera

enteros n < m se tiene
n m
1= 1=

E

Demostracion. Supongamos (z;)5°, es base del subespacio vectorial cerrado que genera
[z;] v definimos Py: [z;] — [z;] como

00 k

i=1 i=1

Cada Py es un operador lineal acotado (porque cada funcional coeficiente z} es continuo)
y para cada x € [z;], tenemos x = limy_,, Py, se sigue por el Principio de Acotacién
Uniforme que supy, || Px|| < oc.

Entonces, sean n < my » .-, a;x; € E entonces

n oo
1 E E
1=

i=1

= || Fnbm < i akxk) HE

k=1

- P"(iakxk) HE

m
DL
E
k=1

m
supHPnHHZak:ckH .
" k=1 g

IN

[P0l

IN

Por lo tanto, tomando K = sup,, || P,|| se tiene la condicién necesaria.

Veamos que también es condicion suficiente. Sea ahora (z;)5°, una sucesién de vectores
no nulos, para la que existe K > 0 tal que para todo n < m se tiene

n m
X E -
=1 =1

Claramente, si un vector x tiene una representacion en la forma

o) N
g a;T; = llj{fn E a;x;,
i—1 i=1

1)

E



ésta es unica. Esto se sigue del hecho de que para todo 7,k > 1 se tiene

i+k
ailllzile = lasaills < K| a2,
Jj=t

Y

asi que

E.

K i+k
. S—HZM‘
= Tl 2
Jj=t

Considremos la envoltura lineal de {z; : i € N}, que denotamos por (z;) = (z; : i € IN).
Entonces cada vector en (x;) es representable por una suma finita. La condicién (5.5),
asegura que los operadores P, : (x;) — (z;) dados por

P, ( Z Gﬂi) = i ;T4
i=1

son operadores lineales acotados cuyas normas son menores o iguales que K. Se sigue
que cada P, tiene una extensién lineal, atn llamada P, proyectando [x; : i > 1] en
(x; + 1 < i < n). Un efecto de esto, es la continuidad de los funcionales coeficiente xj

definidos en (z;) como
xy, ( Z aixi> = ay.
Los x}, tienen una extensién unica a todo [z; : ¢ > 1] dada por
zrrxy = Pr(x) — Py ().
Veamos que entonces cada elemento de [z;], tiene representacion de la forma

N 0
lim g aQ;r; = g a;x;.
N ‘ Al 2 Al
=1

=1

Sea x € [x,] y € > 0, entonces existe o € (x; : ¢ = 1...n(¢e)), para algin n(e), tal que
|x — o||g < €. Si consideramos n > n.

|z = Pozl|e < |z —ollg + |0 = Puolle + (| Puo — Pazl|e
=z —olg+ o —ollg+[Pu(oc — )&
<e+||Pe
< (14 K)e

Por lo tanto, x = lim,, P,x = lim,, ) ., x}(z)z;. Asi ()32, es una sucesién bésica. U
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Definicién 5.5.8. Una base de Schauder (z,)2°, de un espacio de Banach E se llama
acotadamente completa si para cada sucesion escalar (o), tal que

sup H ZakkaE < 00,
" k=1

entonces Y - | a, &, converge en E.

Ejemplo 5.5.9. La base candnica de # para 1 < p < oo es una base acotadamente
completa. Como vimos en el Ejemplo 5.5.4 la base candnica de este espacio, es la formada
por los vectores unidad p,,, donde p, = (0,...,0,1,0,...).

Si ()22, sucesion escalar tal que sup,,

n t . uﬁ
D 1 Ok , < 00, entonces significa que

sup (Y(ar) " = (Sawr) < o0
" k=1 k=1
luego oo = (v, ..., Q... ) € P,

5.6. Casos positivos del Teorema de Radon-Nikodym

Definicién 5.6.1. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Se dice que A medible con p(A) > 0
es un atomo, si no existe B € ¥ tal que B C A con 0 < p(B) < p(A).

Se dice que el espacio de medida (X, ¥, ) es puramente atémico, si todo conjunto A
medible, es union de una familia de d4tomos.

Proposicién 5.6.2. Sea (X, X, ) un espacio de medida puramente atémico, con u positiva
y finita. Entonces todo espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto
de (X, %, 1).

Demostracion. Para verlo, consideremos (A4,)5%; una sucesién de atomos disjuntos medi-
bles, con la propiedad de que X = |J;~, A, v n(A4,) > 0. Siv: ¥ — E es una medida
vectorial, p-continua, de variacién acotada, definimos g: X — E como

(@)=

n=1

Eﬁ:;XAn(x), e X.

<

=
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Entonces se tiene que

- M(An)
= Iv(An)le
= [v[(X)
< 00.

Luego g es integrable Bochner. Comprobemos que g es una densidad para la medida v.
Como la medida p es puramente atémica, todo conjunto medible A es unién de una familia
de dtomos A =, ., A,, para Z C IN.

nez

v(A) =

]

Ejemplo 5.6.3. Un ejemplo sencillo de un espacio con la propiedad de Radon-Nikodym
es ('. Sea (Q,%, i) espacio de medida. Si v: ¥ — ¢! es una medida vectorial, y-continua,
de variacién acotada, entonces podemos aplicar el teorema de Radon-Nikodym escalar
a cada coordenada para producir una derivada de Radon-Nikodym de v respecto de pu.
Consideremos el funcional coeficiente p,, con n € IN. Entonces

AeX— (p,v(A)) eC
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es una medida real y p-continua. Por el Teorema de Radon-Nikodym, Teorema 2.1.1, existe
una funcion f, integrable respecto de u tal que

oot ) = [ fudn Aen

Se sigue que
_ (/fndu)oo et Aex.
A n=1

Veamos que las funciones f,, con n € IN, permiten definir una funcién vectorial con valores
en ¢!. Dado N € N, consideramos la medida

AeX—un(A /fld,u,.. /deu, \ - EEI
Se cumple

fon (Al = | S (] 2@ dut@)o], < Il

Del Teorema 5.2.8(d) se sigue que

v|n (A /Han )pn

 du(z) < v[(A4).

entonces

du(x) < pl(©).

N
[ [ S
Como se cumple

9

N+M
<3

| S o

se sigue que

L3 @] duta) < .
Q n=1 L
Se sigue que para casi todo x € ()
H > ful@)pn < oo
n=1

Es decir, f(z) = (fu(2))22, € (! e.c.t z € Q. Ademds, se tiene que

/Q V@) dpu(z) < /().
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luego f: Q — ¢! es integrable Bochner y

o) = ([ f@an@)” = [ ) duta).

Por lo tanto, si tenemos (f,,(x))22; la sucesion escalar de derivadas de Radon-Nykodym
de cada coordenada de v, entonces

converge a f(x) = (fi(z),..., fa(z),...) € ' y esa es la derivada de Radon-Nikodym de
v.

Este fenémeno ocurre en los espacios de Banach con base de Schauder acotadamente
completa.

Teorema 5.6.4 (Dunford). Sea (2,3, 1) un espacio de medida, pv medida positiva y finita.
Sea E espacio de Banach. Si E tiene una base de Schauder acotadamente completa (x,,)
entonces E tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

(e.9]
n=1>

o0

Demostracion. Notamos por (x)) la sucesién de funcionales coeficientes de la base (x,,)2 ,,

entonces cada x € E tiene la forma

oo
n=1

Empezamos haciendo la norma “monétona” respecto a (z,)52 ;. Definimos una nueva
norma || - ||,, en E, escribiendo para x € E

n
Il = sup || S wi ()|
T k=1

Se puede probar que la nueva norma es equivalente a la inicial (ver més adelante). Para

cualquier sucesién de escalares ()32 ;, tenemos

n n+m
m m
k=1 k=1

para m,n enteros positivos.

Ahora sea v: ¥ — FE una medida vectorial, py-continua y de variacion acotada. Probare-
mos que v tiene una derivada de Radon-Nikodym integrable Bochner respecto de la norma
| - |lm- Para cada n € IN y A medible, sea

An(A) =z, (v(A)).
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La medida A, es escalar, pu-continua, de medida finita en >, por lo que por el Teorema de
Radon-Nikodym escalar, Teorema 2.1.1, existe g, integrable en €2 tal que

An(A) :/gnd,u, AeX.
A

También por la monotonia de || - |, tenemos que

Hivz (/Agk(w) duw) )ar| < Hg(/Agk(w) auw)) s < WA (56)

Se sigue que por el Teorema 5.2.8

o [ S getwpes dute) < v1(@).
k=1
Entonces, N
/Q H ng(w)kamdu(w) < 00, (5.7)

luego para casi todo w €

H ng(w)ka < 00.
k=1 "

Es decir, sup,, || >"p_; gx(w)xy||m existe para casi todo w € 2. Como (z,,)5°, es una base
acotadamente completa, esto significa que

existe en casi todo w € €0, y por lo tanto g: € — E es medible y por el Lema de Fatou y
la desigualdad (5.7), g es integrable Bochner.

Finalmente, del hecho de que ||>°,_; gx(w)zy|lm < |lg(w)|m en casi todo, y por el
Teorema de la Convergencia Dominada, se sigue que para cada A medible

v(A) = limZ)\k(A)xk = h’mz (/ Gk du):pk = / gdpu.
iyl Yoo VA A

Veamos por ultimo que || - || v || - ||z son equivalentes. Por una parte, al ser x =
lim,, > 7, g, se tiene

n n
lz|| & zh'mH E ozkka < sup” E akka = ||z|m-
n E n E
k=1 k=1
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Consideremos la aplicacién identidad entre el espacio E considerado con la dos normas
Ld: (B[ - [lm) = (B, |- ||)-

La desigualdad ||z||g < ||| que acabamos de probar muestra que Id es continua. Ahora
bien, es biyectiva. Se puede probar, como se hizo en la prueba del Teorema 5.5.3, que el
espacio E con la norma || - ||, es completo. Se sigue del Teorema de la Aplicacién Abierta
que su inversa también es continua, luego existe K > 0 tal que

|z||m < K||z||g, =€ E.

Por lo tanto
zlle < |z]lm < K|z||e, = €FE,

es decir, las dos normas son equivalentes.

Se cumple que la propiedad de Radon-Nikodym es invariante bajo isomorfismos lineales,
pues si v(A) = ngdu, con g: X — EyT: E — F es un operador lineal y continuo
entres dos espacios de Banach F y F', entonces

T(v(A)):/ATogdu, Aes.

donde la funcion T'o g: X — F es integrable Bochner si y sélo si lo es g. Por lo que como
hemos visto tiene una derivada de Radon-Nikodym integrable Bochner bajo la nueva norma
| - |l en E, tambien la tiene bajo la norma original. O
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