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Resumen / Abstract

En el transcurso de esta memoria trabajaremos con torneos, centrando-
nos en la nocién de coloracion. Para ello realizaremos una introduccién a la
coloracion de grafos y digrafos, ya que los torneos son un caso especifico de
ellos.

Asimismo, estudiaremos torneos con unas propiedades concretas, como
los héroes y las celebridades, debido a que son de gran importancia a la hora
de determinar el niimero cromatico de un torneo.

Por otra parte, el concepto de coloracion en torneos esta intrinsecamente
relacionado con los torneos transitivos, de manera que, demostraremos ciertos
resultados relacionados con ellos.

In the course of this memory we will work with tournaments, focusing on
the notion of colouring . For this purpose, we will make an introduction to
the colouring of graphs and digraphs, since tournaments are a special case of
them.

Also, we will study tournaments with specific properties, such as heroes
and celebrities, because they are of great importance to establish the chro-
matic number of a tournament.

On the other hand, the concept of colouring in tournaments is intrinsi-
cally related to transitive tournaments, so we will demonstrate certain results
related to them.



Introduccion

La coloracién de grafos es uno de los problemas mas relevantes dentro de
la Teoria de Grafos. Los primeros estudios relacionados con ella surgen por
los intentos de colorear mapas a partir de grafos planares, hecho que derivo
en el problema de los cuatro colores y, casi cien anos después, en la prueba
del teorema de los cuatro colores.

A primera vista, la coloracién de grafos puede no dar mas de si, pero nada
mas lejos de la realidad. Multitud de fenémenos pueden explicarse de forma
sencilla e intuitiva a través de la coloracion, como por ejemplo, la elaboracion
de horarios, las redes moviles GSM o incluso, los sudokus.

En nuestro estudio, vamos a tratar la coloracién de torneos, un caso par-
ticular de grafo. Las primeras investigaciones sobre torneos fueron realizadas
por F. Harary y L. Moser, datadas en el ano 1966, y se centraban en el es-
tudio de los torneos “round-robin”. Para generar un torneo “round-robin”,
es necesario enfrentar a todos los participantes entre si una tnica vez y no
considerar empates. Por tanto, considerando los resultados de cada enfren-
tamiento, se establece una relacién de dominancia entre participantes. Si el
participante A ha ganado a B, decimos que A domina a B. Gracias a esta ca-
racterizacién de los torneos “round-robin”, podemos establecer una relacion
directa con los grafos completos dirigidos, que llamaremos torneos, siguiendo
el abuso de notacion.

En un afan de recoger la mayoria de resultados y conclusiones existentes
sobre torneos, J.W. Moon publicé [2] en 1968. En el desarrollo del estudio
utilizaremos varios de los resultados recogidos en dicho libro. Anos mas tarde,
un grupo de investigadores, localizados por todo el globo, publica [3], donde
se desarrolla el concepto de coloracion en torneos, introduciendo las nociones
de héroes y celebridades, ya que estan estrechamente relacionadas con el
nimero cromatico de un torneo 7.



La estructura de esta memoria es la siguiente. El capitulo 1 recoge una
coleccion de resultados bésicos de la Teoria de Grafos, en particular, aquellos
relacionados con la coloraciéon, tanto de grafos no dirigidos como de digrafos,
y con la isomorfia de grafos, ya que nos sera muy necesario reconocer ciertos
grafos con propiedades muy especificas contenidos en otros de mayor tamano.

Durante el capitulo 2 se realiza una extensa introduccién a la nocion
de torneo, exponiendo los principales objetos de estudio de la memoria, los
héroes y las celebridades. Para ello, daremos una secuencia de propiedades
y proposiciones que seran probadas en capitulos posteriores. Ademas, se in-
troduce el principal resultado del trabajo, el Teorema 2.21, el cudl establece
una equivalencia entre héroes y celebridades.

En el capitulo 3, encontraremos un procedimiento para construir héroes.
Dicha construccién se encuentra recogida en la Proposiciéon 3.11: usando el
concepto de triseccién, generaremos un héroe a partir de un héroe fuerte y
un torneo transitivo.

El capitulo 4 recoge la comprobacion de la primera parte de la Proposi-
cién 2.19, a partir de la prueba de un resultado més general. Usaremos tanto
una coleccién de definiciones (r-montafias, (r,s)-cliques, ...) como una serie
de resultados auxiliares en base a dichas definiciones.

El foco del capitulo 5 es la prueba, de forma més general de la Pro-
posicién 3.11. Para este fin, estudiaremos las (r, s)-joyas y su relacién con
los torneos transitivos junto con cotas de ciertos torneos con propiedades
especificas.

Dada la restricciéon existente a la hora de hallar héroes, nuestro objetivo
en el capitulo 6 es encontrar aquellos torneos minimales tales que, si un
torneo contiene alguna copia de ellos, podemos asegurar que no se trata de
un héroe.

Para concluir, el capitulo 7 nos proporciona una equivalencia directa
entre héroes y celebridades. Para llegar a dicha equivalencia se exponen mul-
titud de resultados previos, cuyas pruebas requieren técnicas de diferentes
ambitos, tales como algebra, probabilidad, combinatoria o andlisis.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a introducir nociones y resultados basicos de la
Teoria de Grafos. Para ello vamos a comentar las definiciones basicas de
dicha teoria que han sido estudiadas en la asignatura de Matemdtica Discreta,
tomandose como referencia el libro de W.D. Wallis [1].

Definicién 1.1 Llamamos grafo a un par G = (V, A) compuesto por V # 0
un conjunto de nodos o vértices y A una coleccion de parejas no ordenadas
de nodos pertenecientes a V', llamadas aristas.

Notacién 1.2 Usaremos de forma habitual V (G) para referirnos al conjunto
V' de vértices de Gy E(G) para denotar el conjunto de aristas A de G.

Definicién 1.3 Dado un grafo G, su grafo complementario G = (V, A')
es aquel formado por el mismo conjunto de vértices y todas las aristas posibles
entre vértices de V que no existen en G.

Definicién 1.4 Se conocen como grafos dirigidos o digrafos aquellos
grafos a los que se les ha dado una orientacion concreta a cada arista.

Definicién 1.5 Un camino en un grafo G es una secuencia finita de vértices
o, X1, ..., T, de G y aristas ay, as, ...,a, de G donde los puntos finales de cada
a; son x;—1 yx; parai € {1,...,r}.



Figura 1.1: Grafo y Digrafo.

Definicién 1.6 Decimos que G es un grafo conexo si para cada par de vérti-
ces de G existe un camino entre ellos.

Definicién 1.7 Sea G un grafo, la longitud de un camino es el cardinal del
conjunto de aristas que conforman dicho camino.

Definicién 1.8 Dado un grafo G, un ciclo es un camino en el que todos los
vértices son distintos, salvo el primero y el ultimo.

Definicién 1.9 Sea G un grafo, si cada par de vértices de G esta unido por
un solo camino, decimos que G es un drbol. La union de drboles disjuntos
genera un bosque.

Observacién 1.10 Los bosques no contienen ciclos ya que para cada par de
vértices solo existe un unico camino que los une.

Definicién 1.11 Dado un grafo G, el contorno de G es la longitud del
ciclo minimo contenido en G. Si no existen ciclos en un grafo, su contorno
es infinito.

Definicién 1.12 Una k-coloracion de un grafo G es una particion de V
en k subconjuntos, llamados clases de colores, tal que dos vértices adyacentes
no pertenecen a la misma clase.

Definicién 1.13 El nimero cromdtico de un grafo G, denotado por x(G),
es el menor k para el cual G admite una k-coloracion.
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Figura 1.2: 2-coloracion.

Para grafos dirigidos tenemos que anadir una condiciéon mas para definir
una k-coloracién.

Definiciéon 1.14 Una k-coloracion de un grafo dirigido G es una particion
de V en k clases de colores tal que:

= Dos vértices adyacentes no pertenecen a la misma clase de color.

» Todas las aristas que conectan dos vértices de clases de color tienen el
mismo sentido.

Se define de forma andloga el niimero cromatico dirigido para grafos
dirigidos.

Definicién 1.15 Sea G = (V, A) un grafo y sea M C 'V, llamamos grafo
inducido, o generado, al grafo formado por los vértices de M y cuyas aristas

son todas las aristas de A compuestas por vértices de M. Se denota como
G|M.

Definicién 1.16 Un homorfismo f de un grafo G = (V,A) a un grafo
G' = (V' A") es una aplicacion de V en V' tal que para toda arista (x,y) en
G, la imagen (f(x), f(y)) es una arista de G".

Definicién 1.17 Diremos que un homorfismo f de un grafo G = (V, A) a
un grafo G' = (V' A") es un isomorfismo si [ es una biyeccion entre los
conjuntos de vértices, de modo que f y f~' son homomorfismos.



Asi, dos grafos G y G’ son isomorfos si existe una biyeccién entre sus

conjuntos de vértices que preserva la relacion de adyacencia en los dos senti-
dos.

Los homomorfismos e isomorfismos de grafos dirigidos se definen de forma
similar, anadiendo la condicién de orientacién de aristas.



Capitulo 2

Torneos

Durante este capitulo, recogemos los principales resultados sobre torneos,
tomando como referencia el libro de J.W. Moon [2].

Definicién 2.1 Un torneo es un digrafo tal que cada par de vértices dis-
tintos u,v estdn unidos por una y solo una de las aristas dirigidas uv o vu.

Figura 2.1: Un 3-torneo.

Notacién 2.2 Sea T un torneo, si la arista uv pertenece a T, decimos que
u domina v (denotado por u — v).

Definiciéon 2.3 Dado un torneo T' con n vértices, la valencia de salida
de un vértice p; es el numero s; de vértices que p; domina. La secuencia
de valencias de salidas de T es la n-tupla ordenada en orden creciente

(81, S92, .uy Sn)-



Definiciéon 2.4 Un torneo T es reducible si existe una particion del con-
junto de vértices, mo vacia, en dos subconjuntos A y B tal que todos los
vértices de A dominan a todos los vértices de B.

Para cualquier subconjunto de vértices A de un torneo 7', consideramos:

I'(A) = {q: p — ¢ para algin p € A},

y de forma recursiva:
["(A) = D(I"™ Y(A)), para m = 2,3, ...

Definicién 2.5 Un torneo T' con n vértices es fuerte, o es fuertemente
conexo, si y solo si para cada vértice p de T el conjunto

{p} UT(p) UT*(p)U..UT" ! (p)

contiene a todos los vértices de T.
Después de esta definicién, se puede enunciar el siguiente resultado.
Teorema 2.6 Un torneo T es fuerte si y solo si es irreducible.

Definiciéon 2.7 Un torneo T es transitivo si, para cualesquiera vértices
p,q y 1, sisetiene que p — q y q — r, entonces también se tiene p — 7.

Definicién 2.8 Dado un torneo T, decimos que W C V(T') es un subcon-
Junto transitivo en T' si T|W es un torneo transitivo.

Teorema 2.9 Un torneo de n vértices es transitivo si y solo si su secuencia
de valencias de salida es de la forma (0,1,...,n —1).

Por tanto, para cada n, existe un tnico torneo transitivo con n vértices,
salvo isomorfismo.
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Notacién 2.10 Denotaremos por Ty al torneo transitivo de k vértices.

Definicion 2.11 Sean G y H dos torneos, diremos que G contiene una
copia de H si H es isomorfo a algin subtorneo de G. En caso contrario,
diremos que G es H-libre.

Definiciéon 2.12 Dado un torneo T, una k-coloracion es una aplicacion ¢ :
V(T) — {1,...,k}, tal que, para todo 1 < i < k, el subconjunto {v €
T | ¢(v) =i} es transitivo.

Definicién 2.13 El nimero cromdtico de un torneo T, denotado por x(T),
es el minimo numero k para el que T' acepta una k-coloracion.

Llegados a este punto vamos a introducir una de las nociones mas impor-
tantes de nuestro estudio: los héroes.

Definicién 2.14 Un torneo T es un héroe si eriste un nimero ¢ (que de-
pende de T') tal que todo torneo T-libre tiene nimero cromdtico a lo sumo
c.

Por ejemplo, el tridngulo ciclico es un héroe, ya que todo torneo que no
lo contiene es 1-coloreable. El siguiente resultado es inmediato.

Lema 2.15 Todo subtorneo de un héroe es un héroe.

Para proseguir con el estudio, vamos a definir una serie de conceptos
claves.

Notacion 2.16 Si T es un torneo y X e Y son subconjuntos disjuntos de
vértices de T, y todo vértice de X domina a todos los vértices de 'Y , se escribe
X =Y. Escribimosv =Y si{v} =Y, yX =vs X = {v}]

Definicién 2.17 Si T' es un torneo y (X,Y,Z) es una particion no vacia
del conjunto de vértices de T wverificando que X = Y, Y = 7 y 7 = X,
decimos que (X,Y,Z) es una triseccion de T.
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Notacién 2.18 Sean A, B,C y T torneos, si existe una triseccion (X,Y, Z)
de T tal que T|X,T|Y y T|Z son isomorfos a A, B y C, respectivamente,
entonces T'= A(A, B, C). Por tltimo, se denotard k por T, en este contezto,

de forma que A(Ty,T1,Ty) = A(1,1,1) y A(H, T1,Ty) = A(H, 1, k).

En este momento podemos establecer uno de los resultados principales
del estudio.

Proposicién 2.19 Un torneo es un héroe si y solo si todas sus componentes
fuertes son héroes. Un torneo fuerte con mds de un vértice es un héroe si y
solo si es una triseccion A(H,1,k) o A(H,k,1) para algin héroe H y algin
k>1.

Volveremos més adelante a este resultado para dar una prueba adecuada.

Definicién 2.20 Un torneo A es una celebridad si 3¢ > 0 tal que todo
torneo A-libre T' tiene un subconjunto transitivo con cardinalidad al menos

V()|

Teorema 2.21 Un torneo es un héroe si y solo si es una celebridad.

Es claro que todo héroe es una celebridad, posteriormente probaremos el
reciproco.

12



Capitulo 3

Torneos con un nimero
cromatico grande

Para clasificar torneos con un niimero cromatico elevado, vamos a recurrir
a dos construcciones, ya que, como hemos visto anteriormente, todo héroe
tiene que ser subtorneo de otros dos. Este hecho restringe las posibilidades
de que un torneo T sea un héroe.

Proposicién 3.1 Si H es un héroe fuerte con al menos dos vértices, enton-
ces H=A(P,Q,1) para ciertos héroes P, no vacios.

Demostracién: Consideramos la familia de torneos S; (i > 1) definida
de la siguiente forma: S; es el torneo de un vértice y, para i > 2, S; =
A(S;—1,5i-1,1). Se tiene que: para i > 1, x(S;) > ¢, lo que vamos a probar
por induccién. Para i = 1, x(S;) = 1. Supongamos que es cierto para i — 1,
por la definicién de la familia, sabemos que S; admite una triseccién (X, Y, Z)
tal que X e Y son isomorfos a S;_1 y Z es isomorfo al torneo de un vértice,
asi, Z = {z}. Razonemos por reduccién al absurdo, supongamos que existe
una (i — 1)-coloracién ¢ de S; y que ¢(z) =i — 1.

Sabemos que X e Y no admiten una (i — 2)-coloracién ya que por hipéte-
sis de induccién x(S;—1) > ¢ — 1, entonces 3z € X tal que ¢(z) =i — 1, de
forma andloga, 3y € Y con ¢(y) = i — 1. El subtorneo inducido por {z,y, 2},
Si | {x,y, z} es el tridngulo ciclico (recordemos que hemos partido de una tri-
seccién de S;), pero hemos llegado a una contradiccién ya que, si recordamos
la definicién de una k-coloracion, el conjunto {v € V(S;|{z,y,z}) : ¢(v) =
i — 1} tiene que ser transitivo. Por tanto, x(.S;) > i.
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Una vez demostrado este resultado y usando que H es un héroe, 3 > 1
tal que S; contiene a H. Veamos porque ocurre esto. Al ser H un héroe,
todo torneo H-libre tiene niimero cromatico a lo sumo ¢ y si tomamos i = ¢,
tenemos que S; contiene una copia de H. Consideremos el minimo 7 para
el que se cumple este hecho. Sea T' = 5;, gracias a la construccién de .S;,
podemos dar una triseccién (X, Y, Z) de T tal que T|X y T|Y son isomorfos
a S;—1y T|Z ={z}. Como hemos tomado el minimo 7 tal que S; contiene a
H, si consideramos W C V(T') con T'|W isomorfo a H, estd claro que W ¢ X
yWgY.

T|W es isomorfo a H, por tanto, T|W es fuerte (pues H es fuerte), enton-
ces, W tiene intersecciéon no vacia con X, Y, Z. Usando que Z = {z}, tenemos
que (ZNW) ={z}, por lo tanto, (W NX,WNY,WNZ) es una triseccion
de H, es decir, H = A(P,Q,1) donde P =T|(WNX)y Q=T|(WnNY).
Ademads, Py @ son héroes por ser subtorneos de un héroe (Lema 2.15). O

Para proseguir con nuestro estudio debemos introducir varios conceptos
que nos seran de utilidad mas adelante.

Definicién 3.2 Dado un grafo G, W C V(G) es un conjunto estable o
independiente si todos sus vértices no son adyacentes entre si.

Existe otro enfoque para definir los conjuntos estables, si consideramos de
nuevo el conjunto W, decimos que es independiente si el subgrafo generado
por W es un grafo completo.

Definicién 3.3 Sea T un torneo y (vi,ve,...,v,) una enumeracion de los
vértices de T'. Si v;v; es una arista de T con j < i, entonces, v;v; €s una
arista de retroceso.

Si consideramos el grafo B formado por los vértices de T' y por las aristas
de retroceso de T (sin orientacién), se dice que B es el grafo “backedge”.

Lema 3.4 Sea T un torneo, (vi,vs,...,v,) una enumeracion de los vértices
de Ty B su grafo backedge. Si B tiene contorno al menos 4 y W C V(T)
es transitivo en T', entonces W es la union de dos conjuntos estables de B.

Demostracién: Basta probarlo para el caso W = V(T'). Consideramos el
conjunto X formado por todos los vértices de W tales que no son inicio de
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Figura 3.1: Un torneo y su grafo backedge.

ninguna arista de retroceso y el conjunto Y formado por todos los vértices
de W que no son final de ninguna arista de retroceso. Veamos que ambos
conjuntos son estables en B.

Sean v;, vy v;, € X, tenemos que ver si la arista v;,v;, o la arista v;,v;,
existen en el grafo backedge. Supongamos que iy < i; (podemos razonar de
igual forma para ig > 41), entonces v;,v;, no pertenece al conjunto de aristas
de T ya que v;, € X. Por tanto, X es un conjunto estable de vértices en B.
Para Y se deduce de modo anélogo.

Veamos ahora que W = X UY por reduccion al absurdo. Supongamos
que existe un vértice v € W\ (X UY), por lo que existen u,w € W tal
que uv y vw son aristas de retroceso. Como W es transitivo tenemos que
uw es una arista de T' y, por tanto, una arista de retroceso en B. Hemos
encontrado un ciclo de longitud 3 en B, pero en nuestras hipotesis hemos
considerado que el contorno de B es de al menos 4, por lo que hemos llegado
a una contradiccion. Entonces, W = X UY.

Notacién 3.5 Sea T un torneo, denotamos por a(T') al cardinal del mayor
subcongunto transitivo de V(T').

Lema 3.6 Sea H un torneo. St H es una celebridad, entonces podemos en-
contrar una enumeracion de sus vértices vy, va, ..., v, tal que su grafo backedge
es un bosque.

Para la prueba de este lema, necesitaremos demostrar el siguiente resul-
tado recogido en [1].
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Lema 3.7 Para cada k > 0 yh > 1, existe un grafo Gy, tal que todo conjunto
estable A de Gy, satisface que |A| < |V (Gy)|/(2k) y que todo ciclo tiene mds
de max(3, h) vértices.

Demostracién: Sea f(r,r) el menor entero tal que todo grafo con f(r,r)
vértices contiene un subgrafo completo con r vértices o un conjunto de r
puntos independientes. Consideremos k< f(r,r), entonces existe al menos
un grafo Gy, tal que K, € Gj y K, € G}, donde K, denota el grafo completo
con r vértices.

Por tanto, si A es un conjunto estable de G}, al generar un subgrafo
completo en Gj o en Gj, debe tener un cardinal menor que 7, es decir,
|A| < r. Tenemos las siguientes desigualdades para f(r,r):

27/? < fr,r) < (2T_2>.

r—1

Veamos que ocurre si k = 2/2 = |V(G})|. Se tiene que

V(G| _ 27 _ 2t
ok 2k

y pretendemos que |V (Gy)|/(2k) sea mayor que r. ;Para que valores de
r se cumple la desigualdad?

k 1 2(7“/2)—1

r—00
W < ; — k< . > +00.
9(r/2)—1
Por tanto, dado k > 0, existe r tal que > r y esto es equivalente
27‘/2
a >r.
2k

Si consideramos k = 2'/2 < f(r,r), entonces existe al menos un grafo Gy,
tal que K, C G; v K, € G;. Asi, cualquier A conjunto estable de G}, al
generar un subgrafo completo en G, o en G_,;, debe tener un cardinal menor
que r. Luego, |A| < |[V(Gg)|/(2k).

Sea h(r, 1) el menor entero tal que todo grafo con h(r, 1) vértices contiene
un circuito cerrado de r o menos aristas o un conjunto de [ puntos indepen-

16



dientes. Siguiendo esta definicién, es claro que h(3,1) = f(3,1). De forma
general, se tiene que h(r,l) < f(r,l) si r > 3, pues si un grafo contiene un
subgrafo completo con r vértices, entonces también contiene un circuito con
r aristas.

Sik < h(r,1), entonces existe al menos un grafo Gj, con k vértices y tal
que cualquier ciclo contenido en G} tiene mas de r aristas y K; € G y en
consecuencia, K, C Gi.

Si A es un subconjunto estable de G}, al generar un subgrafo completo
en Gy, debe tener cardinal menor que 7 y .

Tenemos que h(r,l) > Y@ i tomamos k = |V(Gy)| = MY,
entonces

V(G- J1+1/(2r)
VO = v,

y pretendemos que sea mayor que /.

Al igual que vimos para la funciéon f, tenemos que encontrar para que
valores de r se cumple la desigualdad.

1/(2r)
2k >1 <~ o >1<:>W<1
en
—= k< 5 > 400 (pues r > 0).

ll/(2r)
2

Dado k > 0, existe [ suficientemente grande tal quel > h=ryk <

Por tanto, si tomamos k = ['*%/2" entonces existe al menos un grafo
Gy, tal que cualquier subconjunto estable A verifica que |A| < [V(Gy)|/(2k)
y todo ciclo tiene mas de h vértices. Como k depende de [, que a su vez,
depende de k, podemos denotar el grafo por Gj. [

Demostracion del Lema 3.6: Sea Gy, el grafo que nos proporciona el Lema
3.7y v1, Vg, ..., v, una enumeracién arbitraria de V' (Gy,). Sea Ry el torneo con
vértices los de Gy, en el cudl para 1 < i < j < n, v;v; es una arista de Ry
si v; y v; son adyacentes y, en caso contrario, v;v; es una arista de Rj. Por
tanto, Gy es el grafo backedge de Ry segin la enumeracion dada.
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Primero vamos a probar que a(Ry) < |V (Ry)|/k. Cada conjunto transi-
tivo de Ry es unién de dos conjuntos estables en G, por el Lema 3.4, ya que
el contorno de G}, es de al menos 4. Entonces, Gy tiene un conjunto estable
con cardinal al menos a(Ry)/2. Pero como |A| < |V(G)|/(2k) por la eleccion
de Gy, tenemos que a(Ry) < |V (Ry)|/k.

Como H es una celebridad, existe un k tal que R} contiene una copia de
H. Sea Ry|X el torneo isomorfo a H. Tenemos que Gi|X es un bosque, ya
que | X| = |V (H)| y cada ciclo de Gy, tiene mas de |V (H)| vértices. Por tanto,
G| X es el grafo backedge de Ri|X, inducido por la enumeracion vy, ..., vy,
y, al no contener ciclos, es un bosque. [

Notacién 3.8 Denotamos por Cs al torneo A(1,1,1).

Figura 3.2: C5 = A(1,1,1).

Lema 3.9 Toda celebridad es 2-coloreable.

Demostraciéon: Sea H una celebridad, aplicando el Lema 3.6 podemos
encontrar una enumeracion de sus vértices tal que el grafo backedge B es un
bosque y por el Lema 3.4, V(H) es la unién de dos conjuntos estables de B.
Sabemos que cada conjunto estable de B es transitivo en H, por lo que H es
2-coloreable, ya que se usa un color por cada subconjunto estable. [J

Corolario 3.10 A(C3,C5,1) no es 2-coloreable, entonces, no es una celebri-
dad.

Gracias a la coleccién de lemas anteriores, podemos ofrecer un resultado
mas preciso que la Proposicion 3.1.
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Figura 3.3: A(Cs,C3,1).

Proposiciéon 3.11 St H es un héroe con al menos 2 vértices, entonces H =
A(J, k1) o H=(J,1,k) para algin héroe J no nulo y para algin k > 1.

Demostraciéon: Sabemos que dado un héroe H, se pueden encontrar dos
héroes no nulos P y @ tales que H = A(P,Q, 1), por la Proposicién 3.1.
Al ser H un héroe, no contiene a A(C3,C3,1), de modo que P o @ tiene
que ser transitivo, ya que C3 no puede estar contenido en P y en ) a la
vez. Si suponemos que C3 no esta contenido en P, entonces P es transitivo.
Podemos usar un razonamiento similar para (). Por ende, P o () es isomorfo
a un cierto T}, con lo que queda demostrada la proposicién. [J

Por tltimo, podemos enunciar la siguiente conjetura, que no somos capa-
ces de demostrar a partir de k = 2.

Conjetura 3.12 Para todo k > 0 existe un numero ¢ tal que, si T es un
torneo en que el conjunto de vecinos de salida de cada vértice tiene niumero
cromdtico a lo sumo k, entonces x(T) < c.
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Capitulo 4

Componentes fuertes de héroes

En este capitulo probaremos que un torneo es un héroe si y solo si todas
sus componentes fuertes son héroes. Dicho resultado es la primera parte de
la Proposicion 2.19.

La implicacién hacia la izquierda se tiene por el Lema 2.15. Para demos-
trar la implicacién hacia la derecha, es suficiente probar que si H; y Hs son
héroes, entonces, H; = H, es un héroe. Recordemos que H; = Hs denota
un torneo T tal que X = Y y T|X y T|Y son isomorfos a Hy y Ha, respec-
tivamente, para alguna particién (X,Y) de V(T'). Nos serd de gran utilidad
demostrar un resultado més general.

Definicién 4.1 SiH es una familia de torneos, decimos que un torneo T es

H-libre si ningun subtorneo de T es isomorfo a un elemento de H. Si Hy y
Ho son dos familias de torneos, la familia

{Hl = H2 ‘ Hl c H]_,HQ < %2}
se representa por Hi = Hs.
Lema 4.2 Sean H, y Ho dos familias de torneos tales que todo elemento
de Hi U Hy tiene como mdximo ¢ vértices (con ¢ > 3). Sea T un torneo

(H1 = Ho)-libre tal que, para i = 1,2, cada subtorneo H;-libre de T tiene
numero cromdatico a lo sumo c. Entonces,

X(T) < (20)*.
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Para probar este resultado tenemos que definir varios conceptos por in-
duccion en r y s.

Definicién 4.3 Si e = uv es una arista de un torneo T, llamamos C(e) al
conjunto de todos los vértices w # u, v tales que w domina a u y v domina a
w. Una 1-montana es el torneo de un vértice. Para r > 1,

= una arista e es r-pesada si T|C(e) contiene una r-montana;

» un (r,s)-clique de T es un subconjunto X C V(T') tal que | X| =s, y
cada arista de T|X es r-pesada en T';

» una (r+1)-montana en T es un conjunto minimal M C V(T) tal que
el torneo S =T|M contiene un (r,r + 1)-clique (en S).

Es importante recalcar que las aristas del (r, s)-clique tienen que ser r-
pesadas en S, no en T, para la definicién de (r + 1)-montana.

Ejemplo 4.4 Veamos que A(1,1,1) es una 2-montana. Sea T el siguiente
torneo

Figura 4.1: 2-montana

Consideramos M = {a,b,c} C V(T) y el torneo inducido por M, es
decir, S = T|M (en este caso es el propio T). Para probar que M es una
2-montana, tenemos que encontrar un (1,2)-clique en S. Sea X = {a,b} C
V(S), claramente | X| =2 y S|X es el torneo constituido por los vértices a,b
y la arista © = ab. Vamos a probar que x es 1-pesada, el conjunto C(x) estd
formado por ¢ ya que es el inico vértice que domina a a y es dominado por
b. Entonces, S|C(x) es el torneo formado por un solo vértice y, por tanto,
una 1-montana. Con esto, hemos probado que x es 1-pesada y que X es un
(1,2)-clique en S, por lo que M es una 2-montana.
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Ejemplo 4.5 También podemos estudiar la estructura de una 3-montana.
Sea T el siguiente torneo

Figura 4.2: 3-montana

Sea M = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} y sea S el torneo inducido por M en T.
Para probar que M es una 3-montana, tenemos que buscar un (2,3)-clique
en S. Consideramos X = {i,a,b}, X serd un (2, 3)-clique si todas las aristas

de S|X son 2-pesadas. Comprobemos si es cierto, usando que A(1,1,1) es
una 2-montana, tenemos que

w Arista ia — C(ia) ={f,g,h} y S|C(ia) es una 2-montana.
» Arista ab — C(ab) = {c,d, e} y S|C(ab) es una 2-montana.

» Arista ib — C(ib) = {d,e, f} y S|C(ib) es una 2-montana.

Por tanto, X es un (2,3)-clique en S y en consecuencia, M es una 3-
montana.

Lema 4.6 Unar-montana tiene al menos r como nimero cromdtico, y tiene
como mdzimo (r!)? vértices.
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Demostraciéon: Probaremos este resultado por induccién en r. Para r = 1,
sabemos que una l-montana es el torneo con un unico vértice, por lo que,
x(T1) = 1. Supongamos que el resultado es cierto para r y probémoslo para
r+ 1.

Sea M una (r + 1)-montana, veamos que x(M) > r + 1 por reduccién
al absurdo. Supongamos que x(M) < r, entonces existe una r-coloracién de
M. Existen Xy, ..., X, € M dos a dos disjuntos y tales que X;U..UX, = M
y S|X; es transitivo, Vi, donde M es una (r + 1)-montana en el torneo T'y
T|M =S.

Como M es una (r+ 1)-montafia, M contiene un (r,r+ 1)-clique X en S.
Por la definicién de (r, s)-clique, | X| = r+1 y toda arista de S| X es r-pesada
en S.

Al ser | X| =r+1, existe ig € {1, ...,r} tal que X N X, contiene al menos
dos vértices u y v (supongamos que u — v). Entonces e = uv es una arista
en S|X y, por tanto, es r-pesada en S.

Consideremos C(e) = {w € V(S) = M | wu y vw son aristas en S}. Se
tiene que S|C/(e) contiene una r-montana M’. Veamos que M' N X;, = (.

Si existe z € M'NX;, , entonces ¢(z) = ig, p(u) = ¢(v) y las aristas zu, uv
0 9 Y
y vz estarian en S, por lo que formarian un ciclo con color 7y, lo cudl seria
una contradiccion ya que X;, es transitivo.

Asi, ¢ restringida a M’ nos darfa una coloraciéon de M’ con r — 1 colores
al no utilizar el color ig, lo que es una contradiccién. Luego, x(M) > r + 1.

Se puede encontrar por induccién una cota superior del nimero de vértices
de una (r + 1)-montana. Es claro que V(1 — montana) < (1!)%. Supongamos
que V(r — montana) < (r!)% Si un torneo T' contiene una (r + 1)-montaia,
existe un subconjunto M C V(T') tal que el torneo S = T'|M contiene un
(r,7+1)-clique. Por tanto, existe un X C V(S) con |X| = r+1 tal que todas
las aristas de S|X son r-pesadas, que son un total de (T;I). Si consideramos
e € E(S]X), al ser e una arista r-pesada, S|C(e) contiene una r-montana, que
por hipétesis de induccién, tiene como méximo (r!)? vértices. Entonces, M
tiene a lo sumo (r;rl) (r!)? vértices, por las posibles elecciones de e. Podemos
comprobar que ((r+1)1)? > ("}1)(r!)2. Podemos desarrollar la primera parte
como

((r+1D)? = ((r + D) = (r + 1)*(r1)* = r*(r1)?,
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y la segunda por

r+1 g (r+1)! o (r+Drr=11 5 P4
( 2 )W G- T o =

Asi, obtenemos la desigualdad 72(r!)? > Tzi(r!)Q, que es equivalente a

r? > ’Jgi Dicha desigualdad se verifica para todo r > 1/2 y, por tanto, para

todo 7 > 1. En consecuencia, toda r-montana tiene a lo sumo (r!)? vértices.
O

Notacién 4.7 Dado un torneo T' y un subconjunto X C V(T), denotamos
como A(X) y B(X) a los conjuntos de vértices u € V(T)\X tales que X = u
yu = X, respectivamente. Siv € V(T'), escribimos A(v) para A({v}) y B(v)
para B({v}). También expresamos x(X), en el caso de x(T|X).

En los siguientes lemas encontraremos herramientas para la demostracion
del Lema 4.2.

Lema 4.8 Sean Hi y Hs dos familias de torneos, tales que cada elemento
de H1UHs tiene como mdzimo h vértices. Sea T un torneo (Hi = Hsz)-libre
tal que para i = 1,2, cada subtorneo H;-libre de T tiene nimero cromdtico a
lo sumo c. Sear>1 1y s> 2y supongamos que

» T no contiene ningun (r, s)-clique,

= cada subtorneo de T que mo contiene una r-montana tiene niumero
cromdtico a lo sumo p,

» cada subconjunto X de V(T) que no contiene (r,s—1)-clique en T tiene
X(X) < q.

Entonces

X(T) < méx{2q + 2¢,ph® + c(h + 1)}.
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Demostracién: Dado un vértice v € V(T'), se denota como N (v) al conjunto
de vértices de V(T')\{v} que son adyacentes desde o hacia v a través de una
arista r-pesada. Tenemos el siguiente resultado: si v € V(T'), se tiene que
X(N(v)) < g. Para probarlo, recordamos una de las hipétesis del lema, como
T no contiene ningin (r, s) — clique, entonces el subtorneo inducido por N (v)
no contiene ningin (r, s — 1)—clique en 7', por tanto, x(N(v)) < q.

Otro resultado que podemos obtener es el siguiente,

(1) para cada vértice v, x(A(v)) < ¢+ ph o x(B(v)) < ¢+ ¢; y ademas,
X(A(v)) < e+ qox(B(v)) < c+ph.

Para demostrar la primera afirmacién, supongamos que x(B(v)\N(v)) >
¢, en caso contrario, x(B(v)) < ¢+ ¢ por el resultado anterior y la afirma-
cién serfa cierta. Elegimos un subconjunto X de B(v)\N(v) tal que T|X es
isomorfo a un elemento de H;. Consideramos el subconjunto de vértices W
de A(v) que pertenecen a C(e) para alguna arista e con principio en X y
final v. Gracias a la eleccién de X, cada arista e de T|X no es r-pesada y,
por tanto, T'|C'(e) no contiene ninguna r-montana, entonces, x(C(e)) < p;
y como a lo sumo existen h aristas desde X a v, tenemos que x(W) < ph.
Ademds, x(A(X)) < ¢ debido a que T|A(X) es Ho-libre, al ser T' un torneo
(H1 = Ho)-libre, sin embargo, A(v)\W C A(X), entonces, x(A(v)\W) < c.
Por tanto, x(A(v)) < ¢+ ph, lo que prueba la primera parte de (1). La
segunda parte se demuestra de forma andloga.

Sea P el conjunto de todos los vértices v tales que x(A(v)) < c+ph, y sea
Q el conjunto de todos los vértices w tales que x(B(w)) < ¢+ ph. Si la unién
PUQ #V(T), entonces por (1) existe un vértice z tal que x(A(z)) < c+q
vy X(B(2)) < ¢+ qy, por tanto, x(T') < 2c¢ + 2g como queremos probar.

Supongamos que PUQ = V(T) y que T|P contiene algin miembro de
la familia Hs, y elegimos X C P tal que T|X es isomorfo al miembro de Hs.
Entonces, cada vértice de V(T')\ X pertenece a un A(v) para algin v € X
o pertenece a B(X). Cada conjunto A(v) U {v}, con v € X, tiene nimero
crématico a lo sumo ¢+ ph, y x(B(X)) < cya que T es (H; = Hz))-libre.
Entonces, x(T') < |X|(c+ ph) + ¢ < ph* + ¢(h + 1), tal y como se requiere.

Si T'|P fuera Ha-libre, se tiene que x(P) < cy x(Q) < ¢, pero entonces
X(T') < 2cy, por tanto, el lema también se verifica. [

Utilizando el Lema 3.7, podemos deducir el siguiente lema por induccion
en s.
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Lema 4.9 Sean H, y Hs dos familias de torneos, tales que cada elemento de
H1UHs tiene como mdximo h > 1 vértices. Sea T un torneo (Hy = Ha)-libre
tal que para i = 1,2, cada subtorneo H;-libre de T' tiene nimero cromdtico a
lo sumo c. Sea r > 1 y supongamos que

» T no contiene ninguna (r + 1)-montana, y

» cada subtorneo de T que no contiene una r-montana tiene numero
cromdatico a lo sumo p.

Entonces, x(T') < 2771 (ph? + c¢(h + 3)).

Demostracién: Consideramos la funcién f tal que, f(1) = 0y para s > 2,
f(s) = 2°72(ph* + ¢(h + 3)) — 2¢. Vamos a probar por induccién en s que
para 1 < s < r+1,si X C V(T) contiene ningin (r, s)-clique, entonces
X(X) < f(s). Para s = 1, todo torneo en el cudl no esté contenido un (r, 1)-
clique, no tiene vértices y, por tanto, y(X) =0 < 0 = f(1). Suponemos cierto
para s — 1, es decir, se verifica que x(X) < f(s—1) para todo X C V(T') que
no contenga un (r, s — 1)-clique. Veamos si se cumple para s. Por el Lema 4.7,
solo hace falta comprobar que f(s) > max{2f(s — 1) + 2¢,ph* + c(h + 1)}.
Es claro que

2572 (ph? + c(h + 3)) — 2¢ > max{2f(s — 1) + 2¢,ph* + c(h + 1)},

ya que,

257 2(ph? + c(h + 3)) — 2¢ > 2(25 3 (ph? + c(h + 3)) — 2¢) + 2c¢

25 2(ph? +3)) — 2¢ > 25 %(ph? +3)) — 4c+ 2c
=2€ > >2¢
0> 0,

Ys

272(ph® + c(h +3)) — 2¢ > ph® + c¢(h + 1)
2072(ph?) + 277 (ch) +2°7(3¢) — 2¢ = ph” + ch + ¢,
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que se verifica para s > 2 (la igualdad se da con s = 2).

Dado que T no contiene ninguna (r + 1)-montafa y, en consecuencia,
ningun (r,7 + 1)-clique, se tiene que x(T) < f(r 4+ 1), es decir, x(T) <
2"Y(ph? + c(h + 3)). O

Podemos obtener el siguiente resultado por induccién en r.

Lema 4.10 Sean H, y Ho dos familias de torneos, tales que cada elemento
de Hi U Hs tiene como mdzximo h > 3 wvértices. Sea T un torneo (H, =
Hs)-libre tal que para i = 1,2, cada subtorneo H;-libre de T tiene niumero
cromdtico a lo sumo ¢. Para r > 1, si T no contiene una (r + 1)-montana,
se cumple que x(T) < 227—DH1p2r=2¢

Demostracién: Sea f una funcién tal que f(1) =1y parar > 2, f(r) =

Lo _ . . . .
237(r=D+1p2r=2¢ _ ¢ Vamos a probar por induccién en r que si 7' no contiene

ninguna (r + 1)-montana, entonces x(7') < f(r). Para r = 1, todo torneo
que no contiene una 2-montana es transitivo y por tanto, se verifica que
X(T) <1 = f(1) (recordemos que toda 2-montafna contiene una copia de
A(1,1,1)). Supongamos cierto para r — 1, es decir, x(7') < f(r — 1) ya que
T no contiene una r-montana. Probemos que x(7") < f(r). Por el Lema 4.8,
es suficiente demostrar que f(r) > 2"71(f(r — 1)h% + c(h + 3)).

opr(r—D+1p2r-2, _ . > 2r—1(f( _ )h2+c(h—|—3))
2%T(r—1)+1h2r—20_ > 9 1((22(7» D(r=2)+1p2(r-1)-2 )hQ +c(h+3))
2%r(7‘—1)+1h2(r—1)c —c> (2%(r —r+2) p2(r=1) . _ 2r—1ch2) + 27‘—lc(h + 3))
—c> —2""tch? + 2" e(h + 3)
—c> =2""t¢(h? — (h+3))
¢< 2R —h = 3)
1<h*—h-3,

pues h > 3. Por tanto, queda probado el Lema 4.9.

Después de la coleccion de resultados que hemos demostrado, estamos en
condiciones de probar el Lema 4.2.

Demostracién del Lema 4.2: Si suponemos que 7" no contiene una (2¢+1)-
montana, utilizando el Lema 4.8 con r = 2¢ y h = ¢, se tiene que
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X(T> < 20(20—1)4—1646—1 _ 22c2—c+1c4c—1 < (26)402

)

como queriamos probar.

En cambio, si suponemos que T contiene una (2¢ + 1)-montana, por el
Lema 4.6, existe M C V(T) con |[M| < (2¢+ 1)? y x(M) > 2c+ 1. Sea
P el conjunto de todos los vértices v € V(T)\M tal que T|(A(v) N M)
contiene un elemento de la familia Hs, v sea @ el conjunto de todos los
v e V(T)\M tal que T|(B(v) N M) contiene un elemento de la familia ;.
Cada vértice v € V(T) N M pertenece a la unién P U Q) ya que si v ¢ P,
entonces y(A(v) N M) < ¢, ysiv ¢ @, entonces x(B(v) N M) < ¢. No se
cumplen ambas desigualdades a la vez, debido a que x(M) < 2¢+ 1.

Para cada subconjunto Y C M con |Y| = ¢, si T|Y contiene un elemento
de la familia H,, decimos que P(Y') = PNB(Y), en caso contrario P(Y) = (.
Vamos a probar que x(P(Y)) < ¢ independiente de la elecciéon de Y. Si
T|Y contiene un elemento de Hs, entonces, T|P(Y’) es H;-libre y por tanto,
X(P(Y)) < cyaqueT es (Hy = Ha)-libre. Por contra, si T'Y es Ha-libre,
entonces, P(Y) = () y se cumple que x(P(Y)) < ¢. Por tanto, para cada
Y C M con |Y| = ¢, se tiene que, x(Y UP(Y)) <ec.

Como cada vértice de P U M pertenece a Y U P(Y) para alguna eleccién
de Y y existen a lo sumo |M|¢ elecciones de Y, unido a que |M| < (2¢ +
1)!2 < (2¢+ 1)%1, se tiene que, x(M U P) < ¢(2¢)*UD y que y (M UQ) <
C(20)C<4c_1).

En conclusién, y(T') < (2¢)<Ue=D+1 < (20)% | ya que 4¢2 > 4¢% — ¢ + 1,
por lo que queda probado el Lema 4.2 y el resultado inicial del capitulo. [J
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Capitulo 5

Generando un héroe

En el transcurso de este capitulo completaremos la prueba de la Proposi-
cion 2.19, demostrando que si H es un héroe y dado un entero £ > 1, entonces
A(H,k,1) y A(H,1,k) es un héroe. Por simetria, solo seria necesario pro-
bar uno de los dos casos. Para ayudarnos en este proceso, vamos a dar una
coleccion de lemas que seran de gran utilidad.

Lema 5.1 Sea T' un torneo, y sea (X1, Xo, ..., X;,) una particion de V(T).
Supongamos que

» (X)) <dparal<i<n,y

» para 1 < i < j < n, si eviste una arista vv con u € X; yv € X,
entonces

Entonces se tiene que x(T) < 2d.

Demostraciéon: Suponemos que n > 1. Vamos a definir 1 < ki, ...,k < n,
con t > 1. Tomamos k; = 1 y, por induccién, si existe 7 cumpliendo que
ks < j<nyque

v(Ui ko <i<it) >,
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entonces tomamos como k.1 el menor de esos j y, en caso contrario,
hacemos t = s.

Para 1 < s <t,sea Yy = {X; | ks <i<hkgr}ysea,=H{X;| ke <
i < n}. Se tiene que Y7, ..., Y; es una coleccién de conjuntos disjuntos dos a
dos y su unioén es V(7).

Llegados a este punto, necesitamos el siguiente resultado auxiliar. Para
1 <s<t x(Ys) <dypara2 < s <t— 1, no existe ninguna arista desde
Y1 U...UY, hacia YU ...UY, 4.

Aplicando que x(Xk,) < d, por la definicién de kyy1, se tiene que x(Y;) <
d. La segunda parte del resultado puede probarse mediante reduccién al
absurdo. Supongamos que 2 < s < t — 1 y que existe una arista uv con
u € X para algin j > ke y v € V), para algin h < ks;. Entonces, por
hipétesis, x (U{X; | h < i < j}) < d, pero la definicién de ksyq nos dice que
X (U{X; | ks <i < kyi1}) > d, por lo que hemos llegado a una contradiccion.

Una vez probado este resultado auxiliar, podemos considerar los conjuntos
WH{Y; |1 <i<t iesimpar}y [ J{Y; |1 <i <t iespar}. Ambos tienen
numero cromatico a lo sumo d, veamos porque ocurre esto.

Sabemos que x(Y;) < d Vi impar, entonces, existen particiones en d
subconjuntos transitivos de cada Y;. Supongamos que dichas particiones
son V!, ..., Y4 Debemos preguntarnos si U, impar Yij, con j = 1,...,d, es
transitivo. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un
j €{1,...,d} tal que J; jpar Y7 1O es transitivo. Entonces, existe iy < iy <3
y vy, v v v tales que vy, € YZ’Z, con v; dominando a vy, v9 dominando a v3 y
vy dominando a v. Sea s =i3—1ei; < s—1, entonces, v; € YIU...UY, 1y
vy € Y;U...UY,, pero por el resultado probado anteriormente, hemos llegado
a una contradiccién, ya que no existe ninguna arista desde Y, U ... UY;
hacia Y7 U...UY;_;. Podemos razonar de forma anéloga para ({Y; | 1 <i <

t, i es par}, por tanto, x(7') < 2d. O

Para proseguir nuestro estudio, debemos recordar el siguiente lema, reco-
gido en [7].

Lema 5.2 Para cada entero k > 1, todo torneo con al menos 2F=1 vértices,
contiene una copia del torneo T},.

Demostracion: Para demostrar este resultado, tenemos que acotar un en-
tero k = k(n) > 0 a partir del cudl, todo torneo de al menos n vértices
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contiene un 7}. La prueba concluiria con una cota inferior de k, pero tam-
bién incluiremos la demostracién de una cota superior.

Para encontrar la cota inferior seguiremos el siguiente procedimiento. Da-
do un torneo 7' con n vértices, reordenamos sus vértices segin su valencia
de salida en orden decreciente, de forma s; > sy > ... > s,,. Por un resultado
de [2], sabemos que Y 1, s; = (3), entonces s; > [2]. Queremos construir un
conjunto transitivo de [log, n] + 1 vértices. Sea p; el vértice de valencia de
salida s; y utilizando induccién podemos encontrar un conjunto transitivo
de [logQ (%)] + 1 vértices dentro del subtorneo de 5 formado por los vértices
dominados por p;. La unién de este conjunto junto con p; genera el conjunto
transitivo de [log, n] + 1 requerido. Por tanto, [logyn] + 1 < k y, en conse-
cuencia, para un torneo 7' de n vértices con n mayor que 2°7! se tiene que
T contiene un T1},.

Si queremos encontrar la cota superior, asumimos que todo torneo con-
tiene un conjunto transitivo de k vértices. Entonces, dicho subconjunto tran-
sitivo tiene que ser uno de los (Z) subconjuntos de k vértices del torneo T'.
Cualquiera de estos subconjuntos puede ser ordenado de k! formas. Si ya te-
nemos fijado el conjunto transitivo, podemos encontrarlo en 2@)_(’5) torneos,
ya que un torneo queda definido por la orientaciéon de sus (g) vértices, (’2“)
de las cudles ya estan fijadas. Por tanto, se tiene la siguiente desigualdad:

(Z)k:!z(%)—(’%) > 2(3).

Utilizando la aproximacién de Stirling, (Z) < T;C—T, se tiene que n¥ > 2(2).

Podemos deducir la siguiente cadena de desigualdades:

2logon+1 > k.

Por tanto, la cota superior es k < [2log, n] + 1. O

La Definicién 3.3 puede considerarse desde otra perspectiva.
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Definicién 5.3 Sea (Xq, ..., X,,) una coleccion de subconjuntos de V(T'), dos
a dos disjuntos. Diremos que uv es una arista de retroceso de T' (con respecto
a esa coleccion) siu € X; yv € X; para algin i,j con 1 <i < j<n.

Definicién 5.4 El grafo B con un conjunto de vértices de X; U ...U X, y
con aristas las aristas de retroceso de T es el grafo backedge.

Lema 5.5 Sea k > 1, sea T un torneo (A(H,1,k))-libre tal que todo subtor-
neo H-libre de T tiene nimero cromdtico a lo sumo c. Sea (X1, ..., X,) una
particion de V(T), tal que, para 1 < i <n, x(X;) < ¢ y para cada v € X,
X(A@)N(X1U...UX;1)) <cyx(Bv)N (X1 U...UX,)) <c. Entonces,
X(T) < ek + 3)2%.

Demostracion: Para cada arista de retroceso uv de T', definimos su ampli-
tud como j —¢ con u € X; y v € X;. Para cada vértice u, consideramos F;,
el conjunto de todas las aristas de retroceso con u como inicio si existen a lo
sumo 2F~! — 2 aristas de retroceso con inicio en w. En caso contrario, F, es
el conjunto de 2¥=! — 1 aristas de retroceso con la mayor amplitud posible.
Sea F' = |J{F. | v € T'}. Vamos a probar que para cada arista de retroceso
w ¢ F,siue X;yve Xy, entonces, x(IU{X; | h<i<j}) <c(k+3).

Consideremos una arista de retroceso uwv fnk’, conu € X;yv € X,, y sea
W ={Xi| h<i<j}. Comouv ¢ F, por la definicién de F,, se tiene que
|F,| = 2871 — 1. El conjunto de todos los finales de aristas de F, U {uv} esta
formado por 21 elementos y, por tanto, contiene un torneo isomorfo a Ty
(Lema 5.2). Sea Y el conjunto de vértices de dicho torneo, por la definicién
de F,, se tiene que Y C X; U ...U X},

Sea P el conjunto de todos los vértices en W\ X; que son dominados por
u o dominan un elemento de Y, y sea ) = W\(P U Xj). Si p pertenece a P
y domina a y € Y, entonces, la arista py es una arista de retroceso, ya que
YCXjU...UX, ype€ X, conh<i<j. Paracada y, el conjunto de todos
los vértices p € P que dominan a y tiene niimero cromatico a lo sumo ¢, por
hipdtesis. Analogamente, si p € P y u domina a p, entonces, up es una arista
de retroceso, por lo que el conjunto de dichos p tiene ntimero cromatico a lo
sumo c¢. Por tanto, x(P) < ¢(]Y| + 1) = ¢(k + 1). Por otra parte, T'|Q no
contiene a H, ya que si fuera asi, la copia de H junto con Y U {u} formaria
A(H,1,k), lo que es una contradiccién con que T es A(H, 1, k)-libre. Asi, @
es H-libre y x(Q) < c.
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Por hipétesis, tenemos que x(X;) < ¢, entonces, x(IU{X; | h <i <j}) <
c(k+3).

Sea B el grafo con conjunto de vértices V(T') en el que que u,v € V(T)
son adyacentes si uv € F o vu € F. Como cada subgrafo de B tiene un
vértice de valencia a lo sumo 2! — 1 (el vértice en X; con ¢ médximo),
se tiene que B es 287 l-coloreable. Si elegimos una particién de V(T en
281 conjuntos estables, por ejemplo, (7, ..., Zor-1). Entonces, si aplicamos
aX1UZ;, XoNZ;, ..., X,,NZ; lo probado anteriormente en esta demostracién
y por el Lema 5.1 para cada Z;, tenemos que, x(Z;) < 2¢(k+3) y, por tanto,
X(T) < c2¥(k+3). O

Para proseguir nuestro estudio, debemos introducir el concepto de joya.

Definiciéon 5.6 Sean H y K dos torneos y sea a > 1. Decimos que un
subconjunto X C V(T'), con |X| = a, es una (a, H, K)-joya en el torneo
T si para cada particion (A, B) de X, se tiene que T|A contiene a H o
T|B contiene a K. Una cadena de (a, H, K)-joyas de longitud t es una
coleccion Y1, ..., Yy de (a, H, K)-joyas, dos a dos disjuntas y con Y; = Yi,1,
para 1 <1 <t.

Lema 5.7 Sean H y K dos torneos, y sea a > 1. Entonces, existen en-
teros A\, Ao > 0 que cumplen la siguiente propiedad. Para cada torneo T

A(H, 1, K)-libre, si

m ¢ es tal que todo subtorneo H-libre de T' tiene nimero cromdtico a lo
sumo cy, y para todo subtorneo K -libre de T tiene nimero cromatico a
lo sumo ¢y, y

m ¢y es tal que todo subtorneo de T que no contiene una cadena de
(a, H, K)-joyas de longitud cuatro tiene nimero cromdtico a lo sumo

C2,

entonces T tiene niumero cromdtico a lo sumo ¢y + AaCs.

Demostracién: Sean k = max(|V (H)|,|V(T)|), b = 2a**1, \; = (3bk+2b+
1)(k+3)28 y Ay = (k+ 1)(k + 3)2*. Vamos a demostrar que estas elecciones
verifican el Lema. Asumimos que 7' contiene una cadena de (a, H, K)-joyas
de longitud cuatro, ya que en caso contrario, x(7') < ¢y por hipdtesis y
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habriamos terminado. Vamos a elegir Xj, ..., X,,, una cadena de (a, H, K)-
joyas, con maximo n > 1 (y por tanto, n > 4). Sean X = X; U...UX, y
W = V(T)\X. Conviene recordar que A(v) denota el conjunto de vecinos de
salida del vértice v y que B(v) es el conjunto de vecinos de entrada. Vamos
a probar que

(1) siv € X, entonces A(v) N X) es K-libre para h < i y, por tanto,
T|(B(v) N X}) contiene a H. También, B(v) N X; es H-libre para j > i, y
entonces T'|(A(v) N X;) contiene a K.

Supongamos que existe un h < i tal que T|(A(v) N X}) contiene a K, y
tomamos el h maximo que lo cumpla. Entonces, h < i—2, ya que X; 1 = X;.
Por tanto, h + 1 < 4, y por la eleccién de h, tenemos que T'|(A(v) N Xpi1)
no contiene a K. Por consiguiente, T'|(B(v) N Xp41 contiene a H, debido
a que X,y es una (a, H, K)-joya. Entonces la copia de K en X, la copia
de H en Xj,1 y el vértice v inducen una copia de A(H, 1, K), lo que seria
una contradiccién por hipdtesis. Luego, tenemos la primera parte de (1) y la
segunda se tiene por simetria.

Otro resultado auxiliar que debemos probar es el siguiente:

(2) para cada v € W, existe i, con 1 <i <mn, tal que

» para 1 < h < i, A(v) N X), es K-libre y, por tanto, T|(B(v) N X})
contiene a H,

» para i < j <n, B(v)N X, es H-libre, entonces T'|(A(v) N X;) contiene
a K.

Sean Py ) dos conjuntos de i € {1, ...,n} tales que T'|(B(v)NX;) contiene
a Hy T|(A(v) N X;) contiene a K, respectivamente. Ya que cada X; es una
(a, H, K)-joya, se tiene que PUQ = {1,...,n}. Supongamos que existen h, j
conl <h<j<n,heQyje P, elegimos aquellos h,j con j — h minimo.
Sij > h+1, entonces, h + 1 ¢ @ (si no fuera asi, el par j,h + 1 tendria
menor diferencia), de igual forma, h+1 ¢ P (pues, en caso contrario, h, h+1
tendria menor diferencia), lo que seria una contradiccién. Entonces, j = h+1;
pero dado que X, = Xj41, la copia de K en T|(A(v) N X}), la copia de H
en T|(B(v) N Xp41) v el vértice v, forman una copia de A(H, 1, K), lo que
vuelve a ser una contradiccién. Con esto, queda probado que no existen h, j
conl <h<j<n,he@yje P.Entonces, para algin i € {1,...,n},
todo h < i pertenece a P\(@Q y todo j > i pertenece a Q\ P, por lo que queda
probado (2).
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Para cada v € W, sea ¢(v) el valor de i dado por (2). Si podemos elegir
varias opciones para c(v), elegimos ¢(v) tal que v tiene un vecino de salida
en X.,) y un vecino de entrada en X, si es posible. Sea W; el conjunto
de todos los v € W con ¢(v) = i. Para 1 < i < n, sea Z; = X; UW,,
entonces 7y, ..., Z, son disjuntos y tienen unién V(7). El siguiente resultado
es necesario para proseguir con la prueba:

(3) sii>1,ve W, yv= X, entonces X, = v;ysii <n,veWy
X; = v, entonces v = X;,1.

Recordando (1), se tiene que B(v) N X; es H-libre y, en consecuencia,
i — 1 es una eleccién alternativa de ¢(v). Como v no tiene vecinos de entrada
en X;, nuestra eleccién de ¢(v) = i implica que v no contiene a la vez un
vecino de salida y de entrada en X, ;. Pero T|(B(v) N X;_1) si contiene a
H, por lo que v tiene un vecino de entrada en X;_; y, por tanto, v no tiene
vecinos de salida en X;_1, y queda probado (3).

Otro resultado requerido para la demostracién es el siguiente:
(4) paral <i<n, x(Z;) < 2bc; + co.

Fijamos un ¢ entre 1 y n, sea P el conjunto de todos los v € Z; con un
vecino de salida en X;_ o, sii > 3, ysea P =), si i < 2. Sea P, el conjunto
de los v € P tales que T|(B(v) N X;_1) contiene a K, y sea Py, = P\P;.

Si v € Pp, entonces v tiene un vecino de salida en X;_ 5 y existe un
Y C X; 1 conY = v tal que T|Y es isomorfo a K. Para cada Y C X, ; con
T|Y isomorfo a K, el conjunto de todos los v € P, con Y = v = z es H-
libre, recordemos que T es A(H, 1, K)-libre y, en consecuencia, el conjunto
de todos los v € P, con Y = v = z, tiene nimero cromatico a lo sumo
c1. Como existen a*! formas de elegir el par (z,Y), ya que existen a lo
sumo a elecciones de = en X;_o vy a* elecciones de Y C X,_;, se tiene que
x(Py) < aktley.

Si v € Py, entonces T|(A(v) N X;_1) contiene a H, por lo que existe un
Y C X, tal que T'|Y es isomorfo a H y v domina a todos los vértices de
Y, en particular, v € W;. Dado que v ¢ P, y, por tanto, X; 1 = v, se tiene
que, existe un x € X; que domina a v por (2). Para cada Y C X, ; con
TY isomorfo a H y para cada x € Xj, el conjunto de todos los v € P, con
r =y =Y es K-libre, debido a que T es A(H, 1, K)-libre. En consecuencia,
dicho conjunto tiene ntimero cromatico a lo sumo c;, por lo que, al existir,
como maximo, a**! elecciones del par (x,Y), se tiene que, x(P) < a**l¢;.
Si unimos que x(P) < a®le; y x(P2) < a*ley, entonces, x(P) = 2a**te; =
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bC1 .

Sea @ el conjunto de todos los v € Z; con un vecino de entrada en X o,
sit<n-—2,ysea @ = 0sii>n—1.Siguiendo el mismo razonamiento que el
utilizado para P, se tiene que, x(Q) < bey. Consideramos ahora el conjunto R
de todos los vértices v € Z; tales que, o bien i < 10 X;_5 = v, 0 bien se tiene
i >n—1ov = X;,s. Supongamos que 7’| R contiene una cadena de (a, H, K)-
joyas de longitud cuatro, denotadas por Y7, Y5, Y3, Y,, respectivamente. Ya
que n > 4, se tiene que ¢ > 301 < n—2, y debido a que podemos argumentar
de forma simétrica, asumimos que ¢ < n — 2. Si ademas se tiene que 7 > 3,
entonces la secuencia X, ..., X; o, Y1, Y5, Y3, Y, X;1o, ..., X,, contradice que n
sea maximo, ya que podriamos elegir n’ = n + 2. Si i < 2, entonces, la
secuencia Y7,Ys, Y3, Yy, Xiyo, ..., X, vuelve a contradecir el hecho de que n
es maximo, por lo que T'|R no contiene una cadena de (a, H, K)-joyas de
longitud cuatro. En consecuencia, y(R) < c¢q, por hipdtesis. Entonces, como
Z; = PUQ U R, se verifica (4), ya que, x(Z;) < x(P) + x(Q) + x(R) =
bCl + bCl +cy = 2b01 + Co.

El pentltimo resultado necesario para la conclusiéon de la prueba es el
siguiente:

(5) Para cada v € X, se tiene que

X(A('U) N (Zl U Z2 U...u Zifl)) < 3bC1 + Ca,

X(B('U) N (Zi+1 U Z/L'+2 U...u Zn)) < 3bC1 + Co.

Debido a la simetria de las afirmaciones, es suficiente probar la primera
parte. Para ¢ = 1 es trivial, por tanto, supondremos que ¢ > 2. Sea P =
A(w) N (Z1 U Zy U ... U Z;_s). Sea P; el conjunto de todos los w € P tales
que T|(A(w) N X;_1) contiene a H y sea P, = P\P,. Entonces, para cada
w € Py, existe un Y C X; ; tal que w = Y y T|Y isomorfo a H. Para cada
eleccion de Y, el conjunto de todos los w cumpliendo lo anterior es K-libre
y, por tanto, tiene nimero cromatico a lo sumo ¢; (volvemos a recordar que
T es A(H, 1, K)-libre). Como existen a lo sumo a* elecciones de Y, se tiene
que, x(P) < dFey.

En cambio, para cada w € P, existe Y C X; ; tal que Y = w y T|Y
isomorfo a K. Como w € P, i tiene que ser estrictamente mayor que 2; y
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X,_9 = w, ya que, si w € Z;_5, entonces, w = X; 1 y por (3), X; o = w,
mientras que w € Zj para algin h < ¢ — 2. Por tanto, existe un x € X; o
tal que w domina a xz. Para cada eleccion de x e Y, el conjunto de todos
los w € P, tales que x = Y es H-libre y, en consecuencia, tiene ntmero
cromético a lo sumo ¢;. Como existen a**! elecciones a lo sumo del par
(z,Y), se tiene que x(P%) < a**le;

Por consiguiente, x(P) < x(Py) + x(P) = a*c; +a* e < 2a¥te; = bey.
Si anadimos el hecho de que x(A(v) N Z;_1) < 2bey + ¢ por (4), entonces,
X(A()N(Z1UZyU...UZ; 1)) < bey + 2bey + ¢ = 3bey + o, como querfamos
probar.

El dltimo resultado necesario para completar la prueba nos dice que,

(6) para cada v € W, se tiene que,

X(AW) N (Zy U ZyU ..U Z;_q)) < (3bk 4 2b+ 1)¢y + (k + 1),

X(Bw)N(Ziz1UZina U..UZ)) < (3bk 4+ 2b+ 1)e; + (k+ 1)co

Al igual que ocurre con (5), es suficiente probar la primera parte por
simetria, también sumiremos que i > 2. Elegimos un Y C X;_; tal que T|Y
esisomorfoa H e Y = v. Sea P = A(v)N(Z1U...Z;_5), entonces el conjunto de
todos los w pertenecientes a P tal que w = Y es K-libre y, en consecuencia,
tiene nimero cromatico a lo sumo ¢;. Ademas, para cada y € Y, el conjunto
de los w € P que son dominados por y tiene nimero cromatico a lo sumo
3bcy + co por (5). Por tanto, x(P) < ¢; + k(3bey + ¢2). A partir de (4), se
deduce que x(A(v) N (Z1 U ZyU ..U Z;_1)) < ¢1 + k(3bey + ¢2) + 2bey + o,
lo que prueba (6).

Si consideramos la secuencia 7, ..., Z, y aplicamos los resultados (4),
(5), (6) y el Lema 5.5, se tiene que,

X(G) < (k + 3)28((3bk + 2b + 1)ey + (k + 1)),
lo que concluye la prueba del Lema. [
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Llegados a este punto, podemos demostrar el principal resultado del
capitulo.

Teorema 5.8 Si H es un héroe y K es un torneo transitivo, entonces,
A(H,1,K) y A(H, K, 1) son héroes.

Demostracién: Sean k = |V(K)| y ¢ tal que todo torneo H-libre tiene
nimero cromético a lo sumo ¢;. Podemos suponer que ¢; > 2*. Por el Lema
5.2, sabemos que todo torneo K-libre tiene a lo sumo 2* vértices y, por tanto,
nimero cromético a lo sumo ¢;. Sea a = |V (H)|2*. Vamos a demostrar que

todo torneo que no contenga una (a, H, K)-joya, tiene nimero cromatico a
lo sumo 2*|V (H)| + ¢;.

Sea T un torneo que no contiene una (a, H, K)-joya. Elegimos una colec-
cion de subtorneos Hy, ..., H,, de T, disjuntos dos a dos e isomorfos a H, con
n méximo, y sea W = (J(V (H;)). Si n > 2% entonces, V/(H;) U ... UV (Hq)
es una (a, H, K)-joya por el Lema 5.2 y, por tanto, n < 2*. Se tiene que,
x(W) < |W| < 2YMV(H)| y x(T\W) < ¢, ya que T\W es H-libre y, en
consecuencia, x(T) < 28|V (H)| + ¢;.

Uniendo este argumento, junto con el Lema 4.2, donde H; = Hs es la
familia de todas las (a, H, K)-joyas, tenemos que, existe un ¢q tal que todo
torneo que no contenga una cadena de (a, H, K)-joyas de longitud dos, tiene
nimero cromatico a lo sumo ¢q. Utilizando de nuevo el Lema 4.2, esta vez
con Hy; = Hy la familia de todas las cadenas de (a, H, K)-joyas de longi-
tud dos, también existe un ¢, tal que todo torneo que contiene una cadena
de (a, H, K)-joyas de longitud cuatro tiene nimero cromatico a lo sumo cy.
Usando el Lema 5.7, existe un c3 tal que todo torneo A(H, 1, K)-libre tie-
ne numero cromatico a lo sumo ¢z y, por tanto, A(H,1, K) es un héroe.
Andlogamente, se tiene para A(H, K,1). O
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Capitulo 6

No héroes minimales

Como vimos en el Lema 2.15, todo subtorneo de un héroe es un héroe.
Esta caracteristica tan restrictiva hace que nos preguntemos que torneos
minimales no son héroes. En este capitulo demostraremos que existen cinco

tipos.

Notacién 6.1 Vamos a introducir los 5 tipos que estudiaremos.

» Sea Hy el torneo de 5 vértices v, ..., vs, donde v; domina a Viy1 Y @ Vo
tomando modulo 5 con 1 <1 < 5.

N v3

s Sea Hy el torneo obtenido tras cambiar vsvy por vivs del torneo Hi.

vy
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» Sea Hj el torneo de 5 vértices, en el cudl, el vértice v; domina a v; con
1 <1<y <4, yvus domina a vy, y vg domina a vy Y vy.

» Sea H, el torneo triseccion A(2,2,2).

» Sea Hjy el torneo definido por la triseccion A(Cs, Cs,1), siendo Cs el
torneo A(1,1,1).

Lema 6.2 Todo torneo fuerte, si no contiene ninguno de los torneos Hy, Hy
o Hs, admite una triseccion.

Demostraciéon: Sea T un torneo fuerte que no contiene Hiy, Ho, ni Hs, con
n > 1 vértices. Probaremos por induccién en n = |V(T")| que T" admite una
triseccion. Se tiene que n > 3 ya que el torneo transitivo de 3 vértices, T3,
no admite una trisecciéon. Razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo
que T no admite una triseccion, para llegar a una contradiccion. Diremos
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que X C V(T) es un conjunto homogéneo si 1 < |X| < |V(T)| y para cada
vértice v € V(T) que no estd en X, se tiene que v = X 0o X = v.

Para seguir con la prueba, veamos que podemos suponer que no existen
conjuntos homogéneos en T'. Si existe un conjunto homogéneo X C V(T),
podemos elegir un x € X y considerar el torneo 7" = T|((V(T)\X) U {z}).
Veamos que 7" es un torneo fuerte, con mas de un vértice. Si 7" no fuera
fuerte, entonces existiria una particion A, B de V(T") con A = By, por
ejemplo, € B. Entonces A, BUX es una particiéon de V(T') con A = BUX
por la definiciéon de conjunto homogéneo y T' no seria fuerte, lo que es una
contradiccion.

Por hipétesis de induccién, 7" admite una trisecciéon A(A’, B', C"), donde,
por ejemplo, z € C’. Entonces, A(A’, B, C"U X) es una triseccién del torneo
original 7', pero habiamos supuesto que 7" no admitia una trisecciéon. Por
tanto, podemos suponer que no existen conjuntos homogéneos en T

Podemos suponer, ademads, que n > 5, pues todo torneo de 4 vértices
tiene un conjunto homogéneo. Podemos encontrar facilmente un conjunto
homogéneo X en cada uno de los cuatro torneos de 4 vértices, salvo isomor-
fismo (ver Figura 6.1).

@ B0

Figura 6.1: Conjuntos homogéneos en torneos de 4 vértices.

Ademas, T contiene un ciclo de longitud tres, ya que no es transitivo. Si T’
fuera transitivo, entonces contendria un conjunto homogéneo, veamos porqué
ocurre esto. Sea T' un torneo transitivo con vértices vy, ..., v, ordenados en
orden decreciente de sus valencias de salidas, s; =n — 1y s, = 0. Entonces,
X = {vq,v3, ..., v, } es un conjunto homogéneo, ya que v; = X.

Como T contiene un tridngulo ciclico de longitud tres, podemos elegir un
subtorneo fuerte H de T' con V(H) # V(T) maximal con estas propiedades
(sin conjuntos homogéneos y con al menos un Cs). Asi |[V(H)| > 3y, ya que
V(H) no es un conjunto homogéneo, hay un vértice v ¢ V(H) que domina
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a un vértice u de V(H) y es dominado por otro vértice w de V(H). Veamos
que de la maximalidad de H se deduce que V(H)U {v} =T.

Esto ultimo se tendria si 7" = T'|(V(H) U{v}) fuera fuerte no contenien-
do conjuntos homogéneos (ya que contiene al menos un Cjs, pues H es un
subtorneo de T").

Supongamos que 7" no es fuerte, entonces existe una particiéon A, B de
V(T") = V(H)U{v} con A = B. Si v € B, se tiene que u € B, pues v
domina a u, y w € A, pues w domina a v. Asi, A, B\{v} es una particién de
V(H) con A = B\{v}, lo que es una contradiccién con el hecho de que H
sea fuerte. Por tanto, T" es fuerte.

Veamos por reduccién al absurdo que 7" no contiene conjuntos homogé-
neos. Supongamos que si contiene un conjunto homogéneo X, debe tenerse
entonces que v € X, pues si no, X seria homogéneo en H y H no contiene
conjuntos homogéneos. Entonces Vr € V(T")\ X se tiene que r = X 6 X =
r, pero, en tal caso, X\{v} serfa homogéneo en H pues, entonces, Vr €
V(T"\X = V(H)\(X\{v}, se tendria que r = X\{v} 6 X\{v} = r, lo que

es una contradiccidn.

Asi, por la maximalidad de H, debe ser V(H) U {v} = V(T). En conse-
cuencia, T\{v} es fuerte.

Por hipétesis de induccién, T\ {v} admite una triseccién, A(P, @, R). Sean
Ay B los conjuntos de vecinos de salida y de entrada de v, respectivamente.
Como A, B # (), podemos suponer (permutando ciclicamente P,Q y R si
fuera necesario) que BNP # 0 # ANQ. Elegimos p € BNPyqge ANQ.
Podemos distinguir tres casos.

Caso 1: Siexisten r € ANR y ' € BN R, entonces el subtorneo inducido
por {v,p,q,r, 7'} es H; o Hy (dependiendo del sentido de la arista entre r y
'), lo que es una contradiccién (ver Figura 6.2).

Luego, AN R o BN R debe ser vacio y, a partir de la simetria al cambiar
el sentido de las aristas, podemos suponer que AN R = (. Si BN R # 0,
elegimos r € BN R. Como PU{v} no es homogéneo, se tiene que BNQ # ()
y elegimos ¢ € B N Q. Entonces el subtorneo inducido por {v,p,r,q,¢'} es
H, o H3 (dependiendo del sentido entre ¢ y ¢’), lo que es una contradiccién
(ver Figura 6.3).

Por ultimo, si ANR = () = BNR, entonces T serfa la triseccion A(P, Q, RU
{v}, lo que es una contradiccién.
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q =4 = V3 q =g V= VU3

Figura 6.2: Torneo inducido por {v,p, q,r,7’}.

!
v3 =¢q U2 = q,

V2 = ¢q V=T V4 =q vg =7
Hy Hj
v1=p U3 = v

v =Dp V5 =V

Figura 6.3: Torneos inducidos por {v,p,r,q,q'}.

En conclusion, queda probado que todo torneo fuerte admite una trisec-
cion si no contiene Hy, Hy, ni Hi. [J

Lema 6.3 Un torneo T' es un héroe si y solo si no contiene ninguno de los
torneos Hy, Hy, H3, Hy 0 Hs.

Demostracion: Los torneos Hy, Hy, H3 y Hy son fuertes y no admiten una
triseccion de la forma A(H,k,1) o A(H,1,k) con H un héroe y k > 1. En
consecuencia, Hy, Hy, H3 y H4 no son héroes. Por el Corolario 3.10, H5 no
es una celebridad y, por tanto, tampoco es un héroe. Entonces, utilizando el
Lema 2.15, si T" es un héroe, no contiene ninguno de los torneos Hy, Ho, Hs, Hy
y Hs, ya que todos sus subtorneos deben ser héroes.

Nos falta probar que todo torneo H, que no contiene a los subtorneos
H,,Hy, H3, Hy v Hs, es un héroe. Vamos a probarlo por induccién en el

43



cardinal del conjunto de vértices de H. Asumiremos que |V (H)| > 3. Si H
no es fuerte, sus componentes fuertes son héroes por hipétesis de induccién.
Por la primera parte de la Proposiciéon 2.19, se tiene que H es un héroe.

Si H es fuerte, entonces admite una triseccion A(A, B, C) por el Lema
6.2. Si |A|,|B|,|C| > 1, H contendria a Hy, lo que es una contradiccion.
Supongamos que |C| = 1, si Ay B no son transitivos, existiria una copia
de Hs en H y, por tanto, llegamos a otra contradicciéon. Entonces, al menos,
A o B es transitivo. Supongamos que B es transitivo, entonces H puede
expresarse como A(H|A, B,1) y, como H|A es un héroe por hipétesis de
induccién, entonces se deduce que H es un héroe por la Proposicion 2.19. [
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Capitulo 7

Torneos transitivos de tamano
lineal

En el capitulo 2 pospusimos la prueba de que toda celebridad es un héroe,
pero llegados a este punto ya podemos demostrar dicho resultado.

Teorema 7.1 Un torneo es un héroe si y solo si es una celebridad.

Recordemos que H es una celebridad si existe un ¢ > 0 tal que para todo
torneo H-libre T, se tiene que a(T) > ¢|V(T)|. Para continuar, debemos
asumir el siguiente lema.

Lema 7.2 El torneo Hy = A(2,2,2) no es una celebridad.

Demostracion de 7.1 asumiendo 7.2: Ya sabemos que todo héroe es
una celebridad, para probar el reciproco vamos a considerar una celebridad
H y probaremos por induccién en |V (H)| que es un héroe. Asumimos que
\V(H)| > 2. Supongamos H no es fuerte, toda componente fuerte J de H es
una celebridad, ya que todo subtorneo de una celebridad es una celebridad.
Por hipétesis de induccion, el subtorneo J es un héroe. Por la Proposicién
2.19, H es un héroe, por lo que quedaria probado el resultado.

Supongamos ahora que H es fuerte. Para proseguir, vamos a realizar
una modificacién del argumento utilizado en la Proposicion 3.1. Se define la
familia de torneos D; (con i > 0) como sigue. Dy es el torneo formado por un
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solo vértice y de forma inductiva, D; = A(D;_1, D;_1, D;_1). Vamos a probar
por induccién que para i > 0, a(D;) < 2.

Sea T'= D, y sea (X, Y, Z) una triseccion de T tal que T'|X, T|Y y T|Z
son isomorfos a cada D;_;. Si un subconjunto W C V(T') es transitivo, alguna
de las intersecciones W N X, WNY o WNZ es vacia por la transitividad de
W. Podemos suponer que W C X UY. Por hipétesis de induccién, |W N X|
y |[W NY| son menores o iguales que 21, de lo que se deduce que |[W| < 2¢,
como queriamos probar.

Para cada 7, |V (D;)| = 3'. Si unimos este hecho con que H es un celebri-
dad, existe un minimo ¢ a partir del cual, H esta contenido en D;. Veamos
porque ocurre esto. Al ser H una celebridad, el cardinal del mayor sub-
conjunto transitivo de todo torneo H-libre T' tiene que ser menor que una
constante por el cardinal de vértices de T (a(T") > ¢|V(T)|). Pero hemos
demostrado que a(D;) < 2"y |V(D;)] = 3%, entonces para ¢ > 1 se tie-
ne que «(D;) < ¢|V(D;y)|. Si |V(H)| < |V(D;)|, entonces D; contiene a H.
Consideremos el minimo ¢ que cumple este hecho.

Sea T' = D; y consideramos la trisecciéon (X,Y,7Z), dada gracias a la
construccion de la familia D;, tal que T|X,T|Y y T|Z son isomorfos a D;_;.
Sea W C V(T) tal que T|W es isomorfo a H. Por la eleccién de i, D; 4
no contiene a H, entonces W no es un subconjunto de X,Y o Z. Como
H es fuerte, W tiene interseccion no vacia con X,Y y Z. Alguna de las
intersecciones no puede tener mas de un elemento por el Lema 7.2, por lo
que asumimos que |W N Z| = 1. Al menos X o Y debe ser transitivo, ya
que A(Cs5,Cs,1) no es una celebridad por el Corolario 3.10. Entonces, H =
A(J,k,1) o H= A(J,1, k) para alguna celebridad J y un entero k > 1. Por
la hipdtesis de induccién J es un héroe y, por tanto, H es un héroe por la
Proposicién 2.19. OJ

Todavia debemos probar el Lema 7.2, pero demostraremos un resultado
mas robusto.

Proposicién 7.3 Para cada € > 0 real y para todo n entero suficientemente

grande (dependiendo de €), existe un torneo T con n vértices, que no contiene
a A(2,2,2) y

n

oT) < =513

Para probar la proposicién, nos sera necesario demostrar una coleccion
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de lemas previos.

Lema 7.4 Sea aq,...,a; reales con 0 < ay < ... < ap < 1. Entonces

Z (a; —a;)~"' > k*In(k/3).

1<i<j<k

Demostraciéon: Supongamos que k > 4, ya que en caso contrario, la
desigualdad se cumple para cualquier coleccion de reales que verifiquen las
hipétesis del Lema. Sea 1 < h < k — 1, entonces existen k — h pares (i, 7)
con 1 <1 < j <k y cuya diferencia es h. Consideramos P como el conjunto
de esos pares. Para cada 0 < z < 1, existen a lo sumo h pares (i,7) € P
con a; < x < a;. Si existieran h + 1 pares (i, j) € P tales que a; < z < aj,
entonces @, ..., Ai,, Qi,,y < TY Ajy sy Ay, G,y > T Ademds,

jl_il:h:---:jn_in:jnqu_inJrly

1 <o < oo <l < lpg1 < 71

Por tanto, se tendria que h = j; —i; > h+1, lo que es una contradiccion.
Entonces,

Z (aj —CLZ') S h.

(i,5)€P

Multiplicando la desigualdad anterior por Z(i e pla; —a;)~! y desarro-
llando por pares, se obtiene que

> (a5 —a) (aj —a;)™" > |PP.

(i,5)eP (3,5)eP

Veamos porque ocurre esto. Es claro que (a; — a;)(a; — a;)~" = 1, nos
faltarfa comprobar que (a;j, — a;,)(a;, — ai,) ™ + (aj, — ai,)(aj, —ay,) ™t > 2,

con i1 # iy 0 j1 # Jo. Esto es equivalente a

47



1
a+->2=a>+1>2a
a

a?+1—-2a>0
=(a—1)?2>0,

que se verifica para cualquier valor de a. De aqui se deduce que

g (B—h)
Z (CL]‘ — CLZ‘) Z T

(i,7)EP

Si sumamos todos los h =1, ..., k — 1, obtenemos que

1 (k — h)?
Z (CL]‘ — CLZ‘) Z Z T

1<i<j<k 1<h<k—1

Vamos a descomponer la parte derecha de la desigualdad.

(k — h)? k2 — 2kh + h?
y ey EeEe

1<h<k—1 1<h<k—1
k’2
= Y =2 > k+ > h
1<h<k—1 1<h<k—1 1<h<k—1
k2 k(k—1)
= ) o 2k = 1)+ =
1<h<k-1
2\ 3 k2
= — ) = Zk(k—1)> -
(= 5) 0= 5
1<h<k-1 3<h<k-1

1
Podemos acotar por separado g —, debido a que es la suma superior
3<h<k—1

k
1
de la integral / gdt en la particién {3,4, ...,k — 1, k}.
3

1 k1
Z —zln<5):1nk—1n3:/ —dt.
_h 3 st
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En consecuencia,

> (aj— i)™t = K In(k/3),

1<i<j<k

como queriamos probar. []

Sea S(k) el conjunto de todas las permutaciones de {1,...,k} para k > 1
entero. Para o € S(k) y para 1 < i < j <k, decimos que el par (i,7) es una
inversién de o si o(i) > o(j). Sea (o) el conjunto de todas las inversiones
de 0. Vamos a probar el siguiente lema.

Lema 7.5 Sea 0 < ¢ <1 y Wi(c) = > csm AN para k > 1. Entonces,
k
Wile) < ()"

1—c

Demostracién: Se puede probar que Wy(c) = Wy_1(c)(1 +c+ ... + 1)
para k > 2. Dada una permutacién 6 en S(k — 1), el cardinal del conjunto
de inversiones de & viene dado por |I(¢)|. Para realizar la inmersiéon de &
en S(k) debemos introducir un k£ dentro de la permutacién, cuya posicién es
determinante en la produccién, o no, de nuevas inversiones. Si k se inserta
en la posicién final de 7, no da lugar a ninguna nueva inversiéon y, por tanto,
|I(0)| = |I(&)]. Si k es introducido en la pentltima posicién, se origina una
nueva inversion, entonces |I(c)| = |I(d)| + 1. Siguiendo este proceso, es claro
que, para cualquier & de S(k — 1), se tiene que /@l = @1 ¢+ 2 +
... + 1) y, en consecuencia, Wy(c) = > oes(k) M@ = D ses(h-1) @1 4
c+c+ ...+ 1), como querfamos probar.

Ademds, el polinomio 1+ ¢ + ¢ 4 ... + ¢*~! surge del cociente entre %
y, por tanto, se deduce que Wy (c) = Wk,l(c)%. Como 0 < ¢ < 1, entonces

Wi(c) < Wk%c(c)

Si continuamos acotando el valor de Wi(c) y recordando que Wy(c) = 1,
obtenemos que

Wite) < Wem(e)  Wiale Wi(e) _ ( 1 )k

<..<
T l—c T (1=¢? " T (1=0c)F 1—c¢

para todo k > 1 y, por tanto, queda probado el lema. []
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Sean T un torneo y ¢ : V(T) — Z una aplicacién inyectiva. Sea B
el grafo formado con los vértices de T' y cuyas aristas son todos los pares
u,v tal que uv es una arista de 7" con ¢(u) > ¢(v). Al igual que senalamos
anteriormente, B es el grafo backedge.

Notacién 7.6 Si e = {u,v} es una arista de B, denotamos como ¢(e) la
diferencia en valor absoluto de ¢(u) — ¢(v).

Definicién 7.7 Sean r,s > 1 dos enteros. Decimos que dos aristas distintas
e, f son (r,s)-comparables (en funcion de una aplicacion ¢) si:

» existe un camino P en B con a lo sumo s vértices y con e, f contenidas
dentro del camino v,

= ¢(e) <ro(f) y o(f) < role).

En el siguiente resultado utilizaremos el Lema 7.4 y el Lema 7.5.

Teorema 7.8 Para todo entero r,s > 1, y para cada nimero real € > 0, y
un n suficientemente grande (dependiendo de r,s y €), existe un torneo T de
n vértices con las propiedades:

» existe una aplicacion inyectiva de V(T') a Z tal que ningin par de
aristas del grafo backedge es (r, s)-comparable v,

Demostracién: Sean n > (re)? un entero y ¢ un nimero real con § < 1/4.
Vamos a construir el torneo T con 2n vértices como sigue. Independiente-
mente, cualquier par de vértices (i,5) de T con i < j. La arista ji pertenecera
a T con probabilidad §/(j — i) y, en caso contrario, la arista ij aparecerd en
T con probabilidad complementaria.

Para X C {1,...,2n}, sea p(X) la probabilidad de que uv sea una arista
de T para todo u,v € X y u < v. Vamos a demostrar que

(1) para X C V(T), p(X) < e dXPI(XI/3)/(2n),

Sea X = {z(1),...,x(k)}, con z(1) < ... < z(k). Se tiene que,
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rX)= ] (*ﬁ)

1<i<j<k

Aplicando la desigualdad 1 — z < e™”, se tiene la siguiente inecuacion:

1 S <eowSw
— - < e z()—=( ,
2(j) — (i)
entonces,
p(X) < e Drsisk D,
Usando el Lema 7.4 para 962%) con 1 <7 <k, se tiene que

Z L < 0k*In(k/3)/(2n),

o 2 () —x(9)

p(X) < ¢~k In(/3)/ (2m).

como queriamos probar.

Denotamos por P(X) la probabilidad de que X sea transitivo en T'. El
siguiente resultado necesario es

(2) para X CV(T), P(X) < ()" p(X).

1-26

Sea X = {z(1),...,x(k)}, con z(1) < ... < z(k). Ya sabemos que

0= T (1-557m):

1<i<j<k

Decimos que una permutaciéon o € S(k) se satisface, si para todo 1, j
con 1 <i<j<k, (i) domina a z(j) siy solo si o(i) < o(j). Entonces, X
es un conjunto transitivo si y solo si existe un algin elemento de S(k) que se
satisfaga. Si no existiera alguna o que se satisfaga en S(k), encontrarfamos
un ciclo de longitud tres y, por tanto, X no seria transitivo. Denotamos
por P(o) a la probabilidad de que o € S(k) se satisfaga. Se deduce que
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P(X) < >’ P(0), ya que todas las o que se satisfagan, nos proporcionan
una enumeraciéon de X para la cual X es transitivo. Para que o sea satisfecha,
necesitamos que para todo i,j con 1 <1 < j <k,

= si (4,7) no es una inversion de o, entonces existe la arista z(7)z(j), esto
5

sucede con probabilidad 1 — RO
» Si (4,7) es una inversién de o, se tiene que z(j)z(7) es una arista, con
probabilidad m
Por tanto, P(c) < p(X)(26)!). Si sumamos en todos los o posibles de
S(k), obtenemos que

P(X) < p(X) > (20)"9) = Wi (20)p(X).
oeS(k)

Si acotamos el valor de P(X) usando el Lema 7.5, se tiene que P(X) <

(ﬁ)kp(X ) ¥, en consecuencia, queda probado (2).

Procedemos a probar el siguiente resultado,

(3) Para todo ntimero ¢ > 0 real, si ¢t < +n'/? y 6tIn(4et) < §In(n), entonces
P(a(T) > n/t)) <e L.

Para empezar la demostracién, asumimos que ¢/n = g es un entero (re-
emplazamos ¢ por ='—). Llamamos P a la probabilidad P[a(T") > g], por
consiguiente, dicha probabilidad es a lo sumo la esperanza del ntimero de

subconjuntos transitivos de cardinal g. Podemos elegir (2;‘) subconjuntos de

cardinalidad g. La aproximaciéon de Stirling’s nos dice que (29") < @gL!)g. A

g
partir de esta desigualdad, podemos obtener que (29”) < (%) = (2et)™/t,
ya que % < gig y si multiplicamos una cota superior por un valor positivo (e,
en este caso) se sigue verificando. Entonces, aplicando (1) y (2) con la suma
de todas las elecciones de subconjuntos X de cardinal g , obtenemos que

P = Pla(T) > g < [ 2 M s )
= =\1-2 '

Si aplicamos logaritmos en la anterior desigualdad y usamos que 6 < 1/4,
se tiene que
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In(P) det ¢ 4]
> 2 -~
LT In(n) 572 In(3t).

Si recordamos las hipétesis previas 6tln(4et) < dln(n) y t < %nl/ 3 se

deduce que ln(46t) < & In(n) y 5% In(3t) < 2 In(n).

Ademas, la primera desigualdad puede reducirse a = < %1 (n), usando

que In(4et) > 1 > t/n.

SI’—‘

Llegados a este punto, podemos sumar las cuatro desigualdades y obtener
que —% In(P) > % y, por tanto, P < e~!, como queriamos probar.

Sea B el grafo backedge de T

(4) Paracada k >1y v € {l,..,2n}, el nimero esperado de caminos de B
con k vértices y primer vértice v es a lo sumo (48 1In(n))*~L.

Denotamos por Ej(v) dicho nimero esperado. Demostraremos el resulta-
do por induccién en k. Es claro que F;(v), supongamos entonces que k > 2.
Para proseguir, enumeraremos todos los posibles caminos de k vértices con
inicio en k dando los posibles segundos vértices u. Para cada u # v, E'(v) es
el nimero esperado de caminos en B con k—1 vértices, con primer vértice u 'y
no conteniendo a v, condicionado a que v y v son adyacentes en B. Sabemos

que la probabilidad de que exista la arista {u,v} es de ol u| y, por tanto,

Ey(v)= Y E'(u) 0

v —ul
1<u<2n,u#v

Por hipétesis de induccién, E'(u) < Ey_1(u) < (46 In(n))*~2, entonces

J

o —ul

Ei(v) < (46Im(n)) 2 S

1<u<2n,u#v

En consecuencia,

Z o —al <2 Z < 26(1 +1n(2n)) < 401n(n),

1<u<2n,u#v 1<z<2n
ya que n > 6. Por tanto, Ex(v) < 46 1n(n).
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Para cada v € {1,...,2n} y cada entero x > 1, sea Z,(x) la suma, sobre
todos los u # v con z < |u — v| < rx, de la probabilidad de que {u,v} sea
una arista de retroceso. Necesitamos demostrar que

(5) Z,(x) <20(1+1In(r)) para cada v € {1,...,2n} y & > 1 entero.

Tenemos que

) ) )
Zn() < Z u—vS Z U—USQZ i

v+r<ulv+re v—reulv—x r<i<rx

Pero también, acotando por la suma superior en la particién {z, ..., rz},

1 1
Y S <=+In(r) <1+n(r).
r<i<rx ¢ x

En consecuencia, Z,(u) < 2§(1 + In(r)), por lo que queda probado (5).

Sea ¢(v) = v para 1 < v < 2n, decimos que un camino de B, con al menos
dos aristas y cuyos finales sean las aristas e, f, es balanceado si ¢(e) < ro(f)
v o(f) < r¢(e). Recordemos que para una arista e, ¢(e) es |¢(v) —p(u)|. Para
proseguir con la demostracién, necesitamos el siguiente resultado.

(6) Para cada k > 2, el nimero esperado de caminos balanceados en B con
k vértices es a lo sumo (49)(1 + In(r))(In(n))*~1n.

La suma sobre todos los v € {1,...,2n} del ntimero esperado de pares
(e, R) acota superiormente al numero esperado de caminos balanceados de
B. Los pares (e, R) son de la forma:

= ¢ es una arista de B, con inicio en v y final en u.
= R es un camino de k vértices de B con final en v y no contiene a w.

w O(f) < ole) < ro(f), tal que f es una arista perteneciente al camino
R, incidente con el final de R diferente de v.

Antes de comenzar con la demostracién, tenemos que observar que un
camino balanceado se corresponde con dos pares, tales que sus aristas fi-
nales tienen el mismo valor de ¢. Para reanudar la prueba, fijaremos v y
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sea F, el nimero esperado de pares (e, R) descritos anteriormente. Sea M
el conjunto de secuencias (vy, ..., vx) de elementos distintos de {1,...,n} con
v; = v. Para cada miembro (vy,...,v;) € M, sea P(vy,...,v;) la probabi-
lidad de que {v;,v;41}, con 1 < i < k — 1, sean todas aristas de retroce-
so. Sea Q(vy,...,vx) la suma sobre todos los vy diferentes de vy, ..., v, con
lvg — v1] < |vg—1 — vg| < r|vg — v1] de la probabilidad de que {vg, v} sea una
arista de retroceso.

Entonces, la suma de P(vy, ..., vx)Q(v1, ..., vx) sobre todos los (vy, ..., vx) €
M se corresponde con E,. Pero, para cada (vy,...,v;) € M, se tiene que
Qv1, .., vx) < Zy(Jog — vk—1|) < 20(1 4 In(r)), usando (5). Por tanto,
E, se corresponde con la suma sobre todos los (vq,...,v;) € M de 26(1 +
In(r))P(vy, ..., v1). Ademéds, E, < 26(1 + In(r))(4dIn(n)) =1 por (4).

Si sumamos sobre los 2n valores de v, se tiene que

E, < (40)F(1 +1In(r)) (46 In(n))*'n,

como queriamos probar.

Antes de probar el iltimo resultado auxiliar, vamos a concretar el valor
de 8, acotado por 1/4 hasta este momento. Elegiremos § = 1(2+ 21In(r)) %/

‘In(n)*+". Bs claro que § < 1/4.
(7) El ntimero esperado de aristas (r, s)-comparables en B es a lo sumo n/2.

Recurriendo a la cota proporcionada en (6) y sumando para 2 < k < s,
se tiene que el ntimero esperado de aristas (r, s)-comparables esta acotado
por dicha suma.

Usando que n > (re)?,

451n(n) > 1y (46)"(In(n))*~" < (46)*(In(n))*~",
para k > 2, la suma anterior es a lo sumo (1 + In(r))(40)*(In(n))*~'n =

n/2, por la eleccién que hemos hecho anteriormente de ¢ y, por tanto, queda
probado (7).

Llegados a este punto, vamos a probar el principal resultado de este teo-
rema. Sea £ > 0 un nimero real y ¢t = (In(n))"/*~. Para un n suficientemente
grande, se tiene que ¢ < in'/?y 6tIn(4et) < §In(n). Aplicamos la desigualdad
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de Markov, P(X > a) < @, con X el numero de aristas (r, s)-comparables
de By a =n. E(X) denota la esperanza de un suceso X en este contexto. En
el resultado (7), hemos probado que E(X) < %, por tanto, podemos deducir
que la probabilidad de que existan n aristas (r, s)-comparables es a lo sumo
1/2. Ademas, por (3), la probabilidad de a(T") > n/t es a lo sumo 1/e. Por
tanto, la probabilidad de que existan a lo sumo n aristas (r, s)-comparables
vy a(T) < n/t es al menos de 1/2 —1/e > 0. Consideramos 7" el torneo que
cumple estas propiedades, entonces existe un subconjunto X C V(T') con
cardinal n, tal que todo par de aristas (r, s)-comparables f y g, al menos f
o g es incidente con un vértice de X. En consecuencia, el torneo T" generado
por V(T)\ X satisface el teorema. [J

Antes de probar el Lema 7.2, vamos a probar el siguiente resultado.

Lema 7.9 Sea T un torneo isomorfo a A(2,2,2) y ¢ : V(T) — Z una
aplicacion inyectiva. Entonces, eziste un par de aristas (2, 3)-comparables en
el grafo backedge de T.

Demostracién: Sea B el grafo backedge de T, tenemos que encontrar un
par de aristas (2, 3)-comparables en B.

Si e € E(B), decimos que ¢(e) es la longitud de e. Consideramos el
torneo T', conformado por los vértices V(T') = {aq, as, by, by, ¢1, c2} tales que
({a1, a2}, {b1,b2}, {c1,c2}) es una trisecciéon de T'. Supongamos que ¢(a;) <
o(az),d(b1) < ¢(by) y ¢(c1) < P(ca). El torneo T tiene la siguiente forma:

V

Figura 7.1: La triseccién A(2,2,2).

W/

La aplicacion ¢ da lugar a 3 casos dependiendo de los valores asignados.
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El primer caso viene dado con la asignacién ¢(a1) = 1, ¢(as) = 2, ¢(by) =
3,0(b2) = 4,¢(c1) = 5y ¢(ca) = 6. Entonces, el grafo backedge tiene la
siguiente forma:

by

as C2

ba

Figura 7.2: Grafo backedge para la primera asignacién de ¢.

El camino elegido para encontrar el par de aristas (2, 3)-comparables es
P = {ajcias}, con e = ajcy y f = cjas. Se tiene que ¢(e) = 4y ¢(f) = 3,
por tanto, se verifica que ¢(e) < 2¢(f) v ¢(f) < 2¢(e). En consecuencia, el
par de aristas e, f es (2,3)-comparable.

El siguiente caso se origina con la asignacién ¢(a1) = 3, ¢(as) = 4, ¢(by) =
1L,p(by) =2,¢0(c1) =5y ¢(cy) = 6. El grafo backedge asociado a este ¢ es

by

N N N

by
Figura 7.3: Grafo backedge para la segunda asignaciéon de ¢.
En este caso, el par de aristas (2,3)-comparables viene dado por e =

a1by y [ = bias, que pertenecen a E(P) con P = {aibjas}. Calculamos las
longitudes de ambas aristas, ¢(e) =2 y ¢(f) = 3. Claramente ¢(e) < 2¢(f)

y o(f) < 2¢(e).
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Por 1ltimo, consideramos la asignacién ¢(a;) = 5, ¢(az) = 6,¢(by) =
3,0(b2) =4,0(c1) =1y ¢(ca) = 2. Su grafo backedge seria

by

b

Figura 7.4: Grafo backedge para la tercera asignacién de ¢.

Elegimos el camino P = {ajbjas} con e = a;by y f = byas. Sus longitudes

son ¢(e) = 2y ¢(f) = 3. Entonces, ¢(e) < 26(f) y o(f) < 2¢(e) y, por

tanto, e, f son un par de aristas (2, 3)-comparables.

En consecuencia, cualquier torneo 7' isomorfo a la triseccién A(2,2,2)
contiene al menos un par de aristas (2, 3)-comparables, dada una aplicacién
¢ inyectiva. [

Después de esta coleccion de resultados, estamos preparados para demos-
trar el Lema 7.2 y la Proposicién 7.3.

Demostraciéon de 7.2 y 7.3: Dado un € > 0 real, sea n suficientemente
grande, entonces podemos encontrar un torneo 7' de n vértices que verifica las
propiedades dadas en el Teorema 7.8. Si tomamos (7, s) = (2, 3), por el Lema
7.9, T no contiene a A(2,2,2). Por tanto, queda probada la Proposicién 7.3
y el Lema 7.2. [
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