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Introducciéon General

En la teoria de juegos cooperativos, asumimos que los jugadores se comportan
de tal forma que ya no solo sus estrategias estan orientadas a conseguir
sus propios objetivos de manera unilateral, maximizando sus beneficios (o
minimizando sus costes). Por el contrario, estan dispuestos a cooperar entre
ellos para poder asi conseguir mas de lo que pueden conseguir de manera
individual. La principal cuestion es, una vez que han cooperado, ;jcémo se
pueden repartir los beneficios entre ellos de manera racional y justa?. Este
estudio se centra en esa cuestion, donde los jugadores van a formar distintos
subgrupos, a los que llamaremos coaliciones, con unos beneficios que cada
coalicion puede conseguir, sin tener en cuenta lo que otros jugadores hagan

fuera de ella.

El conjunto de jugadores se denota por N := {1,...,n}. Para cada S C N,
nos referimos a S como una coalicién, siendo |S| el niimero de jugadores en

S. A la coaliciéon N se le llama la gran coalicion.

Centraremos el estudio en los juegos de utilidad transferible y en los concep-
tos de soluciones. Siendo un concepto solucion aquél en el que el reparto que
se asigna a cada jugador es eficiente, es decir, la suma de las asignaciones
que se dan a cada jugador es igual a la asignacion que obtiene la gran coali-
cién. Ademas tiene que ser racionalmente individual; cada jugador no puede
obtener menos de lo que pueden obtener por si mismo. Estos dos axiomas
dan lugar al conjunto de soluciones llamado conjunto de imputacion. A este
ultimo concepto de soluciéon se le anade el concepto de racionalidad coali-
cional, que consiste en que al conjunto de imputacion se le exige que cada
coalicion que se forma en el juego también debe cumplir la racionalidad in-
dividual. Llegando al concepto de solucién llamado core. En este estudio se
demostraran los conceptos de solucién anteriormente mencionados asi como

sus axiomas de caracterizacion. Introduciremos el concepto de juegos coope-
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rativos en contextos formales y reticulo de conceptos. De esta clase de juegos,
nace un nuevo concepto de solucion, el cual se denomina, valores de compro-
misos. Presentaremos el estudio del 7-Valor y el y-Valor, tanto en los juegos
clasicos como su aplicacion en los juegos en contextos formales. Se estudiaran
distintas formulaciones dependiendo del punto de vista de la estructura del

reticulo que forma el juego, asi como su axiomatica.

Un contexto formal de un juego cooperativo es aquel al que a cada jugador
se le asigna un handicap, es decir, un atributo o varios, que le hace menos
atractivo a la hora de unirse a una coalicién. Un contexto formal se representa
con la tabla de asignaciones, una tabla donde estan representados todos los
jugadores y todos los handicap posibles. En esta tabla se le asigna un 1 si el
jugador ¢ posee el handicap o un 0 en caso contrario. De la tabla de incidencia
obtenemos el reticulo de conceptos, que simplemente es una representacion
grafica en forma de reticulo, donde se representan las distintas coaliciones que
se van formando, desde el bottom, que es la parte mas inferior del reticulo
(aqui se encuentran los jugadores que poseen todos los handicaps) hasta el
top , en la parte superior, que es donde esté representada la gran coalicién (la
cual no posee ningin handicap). Este tipo de juegos en contextos formales
se presenta por primera vez en el articulo Games on concept lattices: Shapley
value and core (2014 [21])

En el primer capitulo se introduce los juegos cooperativos de utilidad trans-
ferible, asi como el concepto solucion dado por Shapley y el core. En esta
seccion estudiaremos problemas de negociacién coalicional. En uno de tales
problemas, un conjunto de jugadores, que dispone de mecanismos para to-
mar acuerdos vinculantes, debe decidir cémo repartirse los beneficios de su
cooperaciéon. A diferencia de lo que ocurria en los problemas de negociacién
simple, ahora no es necesaria la unanimidad para que un reparto sea adop-
tado, sino que puede haber algunos grupos de jugadores capaces de forzar
determinados repartos. También supondremos que los beneficios generados
por los grupos de jugadores (a los que denominamos coaliciones) pueden

repartirse libremente entre ellos. Por eso, en realidad, trataremos con pro-
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blemas de negociacion coalicional con utilidad transferible. Para caracterizar
uno de tales problemas usaremos los llamados juego cooperativos con utili-
dad transferible (abreviadamente juegos TU). Las diferentes coaliciones que
se pueden formar entre los jugadores en N pueden exigir ciertas asignaciones.
El problema es decidir como los beneficios generados por la cooperacion de
los jugadores pueden ser repartidos entre ellos. Dada una coalicion S denota-
mos por v(S) las posibles asignaciones x € R de utilidad para los jugadores
si la coalicién se forma. Si x € v(S) entonces que la utilidad sea transferible
significa que todas las posibles asignaciones que se pueden obtener de x por
transferencia de utilidades entre los jugadores en S también pertenecen a
v(S). Por lo tanto, v(S) puede ser caracterizado por un tinico nimero, dado
POr MAX,eu(s) Dics Ti, €8 decir, la suma del maximo que cada jugador puede
conseguir. A este nimero v(5) se le llama valor de la coalicion S, como el
beneficio que puede generar. Sea G la clase de juegos TU con n jugadores.
Estudiaremos dos aplicaciones de gran utilidad en este tipo de juegos. En el
segundo capitulo se introduce los juegos en contextos formales y el reticulo de
conceptos. Para este tipo de juegos también estudiaremos el valor de Shapley
y el core. En el tercer capitulo se hace una breve introduccion de los valores
de compromiso en juegos cooperativos de utilidad transferible. Se define que
es un contexto regular y un algoritmo para la regularizacion de contextos.
La aportacion de este estudio recae en una nueva vision en el campo de los
juegos de utilidad transferible en contextos formales, en especial, sus valores

de compromiso (7-Valor y x-Valor) asi como su axiomatica.






Capitulo 1

Juegos cooperativos

1.1. Juegos de utilidad transferible

Los juegos cooperativos de utilidad transferible describen situaciones donde
un grupo de agentes cooperan para obtener un beneficio comin dado por un
unico pago para el grupo que debe repartirse entre ellos de forma razonable.
Para ello se conocen los beneficios que obtendrian las posibles subcoaliciones

de agentes.

Definicién 1.1.1. Un juego TU es un par (N,v), donde N = {1,...,n} es
el conjunto de jugadores y v : 2V — R es la funcién caracteristica del juego.

Por convencion, v(D) := 0.

Dada una coalicion S C N, v(s) representa los beneficios que se pueden
asegurar los jugadores de S, independientemente de como actie el resto de
jugadores. Por simplicidad, identificaremos (N, v) con su funcién caracteris-

tica de v. El conjunto de juegos sobre N se denotard por G*.

Ejemplo 1.1.1.- (Reparto de un millon). Una persona deja una herencia de
un millén de euros a tres herederos, con la condiciéon de que al menos dos de

ellos lleguen a un acuerdo sobre cémo efectuar el reparto; si tal acuerdo no es
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alcanzado, el millén se donara a una institucién benéfica. Esta situacion se
puede representar como el juego (N,v) tal que N = {1,2,3}, v(1) = v(2) =
v(3) =0y v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =v(N) = 1.

Ejemplo 1.1.2.- (El juego del guante). Tres jugadores estan dispuestos a
repartirse los beneficios derivados de la venta de un par de guantes. El jugador
uno tiene un guante izquierdo y los jugadores dos y tres tienen un guante
derecho cada uno. Un par de guantes se puede vender por una centena de
euros. Esta situacién se puede representar como el juego (N,v) con N =
{1,2,3},v(1) =v(2) =v(3) =v(23) =0y v(12) = v(13) = v(N) = 1.

Ejemplo 1.1.3.- (El Parlamento de Aragon, 1991). Este ejemplo muestra
que los juegos TU pueden ser utilizados para describir problemas de ne-
gociacion coalicional en el que los jugadores negocian con algo mas abs-
tracto que el dinero. Consideramos el Parlamento de Aragén surgido de las
elecciones de mayo de 1991, cuya composicién era: PSOE (Partido Socia-
lista Obrero Espanol) 30 diputados, PP (Partido Popular) 17 diputados,
PAR (Partido Aragones Regionalista) 17 diputados, e IU (Izquierda Uni-
da) 3 diputados. Medir el poder de los diferentes partidos en un Parla-
mento es una cuestiéon de gran interés. Obsérvese que, en cierto sentido,
medir el poder es lo mismo que asignar de modo razonable una fraccion
del poder total. Asi pues, un Parlamento puede representarse como un jue-
go TU en el que un grupo de jugadores (los partidos) tratan de repartirse
el poder. Como las decisiones mas relevantes en un Parlamento se toman
usando la regla de la mayoria simple, diremos que una coalicion tiene to-
do el poder si dispone mas de la mitad de los votos, 34 en este ejemplo.
Por tanto, este Parlamento se puede representar como el juego (N, v)tal que
N =1{1,2,3,4} (1 = PSOE, 2= PP, 3= PAR, 4 =1U), v(S) = 1s5i
existe T € {{1,2},{1,3},{2,3}} con T"C S y v(S) = 0 en otro caso. Notese

que para indicar que S tiene todo el poder hacemos v(S) = 1.

Ejemplo 1.1.4.- (La profesora visitante). Tres grupos de investigacién per-
tenecientes a las universidades de Amsterdam (grupo uno), Glasgow (grupo

dos) y Sevilla (grupo tres) planean invitar a una profesora de la Universidad
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de Oregon a impartir un curso de forma que la profesora visitara Amster-
dam, Glasgow y Sevilla en el mismo viaje. Los grupos quieren repartir el
coste de tal viaje. Con ese proposito, se ha estimado el coste en euros de
los viajes correspondientes a las visitas a las posibles coaliciones de gru-
pos: ¢(1) = 1500, ¢(2) = 1600, ¢(3) = 1900, ¢(12) = 1600, ¢(13) =
2900, ¢(23) = 3000, y ¢(/N) = 3000 (para cada S, ¢(S) indica el coste del
viaje para visitar a los grupos de S). Tomando N = {1, 2, 3}, obtenemos el
juego (N, c). Obsérvese que (N, c) es un juego TU de los denominados jue-
gos de coste, en el sentido de que, para cada S, ¢(S) representa los costes
asociados a esa coalicion y no los beneficios que genera. El juego de ahorro

asociado a esta situacién, que nos da los beneficios que genera cada coalicion,
es (N,v) donde, para cada S C N,

Por lo tanto, v(1) = v(2) = v(3) = 0, v(12) = 1500, v(13) = 500, v(23) = 500
y v(N) = 2000.

Los ejemplos anteriores muestran que un amplio espectro de situaciones se
pueden describir usando juegos TU. Veamos ahora una clase de juegos TU

especialmente importante.

Definicién 1.1.2. Un juego-TU v € GV es superaditivo si, para cada par de
coaliciones S, T C N, con SNT # (), se tiene que

v(SUT) >v(S)+v(T)

Denotamos por SGV el conjunto de juegos TU de GV que son superaditi-
vos. Obsérvese que en un juego superaditivo los jugadores tienen auténticos
incentivos para la cooperacion, en el sentido de que la uniéon de dos grupos
disjuntos cualesquiera no provoca na disminucién de los beneficios. De hecho,

la teoria de los juegos TU se ha desarrollado principalmente para los jegos
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superaditivos, aunque por simplicidad se presente para la clase completa G*.
Notemos que los juegos de los ejemplos anteriores son todos superaditivos con

excepcion del juego ¢ del ejemplo de la profesora visitante.

El objetivo principal de la teoria de juegos TU es proponer, para cada juego
TU, una asignaciéon o un conjunto de asignaciones que pueda ser aceptado
por todos los jugadores involucrados en el problema. Un primer enfoque
para alcanzar este objetivo estd basado en la idea de estabilidad: se trata
de encontrar un conjunto de asignaciones que sea estable, en el sentido de
que cabe esperar que el acuerdo finalmente adoptado por los jugadores sea un
elemento de dicho conjunto. Este es el enfoque subyacente, por ejemplo, en el
core (Guillies, 1953 [2]), los conjuntos estables (von Neumanny Morgenstern,
1944 [3]) y el conjunto de negociacién (Aumann y Maschler, 1964 [5]). En la
mayoria de los casos, el computo de los juegos estables es muy complicado
ya que hay juegos con infinitos conjuntos estables. En contraposicion, hay
juegos para los cuales no existen conjuntos estables (Lucas [4]). El segundo
enfoque esta basado en la idea de ecuanimidad: trata de proponer para cada
juego TU un reparto ecudnime que sea aceptable para los jugadores. Este
es el enfoque subyacente, por ejemplo, en el valor de Shapley (Shapley, 1953
[7]), el nucleolo (Schmeidler, 1969 [10]), el 7 — value (Tijs, 1981 [11]) y el
X —value (Bergantinos y Massé [12]). En este estudio s6lo trataremos el valor
de Shapley, el 7—value y el x —value desde el enfoque de la teoria algebraica

de conjuntos parcialmente ordenados y reticulos.

1.2. EIl Core y conceptos relacionados

En esta seccion estudiamos el méas importante de los conceptos relacionados
con la idea de estabilidad: el core. Para un juego v € G¥, el core es un
subconjunto del conjunto de imputaciones, donde una imputacién es una
divisién de v(N) entre todos los jugadores de forma que ningin jugador i

reciba menos que v(7), la cantidad que puede garantizarse por si mismo.

Cada vector z = (z;);eny € R™ se denomina asignacidn o vector de pago,
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ya que la coordenada x; representa el pago al jugador i. Una asignaciéon x
es eficiente si distribuye exactamente el valor de la coalicion N entre los

jugadores, es decir,

>z =v(N)

1EN

La mayoria de los conceptos de soluciéon propuestos para juegos cooperativos
requieren que los vectores de pago eficientes cumplan el llamado principio de
individualidad racional que exige que el pago a cada jugador ¢ mediante el
vector de pago x sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener por

sl mismo en el juego; esto es para todo i € N

v > v({i})

El conjunto de imputaciones de un juego TU, I(v), consiste en todas las

asignaciones eficientes e individualmente racionales.

Definicién 1.2.1. Sea v € GV. El conjunto de imputaciones de v, I(v), se

define como:

I(v) := {x eRY:> 2, =v(N) y para cada i € N, x; > U(Z)}

iEN

El conjunto de imputaciones de un juego superaditivo es siempre no vacio. La
racionalidad individual de la asignacién en I(v) asegura que ningun jugador
deseara salir de la coaliciéon en I(v), ya que no puede conseguir un mayor
beneficio por si mismo. Aunque puede darse el caso que una coalicién de
jugadores en I(v) no sea racional. Por ello se define el core, donde se impone
la racionalidad coalicional de las asignaciones de I(v). Dado un v € G, una
asignacién x € R es coalicionalmente racional si, para cada S C N | el

vector de pago x verifique
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Zmi > v(S)

€S

El conjunto constituido por todos los vectores de pago eficientes que satis-
facen estas desigualdades da lugar al concepto solucién denominado core del

juego wv.

Definicién 1.2.2. Sea v € GN. El core de v,C(v), se define como:

C(v) = {:E € I(v): para cada S C N, x; > U(S)}

i€S

El core fue introducido por Gillies [2] en 1953 y se considera un concepto
muy natural de solucién, aunque tiene el inconveniente de que, en muchos
casos, es vacio. Para la clase de juegos convexos se puede afirmar que éste es
no vacio; no obstante, aun cuando el core sea no vacio, podria ser pequeno
para conseguir dar soluciones razonables a ciertos juegos. Esto conduce a la

consideracion de otros conceptos solucion.

Desde el inicio de la teoria de juegos, se han propuestos muchos conceptos de
solucién. En 1944, von Neumann y Morgenstern [3] introdujeron el concepto
de conjunto estable. Los conjuntos estables son descritos en términos de una
relacion entre imputaciones llamada dominacién, y por tanto, requieren que

el conjunto de imputaciones sea no vacio.

Definicién 1.2.3. Sea v € GV un juego TU y sean S € 28\ 0 y x,y € I(v).

Se dice que x domina a y a través de S si se cumple:
1. x; > vy;, para todo i € S.

2. % x; <wv(9).

€S

Se dice que x domina a a y si existe una coalicion T € 2V \ () tal que x domina

ay a través de T'. Se dice que x es no dominada si no existe z € I(v) tal que
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z domina a xz.

Obsérvese que r domina a y a través de S cuando todos los jugadores de
S prefieren x a y, ademas, = es alcanzable para S, en el sentido de que la
cantidad total propuesta por x para los jugadores de S no es superior a
la cantidad que los jugadores de S pueden garantizarse por si mismos. Por
tanto, si x domina a y, existe alguna coalicién con interés y capacidad de
vetar y. En definitiva, para que una imputacion sea realmente estable debe
ser no dominada. Esto es lo que le ocurre a las imputaciones del core, tal

como se muestra en el resultado siguiente.
Proposicién 1.2.1. Sea v € GV un juego TU.
1. Six € C(v), entonces x es no dominada.

2. Si, ademds, v € SGY, entonces se tiene que C(v) = {x € I(v) :

xes no dominada}.

Demostracion. Probemos la primera afirmacién. Supongamos que z € C(v)
y existe y € I(v) y una coalicién no vacia S C N tales que y domina a x a

través de S. Entonces

v(S) > Zyi > le > v(S),

i€S €8

lo cual es una contradiccién. Veamos ahora 2). Sea x una imputacién no
dominada de v y supongamos que no pertenece a C'(v). En tal caso existe
S C N tal que Y ;e 7 < v(S). Definamos y € RY del siguiente modo:

x,-—l—_‘f' sit el
Yi =
v(i) + - N siie N\ S,
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Como v es superaditivo, y € I(v). Ademés, y domina a x a través de S, lo

cual es una contradiccién.

A continuacién veremos varios ejemplos para ilustrar el concepto del core.
El primero muestra un juego TU que no es superaditivo y que tiene una
imputacion no dominada que, sin embargo, no pertenece a su core. Los demas

estudian los cores de los ejemplos tratados en la seccién anterior.

Ejemplo 1.2.1.- Sea el juego (N,v) tal que N = {1,2,3}, v(1) = v(2) =0,
v(3) =1, v(12) = 2, v(13) = v(23) = 1, v(IN) = 2. Obsérvese que v(N) <
v(12) + v(3) y que por tanto, v no es superaditivo. Por otro lado, C(v) = {)

y (1,0, 1) es una imputacién no dominada.

En este caso, la coalicion S prefiere la distribucién x sobre la y porque cada

miembro de S obtiene mas, y S no sobrepasa su valor con esta imputacion.

Ejemplo 1.2.2.- Es facil ver que el core del juego del reparto del millon
es vacio, a pesar de que es un juego superaditivo. Esto quiere decir que la

situacion de negociacion descrita por este juego es fuertemente inestable.

Ejemplo 1.2.3.- El core del juego del guante es el conjunto unitario {(1,0,0)}.
Puede parecer extraiio que el inico elemento del core de este juego asigne to-
dos los beneficios al poseedor del guante singular. Sin embargo, (1,0,0) es la
Unica imputacion del juego no dominada, es decir, estable. La interpretacion
que se puede hacer de este resultado es que el precio de los guantes derechos

en el mercado se hace cero ya que hay un exceso de oferta de tales guantes.

Ejemplo 1.2.4.- Esta claro que el core del juego de ahorro v asociado al

problema de la profesora visitante esta dado por

C(v) ={z € I(v) : &1 + 29 > 1500, z1 + x5 > 500, x5 + x5 > 500},
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que es un conjunto no vacio. En la Figura 1.1 representamos los hiperplanos

que delimitan I(v) y C'(v). A la vista de esto es facil comprobar que

C(v) = conv{(1500,0,500), (1500, 500, 0), (500, 1500, 0), (0, 1500, 500)}.

En la Figura 1.2 representamos C'(v) y sus puntos extremos. De hecho, lo
que estd representando en los dos dibujos de la Figura son I(v) y C'(v) como

subconjuntos del hiperplano eficiente, que estd dado por {z € RY : ¥, . vy x; =

v(N) -

To+ Tz = 1_,1(23) R | + T3 = t‘(13)

T1+ 72 = v(12)"

2

zz =v(3) 1

z2 =v(2)." - e Sz =w(1)

Figura 1.1: El core del juego de la profesora visitante. Hiperplano asociados

a I(v)y C(v)
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(1500,0,500) (0,1500,500)

(1500,500,0)  (500,1500,0)

Figura 1.2: El core del juego de la profesora visitante. El conjunto C'(v) y sus
puntos extremos

Antes de analizar el juego asociado al Parlamento de Aragén vamos a intro-

ducir algunos conceptos y resultados.

Definicién 1.2.4. Un juego v € GV se denomina simple si:
1. Para toda S C N, v(S) =0, ov(S) =1.
2. v(N)=1

3. v es un juego mondtono, esto es, v(S) < v(T) para cualquiera S, T C N
con S CT.

Se denotarda por S(N) el conjunto de los juegos simples con conjunto de
jugadores N. Para un juego simple (N,v) y una coalicion S C N, se dice
que S es ganadora si v(S) = 1; en caso contrario, se dice que S es perdedora.
Se denotara por W el conjunto de todas las coaliciones ganadoras, es decir,
W ={S C N :v(S)=1}. Es evidente que N es un elemento de W'y que si
SeWyScCT,entonces T € W. Una coalicién ganadora es minimal si no
contiene a ninguna otra coalicién ganadora. Se denotara por W™ el conjunto

de todas las coaliciones ganadoras minimales, es decir,
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Wm={SeW:v(T)=0, VI CSconT#S}

Notese que un juego simple puede caracterizarse dando el conjunto de coa-
liciones ganadoras, o también, dando el conjunto de coaliciones ganadoras

minimales.

Definicién 1.2.5. Sea v € SV un juego simple. Se dice que i € N es un
jugador veto de v(N \ i) = 0.

Proposicién 1.2.2. Sea v € SV un juego simple. Entonces C(v) # (0 si y
solo si el conjunto V de jugadores veto es no vacio. Ademds, si C(v) # ()

entonces

Clw)={zellv):z;=0Vie N\V}

Demostracion. Supongamos que C(v) # 0 y que V' = ). Tomemos = € C(v).

Entonces, para todo ¢ € N, x; = 0 puesto que

0=o(N)—o(N\ {2 o= ¥ z=220

JEN JEN\{i}

Esto es obviamente imposible. Reciprocamente, supongamos que V' es un

conjunto no vacio y consideremos el conjunto no vacio

{rellv):z;=0Vie N\V}.

Es inmediato comprobar que este conjunto es C'(v).
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Ejemplo 1.2.5.- En virtud de los resultados anteriores y teniendo en cuenta
que el juego asociado al Parlamento de Aragén es un juego simple con un

conjunto vacio de jugadores veto, esta claro que su core es vacio.

Hemos visto que hay situaciones de negociacion coalicional que son altamente
inestables y, por ello, tienen un core vacio. A continuaciéon proporcionamos
una condicién necesaria y suficiente para el caracter no vacio del core de
un juego. El correspondiente resultado fue probado independientemente por
Bondareva (1963) y Shapley (1967), por lo que es conocido por el teorema
de Bondareva-Shapley.

Definicién 1.2.6. Una familia de coaliciones F C 2V \ {0} se denomina
equilibrada si existe una familia asociada de nimeros reales positivos (deno-

minados coeficientes equilibrantes) {ys : S € F'} tal que, para todo i € N,

> ys=1

SEeFiesS

Definicién 1.2.7. Un juego v € GV se denomina equilibrado si, para cual-
quier familia de coaliciones equilibrada F con coeficientes equilibrantes {y; :

S € F}, se tiene que

> ysv(S) < v(N).

SeF

El hecho de que (N, v) sea equilibrado viene a significar que las coaliciones
“intermedias” no tienen demasiado poder. Por ello, el caracter equilibrado
de un juego parece estar relacionado con la estabilidad de la situacion de
negociacion coalicional descrito por dicho juego. Esto es precisamente lo que

afirma el teorema de Bondareva-Shapley.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Bondareva-Shapley). Sea v € GV un juego
TU. Entonces C(v) # 0 si y solo siv es equilibrado.
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Demostracion. La demostracion del resultado anterior hace uso de nociones
bésicas de dualidad en programacién lineal. Supongamos que C(v) # 0.
Sean x € C(v) y F una familia de coaliciones equilibradas con coeficientes

equilibrantes {ys : S € F'}. Entonces,

D ysv(S) < DD Tyswi =D (zi Y. ys) =Dz =v(N).

SeF SEF ieS €N SeFieS €N

Reciprocamente, supongamos que v es equilibrado y consideremos el siguiente

problema de programacién lineal (P):

minimizar Y. x;
ieN

sujetoa Y x; > 0(S) VS €2V \ {0}

€S

Noétese que C'(v) # () si y solo si existe T una solucién 6ptima de (P) con

>ien Ti = v(N). El dual (P) es el siguiente problema de programacion lineal

(D):

maximizar > ysv(S)
Se2T\{p}
sujeto a > ys=1 Vie N,

Se2T\{0},ieS

ys >0 VS € 2N\ {0}.
Claramente, (D) tiene, al menos, una solucién 6ptima 7, ya que el conjunto de

soluciones factibles es no vacio y compacto, y su funciéon objetivo es continua.

Definamos ahora

F={SCN:yg>0}
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Obviamente F' es una familia equilibrada con coeficientes equilibrantes {7 :
S € F}. Como (D) tiene una solucién éptima entonces, por el teorema de

dualidad,(P) tiene también una solucién 6ptima T y, ademas,

Zfi: Z 7sv(9).

ieN Se2T\{0}

Como v es equilibrado y T es una solucién éptima de (P)

v(N) <> mi= > Feu(S) <v(N)

iEN Se2T\{0}

por lo que v(N) = Y ;cn T

Otro concepto de solucion es el llamado conjunto de negociacién, propuesto
por Aumann y Maschler [5]. Este conjunto es una extensién del core y esta
unido a los procesos de negociacion ya que, en ellos se tiene en cuenta las
posibles acciones y respuestas hechas por las coaliciones. Actualmente hay
varias versiones del conjunto de negociacién, pero aqui se considera la mas

clasica.

Si x es una imputacién para un juego v, una objecion de un jugador i € N
contra otro jugador j € N con respecto a la imputacién = es un par (y,S)
donde S C N es una coalicién que contiene al jugador ¢ pero no al 7, y el

vector y € RI¥l satisface

y(S)=V(S) yademéds vy > xp paracadak € S.

Una contraobjecion a la objecién (y,S) es un par (z,7") donde ' C N es una

coalicién conteniendo al jugador j pero no al jugador i, y el vector z € R/
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verifica que

2L > T ara ke T\ S,
2(T) =v(T) vy, ademés, k=th D \

zk >y parakeTnNS.
Una objecién esta justificada si no existe contraobjecion. El conjunto de ne-
gociacion de Aumann y Maschler es el conjunto de todas las imputaciones x

para las cuales no existen objeciones justificadas respecto de x.

En 1978, Weber [6] propuso como concepto de solucién un conjunto que
contiene al core, y es méas facil de computar. Ademas, este conjunto es siempre
no vacio. La definicién de conjunto de Weber se basa en los vectores de

contribuciéon marginal.

Se suponen ordenados los jugadores en un juego (N, v) y se tienen en cuenta
todos los posibles 6rdenes del conjunto de jugadores; es decir, se considera el
conjunto II,, de todas las permutaciones de N. Para cada orden 7 € II,, se
define el vector de contribucion marginal a™(v) € R™ como la preimputacién

cuyas coordenadas satisfacen

af (v) = v(r" U {i}) —v(7') Vi€ N,

donde 7 es el conjunto de los predecesores del jugador i en el orden 7. El

vector a”(v) asigna a cada jugador su contribucién marginal en el orden 7.

El conjunto de Weber del juego v es la envoltura convexa de los vectores de

contribuciéon marginal; esto es

Weber(v) = conv{a™(v) : m € 11,,}.

En la mayoria de los casos, los conceptos de soluciéon citados no asignan al

juego una unica distribucion, sino un conjunto de distribuciones. También se
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han definido soluciones que asignan a cada juego un tnico vector de pago que
son los llamados valores. Entre estos valores, el mas conocido es el valor de
Shapley, introducido en 1953 por Shapley [7] que se presenta en la siguiente

seccion.

1.3. El valor de Shapley

El valor de Shapley [7] es la regla més importante de asignacién. La aproxi-
macion de Shapley es axiomatica; su intenciéon es proponer, para cada juego
TU,una asignaciéon que sea un compromiso aceptable para los jugadores. Pa-
ra ello llamé wvalor a cualquier aplicaciéon ¢ : GV — RY y enuncié algunas
propiedades que un valor deberia cumplir. Finalmente prob6 que estas pro-
piedades caracterizan un tnico valor y encontré una expresion explicita para
el mismo. Este valor se conoce hoy en dia como el valor de Shapley. A conti-
nuacion presentamos una coleccion de propiedades que caracterizan el valor

de Shapley; para ello, debemos dar una definiciéon previa.
Definicién 1.3.1. Sea v € GV un juego TU.

1. Decimos que i € N es un jugador nulo de v si, para cada S C N, v(SU

{i}) = v(9).

2. Dos jugadores i,7 € N se denominan simétricos en v si, para cualquier
coalicion S C N\ {i,j}, se tiene que v(SU{i}) =v(SU{j}).

Sea ¢ un valor y consideramos las siguientes propiedades que se deben satis-

facer.

» Eficiencia: ¢ satisface eficiencia si, para todo v € GV,

> wi(v) = v(N)

1EN

» Jugador Nulo: ¢ satisface la propiedad de jugador nulo si, para todo
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v € GV y para todo i € N jugador nulo de v, se tiene que ¢;(v) = 0.

» Simetria: ¢ satisface simetria si, para todo v € GV y para todo par

de jugadores 7, j € N simétricos en v, se tiene que ¢;(v) = ¢;(v).

= Aditividad: ¢ satisface aditividad si, para todo par de juegos v, w €
GY, (v +w) = p(v) + p(w).

La propiedad eficiencia requiere que ¢ asigne el valor de la gran coalicion,
v(N), entre los jugadores. La propiedad jugador nulo dice que los jugadores
que su contribucion es cero en cualquier coalicion, i.e., que no generan ningun
beneficio, no deben recibir nada. La propiedad simetria pregunta a ¢ si trata
a los jugadores de manera igualitaria. Finalmente, aditividad es el tnico
axioma controvertido. La aditividad es basicamente un requerimiento técnico
que, aunque no esta conectado con la idea de ecuanimidad, tampoco parece ir
en contra de tal idea. A continuaciéon probamos que estas cuatro propiedades

caracterizan el valor de Shapley.

Teorema 1.3.1. Existe un tinico valor ® : GN — RY que satisface eficiencia,
propiedad de jugador nulo, simetria y aditividad. Este valor, denominado

valor de Shapley, estd dado por

slin —s—1)! .
b= ¥ s i) - ofs))

SCN\{i}

para todo v € GY y todo i € N, donde s y n denotan los cardinales de S y

N, respectivamente.

Demostracion. Es inmediato probar que ® satisface las propiedades de juga-
dor nulo y aditividad. Para comprobar que satisface eficiencia consideremos

v € GY y notemos que
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(n—s—1)!
sow =5 v M Dsu - uos)
ieN i€EN SCN\{i} n!
(n—s—1)! s 1)
-y w2 Wiy -y xSt
iEN SCN\{i} n! €N SCN\{i} n!
_ ¥ S(s—l)!(n—s)!v(s)_ n—s)S!(n_S_l)!v(S)
SCN n! SCN,S#N n!
=o(N).

Para probar que ® satisface simetria consideremos v € GV e i,j € N simé-

tricos en v y notemos que

slin—s—1)! ,
R e CCIMGIR)

=y e D u g - uos))
SCN\{j} e

~ oy e D u i - uos)
SCN\{i},jes n!

-y #emem ey - o)
SCN\{j},ieS n:

_ oy BEDOES g ) - u(s U )
SCN\{i,j} n:

= 0.

Por tanto, ® satisface las propiedades requeridas. Veamos ahora que es el

unico valor que las satisface. Para cada coalicién no vacia S C NN, definimos
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el juego u® € GV por!

1 siSCT,
u®(T) =

0 en otro caso.

Tengamos en cuenta que cada v € GV se puede ver como un vector

(v(9))sear oy € R*

con lo que GV es un espacio vectorial de dimensién 2" — 1. Veamos que UV =
{u®: S € 2N\ {0}} es una base de dicho espacio vectorial. Para demostrarlo,
es suficiente probar que U es un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes. En efecto, sea Y geory 19y asu® = 0 (g € R para todo S € 2%\ {0})
y supongamos que existe T € 2V \ {0} con ar # 0. Asumamos sin pérdida
de generalidad que no existe T C T, con T # T, tal que ar # 0. Pero en-
tonces Y geor gy asu”’(T) = ar lo cual no es posible. Esto prueba que UN
es una base. Tomemos ahora un valor ¢ que cumpla eficiencia, la propiedad
de jugador nulo y simetria. Claramente,para cada ¢ € N, cada coalicién no

vacia S C N y cada ag € R se tiene que

ag ..

— si1 €S,
|

pi(asu”) =

0 en otro caso.

Para acabar, basta tener en cuenta que, como ¢ también cumple aditividad,

¢ estd univocamente determinado ya que UV es una base de GV.

1Un juego definido de esta forma se denomina usualmente juego de unanimidad de la
coalicion S.
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En el valor de Shapley, cada jugador consigue una media ponderada de las
contribuciones que él hace a cada una de las diferentes coaliciones. La formula
se puede interpretar como si la gran coalicién se formara en una habitacion,
en la que los jugadores van entrando en la habitacion de manera secuencial,
de uno en uno. Cuando un jugador i entra, consigue su contribucién de las
coaliciones de jugadores que ya estdn dentro (i.e., si esta coalicion es S,
consigue v(S U {i}) — v(S)). El orden de los jugadores se decide de forma

aleatoria, con todos los n! ordenes posibles, siendo todos ellos equiprobables.

Por ultimo habria que indicar que existen otros conceptos de solucién como
son el nicleo (Davis y Maschler [8]), el prenicleo (Maschler, Peleg y Shapley
[9]), el nucleolus (Schmeidler [10]), el 7 — value (Tijs [11]) y por ultimo el

X — value (Bergantinos y Massé [12]) entre otros.

A continuacién calcularemos la propuesta del valor de Shapley en los ejemplos

tratados en este capitulo.

Ejemplo 1.3.1.- En el juegos del reparto de un millon no hay jugadores
nulos y, ademas, todos los jugadores son simétricos. Por lo tanto, su valor de
Shapley es (1/3,1/3,1/3). El core de este juego es vacio, con lo que su valor

de Shapley no pertenece al core.

Ejemplo 1.3.2.- La tabla siguiente recoge los cdlculos para la obtencion del

valor de Shapley del juego del guante.

s 1 2 3
123 0 1 0
132 0 0 1
213 1 0 0
231 1 0 0
312 1 0 0
321 1 0 0

® 2/3 1/6 1/6

En la tabla se calculan los vectores de contribuciones marginales para los
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distintos o6rdenes de llegada de los jugadores y, al promediar, se obtiene el
valor de Shapley del juego, que resulta se (2/3,1/6,1/6). Nétese que el inico

punto del core de este juego era (1,0,0).

Este ejemplo muestra que el valor de Shapley de un juego puede estar fuera
del nicleo, aun cuando éste sea no vacio. Shapley (1971 [1]) presenta una
clase de juegos para los cuales el valor de Shapley siempre pertenece al core.

Es la clase de juegos convexos, que definimos en la siguiente seccion.

1.4. Juegos convexos

Esta seccion esta dedicada al estudio de la clase de juegos convezos, introduci-
do por Shapley (1971 [1]). Estos juegos tienen varias propiedades interesantes;
probablemente la mas importante es que el valor de Shapley siempre es un

elemento del core en esta clase de juegos.

Definicién 1.4.1. Un juego-TU v € GV es convero si, para cada i € N y
cada par S,T C N\ {i} con S CT,

b(SU{i}) — v(S) < u(T U{i}) - o(T)

Se puede observar que todo juego convexo es superaditivo. Vamos a estudiar
dos propiedades importantes: primero, el core de un juego convexo es siempre
no vacio y segundo, el valor de Shapley de un juego conexo siempre es un
elemento del core. Usaremos los vectores de distribucién marginales. Sea II,,
el conjunto de permutaciones de los elementos en N y, para cada 7 € II,,, sea
P7™(i) el conjunto de jugadores que preceden a i bajo el orden dado por T,

i.e., j € P™(i) siy solo si m/ < 7.

Definicién 1.4.2. Sea v € GV un juego-TU. Sea ™ € Il,. El vector de
contribuciones marginales asociado con w,m™(v) € RN se define, parai € N,

por
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mf (v) = o(P7(i) U {i}) — v(P"(3))

)

La envoltura convexa de los vectores de contribucién marginal es cominmente
conocido como conjunto de Weber, formalmente introducido como concepto
de solucién por Weber ([6]). Es facil de ver que el valor de Shapley es equi-

valente a

A continuacién presentamos el resultado mas importante para los juegos

convexos. Este relaciona juegos convexos, vectores marginales y el core.
Teorema 1.4.1. Sea v € GV. Los siquientes resultados son equivalentes:
i) El juego v es convero.
i) Para cada m € II(N),m™(v) € core(v).

iii) core(v) = conv{m™(v) : w € II(N)}, i.e., el core y el conjunto de Weber

coinciden.
Corolario 1.4.1. Sea v € GV un juego convero. Entonces ®(v) € C(v)

Ejemplo 1.4.1.- En el juego asociado al Parlamento de Aragén, IU es un
jugador nulo y los demés partidos son jugadores simétricos. Por tanto, su
valor de Shapley es (1/3,1/3,1/3,0).

Ejemplo 1.4.2.- Las dos tablas siguientes recogen los célculos para la obten-
cion del valor de Shapley del juego de ahorro y del juego de coste asociados

al problema de la profesora visitante.

El valor de Shapley del primero de estos juegos, el de ahorro, viene dado por
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7T 1 2 3 T 1 2 3
123 0 1500 500 123 | 1500 100 1400
132 0 1500 500 132 | 1500 100 1400
213 | 1500 0 200 213 0 1600 1400
231 | 1500 0 200 231 0 1600 1400
312 | 500 1500 0 312 | 1000 100 1900
321 | 1500 200 0 321 0 1100 1900

$ | 5000/6 5000/6 2000/6 $ | 4000/6 4600/6 9400/6

®(v) = (5000/6,5000/6,2000/6). De acuerdo con esta asignacién de ahorros,
los jugadores deben pagar (4000/6,4600/6,9400/6). Este ultimo vector es

precisamente ®(c). Para explicar este resltado, notemos que

o) = x ST u ) - us))
SCN\{:} n.
_ v M sy — s Ui + )
SCN\{i} n!

= c(i) — D;(c).

Finalmente, es claro que ®(v) € C(v). De hecho, v es un juego convexo.

1.5. Algunas Aplicaciones de los Juegos TU

En esta seccion presentamos dos aplicaciones de los juegos TU, una en el
contexto de los problemas de asignacion de costes y la otra en el de los
modelos de la investigacion operativa. Tales aplicaciones dan lugar a dos
clases relevantes de juegos TU: los juegos del aeropuerto y los juegos de

produccion lineal.

Juegos del Aeropuerto

Littlechild y Owen (1973 [13]) propusieron este modelo como un ejemplo

donde el valor de Shapley es facil de calcular y tiene una interpretacion
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sencilla. Su idea surgié de los trabajos de Baker (1965 [14]) y Thompson
(1971 [15]) sobre el precio que tienen que pagar las operaciones de distintos
tipos de aviones, donde por operacion se entiende un despegue o un aterrizaje.

A continuacion formalizamos el modelo.

Supongamos que hay m tipos diferentes de aviones. Para cada tipo [, cono-
cemos el nimero de operaciones, n;, y los costes totales de construccién de
una pista, ¢;, asociados a ese tipo de aviones. Dado que queremos conocer
lo que tiene que pagar cada operacion, consideramos que cada una de ellas
es un jugador; por lo tanto, /N; es el conjunto de jugadores asociados con
operaciones de aviones del tipo [. Supongamos que los tipos de aviones estan
ordenados con respecto a los costes, es decir, 0 < ¢; < ¢ < -+ < . Sea
N = U"|N; el conjunto de todas las operaciones. El juego del aeropuerto
asociado a este problema de reparto de costes esta definido por el conjunto

de jugadores N y la funcion caracteristica v dada por
v(S) = —max{c;: SN N; # 0}

para cada S C N, S # (). Esta definicién se basa en la consideracién de que
los aviones mas grandes necesitan pistas mas largas. El coste imputables a
una coalicion S es el coste de una pista adecuada para que puedan realizarse
todas las operaciones de S. Dicho coste es claramente méx{c; : S N N; # (0},
es decir, el coste de una pista adecuada para que puedan operar en ella los
aviones mas grandes asociados a operaciones de S. Finalmente, cambiamos el
signo para mantener la interpretacion de la funcién caracteristica en términos

de beneficios y no de costes.

En los trabajos de Baker (1965 [14]) y Thompson (1971 [15]) aparece una
asignacion de costes que se define secuencialmente del siguiente modo. En
primer lugar, el coste de construccion de una pista para operaciones de los
aviones mdas pequenos (tipo 1) se divide igualitariamente entre el nimero
total de operaciones correspondientes a todos los tipos de aviones. La idea
que subyace en esta asignacion es que todas las operaciones utilizan esta

parte de la pista. A continuacién, se divide igualitariamente el incremento



1.5. APLICACIONES 34

que supone construir la pista para las operaciones del segundo tipo de aviones
mas pequenos entre el nimero total de operaciones correspondientes a aviones
de tipo mayor o igual que 2. El procedimiento contintia de este modo hasta
que alcanzamos el incremento que supone construir una pista adecuada para
las operaciones del tipo de avion mas grande. En esta caso, este incremento

se divide igualitariamente entre este niimero de operaciones.

Ejemplo 1.5.1.- Consideramos que m = 3, Ny = {1,2}, Ny ={3,4}, N3 =
{5} y los costes estdn dados por ¢; = 10, ¢o = 25 y ¢3 = 35, para las
operaciones de aviones de tipo 1, para las operaciones de aviones de tipo 2,
y para las operaciones de aviones del tipo 3, respectivamente. Entonces, la

funcion caracteristica del juego del aeropuerto asociado estd dada por

—10 siSc{1,2}, S#0

v(S)={ —25 siSNN,#0, 5¢ S

—35 sibe S

En la Figura 1.3, aparece representado el esquema secuencial de asignacion.

Littlechild y Owen (1973 [13]) prueban que el esquema secuencial de asig-
nacion descrito anteriormente coincide con el valor de Shapley del juego del

aeropuerto asociado.

Teorema 1.5.1. Sea (N, v) un juego del aeropuerto. Si denotamos por cy = 0
y para cada i € N, el tipo de avion de la operacion i es l;, entonces el valor

de Shapley del juego (N, v) puede obtenerse como

CI)Z(?}) = i: _<Cl — qil)?

=1 Tt

siendo 1, el numero total de operaciones correspondientes a tipos de avion
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1|T| Ty :—%:_2
2|T| ;'}',‘2:—%:—2
3t 5 i H:_%_%:_'y
4] 25 | T‘4=—%—?:—7
3}
5 | r5=—2-—LD_10=-17
35 :

Figura 1.3: Esquema de asignacion secuencial

m
con tamano igual o superior a l, es decir, rp = Y. |N;]|.
J=l

Juegos de produccién lineal

Los juegos de produccién lineal fueron introducidos en Owen (1975 [16]).
Denotemos por N un conjunto de fabricantes. Cada fabricante ¢ € N dispo-
ne de cierta cantidad de [ materias primas, representada por el vector con
componentes no negativas ¢ = (¢, ...,c}) € R\. A partir de estas materias
primas, se pueden obtener m productos diferentes mediante un proceso de
produccién lineal dado por una matriz A de dimensién [ x m, con elementos
no negativos y al menos un elemento no nulo en cada fila; el elemento ajj
indica el nimero de unidades de la materia prima j-ésima que son necesarias
para producir una unidad del producto k-ésimo. Cada materia prima carece
de valor por si misma. El beneficio de cada fabricante se consigue mediante
la venta de los productos finales. El precio de mercado de cada producto esta
dado por el vector con componentes no negativas b = (by, ..., b,,) € R™. El
objetivo de cada fabricante es maximizar su beneficio. Asi pues, cada fabri-
cante ¢ € N se enfrenta a un problema de optimizaciéon que puede formularse

mediante el problema de programacion lineal
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maximizar by
sujeto a Ay’ < ('),
y = 0.

El proceso conjunto de producciéon puede caracterizarse por la cuaterna
(N, A, b, ¢). Supongamos que un grupo de fabricantes deciden cooperar unien-
do sus materias primas y fabricando los productos en un tinico centro de pro-
duccion. En ese caso la cantidad total de materias primas disponibles para
los fabricantes de S C N estd dado por ¢® € R!, donde para cada materia
prima j, cf =Y ies CS En consecuencia, el beneficio que la coaliciéon S puede
conseguir esta dado por el valor 6ptimo del problema de programacion lineal

P? definido como

maximizar by
sujeto a Ay’ < (%),

Esta aproximaciéon sugiere un modo natural de asociar un juego TU a cada
proceso de produccién (N, A, b, ¢). En este juego el conjunto de ugadores es
N y la funcién caracteristica asigna, a cada coalicion S C N, la ganancia
v(S) dada por el valor optimo del problema de programacién lineal P. Nos
referimos a este juego con el nombre de juego de produccion lineal. Claramen-
te, los juegos de produccion lineal son superaditivos. Ademads, tienen cores

no vacio tal como se prueba a continuacion.

Teorema 1.5.2. Para cualquier proceso de produccion lineal (N, A, b, c), el

juego de produccion lineal asociado tiene core no vacio.

Demostracion. Sea (N, A, b, ¢) un proceso de produccién lineal y sea (N, v) el
juego de produccion lineal asociado. Vamos a encontrar un elemento de C'(v).
Para ello utilizaremos las soluciones 6ptimas del problema de programacién

lineal dual de PV, denotado por DV, que est4 dado por
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maximizar ¢zt

sujeto a zA>b,

z > 0.

Por el teorema de dualidad, el conjunto de soluciones 6ptimas es no vacio
y el valor éptimo es v(N). Sea z una solucién 6ptima de DV. Para cada
i € N, sea 7; = ¢'z!. Vamos a probar que T € C(v). Sea S C N y sea
D? el problema de programacion lineal dual de P°. Utilizando de nuevo el
teorema de dualidad, tenemos que el valor 6ptimo de D es v(S). Como Z
es factible en el problema D°, se cumple que Y ;cq T = Y eg €20 > v(S), v
SienTi = Sien €28 = v(N). Por tanto, T € C(v).

El conjunto de asignaciones del core obtenidas del modo descrito anterior-
mente se denomina conjunto de Owen del juego de producciéon lineal. Este
conjunto ha sido caracterizado en van Gellekom y otros (2000 [17]). En ge-
neral, es un subconjunto propio del nucleo tal como vemos en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.5.2.- Consideremos el proceso de producciéon lineal (N, A, b, c)
donde

1 0 2
A_(1 L3 ) b=(3,1,8), ¢'=(1,0), =(22), yc’=(0,2)

El problema de programacién lineal DV esta dado por
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minimizar 3z; + 42
sujeto a Z21+ 29 > 3,
zy > 1,
221 4+ 329 > 8,

21,29 2 0.

El valor 6ptimo de este problema es 11 y el conjunto de soluciones 6pti-
mas estd dado por {(1,2)}. Por tanto, v(N) = 11. La funcién caracteristica

completa de este proceso de produccion lineal esta dada por

El conjunto de Owen tiene T = (T, Ts,Z3) como Unico elemento, donde
T = (1,0)(1,2)t =1, Ty = (2,2)(1,2)t =06, T3 = (0,2)(1,2)t = 4. Sin

embargo, el core del juego de produccién lineal esta dado por

C(v) = conv{(2,6,3),(0,6,5),(0,13/2,9/2), (5/2,13/2,2),(2,7,2) }.

Este juego no es convexo. Por ejemplo, considerando S = {3}, T'={2,3} e
i =1 tenemos que v(TU{1}) —v(T) =2 < v(SU{1}) —v(S) = 5/2. El valor
de Shapley estd dado por ®(v) = (13/12,19/3,43/12) y estd en el core.






Capitulo 2

Juegos cooperativos en

contextos formales

2.1. Contextos formales

Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (poset) (L, <), donde <
es reflexiva, antisimétrica y transitiva, tal que para cualquiera dos elementos
x,y € L, existe un supremo z V y, donde la unién disjunta se encuentra en
un nivel superior y un infimo = A y, donde la intersecciéon seencuentra en un
nivel inferior en el reticulo. Si no se produce ninguna ambigiiedad, el reticulo
se denota simplemente por L. El orden dual parcial <2 se define como z <7 y
si y solo si y < x. El dual del reticulo (L, <) es el poset (L, <?), denotado
como L?. En la parte superior del reticulo se encuentra el top, en el cual se
encuentra todas las uniones disjuntas de los elementos y en la parte inferior
del reticulo esta el bottom, que es la interseccion de los elementos. Una ca-

dena maximal es un camino que va desde el bottom al top de un reticulo.

Definicién 2.1.1. Un contexto es una tripleta C = (N, M, I), donde N es
un conjunto finito no vacio de objetos, M es un conjunto finito de atributos,

el : NxM — {0,1} es una relacion binaria definida por I1(i,a) = 1 si
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el objeto 1 € N satisface el atributo a € M, y 0 en otro caso. La relacion
binaria se puede representar como una matriz o tabla llamada la matriz de

incidencia (tabla).

Definicién 2.1.2. Sea C = (N, M, I) un contexto. El objetivo de un subcon-
junto de objetos S C N se define como el conjunto de atributos satisfechos

por todos los objetos de S':

Se ={a e M|I(i,a) =1,Vi € S}

Asi mismo, el alcance de cualquier conjunto de atributos A C M se define

como el conjunto de objetos que satisfacen todos los atributos en A:

AL = {i € N|I(i,a) = 1,Ya € A}

Una propiedad basica de los objetivos y alcances es la relacion

(St)e 28, (Ap)e2 A VSCN,ACM

Definicién 2.1.3. Un concepto en el contexto C = (N, M, I) es un par (S, A)
con SCN yACM tal que S= A" y A= S5". Equivalentemente, (N,() si
N =0,0(0,M) si M' = 1.

Denotamos por L¢ al conjunto de todos los conceptos en el concepto C, y le

dotamos con un orden parcial < definido como:
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(S,A) < (T,B)siysolosi SCT

(equivalentemente, si B O A). Luego (L¢, <) es un reticulo, llamado el re-

ticulo de conceptos, con supremo e infimo dado por

(S,A) Vv (T,B)=((SNT),(SUT))

(S,A) A (T,B) = ((ANB);, (AN B))

Los elementos del top y el bottom del reticulo de conceptos L¢ son (N, N¢)
y (M}, M) respectivamente. Se tiene en general que todo reticulo finito es

isomorfo a uno de conceptos.

Dado un contexto C y su reticulo de conceptos Le, el reticulo de los alcances

(LY, C) estd definido por el conjunto

L¢ = {S C N|(S,5¢) € Lo}

De forma similar, definimos el reticulo de los objetivos (L3, C) como el con-

junto

Le' ={AC M|(Az, A) € Le}

Claramente, los reticulos L¢, LY, (L3)? son isomorfos.

Ejemplo 2.1.1. Consideramos N = {1,2,3,4}, M = {a,b,c}, y la tabla de
incidencia dada en la Figura 2.1. Los reticulos L¢, LY y L} se muestran a la
derecha de la tabla. Para facilitar la notacién, conjuntos como {2,4} y {b, ¢}

son denotados como 24 y bec.
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Figura 2.1: De izquierda a derecha: La tabla de incidencia de un contexto, su
concepto de reticulo, el reticulo de los alcances, y el reticulo de los objetivos.

Un sistema de clausura sobre N es una coleccion F de subconjuntos de N
la cual es cerrada bajo interseccién y contiene a N, mientras un sistema de
clausura dual es una coleccion cerrada para la unién y contiene al conjunto
vacio. En la siguiente nota observamos varias relaciones con los reticulos de

conceptos de un contexto que nos seran de interés.

Nota 2.1.1. (i) Cualquier reticulo es isomorfo a un sistema clausura, y/o

al sistema de clausura dual.

(ii) El reticulo de los alcances de un contexto es un sistema de clausura,
mientras la coleccion de conjuntos complementarios del reticulo de los

objetivos, i.e., {A € 2M|A¢ € LM}, es un sistema de clausura dual.

(iii) Por el contrario, cualquier sistema de clausura F sobre N es el reticulo
de alcances de algun contexto. Especificamente, el contexto mds simple
es C = (N,M,I), con M el conjunto de elementos meet-irreducibles
elementos de F, y 1(1,S) = 1 si y solo sii € S, coni € N y S €
M. Los elementos meet-irreducibles son aquellos elementos que no son
interseccion de dos factibles, por eso se reconocen por aquellos en la

estructura que solo le sale hacia arriba una linea

Ejemplo 2.1.2.- Tomamos N = (1,2,3,4,5,6,7) y el sistema de clausura
representado en la Figura 2.2 (izquierda). Sus elementos meet-irreducibles
son (puntos rellenos): 12357; 1237; 2467, 17, a los que denotamos a, b, ¢, d,
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respectivamente. La correspondiente tabla esta en el medio, y el reticulo

contexto a la derecha de la figura.

1234567 (1234567, 0)
Q

Jabed (12357, a)
1= x *
2467 (c) 9% x x (1237, ab) (2467, ¢)
3= x
4 % (17, abd) (27, abe)
5=
[ %
TIx x x X (7. abed)

Figura 2.2: De izquierda a derecha: un sistema de clausura (elementos meet-
irreducible puntos rellenos), la correspondiente tabla y reticulo contexto

2.2. Juegos en contextos formales

Consideramos un contexto C = (N, M, I), y su reticulo de conceptos Lc.
Un conjunto de jugadores en un contexto se entiende como, C = (N, M, I),
donde N es el conjunto de jugadores y M son aquellos atributos que definen
las propiedades a considerar para establecer relaciones entre los jugadores.
Se van a tomar como coaliciones factibles aquellas que conforman conceptos.
En estas situaciones estamos suponiendo que los elementos que generan las
coaliciones son atributos, es decir si la coaliciéon S se forma, es debido a que
los jugadores han tenido en cuenta que todos cumplen S;, pero si eso es
asi, existen mas jugadores que se uniran a la misma, todos los de Sj \ S.
Por lo tanto un juego en un contexto formal se definird como una funcién

caracteristica sobre los conceptos del contexto dado.

Definicion 2.2.1. Dado un conjunto de jugadores N un juego de conceptos
es un par (C,v) donde C = (N, M, I) es un contexto formal y v : Lc — R es
una funcion caracteristica sobre los conceptos de dicho contextos de forma que

v(S,S;) es el beneficio (costo o poder) de S por verificarse S;. Se impondrd
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que v(0, M) =0 si M, = 0. El conjunto de juegos de conceptos se denotard
por CCG.

Derivamos desde v dos aplicaciones vy : LY — R y vy, : LM — R definidas

COINo.

un(S) = (S, ) —v(Mg, M) (S € L)

vi(A) = v(N, Ng) —v(Ag, 4) (A€ L))

Observe que vy(Mf) = 0y vy (N) = 0 se cumple, i.e., este conjunto de
funciones desaparecen en el bottom de sus respectivos reticulos, podrian ser
considerados como juegos cooperativos sobre el conjunto de jugadores y sobre
el conjunto de atributos respectivamente. Nosotros nos centraremos en la

vision respecto de los jugadores, es decir, daremos la vision de v como vy.

Ejemplo 2.2.1.- Una aplicaciéon inmediata del marco anterior en teoria de
juegos cooperativos es: N es el conjunto de jugadores, y M es el conjunto
de atributos que son satisfechos por los jugadores. Los atributos pueden ser
visto como handicaps que los jugadores poseen, asi una coalicién es factible
si y solo si los jugadores tienen los mismos handicaps. De hecho, si S C N
no estd en el reticulo de conceptos LY, entonces la coalicién no es factible
yva que los jugadores de S \ S tienen los mismos handicaps, luego tienen
un incentivo para unirse a S. De esta forma cuanto mayores una coalicion
menos dificultades tiene para obtener beneficio ya que su objetivo serd mas

pequeno.

Ejemplo 2.2.2.- Los juegos sobre conceptos pueden modelar la iteraccién
entre vendedores y mercados. Consideramos N = {1,2,3,4,5,6} donde el
agente 1 tiene la patente de un producto, y el resto de agentes quieren ven-
der el producto en este mercado. El mercado esta dividido en tres submer-
cados M = {a, 3,7}, pero existen restricciones sobre que agentes pueden

vender en un mercado: solamente los vendedores 4, 5 y 6 pueden vender en
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el mercado a; 2, 4 y 6 pueden vender en (3; y solo 3 y 5 pueden vender en ~.
Ademas, suponemos que el agente 1 no es un vendedor. Definimos el contexto
C = (N, M, I) para representar esta situacién con la relacién I definida por
I(i, ) = 1 si i no puede vender en el submercado «. En la figura 2.2 tenemos
la tabla de incidencia y el reticulo de conceptos de C. Definimos un juego

sobre el concepto como sigue. Hacemos la suposicién de que

(123456, 0)
O

=l
2

X X X
X

[ I I e R
X

Figura 2.3: La tabla de incidencia de C (izquierda) y su reticulo de conceptos
(derecha)

(1) Los beneficios obtenidos por una coalicion de vendedores depende del

mercado donde pueden desarrollar su actividad.

(2) Los vendedores no pueden prohibir que otros agentes vendan el pro-

ducto en ese submercado si I asi lo admite.

(3) Por un par (S, A), representamos la situacién donde S es un conjunto
de agentes y A es el conjunto de submercados donde los agentes no
pueden vender. No todos los pares (S, A) son admisibles. De hecho, los
agentes en S no pueden vender en un submercado de S, asi A 2 S}.
Ademas, un vendedor no tiene interés de estar en la situaciéon donde se

reduce su dominio de venta, asi que A C S¢, por lo tanto A = S.

Por (1), llegamos a que A, = (S;); 2 S. Ahora, (2) implica que Ap = S,
finalmente (S, A) debe ser un concepto. Debemos tomar por v los siguientes

valores (se omiten llaves y comas):
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v(l,M) =06, v(13,a8) =16, v(12,ay) =20

v(123,0) =32, ©(135,8) =28, v(1246,7) =30, v(N,0) =60

El valor v(1, M) representa el pago obtenido por el duefio de la patente si el

producto es vendido.

Observamos en el ejemplo que las lineas 4 y 6 estan duplicadas, linea 7 esta
completa, y linea 3 es la interseccion de las lineas 1 y 2. Sobre el reticulo
de conceptos, esto se corresponde respectivamente con el hecho de que 4 y 6
estan siempre juntos en un concepto, 7 esta siempre presente, y 3 esta pre-
sente siempre y cuando 1 y 2 lo estan. Estas situaciones estan recogidas en

las nociones de macro-jugador y jugador acompanante.

Definicion 2.2.2. Sea C = (N, M, I) un contexto para el conjunto de juga-
dores N. Una coalicion K C N,|K| > 1, es un macro-jugador en C si K C S
o KNS =0 para cada coalicién no vacia S € LY. Esto es, una coalicion que

no se puede separar por ninguna factible.

Definicién 2.2.3. Sea C = (N, M, I) un contexto para el conjunto de juga-
dores N. Un jugadori € N es un acompanante de S,S C N\i, si SUi € LY
y para todo T € LY,

T>isiysolostSCT

De la definicién tenemos que un macro-jugador se representa como lineas
idénticas en la tabla, mientras que un acompanante i de S se corresponde
con la situaciéon donde la linea 7 es la interseccion de las lineas en S. Las

siguientes propiedades son importantes:
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Nota 2.2.1.
(i) Si K, K[} son macro-jugadores mazximales, entonces K N K} = ().

(ii) Si M} (bottom de F) es no vacio, entonces M{ es un macro-jugador

cuando |M}| > 1, y un acompanante cuando |M}| =1

(iii) Cuando M} = 0, los datomos los cuales no son singleton son macro-
jugadores, pero al contrario es falso. Precisamente, un macro-jugador

K es un atomo si y solo si K € F.
(iv) Sii es un acompaniante de {j}, entonces {i,j} es un macro-jugador.

(v) Siiyj son acompaniante de la misma coalicion S, entonces {i,j} es

un macro-jugador.

2.3. El valor de Shapley para juegos sobre

contextos formales

Sea C = (N, M, I) un contexto y LY su reticulo de conceptos por jugadores.
Consideramos el conjunto C'H(C) de todas las cadenas maximales, y deno-
tamos su cardinalidad por ch(C). Considera una cadena maximal de LY con
C e CH(C), siendo C =M =C S; C - C Sy =N, yun jugador i € N.
Denotamos por T¢ y S respectivamente, al tiltimo conjunto en la secuencia

C que no contiene a i y el primer conjunto que contiene a 1.

- N\

Sé;} :
Ly

T :
... f\/fé /

Figura 2.2: Ejemplo de cadena donde se aprecian los conjuntos T}, y S&.
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Definicién 2.3.1. El valor de Shapley de (C,v), denotado por ¢(C,v), se

define, para cada © € N, como

1 1 ‘ |
ch(C) e (v (SE) — on(TE))  sii g M,
:i(C,v) = ch(C) CECZH(C) ’SE‘\T};l( ~(S¢) ~N(TE)) & M/
AN) - UN(Mé) .
| Me|

Esta definicién es una generalizacién de los valores introducidos por Faigle y
Kern [18], y Bilbao y Edelman [19].

Formulamos propiedades para axiomatizar el valor de Shapley. Sea F' cual-
quier valor sobre el conjunto de juegos conceptos. Entendemos un valor para
juegos de conceptos como una aplicacién que obtiene un vector de RY por

cada juego definido en un contexto formal con un conjunto de objetos N.

Teniendo en cuenta a v(M’, M) como un pago separable para jugadores en

M’ introducimos los siguientes axiomas para un valor F:

Axioma 2.3.1 (Axioma de pago separable (SP)). Si (C,v) € CCG con
C = (N, M,I) entonces se tiene:

Z Fl(C,v) = U(Mé,M)
€M

Como para el valor de Shapley clasico, nos centramos en los vectores de pagos

eficientes.

Axioma 2.3.2 (Axioma de eficiencia (E)). Para todo (C,v) € CCG tenemos

> Fi(C.v) = v(N, Ng)

1EN
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Todos los agentes en un macro-jugador de un contexto son equivalentes para
el reticulo de conceptos, asi que su valor deberia ser el mismo. Equivalentes
en el sentido de que si uno participa en una contribucion, el otro participa

en la misma y viceversa.

Axioma 2.3.3 (Axioma macro-jugador (MP)). Si (C,v) € CCG con C =

(N,M,I) y K es un macro-jugador en LY, entonces

FiC,v) = F;(C,v) Vi,jeK

Definicién 2.3.2. Un contexto Co = (No, My, I5) es concatenable a otro
contexto Cy = (N1, My, 1) si Ny = (Ma)p, y My N M, = 0. El resultado
de la concatenacion de los dos contextos concatenables es un nuevo contexto
CoxCy=(N,M,I), donde N = Noy M = M; UM, y

Li(i,a) si 1€ Nj,a€ M
Ly(i,a) si i€ Ny\ Ni,a € M,
1 st 1€ Ny,a € M,
0 si 1€ Ny \ Ni,a € M

Es facil ver que la concatenacion equivale a la concatenacion de sus tablas
de incidencia y que Lg¢,.c, es isomorfo a la concatenacion de los reticulos,

concretamente es

{(S, AU My) € Le, } U Le, \ {((Ma)e,, M2)}

Ejemplo 2.3.1.- Consideramos Ny = {1,2}, Ny = {1,2,3,4,5}, M; = {«, 8}
y My = {a,b,c,d}. Las dos tablas de incidencias y los conceptos reticulos

Le,, L¢, vienen dado en la Figura 2.4.

El resultado de la concatenacion C; * Co se muestra en la Figura 2.5.
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(12,0 (12345,0)
)

(1,a) (2, 8)

0,a8) 5 «

B =
x

Figura 2.4: Dos contextos Ci,Cy representados por sus tablas y reticulos de
conceptos

(12345, @)

(0, abeae3)

Figura 2.5: La concatenacion C; * Co de los dos contextos de la Figura 2.4

La concatenacion de dos contextos no deberia cambiar el pago de los juga-

dores.

Axioma 2.3.4 (Axioma de concatenacién (C)). Para todo (Cy,v1), (Ca,v2) €
CCG tal que Cy es concatenable con Cy, y vi(Ni, N¢) = va((Ma)e,, Ma),

tenemos

F;(Cy,v st 1€ Ny \ N
Fi(CoxCr vy ) :{ FEC2 UQ; st 1€ NQ\ 1
ill1, U1 1
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donde vy x v es un juego concepto sobre C' = Cy x Cq, definido por:

(v xv1)(S, A) = { Zjégz j)\ ) 51 ]\Cflc cS

Sea C = (N, M, I) un contexto, y consideramos el conjunto de cadenas ma-
ximales CH(C) = {C},...,Ceney} de su reticulo de conceptos por jugadores
L¢. La descomposicion en cadenas maximales de C es una coleccién de con-
textos Cy, ..., Cen(cy uno por cada cadena, la cual s en particular un sistema de
clausura, construido siguiendo el método descrito ene punto (iii) de la Nota

2.1.1. En el siguiente ejemplo mostramos como funciona.

Ejemplo 2.3.2.- Continuamos con el Ejemplo 2.1.3 y la Figura 2.2. Descom-
ponemos el contexto C en tres cadenas maximales Cy,Cs,C3 como se observa

en la Figura 2.6.

Los contextos Cq, Cy y C3, correspondientes a dichas cadenas son:

Cila b ¢ d Cala b ¢ d Cs3la b ¢ d
1 [x x X 1 |x x 1

2 |xX x 2 |x X 2 X X X

3 |x X 3 |X X X 3

4 4 4 X

5 | x 5 | x 5

6 6 6 X
7]1x X X X 7|x x X X 7|1x X X X

Axioma 2.3.5 (Axioma de descomposicién (D)). Sea (C,v) un juego de

conceptos, se verifica que

1 ch(C)
F = F
(C,U) Ch(C) p;l (vavp)
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(12343567,0)  (1234567,0) (1234567, 0)

(12357, a) (12357, a)

(1237, ab) (1237, ab) (2467, a)

(17, abd) (27, abe) (27, ab)

(T,abed) (7,abed) (7,abc)

Figura 2.6: Descomposicién en cadenas maximales

donde {Cy, ..., Cen(ey es la descomposicion por cadenas mazimales y con v,(S, A) =

v(S, A) para todo (S,A) € Le, yp=1,...,ch(C).
Demostramos ahora que el valor de Shapley satisface todos estos axiomas.

Teorema 2.3.1. El valor de Shapley satisface (SP), (E), (MP),(C) y (D).

Demostracion. - Pagos separables: esto se satisface obviamente.

- Eficiencia: Sea (C,v) € CCG con C = (N, M, I).

Z¢Z<va) = Z gbl(cav) + Z gbl(cav)

iEN ieM iEN\M'
1
ZU(M&M)_}_i Z (U<N7N(/Z)_U(Mé7M))
ch(C) CeCH(C)
= v(N, N{).

- Macro-jugadores: Sea (C,v) € CCG y K un macro-jugador en L¢. Si
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K = M}/, por definicién, cada jugador en K recibe el mismo pago con
¢. Suponemos ahora K # M/, ie., K C N\ M/. En este caso, para
cualquier 4, j € K y para cada C € CH(C), Sk = SL y Ti = TL. Por
lo tanto, ¢;(C,v) = ¢,(C,v) para cada i,j € K

- Concatenacion: Consideramos dos contextos concatenables C; = (Ny, My, 1),
Cy = (Ng, My, 1) con Ny = (My)g,. Observamos que ch(Co * C1) =
ch(Ca)ch(Cy). Sii € (My)e, entonces

('Ug * Ul)((Ml)éjla M1 U MQ)
|(My)e, |

$i(Co * C1,v9 ¥ v1) = = ¢i(C1,v1)

Sii € Ny\ (M), , entonces para cualquier cadena maximal C' en Cy xCy
la transicion de T} a S§ ocurre ch(Cy) veces como la misma transicion

en C restringido a C;. Por lo tanto, tenemos

¢i(Cq % Cy,v9 % v7)

1 1

ch(Cy % Cy) 2 1SENTE] m[(vl*w)(sia(sé)/cz*cl)_(Ul*vz)(Té,(Té)/cz*cl)]
CEeCH(Ca+Cy)
1 > 1T[ (Se, (Se)e,) — vi(TE, (Th)e,)] = 6i(Cr,v)
Ch(cl)CGCH(cMSé\ &l v1\e, weole) — it e, Wole)l = it U

Sii € Ny \ Ny, entonces para cadena maximal C' en Cy * C; la transi-
cién de TE a S& ocurre ch(Cy) veces como la misma transicién en C

restringida a C,. Por lo tanto:
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¢i(Cy % Cy,v9 % v1)

! 1 ' L/ i Y
T (G Ch) BT 2 (Se (Se)eane) = (01 % 02)(T6 (TE)zgec, )
CECH (CaxC1)
1 1 i i\ i i\
 ch(Cy) 2. T Ty 200 (Se)e,) = valTe (Te)e, )| = 9oy v2)
CEeCH(Ca)

- Descomposicion: Consideramos la descomposicién (Ch, ..., C,) en cade-
nas maximales del contexto C, para el juego (C,v). Por la definicién de

Up, P =1, ..., q, tenemos para cada jugador ¢.

1 1

PO E oo T T ) e
1 ch(C) 1 N SZ N T’L
~ ch(C) pz_:l |sg\Tg|[”p< ¢) — v, (Te)]
A
— T(C) pzjl ®i(Cp, vp)

Finalmente, probamos que el valor de Shapley es el tinico valor para

juegos sobre contextos formales que satisfacen los axiomas anteriores.

Teorema 2.3.2. El valor de Shapley es el inico valor sobre juegos conceptos
que satisface (SP), (E), (MP), (C)y (D).

Demostracion. Ya hemos probado en el Teorema 2.3.1 que el valor de Shapley

satisface todos los axiomas. Solo queda demostrar la unicidad.

Sea (C,v) € CCG un juego concepto con C = (N, M,I) con M = {a}
(contexto simple). Se tiene que M) = {i € N|I(i,a) = 1}, por lo tanto el
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reticulo de conceptos se reduce a {(M{,{a}), (N,0)}. En la primera opcion,
|M{| > 1, M/, es un macro-jugador, y de manera similar N \ M/, es un macro-
jugador también. Suponemos primero que M/ = (). El axioma (MP) impone
que F;(C,v) = F;(C,v) para todo i,j € N, por tanto por el axioma (E), se

sigue que

F,(C,v) = LU(N,@), Vie N
V]
por lo que F esté determinado de forma tinica por ese tipo de juego. Supo-
nemos ahora que M/, se reduce a un jugador, llamado {i}. El axioma (SP)
impone que F;(C,v) = v(M}, M). Si |M}| > 1, M/ es un macro-jugador, y
por el axioma de (MP), se tiene que para cada i, j € Mg, F;(C,v) = Fj(C,v).

Ahora, el axioma (SP) implica que

Z Fj(cvv) = U(MévM)

. !
jEMC

v(Me, M)
| Me|
de manera similar con el resto de jugadores en N\ M': aplicando (MP) y (E)

luego finalmente F;(C,v) = , para todo i € M/.. Podemos proceder

finalmente llegamos a

F(C,v) = W(U(N,a)) _ (M, M)), Vie N\ M,

En el segundo caso el axioma (SP) garantiza la unidad.

Como conclusion, F' estd determinada de manera tnica para cualquier juego
(C,v) con C = (N,{a}, I).

Consideramos ahora cualquier juego concepto (C,v) y su descomposiciéon en
cadenas maximales Ci, ...,Cep(c) de C. El axioma de descomposiciéon implica

que si I estd determinada de manera tnica sobre cada Cy, ..., Cep(c), entonces
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F esta determinada de manera tnica sobre C. Por lo tanto consideramos aho-
ra C = (N, M, ) con una tnica cadena C' € CH(C), tal que C' = {51, ..., S, }
con S = M}, S, = Ny S,1 C S, Para cada p = 2,...,m definimos un
atributo a,, el contexto C, = (S5,,{a,},,) donde I,(i,a,) =0sii € S,_1y

I,(i,a,) en otro caso, y la funciéon

Up(Sp, 0) = on(Sp),  vp(Sp-1{ap}) = vn(Sp-1)

Como C, es un contexto simple, F' estd determinado de manera tnica. Es

facil ver que

C=Cn*(Cpax(-x(CaxCy)))

V= Uy * (Vg % (- - % (Vg x v1)))

El axioma de la concatenacién implica que F esta determinado de manera
unica.

Ejemplo 2.3.3.- Continuamos con el Ejemplo 2.1.1 y la Figura 2.1 que abajo

repetimos .
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Definimos el siguiente juego de conceptos:

(S,8) | (Lab) (2,bc) (13,a) (12,b) (24,c) (1234,0)
v(S,8") | 10 20 50 40 40 100

Calculamos el valor de Shapley. El reticulo de conceptos se descompone en

cuatro cadenas maximales.

61(C,0) = {on (1) + ox(1) + [0 (12) = ow(2)] + 3 [ow(N) ~ o (20)]}

1
= —(10+10+4+20+30) =17.5

4
62(€,0) = 73lon(V) = o (13)] + [i(12) = oy (1] + 0v(2) + v (2)}
= i(25 + 30 4+ 20 + 20) = 23.75
65(C,0) = 3{[ow(13) = en(D)] + S low(N) = ox(12)] + Slon(V) — on(12)]
+ ;[UN(N) —on(24)]} = i(40 +30 + 30 + 30) = 32.5

61(C,0) = {5 on(N) — o (13)] + o () = uy(12)] + [o(24) — en(2)]}

1
= (254 6+ 20) = 26.25

Luego el valor de Shapley para el ejemplo es:

$(C,v) = (17.5,23.75,32.5, 26.25)
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Ejemplo 2.3.4.- Consideramos el contexto de la siguiente figura, donde

aparece también su reticulo de conceptos.

(124, 5) (1235, ¢) (345.€)

‘/‘ Cla b ¢ d o
(12 (35, ce) (45, de) 1| x x X
2 X X

3 X X

(1, abe) (4, bde) (5. cde) g X X X

>
"
>

Figura 2.7: Contexto del Ejemplo 2.3.4 y su reticulo de conceptos

Damos ahora el siguiente juego sobre dichos conceptos.

(S,5) | (1,abec) (4,bde) (5,cde) (12,bc) (35,ce) (45,de) (124,b) (1235,c) (345,e) (N,0)

v(S,5") ‘ 10 20 20 50 30 40 40 50 40 100

El reticulo de conceptos se descompone en siete cadenas maximales.

§[UN(N) — vy (345)]

61(C.0) = 22w (1) + o (124) — ox(4)] + 5

+ 5 [ow(1235) — u(35)]) = 18.57

62(C.0) = £{2[ow(12) — o (U] + 5 lon(124) — o (4)] + 5 [ow(N) — v (345)]

+ 5 [ow(1235) — un(35)]} = 27.14
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5(C,v) = ;{[uNw) —un(124)] + ;[UN(1235) — un(12)] + 2oy (345) — vy (45)]

¢4(C, ’U) = ;{[UN(124) — UN(12)] + Q[UN(N) — UN(1235)] + QUN(4)
+ [on(345) — vn(35)] + [un(45) — vn(5)]} = 22.85

65(C.v) = ;{[UN(N) —on(124)] + ;[UN(1235) — on(12)] + [uw (45) — vn(4)]
+ 3un(5)} = 20

Luego el valor de Shapley es:
¢(C,v)) = (18.57,27.14,11.42,22.85, 20)

2.4. El core de un juego de conceptos
En esta seccion se introduce el core para juegos en conceptos.

Definicién 2.4.1. Dado un juego (C,v) sobre un concepto, consideramos el

core de juegos de conceptos:

core(C,v) = {x € RN |z(S) > v(S,S.), (S,5:) € Le, x(N)=uv(N,Ny)}

Ejemplo 2.4.1.- Continuamos del Ejemplo 2.3.3. Vemos que el conjunto

core(C,v) es no vacio en este caso, de hecho ¢(C,v) € core(C,v).
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X1 Z 10
) Z 20
+ > 40
core(C,v) = zl N zz ; 0
1 3 el
To + T4 > 40
Tr1+ X9+ T3+ x4 =100

Ejemplo 2.4.2.- Continuando con el Ejemplo 2.3.4 se calcula el core del

juego como

Ty > 10
Ty > 20
Ts > 20
T+ X2 > 50
) z3ts > 40
core(v) = . > 4
T1+ To + 24 > 40
T3+ T4 + x5 > 40
T1 + Ty + x5+ T5 > 50
T, + T9 +x374 + 5 = 100

Se verifica que ¢(v) & Core(v)

Nos preguntamos cuando el core no esta vacio. Consideramos un juego coope-
rativo (F,v) con N € F. Un vector de pagos es un vector x € R". Para
cualquier S C N, denotamos por z(S) = > ,cgx; al pago total dado por x
a la coalicién S. El vector de pagos es eficiente si x(N) = v(N). El core de
un juego cooperativo es el conjunto de vectores de pagos eficientes tal que

ninguna coaliciéon puede obtener un mejor pago por ellas mismas.
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core(F,v) ={z € R"|z(S) >v(S) VSeF, =z(N)=v(N)}

Notese que el core(F,v) es un poliedro convexo cerrado y acotado cuando
F = 2N, En otro caso, el core debe ser no acotado o no puntuado, y su
estudio llega a ser complejo (ver [10] y una encuesta en [16]). De la teorfa de
poliedros tomamos que un poliedro definido por un conjunto de inecuaciones
Az > b es la Minkowski suma de sus partes convexas y su parte conica (el
cono de recesion), el reticulo esta siendo determinado por las inecuaciones
Ax > 0, y siendo ademas independiente de la parte derecha b. Por lo tanto el
cono de recesion del core(F,v) es el poliedro core(F,0), el cual no depende

de v.

Una coleccién B C F de conjuntos no vacios se le llama equilibrado si existe

pesos positivos Ag, S € B tal que:

Z Ag=1 Vie N
SeB,Sai

Un juego (F,v) se dice equilibrado si v(N) > Y gepa,o(s) S€ cumple para cada
coleccion balanceada B con sistema de pesos (Ag)ses. Se conoce que el core

no es vacio si y solo si v es equilibrado [10].

Asi el core de un juego sobre una subcolecciéon F de 2V es no vacio si y solo
si el juego es equilibrado. Por tanto, el core(vy) no es vacio si y solo si vy es

equilibrado, y el core*(vys) es no vacio si y solo si Ty, es equilibrado.

El caso M/ # () merece algo de atencién, porque entonces el core(vy) nunca
esta vacio. De hecho, no es dificil de ver que la tnica coleccién equilibrada
en LY es {N}, de donde cualquier juego sobre el reticulo de los alcances es

equilibrado.

Asumimos que el core(vy) es no vacio. El objetivo es estudiar la cuestién si

el core no es acotado o si contiene una linea, en ese caso no es puntuado (i.e.,
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no tiene vértices). La condiciéon general para ser puntado es que le sistema

de ecuaciones

2(S)=0,VS € F

tenga al 0 como tnica solucién (en ese caso decimos que, siguiendo a Derk
v Reijnierse [8], F es no degenerada). Es facil de ver que F es degenerada si
existe un macro-jugador K en F, porque F contiene al hiperplano z(K) = 0.
Un resultado notable en los sistemas cerrados es que el contrario también es

cierto.

Teorema 2.4.1. Un sistema de clausura es nodegenerado si y solo si no

contiene ningun macro-jugador.

Demostracion. La parte solo si es obvia ya que la presencia de macro-jugador

implica degeneracion.

Suponemos que F es un sistema de clausura sobre N con bottom M}, el cual
no tiene macro-jugador. Probamos por induccién sobre n = |N| que es no
degenerada. Para n = 1, tenemos dos opciones {0, {1}} y {{1}}. Suponemos

que es verdad hasta algin valor n — 1 y lo probamos para n.
Afirmacién: existe un i € N tal que {i} € F.

Demostracion de la afirmacién: Como F no tiene macro-jugadores, sabe-
mos que su bottom M} no es ni () ni algiin singleton. En el dltimo caso, la
afirmacion estd probada. Suponemos entonces que M) = ). Entonces nece-
sariamente, cada atomo es un singleton. De hecho, supongamos que S es un
atomo, con |S| > 1. Desde que S no es un macro-jugador, existe un 7' € F
que separa a S, i.e., j € T' ¥ k para algin j, k € S. Desde que F es cerrado
bajo interseccion, se sigue que SNT € Fy () ## SNT C S, una contradiccion
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con el hecho de que S es un atomo.

Consideramos entonces (F \ i) = {S C N\ i|S o SUié€ F} sobre N\ i, la
coleccion de conjuntos que se obtienen de F eliminando ¢ en cada conjunto.
Notese que () € (F \ ¢). Probamos que (F \ i) es un sistema de clausura sin

macro-jugadores.
- F 5 N\ i: por la definicién anterior.

- (F\ 1) es cerrado bajo interseccién: tomamos S, S’ € (F \ i). Entonces
tenemos tres casos. Si S, S, € F, entonces SNS, € Fyi¢ SNSE,
por tanto S NS, € (F\i). SiS e FyS;Ui e F, entonces i ¢
SN(S;Ui) € F,yademds SN (S, Ui) = SNS, € (F\1i). Por
ultimo, si S U4, S, Ui € F, entonces ¢ € (SU)N(S;Ui) € F, ademés
(SU)N(SeUi))\i=SNS, e (F\i)

- (F \ i) no tiene macro-jugadores: suponemos que K C N \ i es un
F " Tomamos S € F*. Entonces o SNK =0 o SUi D K es verdad
porque K Z i. Por tanto K es un macro-jugador en F, lo que es una

contradiccion.

Luego (F\ i) es un sistema cerrado sin macro-jugadores sobre N \ i, y por la
hip6tesis de induccion, (F\7) es no degenerada, i.e., el sistema de ecuaciones
z(S) = 0,5 € F tiene como tunica solucién x = 0. Finalmente, observamos
que el sistema z(S) = 0,5 € F difiere de la anterior solamente por la adicién
de z; en algunas lineas. Como {i} € F, la linea x; = 0 ambos sistemas son

equivalentes restringidos a otras variables. Ademés, F es no degenerada.

El siguiente ejemplo muestra que este resultado no se extiende a colecciones

de conjuntos arbitrarios.
Ejemplo 2.4.3.- Tomamos n = 5 y la colecciéon F en la Figura 2.8.

F no es cerrada bajo intersecciéon pero no tiene macro-jugador. Sin embargo

es degenerada (el rango es 4 y (1,-1,0,1,-1) es un vector del espacio nulo).
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0

Figura 2.8: Familia F del ejemplo.

Volvamos a la cuestion de si el core es no acotado. El siguiente resultado nos
es util. u

Teorema 2.4.2. El cono de recesion de un juego sobre una coleccion de
conjuntos F es un subespacio linear si y solo si F \ {0, N} es una coleccién

equilibrada.

Corolario 2.4.1. El core esta acotado (equivalentemente, el cono de recesion

se reduce a {0}) si y solo si F es no degenerada y F \ {0, N} es equilibrada.

Esta situacion se resume en la tabla.

M, =0 ML =1 M} =1
puntuado si F no tiene macro-jugador si F no tiene macro-jugador no
acotado | si F equilibrado y no macro-jugador no no

Tabla 1: Cuando el core de los alcances es acotado y puntuado

Para cualquier coleccion B C 2V \ {0}, su clausura por interseccion denotada
por B estd formada por todos los conjuntos de B, mas la intersecciéon de
cualquier familia de conjuntos de B, siempre que la interseccién sea no vacial.
Notese que U es un operador de cierre, en el sentido que B= B,BC B,y

B C B’ implica que B C B'.

'Hay que tener cuidado ya que esto no significa que B es cerrada bajo interseccién,
desde que B no contiene al conjunto vacio, a pesar que debe contener conjuntos disjuntos.
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Teorema 2.4.3. Suponemos B es una coleccion equilibrada sobre N. Enton-

ces B, su clausura por interseccion, es equilibrada.

Demostracion. Probamos el resultado por induccion sobre |N|. El resultado
es trivialmente verdadero cuando |N| = 1. Suponemos que la propiedad es

verdadera para todo N de tamano al menos n, y lo probamos para |[N| = n+1.

Suponemos que existe un macro-jugador K, y sea [k] un (nuevo) jugador que
reemplaza a K. Entonces considerando N5 = (N \ K)U{[k]}, podemos definir
una coleccién equilibrada desde B sobre N, y desde que || < n, el resultado
se demuestra por hipotesis de induccién. Podemos ademas considerar en el
resto de la demostracion que no existes macro-jugadores. Esto implica en
particular que |B| > 1 y que ningtn conjunto S € B,|S| > 1 el cual es

disjunto con otro conjunto.

Suponemos primero que B 3 S tal que SNT = () para todo T € B,T # S,
con |S| = 1. Entonces observamos que B\ {S} es una coleccién equilibrada
sobre N \ S. Por hipétesis de induccion, m es equilibrado, como B =
B\ {S} U{S}, el resultado esta probado en este caso.

Suponemos por el contrario que para cada S € B, S intersecta algin T € B.
Afirmamos que la coleccion B = {SNT|S,T € B,S # T} es equilibrada.
Como la unién de colecciones equilibradas es equilibrada, (ver , e.g., Owen
[17]), se tiene que B U By es equilibrada sobre N. Aplicando el mismo pro-
cedimiento sobre B U B se llega a otra coleccién equilibrada, y continuando
de la misma forma, como es un proceso finito, se llega a B, probando que es

equilibrada.

Demostracion de la afirmacién: Tomamos (Ag)sep cualquier sistema de pesos
para B. Para cada i € N, consideramos la subcolecciéon B' = {5y, ..., Sy} de B
de conjuntos que contienen a i. Observese que B # () ya que B es equilibrado,
y k > 1. De hecho, k = 1 da como resultado Ag, = 1. Por hipdtesis, existe
T € B cortando a Sy, ademas existe j # 4,7 € TN S, y X5 Ap = 1 lo

cual implica que Ar = 0, lo que es imposible.
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Para cada B’ construimos la coleccién de parejas de intersecciones B =
{S; N 8|S}, S € B, S; # S}, con los siguientes pesos

. As, + A .
Ng= Y 7”2 1Sl, para cada S € B,
S;,5,€B o
S;7#S1
SjﬂSZZS

Por construccion, cada A\ es positivo, y tenemos

_ 1 E ok k
Z As = mz Z (As; + As,) :Z/\Sj =1
SeB, j=ll=j+1 j=1

Claramente, B, = U;en B, sin embargo algunos conjuntos deben estar pre-
sentes en dos diferentes BY, posiblemente con dos ponderaciones diferentes.
El ultimo paso es definir una tnica ponderacién para cada S € Bn, man-
teniendo la condicién de normalizacion. Observe que si S aparece en B y
Bl Entonces S D {i,j}. Como no existen macro-jugadores, {i} € B, y
{5} € B.. Se define

Ng = min(\g, \S)

y asumiendo que Ay < Af;, se define

W =My + (% =A%)

Observe que Xg > 0, /\f{j} > (. Reiterando este razonamiento para otros con-

juntos M = A4 para algtn i, el sistema de ponderaciones (\g)sep,, satisface
> M. =1 para todo i € N.
EY
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Lema 2.4.1. Suponemos que B es una coleccion equilibrada sobre N. Enton-

ces B contiene todos los singletons en N si y solo si B no tiene macro-jugador.

Demostracion. =) Claro. <) Suponemos que B no tiene macro-jugadores
y para algin ¢ € N,{i} ¢ B. Entonces Npgeppsi B =S 3 S, con [S] > 1.
Desde que S no es un macro-jugador, debe existir un 7" € B tal que T Z ¢
y T NS # (. Tomamos j € T'N S, y consideramos un sistema balanceado

(AB)Bes para B. Entonces

1= Z Ap < Z A+ Ar < Z Ap =1

BeB,B3i BeB,B3i BeB,B3j

que es una contradiccion.

Notese que =) se verifica también si B no es equilibrado. Una consecuencia

inmediata es:

Corolario 2.4.2. Si B es una coleccion equilibrada sobre N, entonces B
contiene a todos los macro-jugadores en B y todos los singletons en N no

contenidos en ningun macro-jugador.

Demostracion. Si no hay macro-jugadores, se aplica el Lema 2.4.1. En otro
caso, reemplazar cada macro-jugador por un solo jugador y aplicar el Lema
2.4.1. |

Nota 2.4.1. (i) SiB es minima equilibrada y no contiene macro-jugadores,
entonces B # B. Esto estd claro por el Lema 2.4.1 y al hecho de que

una coleccion equilibrada minimal tiene al menos n conjuntos.

(i) Nos podriamos preguntar si una version dual del Teorema 2.4.2 existe,
i.e.: Si B is equilibrado y B = B, entonces su abierto B® (i.e., elimi-

nando todos los conjuntos que son interseccion de otros) es equilibrado.
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Esto no es cierto como se demuestra en el siguiente ejemplo: tomamos
N = {1,2,3,4} y la coleccion equilibrada B = {12,23,2,134, 14,34}
1

(As = 3 puede ser tomado por cualquier S € BB). Su clausura es

B ={12,23,2,134,14, 34,1, 3,14, 4}

y es equilibrado por el Teorema 2.4.2. Ahora su abierto es
B = {12,23,134, 14, 34}
pero no es una coleccion equilibrada, como se puede ver.

(iii) Observar que en general By U By C By U By posiblemente con inclusion
estricta (e.g., toma By = {1,23} y By = {12,3}). Esto no es segquro
porque se puede obtener cualquier coleccion cerrada equilibrada como

union de las colecciones equilibradas de clausura minimal.
Llegamos al resultado final.

Teorema 2.4.4. Asumimos M} = (). Entonces el core de cualquier juego
balanceado es acotado si y solo si F no tiene macro-jugadores y F\ {0, N} se
obtiene como la clausura bajo interseccion de la union de algunas colecciones
equilibradas minimales sobre N, i.e., F\ {0, N} = UB;.

Demostracion. <) Sabemos que la unién de colecciones equilibradas es equi-
librada, por el Teorema 6, F \ {0, N} es equilibrada. Como no existe macro-
jugadores, por el Lema 1, F contiene a todos los singletons, y es ademas no

degenerada. Por lo tanto el core(0) = {0} por el Corolario 1.

=) core(0) = {0} siy solo si F es no degenerada y F\ {0, N} es equilibrada.
Como F es cerrada bajo interseccién, se tiene que F \ {0, N} es la clausura
de alguna coleccién equilibrada B, con F\ {0, N} D B C (F\ {0, N}. Como
B es la unién de algunas colecciones equilibradas minimales, F \ {(), N} tiene

la forma que buscamos. Finalmente, como F es no degenerada, implica que
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F no contiene ningin macro-jugador.

Tanto el teorema como la observaciéon (iii), nos da una idea para derivar
cualquier sistema F cerrado bajo interseccion tal que F\ {0, N} es equilibra-
do. Es suficiente para generar todas las colecciones minimales equilibradas,
excepto para N (ver [9] para la descripcién de un algoritmo para generar
colecciones minimales equilibradas), y construye todas las posibles uniones

de ellos, luego toma sus clausuras bajo interseccién. Esto da F \ {0, N'}.






Capitulo 3

Valores de compromiso en

contextos formales

El problema mas estudiado en la teoria de juegos cooperativos es como dividir
la ganancia total de la gran coalicién si todos los jugadores cooperan. Algunos
conceptos de solucion han sido propuestos para resolver este problema, como
los ya estudiados en la seccién anterior, que son el valor de Shapley, el core

y el nucleolo en juegos de utilidad transferibles (TU-games).

El objetivo de este capitulo es estudiar un tipo particular de conceptos de
solucion, los valores de compromiso. Un valor de compromiso es un concepto
de solucién que pertenece a la combinacion convexa de dos vectores, llamados
vector superior e inferior. Los ejemplos mas notables de valores de compromi-
so son el 7-valor para TU-games y la solucién de Raiffa-Kalai-Smorodinsky
para problemas de negociacién. Vamos a centrar nuestra atencion en el valor

de compromiso 7-valor.

Estudiaremos estos valores de compromiso en la literatura clasica asi como
para los juegos en contextos formales. Centramos el estudio para el caso de
contextos regulares y por la regularizaciéon de contextos, se extiende al caso

general. Se demostraran ciertas propiedades de los valores de compromiso
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como su axiomatizacién para contextos de particién conceptual.

3.1. Valores de compromisos clasicos

Para caracterizar los valores de compromiso, definido como 7-valor, la pro-
piedad de covarianza juega un papel central. En este sentido, introducimos
una familia de valores de compromiso, llamados valores de compromiso co-

variantes. El 7-valor y el y-valor pertenecen a esta familia.

El 7-valor introducido por Tijs([11]) para juegos quasi-equilibrados, es un

compromiso entre dos valores, uno superior y otro inferior para un juego.
Definicién 3.1.1. Sea v € GV. Los vectores M7, m™ € RY con coordenadas

M (v) :==v(N) —v(N \ 1)

m; (v) := max {U(S)— > M;(v)}

{S:ieS} jes\(i}

Son llamados el vector superior y el vector inferior de v respectivamente.

M7 (v) puede ser visto como el mayor pago que el jugador ¢ puede esperar
obtener. Si quiere conseguir mas, entonces puede ser una ventaja para los
otros jugadores expulsarlo de la gran coalicién. También se le llama el pago
utopico del jugador 7. El vector m](v) representa el minimo pago que el ju-
gador 7 puede garantizarse, es decir, un jugador 7 supone que si ofrece dentro
de cualquier coalicién los pagos utépicos al resto de jugadores, él puede ga-

rantizarse el resto del valor de dicha coalicién.
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Definicién 3.1.2. Diremos que un juego v € GV es quasi-equilibrado si y

solo si:

La clase de todos los juegos quasi-equilibrados con un conjunto de jugadores
N se denota por oBN.

En un juego quasi-equilibrado siempre se cumple que el vector inferior es mas
pequeno que el vector superior. Desde un punto de vista geométrico, los vec-
tores inferior y superior quedan uno a cada lado del hiperplano de eficiencia
{v e RN : 30 v = v(N)}. Si dibujamos un segmento entre los valores in-

ferior y superior, el tau-valor seria el punto donde el segmento corta al plano.

Definicién 3.1.3. Para un juego v € QBY, el T-valor de v, denotado por
7(v), es el tinico vector sobre la recta-segmento en RYN cuyos extremos son

m™(v) y M7 (v). Asi que tenemos:

donde « es tal que Y ;cn Ti(v) = v(N)

El m-valor esta bien definido para la clase de juegos quasi-equilibrados.

En 1996, Bergantinos y Massé [12] introdujeron un nuevo valor de compromi-
so, llamado y-valor, basado en la idea del T-valor. La tnica diferencia radica
en la forma de definir el valor superior. En el y-valor el valor superior para

un jugador ¢ es la maxima contribucién marginal para toda coalicion S € N.

En [12] se prueba que la clase anterior es la clase de juegos débilmente esen-
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ciales (un juego v € GV se dice débilmente esencial sii > ;cn v(i) < v(NV)).

Definicién 3.1.4. Sea v € GV. Los vectores MX(v),mX(v) € RY con coor-

denadas

M (v) = max{v(S) —v(S\ {i})}

¢ SeS

m(v) =méx{v(S) — > MX€v)}

S:eS jeS\(i}

Son llamados vector superior y el vector inferior de v respectivamente.

MX(v) se interpreta como el pago maximo que el jugador i espera obtener.

Proposicién 3.1.1. El valor x; estd bien definido en el conjunto de los jue-

gos debilmente esenciales. Ademds, el vector inferior es siempre v(i).

Proposicién 3.1.2. El x-valor estd bien definido sobre la clase de juegos

que satisfacen

mX(v) < MX(w) oy > mi(v) Se(N) < ) MK (v)

Definicién 3.1.5. Para un juego débilmente esencial v, el x-valor de v,
x(v), es el tnico vector sobre el segmento en RN con extremos mX(v) y

MX(v). Asi tenemos que:
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donde Yy Xi(v) = v(N).

En [20], se observa que tras analizar la literatura sobre caracterizacién de
los valores de compromiso, la mayoria de ellos, tienen una estructura similar.
Por esta razon se introduce algunas definiciones y resultados para establecer
esas analogias y dar una teoria unificada. Se construye una axiomatizaciéon

general para todos ellos, donde el axioma comun es la covarianza.

Definicién 3.1.6. Una funcion F : GV — RY satisface la propiedad de

covarianza si, para todo a € [0, 00] y para todo b € RY,

Flav+b)=aF(v)+b

para todo v € GV y siendo b un juego aditivo.

Proposicién 3.1.3. Sea v € GV, y sea F : G¥ — RN una funcion que
satisface la propiedad de covarianza. Entonces la funcién f : GN — RY

definida por

flv)= mix {v(S) - > F(v)}

s s\
Yo € GV, satisface la propiedad de covarianza.
Definicién 3.1.7. Sea v € GV, y sea F : GY — RY wuna funcién que

satisface la propiedad de covarianza. Se define el valor de compromiso 67

como
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07 (v) = f(v) + a(F(v) - f(v))

donde a es tal que Y ey 07 (v) = v(N). F(v) es llamado 0” -vector supe-

rior y a f(v) es el 07 -vector inferior.

Es inmediato ver que que el 7-valor y el y-valor son valores de compromiso

en el sentido de la definiciéon anterior.

En general, todos los valores que se definen a partir de un vector superior
y otro inferior satisfaciendo covarianza, admiten una axiomatizacion de la

siguiente forma:

» Un valor ¥ para A C GV satisface la propiedad de covarianza si,
Vo € A,Va € RY y VA > 0, se tiene que ¥(\v +a) = AV (v) +a

» Un valor ¥ para A C G satisface la propiedad de F-proporcionalidad
si, Vv € A tal que f(v) = 0,, entonces ¥(v) es proporcional a F(v).

» Un valor ¥ para A C G¥ satisface la propiedad de eficiencia si, Vv € A,
se tiene que Y,y Wi (v) = v(N).

En las siguientes secciones, estudiamos algunos valores de compromiso sobre

contextos formales.

3.2. Contextos regulares

Presentamos la familia de contextos regulares. Este tipo de contextos poseen
las mejores propiedades para definir sobre ellos los valores de compromisos.
La regularizaciéon de un contexto nos permite generalizar nuestro estudio

también para contextos no regulares.

Definicién 3.2.1. Un contexto se dice reqular si:
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1. No contiene macro-atributos
2. No contiene macro-jugadores
3. N =1
4. M' =10

En los contextos regulares podremos definir facilmente vectores superiores e
inferiores. Para extender los valores definidos a contextos no regulares pre-

sentamos el siguiente algoritmo para la regularizacion de contextos.

Algoritmo para la regularizaciéon de un contexto

Dado un contexto C = (N, M, I') no regular, se define su regularizaciéon como
un nuevo contexto C = (]/V\ M. T ), donde

» Si M’ # () se crea un atributo nuevo a que no cumpla ningin jugador.

Con esto nos aseguramos que el bottom de Lg es el vacio, i.e., M' = ().

= Un macro-jugador K en C, se considera como un solo jugador en C, al
que representamos como ix. Con esto, el nimero de jugadores queda

reducido en el nuevo contexto regularizado de la siguiente manera

JV:N\%J(K\Z'K)

= Un macro-atributo L en C, se considera como un solo atributo en C, al
que representamos como ay,. El nimero de atributos queda reducido en

el nuevo contexto regularizado de la siguiente manera

M = (M\ N [LLJL\aL}
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Para el caso que en C tengamos M # () se aniade a la formula anterior

el atributo nuevo a

M’[AJ\N [yzAaLH

= La relacion viene dada por la matriz de incidencia que no cambia.

I(i,b) = I(i,b) VYb+#a

Cuando M’ # () la relacién para el nuevo atributo es

I(i,a) =0 Vi

Al tener el nuevo contexto C regularizado, el juego se ve modificado. Por ello

se define un nuevo juego para el contexto regular.
(C.v) = (C.7)
Definicién 3.2.2. Sea (S5, A) € L5, entonces se define el nuevo juego como

v(SU[ U K\z’K],(AuN’)U[ U L\aL]Ua>

KNS#) LNA#D

o(0,Mz) =0  solo si Mg # ()
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donde K es un macro-jugador, L es un macro-atributo y a es el nuevo atri-

buto creado en el caso que Mp # 0.

En la siguiente seccién presentamos cuatro valores de compromiso. Dos de
ellos basados en la idea de 7-valor y los otros dos basados en la idea de x-
valor. Para ello, introducimos el concepto solucién sobre juegos en contextos

formales.

Ejemplo 3.2.1.- Regularizaciéon de un contexto.

El siguiente contexto no es regular ya que M/, no es vacio y N} no es vacio.

Comenzamos introduciendo un nuevo atributo.

(N, b)

a b ¢ d
1| x x
9 < x x (157, ab) (23567, be) (234568, bd)
3 X X X / \ /
4 X X (57. r;bq (2356, bed)
51x x X X
6 X X X
7|x x X
8 X X

Existen dos macro-jugadores Ky = {2,3,6} v Ky = {4,8} estos se pueden
ver en la tabla ya que la interseccién de sus filas es el vacio. Tratamos a los
macro-jugadores como a un solo jugador quedando el nuevo contexto como

sigue
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(12457,0)

/\

a ¢ d e (157.a) (257.¢) (245, d)
1]x \ / /
2 X X \
4 x (57, ac) (25, ed)
S| x X X \ /
7TIx X (5. acd)
(@, A1)

Definicién 3.2.3. Sea (C,v) un contexto no reqular y sea K un macro-
jugador. Sea f una solucion sobre juegos en contextos requlares y sea ix el

representante del macro-jugador. Se tiene que

1 I - o o~ .
fiK(C v)/|K] i€ K
La definicién anterior es una extension de f que verifica la condicién de igual
tratamiento en macro-jugadores, es decir, si K es un macro-jugador entonces

todos sus jugadores reciben el mismo pago.

Teniendo en cuenta como se extiende una solucién para contextos generales,

nos centraremos en el resto del capitulo en contextos que son regulares.
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3.3. 7-Valores

Los dos primeros valores de compromiso que presentamos se basan en la
idea del 7-valor. Donde tenemos dos vectores uno superior y otro inferior.
El vector superior mantiene el mismo significado, i.e., el mayor pago que el
jugador ¢ puede esperar. En esta y en las secciones restantes representamos al
vector superior como Q;(C,v) para diferenciarlo del vector superior presen-

tado anteriormente. De la misma forma representamos el valor inferior como

q,-(C,v).

Veremos que existen varias opciones para generalizar la idea de 7-valor, en

particular nosotros vamos a tratar con dos de ellas.

7-Valor basado en coaliciones maximales

El primer 7-valor centra su atencién en las coaliciones factibles, (S, A) € L,
que son maximales y que no contienen al jugador i, para el cdlculo de su

vector superior.

Como en el caso clasico el 7-valor, para juegos quasi-equilibrados en contex-

tos, es un compromiso entre el vector superior e inferior para un juego.

Definicién 3.3.1. Sea (C,v) € CCG. Se define el vector superior Q'(C,v) €

RN con coordenadas

0itC.0) = s {10 - (5,501

Dado el vector superior, introducimos el vector inferior como ¢'(C,v) con

coordenadas

1 ’

lC,v) = (S,80)— > i,

4, (C,v) {57$§éc}{ c) ] Qj(C,v }
i {jes\i}
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donde Mey = {S € N\ {i} : (5,5) € L¢, S mavimal } (mazimal en el
sentido de la contencion) es el conjunto de las coaliciones mazimales que no
contienen a i, esto es, cualquier otro concepto (T, 1) tal que S esté conteni-

do en T, ocurre que i estd en T'.

La interpretacion del vector superior en este caso es la siguiente. Dado un
jugador 7 en el tau-valor el jugador buscaba la tnica contribuciéon marginal
en una coalicién maximal en la estructura 2. Ahora el jugador i selecciona
la mejor entre todas las opciones que tiene pero teniendo en cuenta que ese

beneficio no es sélo para €l sino que tiene que compartirlo con los jugadores

de N — S.

La definicién de quasi-equilibrado para este caso seria, siguiendo el modelo

general

¢(v)<Q'(v) v D g <uvlV)<> Q(v)

1EN 1EN

Definicién 3.3.2. Para un juego v € QB", el '-valor de v, denotado por
7H(v), es el inico vector sobre la recta-segmento en R™ cuyos puntos extremos

son q'(v) y Q' (v). Asi que tenemos:

donde v es tal que Y ;e T (v) = v(N)
Ejemplo 3.3.1.- Continuacién.

Recordamos la tabla de valores asociada al reticulo de conceptos:
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(5,5 | (1,abe) (4,bde) (5,cde) (12,bc) (35,ce) (45,de) (124,b) (1235,c¢) (345,e) (N,0)
v(S,S") ‘ 10 20 20 50 30 40 40 50 40 100

(124,6) (1235, c) (345, ¢)
a b c d e ‘ / ‘
1 X X X (12, be) (35, ce) (45, de)
2 X X
3 X X
4 X x X (1.abe) (4, bede) (5; ede)
° === \V
(0, 71)
Calculamos ¢'(v) y Q' del juego:
M, = {(345)}

Q=

Q; =

Q3=

max{ [100 — 40]} = 30
My = {(345)}

max{é[lOO —40]} = 30
My = {(124)}

méx{ L1100 — 40]y = 30

My = {(1235)}

1 _ _
Q= gré%/[)i{[loo 50]} = 50

Qs =

M; = {(124)}

1
max{2 [100 — 40]} = 30
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gt = max{10, 50 — 30,40 — 80,50 — 90,100 — 140} = 20

b = max{50 — 30,40 — 80,50 — 90, 100 — 140} = 20

b = max{30 — 30,50 — 90,40 — 80, 100 — 140} = 0

b = max{20,40 — 30,40 — 60,40 — 60,40 — 60, 100 — 120} = 20
¢ = max{20,30 — 30,40 — 50,50 — 90, 40 — 80, 100 — 140} = 20

Tenemos el vector superior e inferior
Q' = (30,30, 30, 50, 30)

q" = (20,20,0,20,20)
Puede comprobarse que el juego es quasi-equilibrado y su tau-valor es:
TH(v) = (22.22,22.22, 6.66, 26.66, 22.22)

7-Valor basado en particiones conceptuales maximales

En esta seccion definimos que es una particion conceptual para un contexto

(C,v).

Definicion 3.3.3. Sea C un contexto. Una particion conceptual de S C N
es P={5,...,S.} de forma que

» S5NS, =0 Vip=1,..r l#p

. OlspQSS (Sple =15
p:
«vieS\ U spﬂgm@ SpUN\S> £ 0
p=1 p=1

Una particion conceptual de una coalicién es una particion de dicha coalicion
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en coaliciones que estén definidas el reticulo de contextos, aunque no cubra la
coalicion completa, es decir, algunos jugadores de la coalicién original pueden

no estar presentes en la particion, debido a la estructura del reticulo.

Definiciéon 3.3.4. Si P, P son particiones conceptuales de S en C entonces
P = P si

V TeP=13 ’feﬁconTgf

Sea Pc(S) la familia de particiones conceptuales mazimales de S en C.

Con esta particién ya podemos definir los vectores superior e inferior de (C, v).

Definicién 3.3.5. Sea (C,v) € CCG, se define el vector superior Q?(C,v) €

RY, con coordenadas

Q(C,v) = méx {’U(N,@)—Z’U(T,Té)}

B {PEPC(N\i)} TepP

Dado el wvector superior, introducimos el vector inferior comoq?(C,v) con

coordenadas

2C,v) = mé {v S,S,) — 2-C,v}
a ) {(S,Sé)gﬁc} ( c) j;:\i QJ( )
{ieS}

donde Pc son las particiones conceptuales mazimales de N \ i.

Un juego (C,v) € CCG es quasi-equilibrado si y solo si:

) <Qv) vy D) SvV) <> QH(v)

1€EN i€EN
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Igual que para el caso clasico definimos el siguiente valor de compromiso.

Definicién 3.3.6. Para un juego v € QBY, el 72-valor de v, denotado por
72(v), es el tinico vector eficiente sobre la recta-segmento en RY cuyos ex-

tremos son ¢*(v) y Q*(v). Asi que tenemos:

2(0) = g*(v) + a(@2<v> _ q2<v>)

donde « es tal que Y ;cn 72 (v) = v(N)

Ejemplo 3.3.2.-. Continuaciéon del Ejemplo 3.3.1.

PN\ 1) ={(345)}
QF = v(N) — v(345) = 100 — 40 = 60

P(N\2) ={(1)(345)}
Q% = v(N) — v(1) — v(345) = 100 — 40 — 10 = 50

P(NA\3) = {{(5), (124)}, {(12), (45)} }
Q3 = max{v(N) — v(5) — v(124),v(N) — v(12) — v(45)} = 40

P(N\ 4) ={(1235)}
Q% = v(N) — v(1235) = 100 — 50 = 50

P(N\5) = {(124)}
Q? = v(N) — v(124) = 100 — 40 = 60
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> = max{10,50 — 50,40 — 50 — 50,50 — 50 — 40 — 60,
100 — 50 — 40 — 50 — 60} = 10
2 = max{50 — 60,40 — 110,50 — 160, 100 — 210} = —10
2 = max{30 — 60,50 — 170,40 — 110, 100 — 220} = —30
¢ = max{20, 40 — 60, 40 — 110, 40 — 100, 100 — 210} = 20
2 = max{20, 30 — 40,40 — 50, 50 — 150,40 — 90, 100 — 150} = 20

Tenemos el vector superior e inferior

@Q* = (60, 50, 40, 50, 60)

¢* = (10, -10, —30, 20, 20)

Puede comprobarse que el juego es quasi-equilibrado y su 72-valor es:

% (v) = (28,11.6, —4.8,30.8, 34.4)

3.4. x-Valores

En esta seccion definimos el y-valor para un juego sobre contextos formales.
La tnica diferencia radica en que el vector superior de un jugador ¢ es la

maxima de las contribuciones marginales.

Xx-Valor basado en coaliciones maximales

Definicién 3.4.1. Sea C = (N, M, I) un contexto. Un activo simple de un ju-
gadori € N en C es un par de coaliciones (S;T) que satisfacen las siguientes

condiciones.

1. (S,80),(T,1%) € Le, y
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2. (8,50)> (T,T¢) en el reticulo Le.

Los jugadores que apuestan por el activo simple (S;T) son aquellos que estdan
en S\ T. El conjunto de activos simples en el cual un determinado jugador

i € N apuesta se denota por B;(C)

Definicion 3.4.2. Sea (C,v) € CCG, se define el vector superior Q3(C,v) €

RYN con coordenadas

03(C,v) =  max {IS i - [M’ SL) — o(T, Té)“

{(8T)eBi(C)}

Dado el vector superior, introducimos el vector inferior como ¢:(C,v) con

coordenadas

3(C.0) =  ma { S8 — S 0¥, }
a(C.v) = Jmax o055 ES:\ 5 (C0)
{ieS}

donde B;(C) = {(S,T) : (S,S)> (T,1%), ieS\T}

Diremos que un juego (C,v) € CCG es quasi-equilibrado si y solo si:

)< Q) vy Y ) SuN) <) QX (v)

ieN iEN
[gual que para el caso clasico definimos el siguiente valor de compromiso.
Definicién 3.4.3. Sea v € QBY, el x3-valor de v, denotado por x*(v), es

el unico vector eficiente sobre la recta-segmento en RY cuyos extremos son

¢ (v) y Q*(v). Asi que tenemos:
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donde « es tal que Y ;cn X3 (v) = v(N)

Ejemplo 3.4.1.- Continuacién del Ejemplo 3.3.2.

By = {(1,0), (124, 4), (1235, 35), (N, 345)}

1 1 1
Q1 = mdx{10, 5[40 — 20], 5[50 — 30], ;100 — 40} = 30

B, = {(12,1), (124,4), (1235, 35), (N, 345)}
1

1 1
Q3 = max{[50 — 10], 5[4() —20], 5[50 — 30], 5[100 —40]} =40

Bs = {(35,5), (1235,12), (345, 45), (N, 124)}

Q= mibxc{[30 — 20], (50 — 50], [40 — 40], 1100 — 40} = 30

By = {(4,0), (45,5), (124, 12), (345, 35), (N, 1235)}
Q% = max{20, [40 — 20], [40 — 50], [40 — 30], [100 — 50]} = 50

Bs = {(5,0), (45,4), (1235, 12), (N, 124)}

1 1
Q3 = mix{20, [40 — 20], 5[50 — 50], 7[100 — 40} = 30

¢ = méx{10, 50 — 40, 40 — 90, 50 — 100, 100 — 150} = 10

2 = max{50 — 30,40 — 80,50 — 90, 100 — 140} = 20

3 = max{30 — 30,50 — 100,40 — 80,100 — 150} = 0

3 = max{20, 40 — 30,40 — 70,40 — 60,100 — 130} = 20

¢ = max{20,30 — 30,40 — 50,50 — 100,40 — 80,100 — 150} = 20
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Tenemos el vector superior e inferior
Q* = (30,40, 30, 50, 30)

¢* = (10,20, 0, 20, 20)

Se comprueba que el juego es quasi-equilibrado y su y3-valor es:

X*(v) = (15.45, 25.45, 8.18, 28.18, 22.81)

Xx-Valor basado en particiones conceptuales maximales

Definicién 3.4.4. Sea (C,v) € CCG. Se define el vector superior Q}(C,v) €

RN con coordenadas

oXC,v) = mix max (S, SH) - (T, T}
€00 = Bl 351550~ T o T
i€

Dado el vector superior, introducimos el vector inferior como ¢}(C,v) con

coordenadas

4C,v) = méi {’US,S/ - Q4FC,U}
¢; (C,v) (S%gﬁc (S. Se) ]EXS:\ 5(C.v)

donde Pc(S \ {i}) son las particiones conceptuales maximales contenidas en

S\ {i}.

Un juego (C,v) € CCG es quasi-equilibrado si y solo si:

¢'() < Q) vy D ai(v) Sv(V) <> QNv)

1€EN €N
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Igual que para el caso clasico definimos el siguiente valor de compromiso.

Definicién 3.4.5. Para un juego v € QBY, el x*-valor de v, denotado por
x*(v), es el unico vector sobre la recta-segmento en RN cuyos extremos son

q*(v) y Q*(v). Asi que tenemos:

(o) = () + a(Q4<v> _ q4<v>)

donde a es tal que Y;en XH(v) = v(N)

Ejemplo 3.4.2.- Continuacion del Ejemplo 3.4.1.

P({124}\ {1}) = {4}
P({1235}\ {1}) = {35}
PN A\A{1}) = ({345}, ({4}, {35}))
max{100 — 40, 100 — 20 — 30} = 60
Q7 = max{40 — 20,50 — 30,60} = 60

P({12}\ {2}) = {1}
P({124}\ {2}) = ({1}, {4})
P({1235}\ {2}) = ({1}, {35})
PV {2}) = ({1}, {345}), ({1}, {4}, {35}))
max{100 — 10 — 40,100 — 10 — 20 — 35} = 50
Q4 = max{50 — 10,40 — 10 — 20,50 — 10 — 30,50} = 50
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P{353\ {3}) = {5}
P({345}\ {3}) = ({45}, ({4}, {5}))
méx{40 — 40,40 — 20 — 20} = 0
P({1235}\{3}) = ({12}, {5})
P(NAA{3}) = ({5}, {124}), ({12}, {45}), ({12}, {4}, {5}))
méx{100 — 20 — 40,100 — 50 — 40, 100 — 50 — 20 — 20} = 40
Q4 = méx{30 — 20,0,50 — 50 — 20,40} = 40

P({45}\ {4}) = {5}
P({124}\ {4}) = {12}
P({345} \ {4}) = {35}
P(N\ {4}) = ({1235}, ({12}, {35}))
méx{100 — 50,100 — 50 — 30} = 50
Q* = max{40 — 20,40 — 50,40 — 30,50} = 50

P{453\ {5}) = {4}
P({345}\ {5}) = {4}
P({1235}\ {5}) = {12}
PN\ {5}) = {124}
Q4 = méx{40 — 20,40 — 20,50 — 50,100 — 40} = 60
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g} = max{10,50 — 50,40 — 50 — 50,50 — 50 — 40 — 50,
100 — 50 — 40 — 50 — 60} = 10
g} = max{50 — 60,40 — 60 — 50,50 — 60 — 40 — 60,
100 — 60 — 40 — 50 — 60} = —10
¢} = max{30 — 50,50 — 60 — 50 — 60, 40 — 50 — 60,
100 — 60 — 50 — 50 — 60} = —20
¢} = max{20,40 — 60,40 — 60 — 50,40 — 40 — 60,
100 — 60 — 50 — 40 — 60} = 20
¢} = max{20,30 — 40,40 — 50,50 — 60 — 50 — 40, 40 — 40 — 50,
100 — 60 — 50 — 40 — 50} = 20

Tenemos el vector superior e inferior
Q* = (60,50, 40, 50, 60)

q¢* = (10, —10, —20, 20, 20)

Se comprueba que el juego es quasi-equilibrado y su x*-valor es:

x*(v) = (26.67, 10,0, 30, 33.33)

Presentamos un resultado importante sobre ¢* definido anteriormente.

Proposicién 3.4.1. Se verifica para el vector superior Q3 de un juego con-
cepto (C,v) que

g =vlig,ic) — Y Q}(C,v)

jEi\i



3.4. x-VALORES 95

Demostracion. Recordamos que ¢3(C,v) = mdx {U(S, Se)— 2 Q;’-(C,v)},

(S»S’c)seﬁc jeS\i

i€

por lo que, como (ig,ip) € Lo = ¢ > v(if, ip) — Z\ Q3(C v).
JE\i

Vamos a probar que V(S,S;) € L¢ con i € S ocurre que

v(S,80) — > Q) <w(igig)— Y, Q(C,v)
{jes\i} {yei\i}

Definimos para cada (9,S%) con i € S, h® como la minima longitud de una
cadena de (5,5;) a (¢, ig).

(S, Se)

(H f)

Ejemplo de h° = 2

Demostramos la desigualdad anterior por induccién en h°. Si h¥ =0 = S =

ig v estd probado. Si h¥ = 1 entonces existe una cadena (i”, il S, S/
c c

Se verifica que

(S, S5) — 30 QHC,v) =y o(S, 58 — 3 QXC0)— 3 QUC,v)

jes\i JeS\ig JEig\i

Se tiene que (S,i¢) € B;(C)Vj € S\ ig, luego
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(S, Se)

(@ dc)

S\ CS\i

1

3>
%25\

[U<Sv Sé) - U(ig7 Zéj)]

Por lo tanto

- > Q< wlig.ig) — (S, S)

jES\i

y la igualdad (1) queda como

v(S8,8e) = > Qj <wlicic) = > 9

jeS\i Jeig\i

Supongamos cierta la desigualdad anterior con h® < p — 1. Vamos a demos-

trarlo para h° = p.
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(S, Se)
(Sp-1. (Sp_l)’c)/ ,
(82:' (82)(3} P
P (51, (S1)e)
(@
Para cada j € S\ S,_; ocurre que
(S58,-1) € Bj(C) = Q3(C,v) = [v(S, S¢) — v(Sp-1, (Sp—l)'c)}‘s\gpl’

por lo que

— 3 Q¥C,w) < u(Spor, (Sp1)e) — (S, Sp)

JES\Sp1

Por lo tanto,
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v(S, 50— 3 Q¥Cv) =u(S, S — S QUCu)— 3 QYC,v)

jeS\i jES\Sp_1 jESp_1\i
< 0(Sp-1, (Sp—l)é) - Z Q?(Ca v)
jESp 1\i
<o(ig,ig) — > Q3 C,v)
J€ig\i

La tltima desigualdad es cierta por induccién, ya que h%-1 < p— 1. Observa

que al menos existe una cadena de (S,_1, (Sp—1)¢) a (¢, i) de tamafio p — 1.

3.5. Comparativa de los valores de compro-
miso

En la siguiente tabla se compara los distintos valores de compromiso calcu-

lados anteriormente,

1 T x3 x4 x5
2222 2222 6.66 26.66 22.22
28 11.6 -48 30.8 344
15.45 2545 8.18 28.18 22.72
26.67 10 0 30 33.33

Para tener una vision mas global de la asignacion que le corresponderia a
cada agente, calculamos la media aritmética de los valores de compromisos
anteriormente calculados, la cual conserva las propiedades de eficiencia y

racionalidad individual. La media aritmética por jugador es la siguiente:

(23.085,17.3175,2.51,28.91, 28.1675)
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Se aprecia que los agentes 4 y 5 obtiene aproximadamente la misma cantidad.
El agente numero 1 y 2 obtiene un poco menos que los anteriores. Y el agente
3 es el que obtiene menos de todos. En diferencia con el valor de Shapley
(18.57,27.14,11.42,22.85, 20), este tltimo hace un reparto mas equitativo. A
los agentes 4 y 5 le asigna menos que los valores de compromiso, asi como al

agente 1. Los agentes 2 y 3 reciben mas con el valor de Shapley.

3.6. Axiomatizaciones y el Core

Definicién 3.6.1. Se dice que un contexto C = (N, M, I) es de particion si

para todo i € N ocurre que i = {i}.

Como consecuencia todo elemento de la forma (7,7') € C parai € N. También
se tiene que para todo S € N existe una particiéon conceptual de S de forma

que cubre la coalicion completa. En particular S = (J 4 es una particion
{ieS}
conceptual, cumpliendo ese hecho.

Centraremos esta seccion en contextos regulares de particién, y en particular

en los valores 73(v) y x*(v).

Sea C = (N, M, I) un contexto de particién y sea (C,v) un juego sobre dicho

contexto. Definimos el vector superior asociado a este juego como

Qi(C,v) = méx [v(N,N')— > (S, 9.
{Pm (A} Spchmivy

Aqui lo que hacemos es reescribir @3 y Q* sin tener que dividir entre varios.

Observacion 3.6.1. Observar que como en nuestro caso tenemos la des-
igualdad Q;(C,v) > z; > ¢;(C,v) para todo i € N, donde x € Core(C,v)

podemos asequrar la existencia del T-valor.

A continuacién damos una axiomatizacion del 7-valor. Introduciremos antes
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los axiomas y veremos que nuestro valor los verifica.

El primer axioma es el de eficiencia que verifica trivialmente al ser una impu-

tacion.

Introducimos a continuacion la nocién de covarianza.

Definicién 3.6.2. Sea C = (N, M, I) un contexto de particion y sean (C,v)
y (C,w) dos juegos sobre dicho contexto. Diremos que estos juegos son co-

variantes si existe d, juego aditivo y un numero real a, tal que w(S,S") =
av(S,S") + Y ics di, para todo S € C.

Introducimos los siguientes axiomas para un valor sobre juegos de conceptos.

Axioma 3.6.1. Azioma de covarianza en contextos de particion.

Sea U : TOPNM) s R™ yn valor sobre dicho espacio, donde C' es el contexto,
Pla particion, N el nimero de agentes y M los handicaps. Diremos que W
verifica covarianza si para todo par de juegos covariantes (C,v) y (C,w) se
tiene que

‘111(07 w) = a‘Ili(C7 U) + diu i €N.

Introducimos ahora el tercer axioma llamado de proporcionalidad.

Axioma 3.6.2. Arioma de proporcionalidad para Q*(Q"):

Sea C = (N,M,I) un contexto de particion y sea (C,v) un juego sobre
conceptos. Supongamos que el vector inferior es nulo, es decir, ¢*(C,v) =

0 (¢*(C,v) =0). Diremos entonces que un valor ¥ sobre (C,v) verifica pro-
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porcionalidad si existe una constante c tal que ¥;(C,v) = cQ}(C,v) para todo
1€ N.

Para ver que nuestro valor verifica covarianza introducimos la funcion gap.

Definicién 3.6.3. . Sea (C,v) un juego sobre conceptos. Dado un vector

superior Q(C,v), definimos la funcion gap para contextos de particion como

9(5,8) =3 Qi(C,v) — (S, 5

€S

y el vector de concesion

)\i -
B 95

Proposicién 3.6.1. Sea (C,v) un juego sobre conceptos y Q un vector su-
perior. Entonces ¢;(C,v) = Q;(C,v) — X\i(C,v)

Demostracion. Observar que

¢(Cov) = mix [v(S,5)=Q(C,v)(S\i)] = [Qi(C,v)+(v(8,5)-Q(C, v)(5)] =

{SeC,ieS} {SeC i€ S}

Qi(Cov)+ méx [v(S,5)=Q(C,v)(5)] = Qi(C,v)— min [Q(C,v)(5)—v(S,5)] =

{SeC,ieS} ’ {SeC,ies}

Q:(C,v) — X\(CLv).

Proposicién 3.6.2. Sean (C,w) y (C,v) dos juegos covariantes en contextos

de particion de manera que w = v+d, donde d es un juego aditivo. Entonces
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2. Ni(C,w) = N(C,v).

3. ¢;(C,w) = ¢q;(C,v) + d;.

Demostracion. Se prueban los puntos anteriores.

1.
Q?(C,w) = { mdx [w(N,N') — Z w(Sy, S,)]

SpEPm (N\i)

Observar que como (i,i") es factible para todo i € N entonces Py =
Uieni @ = N\ {4} es una particién de factibles que cubre a todo N\ {i}.
Observar también que a su vez si una particion maximal no cubriese a
N\ {i} se le podria anadir los jugadores que no contuviese de N \ {i}
y asi cubriria a todo el conjunto, es decir, de toda particion maximal
P de N\ {i} se pude afirmar que verifica que Py =< P. Luego cualquier
particion maximal de N \ {i} cubre a N\ {i}.

Como w y v son covariantes se tiene que

7(C,w) = max [w(N,N')— w(Sp, )] =
( ) {Pm(N\i)}[ ( ) SPEPmZ(N\i) S p)]

A N,N)+d(N) — S,,S1) —d(S,)] =
{Pnrfl(?vﬁi)}[v( ) (N) spepmz:(zv\i)v( ' p) %)

méx [o(N,N)— 3 w(S,,S) +(dN)— > d(S,)] =

PN} Pt SpEPm(N\D)
max [v(N,N') — v(Sp, Sp)] + di = 7i(C,v) + d.
{Pm(N\i)}[ ( ) speP%:(N\i) ) o

Esto tdltimo es debido a que d es aditivo y la particién maximal cubre
a N\ 1.
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Ai(Ciw) = {sé%fi%}g(s’ S = {SEHCI’,I?GS}Q(C’ w)(5,5") —w(S,5) =

{Sergfgles}Q(C, v)(S,S8") —v(S,8") +d(S) — d(S) = Ni(C,v).

Observar que hemos usado el apartado 1 de esta proposicién y la adi-
tividad de d.

3. Es consecuencia directa de la proposicién 2 y de los dos primeros items

de esta.

Teorema 3.6.1. El valor 72(x*) es el tinico valor que verifica sobre los con-

textos de particion eficiencia, covarianza y Q*(Q*)-proporcionalidad.

Demostracion. La prueba de que verifica los axiomas es inmediara por defi-

nicion y la proposiciéon 3.

En el siguiente teorema se muestra la relacién de los valores 72 y x* con los

vectores del core del juego de contextos.

Teorema 3.6.2 (Acotacién del Core). Six € Core(C,v) con C regular y de

particion, entonces
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PePe(N\i)

Demostracion. Recordemos que Q?(C,v) = mdx {[U(N) — > rep U(T)]}
>

Siel z € Core(C,v) y P € Pe(N \ i) = z(N) = v(N,Nj) v «(T)
o(T,T,) VT € P

Por lo tanto
—x(T) < —u(T,T;) VT € P

Asi, para cualquier P € Pe(N \ 7)

Qf 2 v(N,Ne) = > o(T.Tg) = o(N) = > a(T)

TeP TeP

Pero como P € P¢(N\i) y C es de particion, tenemos que > z(7T") = x(N\3).
TeP
Luego

Q; = x(N) —z(N\i) =z

Recordamos que

aite.0) = mix, mix {0(5) - X v}

SeLe PePe(S\i) Tep

Pero se observa que podemos tomar (.S,S;) = (N, N}), luego

Q> Q>

Por otro lado,
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qi274(c7v) = méX {U(S, Sé) - Z Q?A(C;U)}
{(8,8¢)eLc} jes\i
{ieS}

Para todo (5,5;) € L¢ se tiene que

v(S,S0)— > Q?A <z(S)—z(S\i) =
{7es\i}y

Ya que, v(S, S;) < x(S) implica que « € core(C, v) y ademés, ya esta probado

anteriormente que —Qf’A‘ < —x;. Por lo tanto, qf A<

Proposicién 3.6.3. Sea (C,v) un juego sobre un contexto de particion facti-
ble, entonces el vector superior Q*(C,v) verifica que Q*(C,v+d) = Q*(C,v)+
d para todo juego aditivo d.

Demostracion. Sea (C,v) un juego sobre un contexto de particién factible
y d un juego aditivo sobre el contexto (C,v). Entonces, Q*C,v + d) =

, , N ! N _ ! -
Sre%%gsperg%(\i) v(S,S") T%)v(T, T +d(S,S") T%:P d(T,T"). Como el con
cepto de particion es factible la particion P cubre a todo S'\ 4, asi d(S5,S") —

> d(T,T") = d;. Por lo tanto como este término no depende de la particiéon
TEP
ni del conjunto S podemos sacarlo fuera de los maximos y resultando que

Q4C,v+d) = Q*C,v) +d.

En el mismo sentido probamos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.6.4. Sea (C,v) un juego sobre un contezxto de particion facti-

ble, entonces el vector inferior ¢*(C,v) verifica que ¢*(C,v+d) = ¢*(C,v) +d,
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para todo juego aditivo d.

Demostracion. Sea (C,v) un juego sobre un contexto de particién facti-
ble y d un juego aditivo sobre el contexto (C,v). Entonces, ¢*(C,v + d) =

max  v(5,5") — Q4(C,v + d). Aplicando la proposicién anterior
(sanax o (S5,5") {jEZS\i} i ( ). Ap prop
tenemos que > Qj(C,v+d)es > Qj(C,v)+d(S\ ). El resultado se
{es\i} {jes\i}
obtiene entonces trivialmente. |

Proposicién 3.6.5. Sea (C,v) un juego sobre un contexto de particion fac-

tible, por la prueba anterior tenemos que el valor x* verifica covarianza.
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