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Resumen

En este trabajo estudiamos un tema que conecta elementos de dos areas
de las Matematicas a priori separadas: estructuras combinatorias de la Ma-
teméatica Discreta y las subvariedades de la Geometria Diferencial. Para ello,
analizamos una serie de articulos en los que se desarrolla la teoria de subva-
riedades asociadas a grafos. Ampliamos con un nuevo método de represen-
tacion de subvariedades mediante una estructura combinatoria y estudiamos
la forma de la misma ademés de clasificar subvariedades usandola como he-
rramienta. Finalmente planteamos como encontrar una relaciéon entre ambas
representaciones.

Abstract

In this work we study a subject which conect elements of two different
brunches in Mathematics: combinatory structures from Discrete Mathema-
tics and submanifolds from Differential Geometry. To do this, we focus on
some articles where submanifolds theory asociated with graphs is developed.
In addition, we present a new method of submanifolds representation with a
combinatory structure and we study how can them be and we use them to
classify submanifolds. Finally, a relation between the two ways of represen-
tation is proposed.
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Introduccion

El estudio de la Teoria de Subvariedades surgié como extensién natural del
estudio clasico de las curvas y superficies en el espacio euclideo tridimensional,
aplicando métodos de célculo diferencial. Desde principios de siglo XX, esto
ha evolucionado en uno de los pilares fundamentales dentro de la geometria
diferencial con diversas ramas, entre ellas podemos encontrar las dos que
estudiaremos en este trabajo, el estudio de comportamiento de la Segunda
Forma Fundamental y la Geometria casi-Hermitica.

El concepto de conexién y curvatura de la Segunda Forma Fundamental
aparecieron primero con los trabajos de J. Weingarten, G. Darboux y E.
Cartan, pero no fue hasta iniciados los sesenta cuando se profundizé en el
estudio de la Segunda Forma Fundamental como tensor métrico con el trabajo
inicial de P.J. Erard. Anios mas tarde ya surgieron escritos recopilatorios y
mas generales de entre los que se encuentra el libro de J.M. Lee [11].

La comprension del comportamiento de una subvariedad bajo la accion
de una estructura casi compleja J de una variedad casi-Hermitica se ha con-
vertido en un tema de investigacion interesante. Dentro de este ambito, las
subvariedades complejas y las subvariedades totalmente reales son bien cono-
cidas y fueron generalizadas por B.Y. Chen definiendo las inmersiones slant
[6]. Més tarde, N. Papaghiuc introdujo una nocién atin més general, las sub-
variedades semi-slant [13], que también incluye a la clase de subvariedades
CR. Por ultimo, A. Carriazo definié una mayor generalizacién que incluian
a todas las anteriores, las subvariedades bi-slant [2]. Ademés en este mismo
articulo, mostré una representacion grafica (mediante grafos), a partir de la
estructura casi-compleja de la variedad.

De esta representacién podemos encontrar una asociacién entre grafos y
subvariedades como ya hicieron los autores A. Carriazo y L.M. Fernandez en
[5], la cual surge del estudio de las superficies slant. Dada una superficie M?

f-slant propia en una variedad casi-Hermitica (M 4 J,g), Chen demostré que
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8 INTRODUCCION

podemos considerar una referencia local ortonormal especial, las referencia
slant adaptada [6], {e1, e2, 3, €4} de forma que eq, e5 son tangentes a M, ez, e4
normales a M, y verifican las siguientes igualdades:

g(J€17 62) = _g(’]e?n 64) = COSH7
g(Jei,e3) = —g(Jeg, eq) = —sind,
g(Jer,eq) = g(Jeg, e3) = 0.

De aqui podemos sacar una representacion gréafica del comportamiento de
del operador casi-complejo J en M. Definimos pues, un grafo aplicando el
siguiente método:

1. Consideremos un vértice por cada campo de la referencia, etiquetado
con su subindice natural.

2. Diremos que la arista {7, j} existe si y solamente si g(JX;, X;) # 0.
3. A cada arista le asignamos el peso dado por ¢?(JX;, X;).

4. Finalmente, para obtener informacion visual adicional, pondremos los
vértices correspondientes a los campos tangentes en una linea inferior
imaginaria y a los correspondientes a los campos normales en una linea

superior.
3 4 3 cos>f 4
sin’ @ sin” 0
1 2 1 2
cos’ 6
Grafo 1 Grafo 2

Figura 1: Grafos asociados a una superficie slant
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En la Figura 1, el Grafo 1 corresponde al aplicar los pasos 1,2 y 4. Mientras
que el Grafo 2 realizamos también el paso 3. Esta diferencia nos da un grafo
ponderado y uno que no.

De aqui también surge el estudio de una asociaciéon débil donde los gra-
fos no estén ponderados, como hicieron A. Carriazo, L. M. Fernandez y A.
Rodriguez-Hidalgo en [4].

Todas estas asociaciones nos construye un puente entre dos areas de las
matematicas tradicionalmente separadas, la Matematica Discreta y la Geo-
metria Diferencial, convirtiéndose en una ttil herramienta para la clasifica-
cion de subvariedades.

Viendo todos los buenos resultados y la utilidad que se consiguié con
esta relacion, cabe preguntarse si se puede buscar relaciones o representacio-
nes parecidas pero con otro tipos de estructuras que no sea la del operador
casi-complejo. Esta ya lo hicieron los autores L. Boza, A. Carriazo y L. M.
Fernandez [3].

En este trabajo, daremos una nueva representacion combinatoria a partir
del comportamiento de la Segunda Forma Fundamental de la subvariedad
respecto de la variedad ambiente. Tomando una superficie como la anterior
podemos aplicar el siguiente método:

1. Consideremos un vértice por cada campo de la referencia, etiquetado
con su subindice natural.

2. Parai,j € {1,2} coni < jy k€ {3,4} tenemos que:
a) Si i = j, diremos que la arista {i,k} existe si y solamente si
g(h(Xi’ XZ)7X1€) 7& 0.
b) Sii # j, diremos que el tridngulo {7, j, k} existe si y solamente si
9(h(Xi, X;), Xi) # 0.
3. A cada arista {i,k} le asignamos el peso g(h(X;, X;), Xz) = ht vy a
cada tridangulo {3, j, k} le asignamos el peso g(h(X;, X;), X;) = hfj

4. Finalmente, para obtener informacion visual adicional, pondremos los
vértices correspondientes a los campos tangentes en una linea inferior
imaginaria y a los normales en una linea superior.
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Figura 2: Representacién combinatoria de una superficie

A partir de esta representacion se conseguiran diversas propiedades que
deben cumplir estas estructuras combinatorias para poder representar dis-
tintos tipos de subvariedades. Esto nos sera también 1til para la clasificacion
de las mismas.

Comenzamos la presente memoria con un capitulo preliminar en el que
presentamos conceptos fundamentales de la Teoria de Subvariedades, defi-
niendo distintos tipos de las mismas y centrandonos finalmente en diversos
avances de la Geometria Casi-Hermitica.

En el Capitulo 2 continuamos con la asociacién entre grafos y bases orto-
normales, proporcionando primero la representacion gréafica junto con varios
ejemplos, adema&s conseguimos propiedades necesarias de los grafos para que
puedan estar débilmente asociados a una subvariedad.

Finalmente, en el Capitulo 3, presentamos la nueva forma combinatoria
de representacién de subvariedades, dando algunos ejemplos visuales en los
que podemos comenzar a ver el potencial de la misma, conseguimos algu-
nos resultados generales de esta representacion segun el tipo de subvariedad
ademads de estudiar casos en dimensiones inferiores. Por tultimo, estudiamos
las posibles relaciones entre las dos representaciones. Ademas definiremos un
nuevo tipo de subvariedad que haga de puente entre ambas.

Antes de acabar la introduccién, me gustaria agradecer a mis tutores
a lo cuales admiro, tanto como docentes como investigadores, el profesor
Dr. D. Alfonso Carriazo Rubio y el profesor Dr. D. Luis Manuel Fernandez
Fernandez. Sobretodo por el tiempo y esfuerzo que me han dedicado en el
proceso de elaboracién de este trabajo. También me gustaria agradecer a mis
padres, mi hermana y mi abuela por su apoyo en este duro ano que hemos
vivido todos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Geometria Riemanniana

En esta primera seccién daremos una breve introducciéon a la Geometria
Riemanniana. Para profundizar en estos conceptos nos remitimos a la refe-
rencia [11].

Sea M una variedad diferenciable y sea g un campo de tensores diferen-
ciables de tipo (0,2) en M:

g:X(M)xX(M)— F(M).
Entonces, para cada punto p € M, se tiene la aplicacién bilineal
gy T,(M) x T,(M) — R,

dada por g,(X,,Y,) = (9(X,Y)),, para todos X,Y € X(M).

p>-p

Definicién 1.1.1 Sea M una variedad diferenciable y sea g un campo de
tensores diferenciable de tipo (0,2) en M. Se dice que g es simétrico si
gp(u,v) = gp(u,v) para todos u,v € T,(M) y para todo p € M. Por otro
lado, se dice que g es definido positivo si cumple que para todo u € T,(M)
y para todo p € M:

L. gy(u,u) > 0.
2. gp(u,u) =0siy solosiu=0.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.2 Una variedad Riemanniana es un par (M, g) donde M
es una variedad diferenciable y g es un campo de tensores diferenciable de

tipo (0, 2) simétrico y definido positivo. A g se le llama métrica Riemanniana
sobre M.

Veamos ahora como se puede estudiar esta métrica.

Definicién 1.1.3 Sea (U, ¢ = (21, ..., %)) un sistema local de coordenadas
de una variedad Riemanniana (M, g). Entonces,

gl = Z gijdr; @ dxj,  gi; € F(U),

ij=1
donde las funciones g;; vienen dadas por

o 0
9ij :g|U(0_’6_)’

i 0T
que llamaremos coeficientes métricos en la carta (U, ¢).
Nota 1.1.4 Bajo las condiciones de la definiciéon anterior, se tiene:
1. gij = gji, para todo 4, j = 1,...,m (simetria).
2. ¢;; >0, paratodoi=1,...,my det(g;;) > 0 (definido positivo).
3. g, en cada punto es un producto escalar.

Teorema 1.1.5 Toda variedad diferenciable M, Ty y 2°N, admite una métri-
ca Riemanniana.

1.1.1. Conexion Riemanniana

Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Se dice que una conexion afin V es
compatible con g (o que es una conexién métrica con respecto a g) si para
toda « : I — M curva diferenciable y para todos V, W campos diferenciables
de vectores tangentes a M a lo largo de a, se cumple que si V' y W son
paralelos, entonces g(t)(V(t), W (t)) = cte., para todo t € I.

Teorema 1.1.6 Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Una conexion afin
V es compatible con g si y solo si Vg =0, es decir, si y solo si Xg(Y,Z) =
9(VxY, Z)+ g(Y,VxZ) para todos X,Y,Z € X(M).
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Teorema 1.1.7 (Teorema de Levi-Civita). En una variedad Riemanniana
(M, g) existe una unica conexion afin ¥V sobre M tal que:

1. Es compatible con g, es decir,
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ),
para todos X,Y, 7 € X(M).
2. FEs simétrica, es decir,
(X, Y] =VxY - VyX,
para todos X, Y € X(M).

Entonces, V se llama la conexion Riemanniana o conexion de Levi-Civita y
viene dada por la siguiente expresion, conocida como formula de Koszul:

QQ(VXY> Z) :Xg(Y7 Z) + Yg(X7 Z) - Zg(Xa Y) - g([Xv Z]7Y>_

— (Y, 2], X) + 9([X,Y], Z), (1.1.1)
para todos X, Y, 7 € X(M).

Observacién 1.1.8 Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién m
y sea {ey,...,e,} una referencia local de campos ortonormal. Entonces po-
demos expresar la conexion,

VxY =) g(VxY.e)er (1.1.2)
i=1

1.2. Subvariedades isométricas

En esta seccién definiremos nociones bésicas de la teorfa de subvariedades.
Para profundizar més en este tema se recomienda el capitulo 8 de [11].

Definicién 1.2.1 Sean M, M dos variedades diferenciales ysea f: M — M
una aplicacién diferenciable. Se dird que f es una inmersion si para todo
p € M, se tiene que df, : T,M — Ty M es inyectiva.
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Una consecuencia directa es que, si f : M — M es una inmersion, en-
tonces dimM < dimM. De hecho se tiene que dimM = dimM si y solo si
f(M) es un abierto de M. De aqui en adelante supondremos siempre que
dimM < dimM.

Nota 1.2.2 Una inmersion no tiene por qué ser inyectiva, lo que se cumple es
que localmente si es inyectiva (como consecuencia del Teorema de la Funcién
Inversa), es decir, para todo p € M existe un entorno U C M de p tal que
f|u es inyectiva.

Definicién 1.2.3 Una isometria entre dos variedades Riemannianas (M, g)

y (M, g) es un difeomorfismo f : M — M tal que f*g = g. A esta métrica
f*g se le llama métrica pullback via f.

Definicién 1.2.4 Cuando entre dos variedades Riemannianas existe una iso-
metria se dice que son isométricas.

Definicién 1.2.5 Se dice que dos variedades Riemannianas (M, g) y (M, )
son localmente isométricas si para todo p € M , existen U C M abierto,
peUy f:U — f(U) difeomorfismo, siendo f(U) C M abierto, que es una
isometria.

Observacion 1.2.6 Sea (M g) una variedad Riemanniana y sea (1, 7) una
subvariedad regular de M donde M C M e : M < M es la inclusién.
Sea p € M. Entonces, i, : T,(M) — T, (M ) es un isomorfismo sobre la
imagen, con lo que podemos identificar Tp(M) con i.,T,(M) C TP(M ) y asi
lo escribiremos para ahorro de notacién.

A partir de ahora, consideraremos en M la métrica Riemanniana i*g
(que muchas veces denotaremos por g salvo por confusién), que se llama
Primera Forma Fundamental de la inmersién y que convierte a i en
una inmersién isométrica. Entonces (M, i*g) se dird que es una subvariedad
Riemanniana o subvariedad isométrica de M.

Sean V y V las conexiones Riemannianas de g y ¢*¢g respectivamente.

Tomando p € M y f una inmersién isométrica, estd claro que df, : T,M —
Ty )M es una isometria lineal sobre su imagen, asi que df,(T,M) C T}, )M
es un subespacio vectorial de misma dimension que M. Luego podemos con-
siderar el complemento ortogonal de df,(T,M) en Ty M con respecto a la
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métrica gy,
TMyy = dfp(T,M) & (dfp(TpM»L-

En ocasiones, identificaremos T, M = T,M @& (T,M)*.

Definicién 1.2.7 Se dice que el espacio (T,M)* es el espacio normal a la
inmersion en p € M.

Nota 1.2.8 El espacio vectorial (T,M)* es de dimensién dim(M)—dim(M).
A esta dimensién la llamaremos codimension de M.

Asi, cualquier campo X € X(M) se puede descomponer en su parte tan-
gente y en su parte normal a la inmersion,

X =TX + FX,

donde T'X es la parte tangente a la inmersion y £ X la parte normal a T'X.

—

Definicién 1.2.9 Un campo de vectores X € X(M), se dice que es normal a
la inmersién si para todo p € M, X, € (T,M)™*, es decir, al descomponerlo
en parte normal y parte tangente tenemos que TX =0y que X = FX.

1.2.1. La Segunda Forma Fundamental
Para fijar la notacién, sean (M, g), (]\7 ,g) dos variedades Riemannianas
de dimensién m y m respectivamente, con f : (M, g) — (M, g) una inmersién

isométrica. Diremos que V es la conexién de Levi-Civita de (M, g) y V es la
conexién de Levi-Civita de (M, 7).

Lema 1.2.10 Dado X € X(M) campo en M, existe un campo X en M tal
que, B
Xy = dfp(Xp),  para todo p € M.

Utilizando la identificacion T,M = df,(T,(M)), tenemos que )N(f(p) = X,
para todo p € M. A este campo X se llama extension del campo X.

Nota 1.2.11 El campo X que extiende a X no es tnico.

Proposicién 1.2.12 Sean X, Y € X(M) y )?,)7 Sus ertensiones correspon-
dientes. Entonces se tiene:

VY = (VgY) = (VgY)*
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Definicién 1.2.13 Se define la Segunda Forma Fundamental de la in-
mersion h como:

MX,Y):= (%X?)L, para todo, X,Y € X(M),
siendo X , Y ex (M ) las extensiones de X, Y respectivamente.

Observacion 1.2.14 Usando la Proposicién anterior, llegamos a que:
WMX,Y)=ViV —VyY.

Observacién 1.2.15 La definicién anterior no depende de las extensiones
de campo elegidas.

Nota 1.2.16 Realmente, podemos expresar ahora la conexion ambiente de la
siguiente forma: sea {e1, ..., €m, €mi1, - - -, €m} una referencia local de campos
ortonormal. De la igualdad anterior tenemos la Férmula de Gauss,

VxY = VxY +h(X,Y)

Igualando esta expresion con (1.1.2) llegamos a que

ViV +h(X,Y)=> g(VxY e)ei+ Z (VyY, e)e;
=1

1=m+1

= VXY—f— Z V)(Y 6Z €,
i=m+1

m

hX,Y)= > g(VxY.e)e

1=m-+1

Llamando ahora hfj = g(h(e;, e;),ex) = g(%eiej,ek) llegamos a la siguiente
férmula,

h(ei, e;) Z hier i,j=1,....,m, (1.2.1)

k=m+1
que usaremos mas adelante.

Lema 1.2.17 (Ecuacién de Weingarten) Sea M una subvariedad, tenien-
do los campos X,Y € TM yV € TM*, se cumple que:

G(VxV,Y) = —g(V,h(X,Y)). (1.22)
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Definicién 1.2.18 Sea M una subvariedad, para cada campo V € TM* se
define el Operador Forma Ay como el campo tensorial caracterizado por :

9(X, AvY) =h(X,Y), paratodo X,Y € TM.

Lema 1.2.19 (Férmula de Weingarten) Sea M una subvariedad. Para
cada campo normal V€ TM* se cumple la siguiente igualdad:

ViV = —AyX + VLV,
para cualquier campo tangente X € T'M.

Nota 1.2.20 Como h es simétrica, Ay es un endomorfismo autoadjunto de
T M para cada vector normal V', es decir,

g(AyX,Y) =g(X,AyY), paratodo, X,Y € TM.

Ademas, sabemos que cada matriz inducida por los Ay son matrices simétri-
cas y, por tanto, todos sus autovalores son reales.

Definicién 1.2.21 Se dice que una subvariedad M es austera [10] si para
cada campo normal V| el conjunto de autovalores de Ay es invariante salvo
multiplicaciéon por —1, es decir, son de la forma:

()\17"' 7)\p) :(aa_a7b7_b7"' ,C,—C,0,0,“‘ 70)

Definicién 1.2.22 Se define la Segunda Forma Fundamental evaluada
en un punto p como

hy : T,M x T,M — (T,M)*
hp(u,v) == (h(X,Y)),
siendo X,Y € X tal que X, = u,Y, = v.

Proposicién 1.2.23 La sequnda forma fundamental evaluada en (h(X,Y)),
solo depende de los valores X, e Y,. Como consecuencia, para todo p € M la
sequnda forma fundamental evaluada en p estd bien definida.

Proposicién 1.2.24 Para todo p € M, h, : T,M x T,M — (T,M)* es
bilineal y simétrica.
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Definicién 1.2.25 Sea {e1, -+ ,eém,€m+1, - ,€m} una referencia local de
campos ortonormal de la variedad ambiente en la que los m primeros campos
corresponden al espacio tangente a la subvariedad. Se define la curvatura
media de la subvariedad como:

m

H = i Z h(ei, Gi).

m
i=1

Definicién 1.2.26 Se dice que una subvariedad es minima si su curvatura
media es idénticamente nula.

1.2.2. Subvariedades Totalmente Geodésicas

Definicién 1.2.27 Llamamos a una subvariedad isométrica M de una va-
riedad Riemanniana (M,g) totalmente geodésica si cualquier geodésica de
la subvariedad M con su métrica inducida g es también una geodésica de la
variedad ambiente.

Proposicién 1.2.28 Sea una subvariedad Riemanniana (M, g) de una va-
riedad Riemanniana (M,q). Los siguientes resultados son equivalentes:

1. (M, g) es totalmente geodésica.
2. La sequnda forma fundamental es nula, es decir, h = 0.

La demostracién de esta proposicion la encontramos en [15].

1.2.3. Subvariedades Totalmente umbilicales

Definicién 1.2.29 Llamamos a una subvariedad isométrica M de una va-
riedad Riemanniana (M, g) totalmente umbilical si

X, Y)=9(X,Y) - H, (1.2.3)
para todo X,Y € T,(M), donde H es la curvatura media de M en M.

Nota 1.2.30 Una subvariedad totalmente umbilical y minima es una sub-
variedad totalmente geodésica.
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1.3. Geometria casi-Hermitica

La teoria de subvariedades de variedades casi-Hermitica hoy en dia es
una de las dreas mas trabajadas en la Geometria Diferencial y, ademés, va
a ser una herramienta fundamental para esta memoria. Por eso la introduci-
mos aqui ademas de una serie de resultados tutiles para mas adelante. Estos
conceptos los podemos encontrar en [6].

Definicién 1.3.1 Sea M es una variedad diferenciable de dimensién par con
J un campo tensorial del tipo (1,1) tal que J*> = —Id (llamado estructura
casi compleja (M, J)) y g una métrica Riemanniana sobre M. Se dice que
la terna (M ,J,g) es una variedad casi-Hermitica si g es compatible con

J, es decir:
g(JX, JY) = g(X,Y),

para todos X,Y € M

Nota 1.3.2 De la igualdad anterior deducimos que g(JX,Y) = —g(X, JY)
y, por tanto, g(JX, X) = 0, para todos X,Y € M.

Definicién 1.3.3 En el caso particular en el que VJ = 0, se dird que la
terna (M, J, g) es una Variedad de Kaehler.

Nota 1.3.4 En el caso de las variedades de Kaehler, al tener VJ = 0, real-

mente lo que nos dice es que para todos X, Y € X(M), (VxJ)Y =0, es decir

que B N N N
VxJY — JVxY =0,y, por tanto, VxJY = JVyY, (1.3.1)

Esto nos servird de gran utilidad en las caracterizaciones futuras.

También se pueden diferenciar distintos tipos de subvariedades inmersas
en variedades casi-Hermiticas. Uno de ellas es mediante el comportamiento
del espacio tangente respecto de la estructura casi compleja J correspondien-
te.

Nota 1.3.5 Sea M una subvariedad de una variedad casi-hermitica M y X
un campo de vectores tangente a M. Podemos expresar JX de la siguiente

forma
JX =TX + FX,

donde T'X es la parte tangente a M y F'X la normal a M.
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Definicién 1.3.6 Sea M una subvariedad de una variedad casi-hermitica M.
Se dird que M es una subvariedad totalmente real si J(T,M) C T, le
para todo punto p € M. Es decir, para cada campo no nulo X, tangente a
M en un punto cualquiera p, el angulo entre JX y T,M es /2.

Definicién 1.3.7 Sea M una subvariedad de una variedad casi-hermitica
M. Se dird que M es una subvariedad compleja si J(1,M) C T,,M para
todo punto p € M. Es decir, para cada vector no nulo X, tangente a M en
un punto cualquiera p, el angulo entre JX y T,M es cero.

Definicién 1.3.8 Se dice que una subvariedad n-dimensional es Lagrangia-

na cuando sea totalmente real y su variedad ambiente sea 2n-dimensional y
Kaehler.

Nota 1.3.9 Se puede encontrar una referencia local de campos ortonormal
para una subvariedad Lagrangiana n-dimensional de la siguiente forma:

B={X1, -, Xn, JX1, -+, JX,}. (1.3.2)

Gracias a que es totalmente real sabemos que los campos JX; son normales
a la subvariedad y ortonormales entre si. A esta referencia la llamaremos
referencia de campos Lagrangiana adaptada.

Definicién 1.3.10 Se dice que una subvariedad M es una subvariedad La-
grangiana especial [10] si es Lagrangiana y minima.

Definicién 1.3.11 Se dice que una subvariedad lagrangiana de dimensién
n con referencia de campos lagrangiana adaptada es H-umbilical [7] si la
segunda forma fundamental cumple que

h(Xl,Xl) = )\JXl, h(XQ,XQ) === h(Xn,Xn) = ,uJXl,

. . 1.3.3
h(leXj)::uJXja h(vaXk):Oaj#kv‘%ke{la ,TL} ( )

para A, u dos funciones locales.

1.3.1. Subvariedades Slant

En esta parte veremos algunas féormulas elementales ademas de definicio-
nes sobre subvariedades slant en Geometria Compleja. Para mas detalle se
recomienda utilizar el libro que aparece en la referencia [6].
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Sea M una subvariedad de una variedad casi-Hermitica (]T/[/ ,J,g) y sea
g también la métrica inducida en M. Entonces, M se dice que es una Sub-
variedad Slant si para cualquier p € M y para cada vector no nulo X, €
T,M, el dangulo 6(X,) entre el campo J,X, y el espacio tangente T, M, con
0 < 6(X,) <7/2, es una constante ¢ llamada dngulo slant de la subvarie-
dad. En este caso diremos que M es una subvariedad #-slant. En particular,
estéd claro que toda una subvariedad compleja (respectivamente, subvariedad
totalmente real) es slant con dngulo slant § = 0 ( respectivamente, 6 = 7/2).
Si M es una subvariedad 6-slant tal que 6 € (0,7/2), entonces diremos que
es una subvariedad slant propia.

Sabemos gracias a la referencia [6] que M es 6 — slant si y solamente si

T?°X = —cos® X (1.3.4)

Ademds més adelante daremos uso a otra caracterizacién de las subvarie-
dades slant, que podemos encontrar en la referencia [12]:

Lema 1.3.12 Sea M wuna subvariedad de una variedad casi-hermitica M
con B = {Xy,..., X} una referencia local de campos ortonormal de TM.
Entonces M es 0—slant si y solamente si

Zg(JXj, X)g(J Xy, X;) = 63 cos® 0

i=1
para cualesquiera 5,k =1,...,m.

También el autor en el articulo [8] definié un tipo particular de superficies
slant:

Definicién 1.3.13 Sea M una superficie slant en una variedad Kaehler M.
Se dice que M es slant especial si, respecto de una referencia ortonormal
adaptada B = {e1, e, €3, €4}, los operadores forma de M toman los siguientes

valores:
ch 0 0 A
Aeg = ( 0 A ) y Aeg - ( A0 ) (135)

para alguna constante c.

Ahora bien, sea D [6] una distribucién diferenciable sobre M. De forma
andloga a la Definicién 1.3.7, se dice que D es complejo (resp. totalmente
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real) si J(D) = D (resp. J(D) C T+M). Por otro lado, diremos que D es una
distribucién slant [6] si para cualquier p € M y para cada X, € D,,, X, # 0, el
angulo 0p(X,),0 < 0p(X,) < 7/2, entre J, X, y 0p es una constante llamada
angulo slant de D. De hecho, 6p(X,) es el dngulo entre J,X, v (PT),X,
donde P denota el operador proyeccion de T'M en D. Encontramos también
la siguientes relaciones entre estas nociones (demostradas en la referencia

[2]):

Lema 1.3.14 En las condiciones anteriores, se tiene:

= D es una distribucion compleja si y solo si es una distribucion slant
con dngulo slant 8p = 0.

= D es una distribucion totalmente real si y solo si es una distribucion
slant con dngulo slant 0p = 7/2.

Si D es una distribucion —slant, se puede probar también que
(PT)*X = —cos® 0X. (1.3.6)

A continuacién veamos algunos tipos de subvariedades que se puede sacar
con este concepto de distribucién diferenciable.

Sea M una variedad Kaehler de dimensién compleja n y M una subva-
riedad Riemanniana m—dimensional inmersa en M.

Supongamos ahora que en M tenemos una distribucién diferenciable D
de manera que sea consistente con la estructura casi-compleja en M, es decir,
J(D) C D. Es més, de forma complementaria, la distribucién ortogonal D+
supondremos que es totalmente real, es decir que J(D+) C (T,M)*.

Llamaremos a la distribucién D (respectivamente, D+) la distribucién
horizontal (respectivamente, vertical) en M.

Definicién 1.3.15 A la subvariedad M dotada con las f@/istribuciones men-
cionadas arriba (D, D*) se llama subvariedad CR en M.

También podemos sacar otro tipo de subvariedad modificando un poco la
definicion anterior.

Definicién 1.3.16 Si D es una distribuciéon compleja pero esta vez D+ es
una distribucion slant con dngulo slant € # 0, entonces se dice que M es una
subvariedad semi-slant [13].

En la siguiente seccién introduciremos una generalizacién de estos tipos
de subvariedades ya mencionados como podemos ver en [2].
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1.3.2. Subvariedades Bi-slant

Supongamos ahora que existen dos distribuciones ortogonales Dy y Do
sobre M tales que T'M = D; & D,. En esta situacién, denotaremos por P;
al operador proyeccion de T'M sobre D; y haremos T; = P;oT, i =1,2. Se
tiene:

= Si D; es una distribucién totalmente real y D, es una distribucién slant
con angulo slant 6 # /2, entonces diremos que M es una subvariedad
anti-slant.

= Si D; es una distribucién ¢, —slant y Dy es una distribucién 6, —slant,
entonces diremos que M es una subvariedad bi-slant. En tal caso, nos
referiremos a los angulos usando la notacién (61, 65).

Veamos con el siguiente teorema como estan relacionados todos los dis-
tintos tipos de subvariedades mencionadas.

Teorema 1.3.17 Sea M una subvariedad de una variedad casi-hermitica M.

» M es una subvariedad CR si y solo si es bi-slant con 01 =0, 0 = 7/2.

s M es una subvariedad semi-slant si y solo si es bi-slant con 67 = 0,
92 S (0,77/2]

w Si M es una subvariedad anti-slant entonces es bi-slant con 6, = /2,
0 €0,7/2).

» M es una subvariedad semi-slant y anti-slant a la vez st y solo si es
slant o CR.

Pero también se puede ver qué condiciones son suficientes para que una
subvariedad bi-slant sea slant. Sea M una subvariedad bi-slant (0, 6;) de
una variedad casi-hermitica M. Dado un campo tangente X a M, usando la
ecuacion (1.3.6),

T?°X = —cos’ 0P, X + PB,TP, TP, X + P,TP, TP, X + PB,TP, TP, X+
—f-PlTPlTPQX + PQTPlTPQX + PlTPQTPQX — COS2 QQPQX, (137)

Si M es una subvariedad f#—slant, como se tiene que dar la igualdad de la
ecuacion (1.3.4), tenemos entonces que el primer miembro debe ser igual a
— cos? §X. El siguiente teorema nos muestra las condiciones que debe verificar
el segundo miembro:
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Teorema 1.3.18 Sea M una subvariedad (61, 602)—slant. Dado 6 € [0,7/2],
M es 6—slant si y solo si se cumplen las siguientes ecuaciones:

P\ TP, TP, = (cos® 0, — cos? §) P, (1.3.10)
P\ TP, TP, = (cos® 0y — cos? ) P, (1.3.11)

También podemos relacionarlos pidiendo una hipdtesis mas fuerte:

Teorema 1.3.19 Sea M una subvariedad bi-slant con 8, = 0, = 0. Entonces
M es O—slant si y solo si
g(JX,Y)=0 (1.3.12)

Para todo X € Dy y todo Y € Ds.

Por 1ltimo nos cuestionamos si podemos encontrar una subvariedad bi-
slant con dimD; = d; = dy = dimDs y 6, # 03 de manera que sea slant. La
respuesta es negativa:

Teorema 1.3.20 Sea M una subvariedad (6y,0s) bi-slant. Si dy = dy # 0 y
M es una subvariedad slant, entonces 61 = 05.



Capitulo 2

Subvariedades Asociadas a
grafos

En este capitulo introduciremos dos formas distintas de asociar grafos a
subvariedades.

2.1.

Representacion Grafica

En esta seccion introduciremos un procedimiento de representacién grafi-
ca [2] para poder comprender mejor las caracteristicas de una subvariedad M
bajo la accién de una estructura casi compleja J. Los pasos son los siguientes:

1.

Si denotamos por n (respectivamente, m) a la dimensién de la variedad
ambiente M (respectivamente, a la subvariedad M), entonces elegimos

una referencia local de campos ortonormal B = {X3,..., X}, de ma-
nera que Xq,...,X,, son tangentes a M y X,,11,...,X, son normales
a M.

Consideremos un vértice por cada campo de B, etiquetado con su
subindice natural.

Diremos que la arista {7, j} existe si y solamente si g(JX;, X;) # 0.
A cada arista le asignamos el peso dado por ¢*(JX;, X;).

Finalmente, para obtener informacién visual adicional, pondremos los
vértices correspondientes a los campos tangentes en una linea inferior

25
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imaginaria y a los correspondientes a los campos normales en una linea
superior.

Nota 2.1.1 Gracias a las propiedades de la estructura casi compleja, sabe-
mos que es antisimétrica con la métrica de la variedad. Es decir, g(JX,Y) =
—g(X,JY) para todo X,Y € X(M), asf que ¢*(JX,Y) = ¢*(X, JY), para
cada XY € %(M)

Veamos ejemplos para comprender mejor el procedimiento.

Ejemplo 2.1.2 Sea R®. Para cualesquiera 6,6, € [0,7/2], sea M la subva-
riedad dada por:

1(u,v,w,s) = (ucosfy,usinf, wcos by, wsin by, v,0,s,0).
b b b ) b ) b ) ) )

Elegimos la siguiente referncia ortonormal

0 0 0 0 0 0
X1 = cos 91(‘9_1:1+Sln918x2 , Xy = 8—y1,X3 cos 023_x3+8m628x4 , Xy = (9_3;3
0 0 0 0 0 0
X5 = 8 " , Xg —smﬁla—ml—cosﬁla o X7 = 3y4 , X3 —SlIl@Qa—xg—COSQQaaM
Procedamos a los calculos de los g(JX;, X;) con i < j:
0 o 0
g9(J X1, X3) = g(cos 918_1 + smela X (’3_1) = cos b,
X1, X5) = 0— +sinf;—, —) = sinf
g(J X1, X5) g<COSalay1 —|—s;n 18y273y28) sin 0,
g(J X3, X) = g<_8_a:1 sm&la—xl — cos 918902) = —sinb;

9(J X3, X4) = g(cosOy— 0 + sin fy— 0 9 ) = cos 05

(933 8(13/4 85/3

X3, X7) = Oy — [ =sin@

(J 3 7) g<60862 8y -+ Sln 28y4 ay4 Sln 2
g(JX4, Xg) = ( @5’3 sin 02 853 — COS 92 ax4> = —sin 92
9(J X5, X6) = g(—=—,sinf)j— — cosy —) = cos b,

o) gl o)
9(J X7, Xs) = g(— ER ,8in fy — o — cos 03 (9$4> = cos 0y
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5 cos’b, 6 7 cos’ B 8
sin® 6, sin® 0, sin® 6, sin® 6,
1 2 3 4
cos’ 6, cos’ 6

Figura 2.1: Ejemplo 2.1.2

El resto son trivialmente nulos, asi que visualmente la representacién nos

queda la de la Figura 2.1.

Con esta visualizacién, rapidamente nos damos cuenta de que fijando
D; = Span{ Xy, X2}, Dy = Span{ X3, X4} tenemos que M es una subvariedad
(01,05) bi-slant tal que g(JX,Y) = 0 para cualquier X € D; y cualquier
Y € Dy. Es mas, si 8, = 05 = 0, entonces M es §—slant.

Veamos que haciendo un pequeno cambio en la carta ¢;, obtenemos un
ejemplo totalmente distinto.

Ejemplo 2.1.3 Para cualquier o € [0, 7/2], elegimos 6 € (0, 7/2] de manera
que cosf = Ci’/sia. Sea M la subvariedad de R® dado por:

wa(u,v,w,s) = (ucos a,usina,wcos B, wsin b, v,0, s, v).

Usando la referencia ortonormals:

0

X, = — +sina—, X5z=—

1 C(is a%xl + smaamg, 5 (9y27
Xo=—(—+——), Xg =sina— — cosa—,

’ V2 ( oy 8y4) ‘ Ory 0z
X3 = cosf 0 + sinf X ! ( 0 0

== — +sinf—, = —(=—— —),

3 Oxs 01,4 ! V2 0y Oy

X, Xg =sinf— — cos)—

- 8_y3’ T3 Oxy’
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sin? o

5 cos’a 6 9 7  cos’6 8
Cos2 0
sin” o 2 sin’ 6
2 . 9
Ccos* v sin® o "y

> 5 sin

1 3 2 4
cos? o sin? o cos>0

2 2

Figura 2.2: Ejemplo 2.1.3

Fijando Dy = Span{ Xy, X2}, Dy = Span{ X3, X4}. Entonces, M es una
subvariedad (#, ) bislant pero no es una subvariedad slant.

0 . 0 ) 0
X| = coSqq CoSag—— —+ SIn o COS vg—— + COS (v SIn (vg ——+
8$b i) 8(153
+ sin o sin ap—,
a 8 81‘4
Xo= —,X3=—,
oy Jys 5
X, = —cosaqsinag—— — sin oy Sin og—— + COS vy COS Qg ——+
851 0s 03
+ sin a; cos ap —,
8114
0 . 9, _ 0 0
X5 = cosag— +sinay—, Xg = —sina;— + cosa;—,
Y2 om 0y 0o
X7 = —sinala— + cosozla—,Xg = —Sinaga— + cosozga—
T3 Ty Y2 Yq

Obtenemos la siguiente representacién grafica de la Figura. (2.3)
Usando esa referencia local, obtenemos dos ejemplos:

Ejemplo 2.1.4 Fijando D; = Span{Xi, X2}, D = Span{ X3, X4}. Enton-
ces, una subvariedad integral D; @ D5 es a la misma vez subvariedad (6, 0)-
bislant con cos? § = cos? a; cos? o y una subvariedad «;-slant de dimensién
4.
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v 8
5 6/
sin?(oy)
3 4
| o/ cos?(a) sin?(ay)

cos?(a1) cos?(ay)

Figura 2.3: Representacion Cubica

Ejemplo 2.1.5 Fijado D; = Span{Xi, X2}, Dy = Span{Xg, Xg}. Si ag #
7 /4, entonces la subvariedad integral de D; @ D5 es una subvariedad (61, 05)-
bislant con #; # 05 tales que cos? §; = cos? o cos? ap v cos? By = cos? oy sin? iy,
pero no es una subvariedad slant.

De este método de representacién se puede sacar una asociacion entre
grafos y subvariedades como se hizo en el articulo de la referencia [5]:

Sea M™ una variedad Riemanniana inmersa en una variedad casi-hermiti-
ca (M™,J,g). Sea B={Xy,---X,} una referencia local ortonormal definida
en un entorno U de un punto p € M. Entonces, para cualquier ¢ € U, defi-
nimos el grafo G, dado por los vértices {1,---n} de forma que cada arista
{i,7} existe si y solamente si g,(JgXiq, Xjq) 7 0, con peso g2 (JXiq, Xjq).

Ahora si podemos introducir esta idea de asociacién entre subvariedades
y grafos.

Definicién 2.1.6 Sea M™ una subvariedad de una variedad casi-hermitica
(M™, J,g)y sea G el grafo ponderado con vértices {1, --- ,n}. Se dird entonces
que que M estd asociado con G si para cualquier p € M existe un entorno
U(p) y una referencia local ortonormal B = {Xj,--- X, } en U satisfaciendo
las siguientes condiciones:

1. {X1,--+, X} son tangentes a M y {X,,.1,--- X, } son normales a M.

2. Para cualquier ¢ € U, el grafo G, es isomorfo a G.
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Ejemplo 2.1.7 Volviendo al Ejemplo 2.1.2 , obtenemos el grafo asociado que
podemos ver en la Figura 2.1, cogiendo el subgrafo con vértices {1,2,5,6},
se demuestra facilmente que las superficies complejas y totalmente real estan
asociadas con el mismo grafo, eliminando las aristas cuando § =0y 0 = 7/2,
respectivamente. Esta situacion se puede llegar a generalizar a subvarieda-
des slant con dimensién arbitraria considerando una referencia “adaptada”
general. Luego, vemos que en general, una subvariedad #-slant esta asociada
con el grafo que podemos ver en la Figura 2.5.

m+1 m+2 2m-1 2m 2m+1 2m+2 n-1 n
—el [ . [ e ] eee [ —— ]
sin%(0) oo
1 2 m-1 m
r—g r—Q
cos?(6)

Figura 2.4: Subvariedades Slant

o
~

Grafo 1 Grafo 2

Figura 2.5: Superficie totalmente real

Nota 2.1.8 La definiciéon anterior depende de la referencia local ortonormal



2.2. SUBVARIEDADES DEBILMENTE ASOCIADAS A GRAFOS 31

escogida. Por ejemplo, si consideramos una superficie totalmente real M 2
en una variedad casi-hermitica M*, estd asociado con el grafo 1 de la Figu-
ra 2.5. De hecho, sélo haria falta considerar la referencia local ortonormal
{X1, X5, JX3,J X4} en un entorno de cada punto. Sin embargo, podemos
tomar la siguiente referencia

{(V2/2(X1 + X5, V2/2(X1 — Xa), JX1, JXo}
y, por tanto, M estd asociada al grafo 2 de la Figura 2.5.

Adn dependiendo de la referencia local, en el articulo [5] los autores con-
siguieron sacar una serie de asociaciones y caracteristicas de los mismos.
No obstante, en la siguiente secciéon veremos como estudiarlo exigiendo una
asociacion mas débil.

2.2. Subvariedades débilmente asociadas a gra-
fos

Tal y como hicieron los autores en el articulo [4], en esta seccién estudia-
remos qué ocurre si al procedimiento de representacion anterior eliminamos
el paso 4, es decir, trabajaremos con grafos no ponderados (aristas sin peso)
y veremos qué informacion podemos sacar de esta “ asociacién débil” con las
subvariedades casi-hermiticas.

Veamos en qué concepto de grafos va estar basada esta asociacion. Para
una mayor profundidad en teoria de grafos se recomienda la lectura de la
referencia [9)].

Definicion 2.2.1 Sean G y GG’ dos grafos ponderados. Se dice que son débil-
mente isomorfos si existe una aplicacién entre ellos que sea una corresponden-
cia biunivoca entre sus vértices y ademéds preserva la adyacencia. Si ademés
preserva los pesos de las aristas se dice que son isomorfos.

Ahora veamos la asociacion en concreto. Esta definicion serd practica-
mente analoga a la Definicién 2.1.6.

Definicién 2.2.2 Sea GG un grafo ponderado con vértices {1,...,n}. Enton-
ces diremos que M esta asociado (resp., débilmente asociado) con G si para
cualquier P € M existe un entorno U(p) y una referencia local ortonormal
B ={Xi,...X,} en U satisfaciendo las siguientes condiciones:
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1. {Xy,...,X,} son tangentes a M y {X,+1,...,X,} son normales a M.

2. Para cualquier ¢ € U, el grafo G, es isomorfo (resp. débilmente iso-
morfo) a G.

Nota 2.2.3 Tal y como pasaba en la definicién anterior, la asociaciéon de-
pende de la referencia ortonormal elegida. Para solucionar esto encontramos
una relacion de equivalencia natural en la clase de grafos asociados con sub-
variedades como se puede ver en [5]:

Definicién 2.2.4 Dos grafos G y G’ se dicen equivalentes, si para cualquier
subvariedad M asociada con G, M estd asociada con G’ y para cualquier
subvariedad M’ asociada a G', M’ esta asociada con G.

Vayamos ahora con algunos resultados que podemos conseguir en a partir
de esa asociacion débil.

Teorema 2.2.5 Dada una subvariedad M de una variedad casi-hermitica,
existe un una subvariedad abierta de M la cual estd débilmente asociada a
un grafo.

__Demostracion: Sea M™ una subvariedad de una variedad casi-hermitica
(M™, J,g) vy B={Xy,---,X,} una referencia local de campos ortonormal
definida en una abierto U de forma que los m primeros campos son tangentes
a M y los n — m restantes normales a M. Llamemos f;; = g(JX;, X;), con
i < j. Es directo demostrar que f;; es una funcién diferenciable en U.

Recordemos que en nuestro grafo para que la arista {4, j} exista, debemos
tener que f;; # 0, asi que para demostrar que estd bien definida en el abierto
necesitamos que f;; = 0, o bien f;;(q) # 0, para todo punto g del abierto.

Fijando ahora los indices {(i,7)|i,7 =1,--- ,n,i < j} ={(i1,7),---,
(ir,3r)}, donde i, = n — 1y j,. = n. Estos estdan bien elegidos puesto que,
para i = j tenemos que f; = g(JX;, X;) = 0y ademds, si i # j sabemos
también que f;; = —fj;. Vayamos con el proceso de construccién del abierto:

Llamamos Uy = U. Para cada k = 1,...7, si f;,;, = 0 en U;_;, entonces
fijamos U, = Uy_1. En caso contrario, existe un punto p € Ug_; tal que
firje(p) # 0. Aplicando propiedades de continuidad, sabemos que existe U,
entorno abierto de p de forma que U, C Uy_; y tal que f;,;,(¢) # 0, para
cualquier ¢ € U,. Hacemos ahora Uy = U,. Repitiendo este paso llegaremos
a que, o bien f;;(¢) =0, o bien f;;(¢) # 0 para todo g € U,.
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fix,/'x 7é 0

Figura 2.6: Proceso de construcciéon del abierto U,.

Concluimos que, si podemos construir los grafos Gz, para cualquier p €
U,, todos ellos son débilmente isomorfos con los demés, finalmente llegamos
a que la subvariedad abierta U, esta débilmente asociada con estos grafos.[]

Aunque este resultado es importante, puesto que nos asegura la asociacion
en cualquier subvariedad de manera local, en esta seccion estudiaremos la
asociacion de forma global. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2.6 Observando la Figura 2.5 del Ejemplo 2.17, nos damos cuen-
ta de que realmente, el grafo 1 es equivalente al grafo 2 gracias al cambio de
referencia que hicimos en la Nota 2.1.8.

Aunque en el articulo [5] no se consideraba una asociaciéon débil, de aqui
se pueden sacar informacion para encontrar asociaciones débiles, puesto que,
una subvariedad esta asociada a un grafo implica directamente que estard
débilmente asociada a un grafo.

Vayamos ahora con algunos resultados generales:

Lema 2.2.7 Sea M una subvariedad asociada con un grafo G. Entonces la

suma de los pesos de las aristas incidentes con cada vértice de G es igual a
1.

Demostracion: Esta demostracion es directa gracias a la compatibilidad de
la métrica y la estructura casi compleja en una variedad casi-hermitica. [

Lema 2.2.8 Sea M una subvariedad asociada con un grafo G. Entonces G
no tiene vértices aislados.
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Demostracion: Puesto que J? = —Id en una variedad casi-hermitca, conclui-
mos que JX # 0 para todo vector no nulo X, asi que llegamos al resultado.
O

Proposicion 2.2.9 Sea M una subvariedad asociada con un grafo G. En-
tonces G no tiene triangulos aislados.

Demostracion: Supongamos que GG contiene un triangulo aislado con vértices
k1, k2, ks. Sea A la matriz con componentes (g(JX;, X;)), donde { X1, -+, X, }
es una referencia dada por la asociacién entre M y G. Entonces, como
J? = —Id, llegamos a que A? = (a;;) = —I donde I es la matriz identi-
dad. En particular

Uy, = 0= g(JXp,, Xi)g(T X, Xiy) = g(T Xy, Xy)9(J Xy Xiy).
=1

Esto nos lleva a una contradiccion puesto que no tendriamos al menos una
arista del tridangulo. [

Proposicién 2.2.10 Sea M una subvariedad asociada con un grafo G. Si
existe un v vértice de G de grado 1, entonces la componente conexa que
contiene a v en G es un K.

Demostracion: Sea p € M, consideremos la referencia {Xi,---, X, } en un
entorno de p dado por la definicién de asociacién entre M y G. Podemos
suponer que el vértice ¢ tiene grado 1 y es adyacente a j con j # ¢. Usando
ahora el Lema 2.2.7 sabemos que el peso de la arista {i, j} es 1.Por tanto, no
hay mas vértices adyacentes a j, como queriamos demostrar. [

Teorema 2.2.11 Una subvariedad estd asociada con un bosque si y sola-
mente si es una subvariedad CR. En tal caso, cada drbol es un K.

Demostracion: Supongamos que una subvariedad M esta asociada al bos-
que G. En virtud de la Proposicién 2.2.10, cada componente de G tiene
que ser un K5 puesto que cada arbol tiene vértices de grado 1. Enton-
ces podemos suponer que tenemos el grafo que podemos ver en la Figu-
ra 2.7, reordenando la referencia local ortonormal si fuese necesario, donde
dy + dy = m. Ahora, dado p € M, podemos definir D; = Span(Xy,--- Xq4,)
y Dy = Span(Xg,41,- -+, Xa,+4,) €n un entorno de p. Se sigue que D; y
D, son dos distribuciones diferenciables bien definidas en M de forma que
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TM = Dy & D,. Es méas, D; (resp., D) es una distrbucién compleja (resp.,
totalmente real) y, por tanto, M es una subvariedad CR.

La implicacion contraria se consigue simplemente desarrollando el método
de representacién.[]

1 2 d1-1 d +1 |d,+d

Figura 2.7: Subvariedad CR.

Teorema 2.2.12 Sea M? una superficie inmersa isométricamente en una
variedad casi-hermitica. Entonces, M es slant si y solamente si existe un
grafo G' de manera que M estd asociado a G.

Demostracion: Sabemos ya que una superficie slant estd asociada con un
grafo. Para la implicacién contraria, supongamos que una superficie M estd
asociada con un grafo G. Sea i, j los vértices tangentes de G. Si esos vértices
no son adyacentes, entonces tenemos que es una superficie totalmente real.
Ahora, supongamos que 7 y j son adyacentes. Si no, hay otros vértices ad-
yacentes a i o j; entonces el peso de {i,j} de ser 1 y M es una subvariedad
compleja. En otro caso, llamemos p al peso de {i,j}, con 0 < p < 1. En
este caso, tenemos que P? = —uld, asi que M es una subvariedad slant con
dngulo slant 6 de forma que cos?@ = p. O

Lema 2.2.13 Sea i un vértice de G de grado 2 y llamemos j, k a los vértices
adyacentes. Entonces j y k no pueden ser vértices adyacentes. Fs mads, si
existe otro vértice 1, diferente a i y k, tal que | es adyacente a j, entonces |
también es adyacente a k.
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Figura 2.8: Representacion del Lema 2.2.13.

@

Demostracién: Primero, de A? = (a,,) = —Id conseguimos que, al ser i # 7,
sacamos:

= 9(JX;, Xn)g(J Xy, X;) = 0.

Ahora, si h # j, k entonces, g(J X}, X;) = 0, es decir, los vértices j y k no
son adyacentes.
Por orto lado, como 7 # [, analogamente tenemos que

an =Y _ g(JX;, Xp)g(J Xy, X)) = 0.
h=1
Usando que g(JX;, X,) =0 (h # j, k) una vez més, obtenemos:
9(JX;, X;)9(J X5, Xp) + g(J X, Xi)g(J Xy, Xi) = 0.

Asi que, si k y [ no son vértices adyacentes, entonces g(J Xy, X;) =0y p
tanto, ¢(JX;, X;)g9(JX;, X;) =0, que es absurdo puesto que g(JX;, X;) #
v 9(JX;, Xi) # 0.0

Nota 2.2.14 Este lema generaliza la Proposicion 2.2.9, es decir, si existe un
triangulo en un grafo débilmente asociado a una subvariedad, entonces todos
sus vértices deben tener un grado mayor o igual que 3.
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Lema 2.2.15 Seai un vértice de G de grado 3 y llamemos j, k, 1l a los vértices
adyacentes. Se cumple que:

1. 8i 3,k son adyacentes, entonces | es adyacentes a ambos.

2. Si existe otro vértices h, diferente a i,k,l que sea adyacente a j, en-
tonces h también es adyacente a k o .

|

i k

j
i I
j h
I
j h
i 5
Figura 2.9: Representacion del Lema 2.2.15.

Demostracién: Primero, de A? = (a,,) = —Id, como i # j, tenemos que

aij = Zg<JX17Xh)g<JXh’Xj) =0.

h=1

Pero sabemos que ¢(JX;, X;) = 0 si h # j,k,[ y, a partir, de la igualdad
anterior,

g(JXz,Xk)g(JXk,XJ) + g(JXz,Xl)g(JXZ, XJ) = 0

Como consecuencia, deducimos que los vértices j y [ deberian ser adyacentes
porque, en caso contrario, llegarfamos a que g(JX;, X;) = 0y, por tanto,
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9(JXi, Xi)g(J Xk, X;) = 0, lo cual es una contradiccién. De forma similar
conseguimos también que los vértices k y [ son también adyacentes usando
la siguiente igualdad

aix = > 9(JXi, Xp)g(J X, Xy,) = 0.

h=1

Por otra parte, para probar la segunda parte del lema usaremos de nuevo
que A2 = —Id y como i # h, llegamos a que

aip = ZQ(JXth)Q(JXsaXh) = 0.

s=1

A continuacion, como i es de grado 3, tenemos que 7, k,l son sus vértices
adyacentes, de esta ultima igualdad vemos que

9(JX;, X;)g(JX;, Xn) + 9(JXi, Xi) g(J Xi, X)) + 9(J X5, Xp)g9(J Xi, X)) = 0.
Si suponemos que g(J Xy, Xp) =0y g(JX;, X;,) = 0, entonces
g<JX17XJ)g(JX]7Xh) = 07

lo cual es una contradicciéon.l]

El primer punto de este lema nos viene a decir que, si tenemos un triangulo
en el grafo asociado a una subvariedad y uno de sus vértices es de grado 3,
entonces el tridngulo estd en un tetraedro.

Ahora veamos una generalizacion de estos dos lemas anteriores con vérti-
ces de cualquier grado.

Proposicién 2.2.16 Sea i un vértice de G de gradot > 3 y 71, ,J¢ Sus
vértices adyacentes. Si dos de esos vértices, j,. y js, 1 < r,s < t, son adya-
centes, entonces j. (respectivamente js) es también adyacente a un vértice
distinto j. (respectivamente jy ).

Demostracién: Como i # j, usando que A? = (ayh) = —Id, tenemos que

a, = > 9(JXi, Xn)g(J X, X;,) = 0. (2.2.1)

h=1
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Figura 2.10: Representacién de la Proposicion 2.2.16.

Si suponemos que, a excepcion del vértice j,, ninguno de los vértices ji,
1 <k <t, es adyacente a j,, entonces (2.2.1) se reduce a

9(JXi, X;,)9(J X}, X;,) =0,

lo cual es una contradicciéon. De forma andloga, usando el elemento a;,,
deducimos el mismo resultado para el vértice js.

Ahora hemos conseguido que, en las condiciones de la proposicion ante-
rior, los vértices j, v js se encuentran, al menos, en dos tridangulos con vértices
iy jr,js 0 bien i, g, jor, 1 <0’ <t,yr' #r, 801, js, jor, 1 <8 <tys #rs,
respectivamente. Si ademads ' = s’ entonces tenemos que el tridngulo 1, j,., 7,
se encuentra en el tetraedro determinado por los vértices i, j,, Js, Jp.L

Proposicion 2.2.17 Sea i un vértice de G con gradot > 2 y ji,- -+ ,J; Sus
vértices adyacentes. Si existe otro vértice h, diferente al resto, tal que este sea
adyacente a cualquiera de los vértices j,, 1 < r < t, entonces h es adyacente,
al menos, a otro de los vértices jp,1 < k <t con k #r.

Demostracién: Como i # j, usando una vez mas que A? = —Id, tenemos
que
ain =Y _ g(JXi, Xo)g(JX,, Xp) = 0. (2.2.2)
s=1

Supongamos que ninguno de los vértices adyacentes a i, excepto para los
vértices j,, es adyacentes a h, esto es que, g(JX;,, X)) =0, 1 <1 <t [ #r.
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Figura 2.11: Representacién de la Proposicion 2.2.17

Entonces,

9(JXs, X;,)9(JX;,, Xn) # 0,

lo cual es una contradiccién con (2.2.2). O

A partir de estos resultados, los autores de [4] consiguieron clasificar di-
ferentes familias relevantes de grafos dando referencias locales de cada uno
en caso de dimensién 4 y 6.

Por ejemplo, llegaron a conseguir los 3 grafos que pueden asociarse con
subvariedades de dimension 4:

Figura 2.12: Grafos asociados a subvariedades de dimensién 4.



Capitulo 3

Nueva representacion de
Subvariedades

Tal y cémo hemos visto en los preliminares, comparar como actia la co-
nexion de Levi-Civita de una subvariedad M con la conexién de la variedad
ambiente M estara basado en la Segunda Forma Fundamental. Ademas, esta
nos aporta una forma de caracterizar a las subvariedades segin el comporta-
miento de la misma (subvariedades minimas, totalmente umbilicales, total-
mente geodésicas, etc.). Por ello, en este capitulo estudiaremos cémo obtener
informacion de la Segunda Forma Fundamental mediante una representacion
parecida a la del capitulo anterior.

3.1. Representacion Combinatoria

En esta secciéon daremos un nuevo procedimiento para la representacion de
subvariedades mediante una estructura combinatoria, ademas acompanare-
mos este procedimiento con algunos ejemplos. Sea M™ una subvariedad de
una variedad ambiente M™. Los pasos son los siguientes:

1. Elegimos una referencia local de campos ortonormal B = { X, --- , X, }
de manera que Xy, ---X,, son tangentes a M y X, 11, -+ X,, son nor-
males a M.

2. Consideremos un vértice por cada campo de B, etiquetado con su
subindice natural.

3. Paradi,je{l,--- myconi<jyke{m+1,---,n} tenemos que:

41
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a) Si i = j, diremos que la arista {i,k} existe si y solamente si
9(h(X;, Xi), Xi) # 0.

b) Sii # j, diremos que el tridngulo {4, j, k} existe si y solamente si

4. A cada arista {i,k} le asignamos el peso g(h(X;, X;), Xx) v a cada
tridngulo {3, j, k} le asignamos el peso g(h(X;, X;), Xk).

5. Finalmente, para obtener informacién visual adicional, pondremos los
vértices correspondientes a los campos tangentes en una linea inferior
imaginaria y a los normales en una linea superior.

Nota 3.1.1 La representaciéon estd bien definida.

Sé6lo harfa falta comprobar que cada tridngulo {i,j,k} es igual que el
{j,i,k}. Gracias a que la segunda forma fundamental es simétrica, tenemos
que h(X;, X;) = h(X;, X;), para todos X;, X; tangentes, luego

g(h(Xi, X;), X)) = g(h(X;, Xi), Xi),
con X un vector normal a la subvariedad.

Nota 3.1.2 Tal y como demostramos en (1.2.1), conociendo los coeficientes
hfj (que van a ser los pesos en la representacion) tenemos definida completa-
mente la segunda forma fundamental.

A partir de ahora, por ahorro en la notaciéon trabajaremos con los co-
eficientes hf; tal y como estdn definidos en (1.2.1). Ademés en muchas de
la representaciones usaremos el mismo color para las estructuras con mismo
peso (aristas o tridngulos).

Veamos algunos ejemplos visuales:

Ejemplo 3.1.3 Sea M? una subvariedad totalmente umbilical de M* con
curvatura media no nula H, tomemos un sistema de referencia de campos
ortonormal B = { X7, X5, % = X3, X} de forma que X; y X5 son tangentes
a la variedad, H el vector curvatura media y X, ortonormal al resto. Como
la subvariedad es totalmente umbilical, la segunda forma fundamental nos

resulta:
h(Xl,X1> = g(Xl,X1>H =H= |H|X3,
h(XQ,XQ) = g(XQ,XQ)H =H = ‘Hng,
h(X1, Xa) = g(X1, Xo)H = 0,
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asi que tenemos la siguiente representacién que podemos ver en la Figura
3.1. Pero claro, esta representacion depende del sistema de referencia elegido,

3 L

[H]

Figura 3.1: Ejemplo 3.1.3

puesto que si ahora consideramos la referencia local ortonormal B = {Y};
X1,V = X5, = \/TQ(X?, + X4),Y, = \/Ti(Xg — X4)}, la segunda forma

fundamental nos queda:

V2 V2
h(Y1,Y1) =9(Y1,Y1)H = H = T\H\Ys + T‘H‘Kb

V2 V2
h(Ye, Yz) = g(Y2, Yo) H = H = —-|H|Ys + —|H|Y},

h(Y1,Y3) = g(Y1,Y2)H = 0,

asi que su representaciéon resulta:

V2
7 Ml

Figura 3.2: Ejemplo 3.1.3 con el cambio de referencia

Nota 3.1.4 La representacion depende del sistema de referencia local elegi-
do.
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Ejemplo 3.1.5 Veamos qué ocurre si empezamos por la visualizacién. Sea
M? una superficie de M* con sistema de referencia local de campos ortonor-
mal B = {X;, Xy, X3, X4} cuya representacién es la que podemos observar
en la Figura 3.3.

2

Figura 3.3: Ejemplo 3.1.5

Simplemente con la representacion ya podemos afirmar que se trata de
una subvariedad minima puesto que

h(Xi, X;) = h3Xs +hi Xy, parai=1,2,

los cuales sabemos que se anulan puesto que las aristas no estan en la repre-
sentacion, luego el vector curvatura media resulta:

2
1
H= §Zh(X,-,Xi) =0

i=1

y, por tanto, M es minima.

3.2. Resultados generales

En esta seccién demostraremos algunos resultados y caracteristicas que
podemos conseguir con la representacion de distintos tipos de subvariedades
de forma mas general.

3.2.1. Subvariedades Totalmente Umbilicales

En esta subseccién veremos que resulta muy sencillo identificar subvarie-
dades totalmente umbilicales a partir de esta representacion.
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Proposicion 3.2.1 Toda subvariedad totalmente umbilical no posee tridngu-
los en su representacion, independientemente de la referencia ortonormal
elegida.

Demostracién: Sea M™ una subvariedad totalmente umbilical de M " sea una
referencia local ortonormal B = {X;,---,X,,} con los primeros m campos
tangentes. Al ser totalmente umbilical tenemos que

hMX,Y)=g(X,Y)H, paratodos X,Y tangentes a M,

en particular, h(X;, X;) = ¢9(X,;, X;)H = 6;;H para todo i,j € {1,---,m},
luego no tenemos tridngulos en la representacion puesto que h(X;, X;) =0
para todo i # j.[J

Nota 3.2.2 El reciproco de la proposicion anterior no es cierto en general.
Un ejemplo podria ser una superficie M? en M* de la siguiente forma:

y ¢

2
o

Figura 3.4: Superficie sin tridngulos en su representacion.

Sea { X1, Xa, X3, X4} una referencia ortonormal de la superficie en la que
los dos primeros campos son tangentes a M y los otros dos normales. Sea la
segunda forma fundamental de la superficie:

h(ey,e1) = aes, h(er,ea) =0 = h(eq,es).

Viendo la representacién de la superficie de la Figura 3.4, se observa directa-

mente que no posee triangulos en su representacion. No obstante, calculando
1

la curvatura media llegamos a que H = 5((163), por tanto h(eg,es) = 0 #

%CL@g = g(ea,e0)H = H, asi que la superficie no es totalmente umbilical.

Veamos que realmente podemos conseguir una relacién aun mas fuerte
que la anterior con este tipo de subvariedades.
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Teorema 3.2.3 Una subvariedad es totalmente umbilical st y solamente st
existe una referencia local ortonormal cuya representacion respecto a esa
referencia es:

m+1 m+2 . . . n

Figura 3.5: Subvariedad totalmente umbilical con curvatura media H.

Demostracion: Para el caso en que la subvariedad sea minima el resultado es
trivial, puesto que la representacién serfa sélo con los vértices (caso H = 0).
Supongamos a partir de ahora que H # 0. s

Sea M una subvariedad totalmente umbilical de M, entonces sabemos que

existe una referencia local de campos ortonormal B = { Xy, -, X,,,, X;,11 =
%, -+, X, } de forma que Xi,---, X, son tangentes a la subvariedad y el

resto normales a la misma. Respecto a esta base, la segunda forma funda-
mental resulta:

h(Xl,Xj> = g(XZ,XJ)H = 5”[_[ = 52]‘H‘Xm+17 para todos Z,] = 1, e, M.

Por tanto, existe una referencia local de campos ortonormal cuya represen-
tacion es la que queriamos demostrar. s

Reciprocamente, sea M una subvariedad de M la cual posee una referencia
local de campos ortonormal en la que la representacién es como en la figura
(3.6), es decir, K" = C, para todo i € {1,---,m}y hy; = 0 en caso
contrario, o sea, h;?“ = 0;;C. En consecuencia la curvatura media resulta

m

1 m
H=—% h(X; Xi) = —CXpniy = CXonpa,

m
i=1

asi que llegamos a que |H| = C. Ahora veamos que, efectivamente, la subva-
riedad es totalmente umbilical:
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m+1 m+2 ) . ) n

Figura 3.6: Subvariedad con C constante positiva

= Si¢ # j, tenemos que

= Si¢ = j, tenemos que

h( X, X)) =M X =CXpp=H=1-H=g(X;, X;)H.

Asi que efectivamente, la subvariedad es totalmente umbilical.(]

3.2.2. Subvariedades Lagrangianas

En esta subseccion trabajaremos qué propiedades podemos conseguir de
este tipo de subvariedades para la representacion.

Definicién 3.2.4 Llamaremos representacion lagrangiana de una sub-
variedad lagrangiana M™ a la representacién de M™ con la referencia de
campos lagrangiana adaptada que vimos en la Definicién 1.3.2.

Lema 3.2.5 Toda representacion lagrangiana cumple que
k' -/ il

para i,j,k € {1,--- ,m} y coni < j.
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., /
Demostracion: Sea h¥

ij» tenemos que

hi = g(h(Xi, X;), Xp) =
= g(Vx.X;, JX}) =
= —g(JVx,X;, Xp) =
= —g(Vx,JX;, X3) =
— g(JX;,Vx, X}) =
= Il

gracias a que estamos en una variedad de Kaehler y aplicando la antisimetria
del operador casi complejo J.
Usando ahora que la segunda forma fundamental es simétrica tenemos
que
k/ o j/ o j/ o ’i, o i,
hij = iy, = higg = hiyy = i,
como queriamos demostrar.[]

Corolario 3.2.6 Si en la representacion lagrangiana no hay tridngulos, en-
tonces solo posee aristas paralelas.

Demostracion: Supongamos que la representacion no tiene tirangulos, es de-
cir, hf; = 0, para todo 7 distinto de j. Aplicando el Lema anterior tenemos
que 0 = hz;g = hfi', asi que las unicas aristas que pueden ser no nulas son las
de la forma hﬁ;, las cuales en la representacion son aristas paralelas. [

Es conocido el resultado de que una subvariedad lagrangiana y totalmente
umbilical es totalmente geodésica. Veamos a continuacion una nueva version

de la demostracion mediante este método de representacion:

Teorema 3.2.7 Sea M™ una subvariedad lagrangiana y totalmente umbili-
cal, entonces es una subvariedad totalmente geodésica.

Demostracion: Sea una la referencia de campos lagrangiana adaptada B =
{Xy,-, X0, X0 = JXy, -+, Xpw = JX,} y supongamos que M no es to-
talmente geodésica, es decir, existen X;, X; tangentes a M tales que h(X;, X;)
es no nulo. Por tanto, existe al menos un k € {1,--- ,m} de forma que hi?‘]{ es
distinto de cero. Gracias al Lema 3.2.1, sabemos que la subvariedad no tiene
triangulos en su representacion y aplicando ahora el Corolario 3.2.6 llegamos
a que sélo hay rectas paralelas.
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Entonces el vector curvatura media queda de la forma:

m

1 1 o,
H= EZh(XZ-,XZ») = EZIhX

=1

Aplicando ahora que la subvariedad es totalmente umbilical, sabemos que
h(e;, e;) = g(ee;) H, luego

h(ei,e1) = h{ley =g(e,e1)H = H,

. -/ . .
igualando coordenada a coordenada sacamos que h}, = 0, para cualquier &
distinto de 1. Pero claro, analogamente tenemos que

h(ea, e3) = h%;ey = g(ez,e0)H = H.

Por tanto, h{l = 0, concluimos que la subvariedad es totalmente geodésica.l]

3.2.3. Subvariedades Minimas

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades que pueden tener las
subvariedades minimas con el sistema de representacion.

Proposicién 3.2.8 Una subvariedad M es minima si y solamente si toda
representacion cumple que los pesos de las aristas incidentes a cada vértice
de los campos normales a la subvariedad suman 0.

Demostracion: Por definicién, una subvariedad es minima si y solamente si
el vector curvatura media es idénticamente nulo, es decir,

1 m 1 m—4n m
0=— h(Xs, Xi) = — ( hZ)X '
m ; m k:;‘rl :ZI '

m
Por tanto, E hfi = 0 para todo k. Esto quiere decir que en cualquier refe-
. :1 .
rencia local de campos ortonormal, nuestra representaciéon cumple que para

cada vértice k la suma de los pesos de sus aristas incidentes es nula.[]

Corolario 3.2.9 Si la representacion solo tiene tridngulos, la subvariedad
es minima.
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Demostracion: Si solo tenemos triangulos en la representacion llegamos a
que h¥ = 0, para todo i y para todo k, luego la suma de los pesos de las
aristas es nula para cada vértice k correspondiente a campos normales a la
subvariedad. Por la proposiciéon anterior obtenemos el resultado.[]

A continuacién estudiaremos un tipo de subvariedad muy importante den-
tro de las subvariedades minimas, las subvariedades austeras [6]. Veamos co-
mo se comporta el operador forma y si podemos extraer informacion explicita
de la segunda forma fundamental

Sea que M™ es una subvariedad austera, es decir, que para cada campo
normal V € TM*, los autovalores del operador forma Ay son:

()‘17"' ?)‘m) = (ula_,ulv"' >Mm1a_,um170a"' 70)

Fijando {e;1, - , €, } una referencia normal a la subvariedad, sea el campo
normal V' = e, con k € {m+1,...,n}. Sabiendo que los autovalores del ope-
rador forma Ay, son como los mencionados anteriormente, podemos aplicar
el teorema espectral para matrices simétricas, el cual nos dice que, tomando
como base del espacio tangente la base de autovectores de Ay , llegamos a
la siguiente matriz diagonal

H
—k
. Hmyq
Ay B ,
Moy
0
0
teniendo la referencia local mencionada de autovectores {eq, -, eam,,
€my+1, " > €m} donde los 2m; primeros campos son los autovectores asocia-

dos a los autovalores no nulos.
Aplicando ahora la formula de Weingarten 1.2.19 para los campos X = e;
eY =ejconi,je{l,---,m},

g(h(eia €j)> €k) = Q(Aekei, €j) = g(/\i€i7 €j) = 5ij>\ia

asi obtenemos informacion solo de la componente e en la subvariedad bajo
esta referencia local tan especifica.
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No obstante, también es cierto otro resultado sobre las superficies auste-
ras:

Nota 3.2.10 Sea M una superficie. Entonces M es austera si y solamente
si es minima.[6]

Veamos ahora como va a ser su representacién. Para el caso de superficies,
gracias a la Nota 3.2.10, tenemos los resultados generales de subvariedades
minimas. Para cualquier otro caso, vamos a usar la referencia local que hemos
visto en la proposicion anterior. De aqui surgen dos problemas principales:

1. La base del espacio tangente escogida depende del operador forma que
escojamos A, .

2. So6lo sabemos como se comporta el operador forma A., en la segunda
forma fundamental, no podemos obtener de forma explicita los demas
coeficientes.

Estos problemas los podemos solventar para el caso de las hipersuperficies.

Sea M™ una subvariedad austera de M™% cuya referencia normal a la
subvariedad es {e;,11}. Estudiando el operador forma A, ,,, podemos apli-
car el teorema espectral de matrices simétricas. Sea {ey,...,e,} una base
ortonormal de autovectores de A llegamos a la siguiente matriz diago-
nal:

€m+17

21
_Ml

Ay Fm ,
v —Hm,

0

Aplicando ahora la férmula de Weingarten llegamos a que:
g(h(ei,€5), emr1) = g(Ac,. i € €5) = g(Nies, €5) = 0.

Concluimos que h(e;, e;) = d;jA\iems1. La representacion respecto a esta base
la podemos ver en la Figura 3.7.
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m
- O

Figura 3.7: Representacion hipersuperficie austera.

Teorema 3.2.11 Una hipersuperficie M™ es austera si y solamente si posee
una representacion como la de la Figura 3.7.

Demostracion: Una implicacién la acabamos de demostrar. Fijando la re-
ferencia local de campos ortonormales de M™ {ey,...,€m,€ms+1}, cuya re-
presentacién es la de la Figura 3.7. Sea (A1,...,A\omy) = (f1, -y —fbmy),
aplicando la férmula de Weingarten tenemos que

9(Ae,.1€ire5) = g(h(ei, €;), ems1) = 9(Aidijemy1, €me1) = OijAi,

donde e;, e; son campos tangentes de la base ortonormal, asi que el operador

forma A resulta en la siguiente matriz

€m+1

M1

A . Homq

Cm+1 ° _
Hmy

0

Al ser una matriz diagonal, es directo observar que los autovalores de la
matriz son fi1, —fi, ..., —fbm,-

Por otro lado, al ser una hipersuperficie cualquier campo normal sera de
la forma V = a - e,,11, aplicando una vez mas la férmula de Weingarten:

g(Aaem_H €;, 6]') = g(h(el, €j>7 a€m+1) = g()\iéijeerl, a€m+1> = aAidija
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donde e;, e; son campos tangentes de la base ortonormal, concluimos enton-
ces que Ag,. ., = aA,, ., luego sus autovalores son apiy, —apy, ..., —afy, .
Por tanto, cualquier campo normal a la subvariedad cumple la condicién de
austeridad.[J

3.3. Dimensiones Inferiores

En esta seccion daremos algunos resultados de la representacion al tra-
bajar en superficies y curvas.

3.3.1. Superficies en M4

En esta subseccién representaremos algunas de las superficies mas carac-
teristicas en la teoria de subvariedades.

Comencemos con las superficies lagrangianas. Usando la referencia de
campos lagrangiana adaptada, tenemos que gracias al Lema 3.2.5:

1 _ g2 20 v
h12 - hll? h12 - h22

y, por tanto, su representacién es como podemos ver en la Figura 3.8.

1 1 1

Figura 3.8: Superficies lagrangianas.

Si pensamos ahora en superficies minimas, para una referencia local de
campos ortonormal B = { X3, X, X3, X4} con X1, X, tangentes a la superficie
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y X3, X4 normales, sabemos que deben cumplir que 0 = H = %(h(Xl, X))+
h(Xs, X5)). Desglosando esta suma tenemos que:
0 - h(Xl,Xl) + h(XQ,XQ) =

= h?lX?) + hAllle,L + h32X3 + h§2X4 =

= (h;fl + th)X?) + (h;ll + hgz)Xél-
En consecuencia, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

{ i+ by = 0

Concluimos que h};, = —h3, y hi, = —hi, y, por tanto, su representacion es
la que podemos ver en la Figura 3.9.

Figura 3.9: Superficies minimas.

Asi que, en la representacion de una superficie Lagrangiana especial (La-
grangiana y minima), combinando los resultados anteriores llegamos a que

IS U
— hyy = hgy = iy,
2 g2 g1
— hay = hiy = hyy,
que tendra la representacién que podemos ver en la Figura 3.10.

Veamos ahora las superficies lagrangianas H-umbilicales. Particularizando
las ecuaciones (1.3.3) para esta dimensién tenemos,

M=\ R =0,
hiy =0, hiy=np,
h%:Z = K h%:2 =0,



3.3. DIMENSIONES INFERIORES 95

Figura 3.10: Superficies Lagrangianas especiales.

luego la representacién resulta lo que podemos observar en la Figura 3.11.

1| '

Figura 3.11: Superficies lagrangianas H-umbilicales.

A continuacién veamos lo sencillas que salen las representaciones de las
superficies totalmente umbilicales.

Gracias al Teorema 3.2.3 sabemos que existe una referencia local de cam-
pos ortonormales de forma que la representacion sea la mostrada en la Figura
3.12.

Sigamos con una superficie slant cuyos operadores forma cumplen una
condicién que ya vimos en el Capitulo 1: Las superficies slant especiales.

Tomando B = {ej, ez, e3,e3} una referencia ortonormal que cumpla la
condicién (1.3.5), obtenemos la representacion de la Figura 3.13.

Veamos ahora un ejemplo cldsico de subvariedad austera (que podemos
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4

|H]|
|H]|

=
N

Figura 3.12: Superficies totalmente umbilicales.

3

Figura 3.13: Superficies slant especiales.

ver en el articulo [16]).

Ejemplo 3.3.1 El toro de Clifford es una subvariedad austera. Sea f : R? —
R* dado por

1
f(0,9) = ﬁ(cos 0,sinf, cos p,sinp), (0, p) € R%

La aplicacién f es una inmersién de R? en la esfera unidad S3(1) C R*, donde
la imagen f(R?) es el “toro plano”. Los vectores

e1 = (—sinf, cos6,0,0)
es = (0,0, —sin ¢, cos )

forman una base ortonormal del espacio tangente Ty .\ Imf y los vectores
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normales

es = —=(cos 0, sin b, cos p, sin )

1
V2
1
= E(— cos f, —sin 6, cos @, sin )

forman una base ortonormal del espacio normal. Los operadores forma vendran
dados por las matrices A, y A., que con respecto a la base {ej, e} resultan

Como podemos observar, Tig ) Imf @ Re, = Tyo,0,)S*(1) ¥ Tro,,)S*(1) @
R., = Tf(9,¢)E4. Los autovalores son \/Li y —\% y, por tanto, el toro de

Clifford es una subvariedad austera de la esfera unidad S(1).
Veamos su representacion seguin esta base,

1 1
h(el, 61) = —Eegg + ﬁ&b

1 1
h(€2, 62) = —EG:') - E&b
h(el, 62) =0

(a) Representaciéon del toro de Clif- (b) Representacién del toro de Clif-
ford como subvariedad de R*. ford como subvariedad de S3(1).

Figura 3.14: Representaciones del toro de Clifford.

Observamos entonces que la Figura 3.14b cumple las condiciones del Teo-
rema 3.2.11 y, por tanto, es austera como habfamos confirmado ya.
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3.3.2. Curvas en R?

En esta subseccion trabajaremos el comportamiento de la representacion
de las curvas en R?® ayuddndonos del triedro de Frenet [14].

A partir de ahora, nuestra referencia para cada curva o : R — R? serd
{e1,e9,e3} = {to,n,, b}, donde t, es el campo tangente a la curva, n, el
normal y b, el binormal. Estos cumplen las Ecuaciones de Frenet,

toc = Rally
ﬁa = _Hata +7_aba
ba = +Taly

Sabiendo que ﬁtata = t, = KoN,, aplicamos ahora la férmula de Gauss:
h(ta, to) = Vi ta = Koy,

Concluimos pues que la representacién de las curvas en R? son de la forma
de la Figura 3.15

Ka

Figura 3.15: Curva en R?

3.4. Un nuevo tipo de subvariedad

Una cuestién surge de modo natural, qué relaciéon puede haber entre la
representacion del Capitulo 2 (que llamaremos rep. 1) y la del Capitulo 3 (que
llamaremos rep. 2). En esta seccién clasificaremos un nuevo tipo subvariedad
relacionando la segunda forma fundamental h y el operador casi-complejo J.
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A continuacién, estudiaremos que propiedades podemos conseguir a partir

de esta relacion.
Un ejemplo que podemos observar donde estan perfectamente definidas

ambas representaciones son las superficies Lagrangianas:

1 2’
1 2
(a) Representacion 1 (b) Representacién 2

Figura 3.16: Representaciones de una superficie Lagrangiana.

Esto nos da un ejemplo directo de que, para una representacién 1 de una
subvariedad, puede haber varias representaciones del tipo 2, incluso toman-
do la misma referencia local, por ejemplo las subvariedades Lagrangianas
especiales nos quedan:

1' 2!
1 2
(a) Representacién 1 (b) Representacion 2

Figura 3.17: Representaciones de una superficie Lagrangiana especial.

Esto es andlogo en caso contrario, por ejemplo, si pensamos en una sub-
variedad totalmente geodésica, cuya representacion 2 es la trivial, segin el
operador casi-complejo J tendremos distintas representaciones del tipo 1.

Definamos, pues, un nuevo tipo de subvariedad que nos consiga enlazar



60 CAPITULO 3. NUEVA REPRESENTACION DE SUBVARIEDADES

de alguna forma la Segunda Forma Fundamental y el operador casi-complejo
J.

Nota 3.4.1 Para esta seccién fijaremos M™ una subvariedad de una varie-
dad casi-hermitica (M",g,J) y elegiremos una referencia local de campos
ortonormal B = {X,---, X,,} de manera que X1,---,X,, son tangentes a
My Xpmi1,- -+, X, son normales a M.

Definicién 3.4.2 Sea M una subvariedad de una variedad casi-hermitica
M, diremos que es totalmente casi-compleja si cumple que

g(JX,Y)* = g(h(X,Y),h(X,Y)), para cualesquiera X,Y € T M.

Observaciéon 3.4.3 Las subvariedades totalmente casi-complejas estan bien
definidas. Gracias a la simetria de la segunda forma fundamental tenemos que
g(h(X,Y),h(X,Y)) = g(h(Y,X),h(Y, X)), pero claro, el operador J también
cumplia que g(JX,Y) = —g(X,JY) y, por tanto, g(JX,Y)? = g(X,JY)%
Concluimos entonces que la antisimetria del operador J y la simetria de h se
siguen manteniendo.

Lema 3.4.4 Sea M una subvariedad totalmente casi-compleja. Entonces se
tiene que g(JX,Y) = 0 si sélo si h(X,Y) = 0 para todos campos tangentes
X, Y eTM.

Demostracion: Sean los campos X,Y € T'M tales que g(JX,Y) = 0. En-
tonces, como es totalmente casi-compleja tenemos que

0=g(JX, Y)2 =g(h(X,Y),h(X,Y)) = |h(X, Y)P =0,

y concluimos que h(X,Y) = 0.
Supongamos ahora que h(X,Y) = 0. Entonces

0=g(0,0) = g(h(X,Y),h(X,Y)) = g(JX,Y)?,
y, por tanto, ¢g(JX,Y)=0.0

Proposicion 3.4.5 Toda subvariedad totalmente casi-compleja es una sub-
variedad minima.
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Demostracion:  Sabemos que ¢g(X,JX) = 0 para cualquier campo X de
la variedad ambiente, en particular tenemos que g(e;, Je;) = 0, para todo
i € {1,---,m}. Aplicando el Lema 3.4.4 tenemos que h(e;, e;) = 0, para

todo ¢ € {1,--- ,m}, asi que la curvatura media resulta:
1 m
H = E Zh(ei,ei) = 0

=1

Concluimos entonces que M es una subvariedad minima.[]

Corolario 3.4.6 Sea M una subvareidad casi-compleja. Entonces, M es to-
talmente umbilical si y solo si es totalmente geodésica.

Demostracion: Sabemos que una subvariedad minima es totalmente um-
bilical si y solo si es totalmente geodésica. Gracias a la proposicién ante-
rior tenemos que M es una subvariedad minima, por tanto conseguimos el
resultado.[]

Proposicién 3.4.7 Sea M una subvariedad totalmente casi-compleja, en-
tonces M es una subvariedad totalmente real si y solamente si es totalmente
geodésica.

Demostracion: Supongamos que M es totalmente real, es decir, JX es nor-
mal a M para todo campo tangente X € TM; en particular Je; € TM*,
asi que g(Je;, e;) = 0, para todo 4,5 € {1,---,m}. Aplicando el Lema 3.4.4
sabemos que h(e;, e;) = 0 para todo 4,5 € {1,---,m}, es decir, la segun-
da forma fundamental es idénticamente nula, concluimos entonces que M es
totalmente geodésica.

Supongamos ahora que M es totalmente geodésica, es decir h(X,Y) =0
para cualesquiera X, Y campos tangentes. Aplicando el Lema 3.4.4 llegamos a
que g(JX,Y) = 0 para todos X, Y tangentes, dicho de otra forma, para cada
campo X tangente, tenemos que JX es normal a cualquier campo tangente
Y, es decir, M es una subvariedad totalmente real. [J

Corolario 3.4.8 Sea M una subvariedad totalmente casi-compleja. Se cum-
ple que si M es una subvariedad Lagrangiana entonces es totalmente geodési-
ca.

Demostracion: Las subvariedades Lagrangianas son un caso especial de sub-
variedades totalmente reales, por tanto, aplicando la Proposicién 3.4.7 llega-
mos a que es totalmente geodésica.[]
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Proposicion 3.4.9 Sea M? una superficie totalmente casi compleja inmer-
sa en M*. Entonces M es 0-Slant si y solamente si existe una base B =
{e1,e9,e3,e4}, de forma que |h(ei,es)| = c € [0,1]. En tal caso, ¢® = cos® 6,
donde 0 es el angulo slant.

Demostracion: Supongamos que M es #-slant. Sabemos que podemos elegir
la siguiente referencia local,

{e1,e9 = sechT e, e3 = coseclFey, ey = cosechFes},

asi que tenemos que g(Jei, ez)? = cos®f. Como M es totalmente casi com-
pleja, llegamos a que

cos® 0 = g(Jeu, 62)2 = g(h(e1,e2), h(er,e2)) = |h(€1>€2)’2'

Supongamos ahora que tenemos una referencia local B = {eq, es, €5, €4} de
forma que |h(eq,e2)| = ¢ € [0, 1]. Sabemos gracias a la referencia [6] que una
subvariedad es slant si y solo si 72X = — cos? §X para todo campo tangente
X € TM. Vamos a probar que, efectivamente, se cumple esta igualdad en
nuestro caso.

Como M es una subvariedad totalmente casi-compleja, tenemos entonces
que g(Jey,e9)? = |h(eq, e3)]? = ¢*. Centrandonos el el operador T'

Q(Tel,el) =0, 9(T€1, 62) = *c,
g(Tez,e1) = Fe, g(Tes, e3) =0,

asi que
T?e; = +cTey = —6261, T?eq = FcTe; = —Pes.

Generalizando ahora para cualquier campo X € T'M, que escribiremos de la
forma X = x1e; + x9e9, tenemos que

T°X = T2($161) + T2($2€2) = —62I161 - 02x262 = —*X

y, por tanto, como ¢ € [0, 1], tenemos que ¢ € [0, 1], as{ que es una subvarie-
dad 6-slant de forma que cos? 8 = ¢?, como querfamos demostrar. [J

Nota 3.4.10 La condiciéon que deben cumplir las subvariedades totalmente
casi-complejas puede ser demasiado restrictiva. Se plantea una variante en
la que se debilita la condiciéon, si para alguna referencia local ortonormal
B={ey, ey}, de M se cumple que

g(Je;,e;) = g(h(e;,ej), h(e;,e;)), para cualesquiera i,5 € {1,--- ,m}, i # j.
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De esta condicién perderiamos la minimalidad, pero resulta mas senci-
llo encontrar subvariedades mas especificas que cumplan la condicién, por
ejemplo las superficies slant especiales.

Tomando A = £ cos @ en la condicién (1.3.5), llegamos que se cumple que
g(Jei, e2)? = cos® = g(h(er, e2), hler, €2)) = A%

Otro ejemplo mas genérico seria cualquier subvariedad sin triangulos en
la representaciéon 2, que estaria relacionada con una subvariedad totalmente
real puesto que serfa que g(h(e;, e;), h(ei,e;)) = 0 = g(Je;, e;)* para cada
i # j. Como, ademéds g(Je;,e;) = 0, para todo i, llegariamos a que Je; es
normal para todo 1.
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