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Resumen

Este trabajo se encuentra dentro de la Teoria de Nudos. En él, se presentan dos de los
invariantes mas relevantes de esta area, por haber supuesto grandes avances en el problema
de clasificacion de nudos y enlaces: el polinomio de Jones, introducido por Vaughan Jones
en 1984 y la homologia de Khovanov, el primer invariante homolégico, introducido por

Mikhail Khovanov en el ano 2000 como una categorificacion del polinomio de Jones.

Comenzamos con una revision de los conceptos basicos de Teoria de Nudos y de ho-

mologia y cohomologia clasicas.

Posteriormente, se define el polinomio de Jones a partir de la aproximacion de Kauff-

man, se demuestra su invarianza y se exponen algunas de sus propiedades principales.

A continuacion se introduce la homologia de Khovanov exponiendo algunas de sus
propiedades y probando su invarianza. También se muestra el calculo de la homologia de

Khovanov del nudo trébol a izquierda.

La ultima parte de este trabajo esta dedicada al estudio de estos invariantes en el caso

anular, esto es, cuando se consideran los enlaces en el anillo engrosado A x I.
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Abstract

This work falls within Knot Theory. We present two of the most relevant invariants
in this area. They have represented great advances in the problem of classification of
knots and links: Jones polynomial, introduced by Vaughan Jones in 1984 and Khovanov
homology, the first homological invariant, introduced by Mikhail Khovanov in 2000 as a

categorification of the Jones polynomial.

We start with a review of some basic concepts of Knot Theory and classical homology
and cohomology.

Subsequently, we define Jones polynomial following Kauffman approach, we prove its
invariance and present some of its main properties.

Then, we introduce Khovanov homology, present some of its properties and prove that

it is a link invariant. We also compute Khovanov homology of the left-handed trefoil knot.

The last part of this work is devoted to the study of these invariants in the annular

setting, that is, when links are considered in the thickened annulus A x [I.
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1. Introduccién

La teoria de nudos es un area de las matematicas que se centra en el estudio de los nudos
como objetos mateméticos y esta ubicada dentro de la topologia algebraica. El origen de
la teoria de nudos se remonta al ano 1771 cuando Vandermonde not6 la importancia de
estudiar las propiedades topologicas de los nudos. También fueron importantes los estudios
de Gauss y Klein en el desarrollo de esta area. La teoria de nudos tiene aplicacion en
otras ciencias como la biologia, en el estudio del ADN, y la fisica, en el estudio de la
fisica cuantica. Ademas, una de las motivaciones originales de la teoria de nudos se debe
a la teoria de Lord Kelvin de que los atomos describian trayectorias anudadas en el éter.
Asi, clasificar los tipos de trayectorias (los nudos) equivaldria a dar una clasificacion de
los elementos. La primera tabla de nudos se debe a Tait. Con el tiempo se prob6 que la
teoria de Kelvin era erréonea, pero el problema de clasificaciéon de nudos qued6 como un

problema matematico.

El problema de la clasificacion de nudos es uno de los problemas principales de la
teoria de nudos. Este problema nos lleva a plantearnos muchas preguntas de formulacion
sencilla, pero cuya respuesta puede ser muy complicada. Algunas de estas preguntas son
si un nudo dado es equivalente al nudo trivial o si dos nudos son equivalentes. Esta tltima
pregunta es el problema principal de la teoria de nudos y, en general, es muy dificil de
resolver. Para dar respuesta a estas preguntas, se utilizan invariantes de nudos. Por tanto,
uno de los principales objetivos en la teoria de nudos es definir nuevos invariantes que

permitan distinguir nudos no equivalentes.

En este trabajo estudiaremos dos invariantes de nudos (o enlaces) que han supuesto
una revoluciéon en el area: el polinomio de Jones y su categorificacion, la homologia de
Khovanov. Estudiaremos el polinomio de Jones mediante la aproximaciéon de Kauffman,
que utilizara un polinomio distinto conocido como corchete de Kauffman para definirlo.
Para calcular la homologia de Khovanov, construiremos un complejo de cadenas a partir
de espacios vectoriales graduados, sobre el que definiremos las aplicaciones diferenciales.
Entonces, podremos calcular los grupos de cohomologia del complejo, que seran invariantes
de enlace. Hoy dia se buscan refinamientos de la homologia de Khovanov, esto es, espacios
topologicos asociados a un nudo, cuya cohomologia coincida con la homologia de Khovanov

del nudo. Decimos que estos espacios geometrizan la homologia de Khovanov.
La estructura del trabajo es la siguiente:

Comenzaremos introduciendo los conceptos basicos de teoria de nudos y homologia y

cohomologia clasicas que serdn necesarios para las secciones posteriores.
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En la Seccién [3] se introduce el polinomio de Jones y se prueba su invarianza. Se
exponen algunas propiedades destacadas, asi como su definicion a partir del cubo de

resoluciones, que serad de utilidad para definir la homologia de Khovanov.

En la Secciéon [4] se introduce el complejo de Khovanov, que da lugar a la homologia
de Khovanov. Se muestran algunas de las propiedades principales de estos grupos de
(co)homologia y se prueba que, efectivamente, es un invariante de enlace. Finalmente

calcularemos la homologia de Khovanov del nudo trébol en detalle.

Completamos el trabajo con la Seccion [f] en la que se presentan las versiones anula-
res del polinomio de Jones y de la homologia de Khovanov, esto es, una versiéon de los

invariantes para nudos en el anillo engrosado A x I, con A el anillo e [ el intervalo [0,1].

Los conceptos explicados se ilustrardn con ejemplos y figuras de elaboracién propia.
Todas las figuras del trabajo han sido creadas mediante el editor Inkscape, salvo las

Figuras 1-3,5 y 6, que han sido extraidas de Wikipedia.
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2. Preliminares

2.1. Teoria de nudos

En esta seccion se introducen conceptos bésicos y resultados en Teoria de Nudos
que seran necesarios en las siguientes secciones. Seguiremos [I] y [5] como referencia.

Empezaremos definiendo qué es un nudo.

Definicion 2.1 Un nudo K € R? es un subconjunto de puntos homeomorfo a una circun-

ferencia.

Figura 1: Nudo trivial. Figura 2: Nudo trébol. Figura 3: Nudo ocho.

Es decir, un nudo es la imagen de un embebimiento de S* en R3.

En ocasiones, los nudos pueden ser considerados en otros espacios, como la esfera de

tres dimensiones S3. En la Seccién [5| consideraremos los nudos en el anillo engrosado.

Queremos introducir el concepto de equivalencia de nudos. Podemos pensar en un
nudo como una cuerda atada en la que pegamos los extremos entre si. Las Figuras[I} 2] y
son ejemplos de nudos. La idea intuitiva serd que dos nudos son equivalentes si podemos
deformar uno de ellos, moviendo y estirandolo, en el otro, como si de una cuerda atada se
tratase. Podriamos pensar en utilizar homeomorfismos. Sin embargo, todos los nudos son
homeomorfos a S' por definicion, por lo que este enfoque no es de utilidad. Podriamos
pensar en usar una homotopia, sin embargo, esta permite que una curva pase por encima
de si misma, lo que hace que todo nudo sea hométopo al nudo trivial y, por tanto, todos los
nudos serian equivalentes. La isotopia tampoco sirve pues estaria permitido ir reduciéndo

la parte anudada hasta que practicamente desapareciese, como se ve en la Figura [4

Para evitar esto, utilizaremos una isotopia ambiente, que deforma el espacio a la vez

que deforma el nudo, evitando que el truco anterior pueda ser usado.
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Figura 4: Bachelor’s trick

Definicion 2.2 Sean N, M dos variedades y g, h dos embebimientos de N en M. Decimos
que la aplicacion continua
F:Mx[0,1] — M

es una isotopia ambiente entre g y h si Fy es un homeomorfismo para todo t € [0,1],
FOZIdyFlog:h.

Definicién 2.3 Sean K, y Ky dos nudos. Diremos que K; y Ky son equivalentes si
existe una isotopia ambiente F : R3 x [0,1] — R3 tal que F(K1,0) = Fo(Ky) = Ky y
F(Ki,1) = Fi(Ky) = Ks. Lo denotaremos por Ky ~ Ks.

Observamos que los embebimientos g y h de la Definicion estarian implicitos y
corresponden a K y Ky, que recordemos que son las imagenes de dos embebimientos de
St en R3. La equivalencia de nudos es una relacion de equivalencia. En general, usaremos

la palabra nudo para referirnos a toda su clase de equivalencia.

Definicién 2.4 Un enlace L es una union disjunta finita de nudos L= Kyu Kyu---UK,,.
Llamaremos nimero de componentes de L, u(L), a n, esto es, al nimero de nudos que

componen L.

Figura 5: Enlace de Hopf. Figura 6: Enlace de Borromeo.

Salvo que se indique expresamente lo contrario, las definiciones y resultados sobre
nudos que utilizaremos en el trabajo pueden ser extendidos de forma natural a enlaces,

incluyendo el concepto de equivalencia.
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Definicién 2.5 Un invariante de enlace es una funcion del conjunto de enlaces en otro
conjunto cuyo valor depende unicamente de la clase de equivalencia del enlace. Ast, el valor

del invariante puede ser un valor numérico, un polinomio, un grupo o una propiedad.

Uno de los invariantes mas sencillos es el nimero de componentes ;(L). Este invariante

no distingue un nudo de otro, pues todos los nudos son enlaces con una componente.

Notese que dos enlaces que tomen el mismo valor para un invariante no son necesaria-
mente equivalentes. Sin embargo, si toman distintos valores para un invariante, entonces
los enlaces no son equivalentes. Esta es la importancia de los invariantes a la hora de

distinguir enlaces.

Los nudos son subconjuntos de R3, pero en ocasiones resulta muy adecuado reducir
la dimensién y representar los nudos en R?. Esto se hace mediante diagramas. Redu-
cir la dimensiéon no estd exento de limitaciones, sin embargo, los beneficios superan los

inconvenientes.

Sea 7w : R3 — R? una proyeccion sobre un plano en una direccion no contenida en
este. Diremos que un punto x € (L) es regular si 7=!(x) es un tnico punto y singular en
caso contrario. Queremos que la proyeccién de nuestro enlace tenga un nimero finito de
puntos singulares, que seran necesariamente aislados, y que tengan inicamente dos puntos
en la preimagen, es decir, |7~!(x)| = 2 para todo x € 7(L) punto singular. No queremos
que dos arcos sean tangentes en la proyeccion. Ademéas, buscamos estabilidad, esto es, que
modificar ligeramente la direccién sobre la que se proyecta no altere los puntos singulares
de la proyecciéon, que la proyeccion sea esencialmente la misma. Diremos que 7 es una

proyeccion regular si tiene esas propiedades.

Definicién 2.6 Un diagrama D de un nudo K es una proyeccion reqular sobre la que se
realizan las siguientes modificaciones. Sobre cada punto singular x € (D), que llamamos
cruce, representamos con un “arco partido” el entorno de la proyeccion mds alejado del

foco de proyeccion, y con un “arco continuo” el entorno de la proyeccion mds cercano.

O & W

Figura 7: Diagramas del nudo trivial, el nudo trébol y el enlace de Hopf.

Los diagramas de la Figura [7] representan los enlaces mostrados en las Figuras [I] 2] y

bl Tienen 0, 3 y 1 cruces, respectivamente.
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Observacion 2.7 Todo nudo admite una proyeccion reqular, y por tanto, puede repre-
sentarse mediante un diagrama. De hecho, un nudo tiene infinitos diagramas que lo re-

presentan.

Definicién 2.8 Sea D un diagrama de un nudo K. Se define la imagen especular de D,
D*, como el diagrama que se obtiene tras intercambiar los arcos partidos por los arcos
continuos en cada cruce. Denotaremos por K* al nudo que representa D*, la imagen
especular de K. Diremos que K es aquiral si es equivalente a su imagen especular K*, y

diremos que es quiral en caso contrario.

& &

Figura 8: Diagrama del nudo trébol a derecha y de su imagen especular, el nudo trébol a

izquierda.

Definicién 2.9 Diremos que dos diagramas D y D' son equivalentes si representan en-

laces equivalentes.

Podemos preguntarnos cuando dos diagramas representan nudos equivalentes. Para
responder a esta pregunta Kurt Reidemeister introdujo en 1927 [I7] una serie de trans-
formaciones que corresponden con cambios en un entorno de un diagrama que dejan fijo

el resto del mismo, y que son conocidos como movimientos de Reidemeister.

Definicién 2.10 Un mouvimiento de Reidemeister de tipo 1, R1, permite transformar una

region del diagrama por otra, como se indica en la Figura[9

R1

Figura 9: Movimiento de Reidemeister de tipo 1.

Definicién 2.11 Un movimiento de Reidemeister de tipo 2, R2, permite transformar una

region del diagrama por otra, como se indica en la Figura[I10,
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=]

Figura 10: Movimiento de Reidemeister de tipo 2.

(D=

Figura 11: Movimiento de Reidemeister de tipo 3.

Definicién 2.12 Un movimiento de Reidemeister de tipo 3, R3, permite transformar una

region del diagrama por otra, como se indica en la Figura |11

Es claro que los movimientos de Reidemeister no alteran la clase de equivalencia del
enlace. Mas importante ain, Reidemeister probd que estos tres movimientos, junto con
la isotopia plana, son suficientes para transformar un diagrama de un enlace en cualquier
otro diagrama del mismo enlace. Este resultado fundamental se conoce como Teorema de

Reidemeister, que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.13 (Teorema de Reidemeister) [I7]

Sean D y D' dos diagramas. Entonces, D y D' representan enlaces equivalentes si y
solo si existe una secuencia finita de movimientos de Reidemeister que transforma D en
DI

Ejemplo 2.14 Los diagramas D = @) y D' = @ son equivalentes. En la Fz'gum

mostramos la secuencia de movimientos de Reidemeister que transforma un diagrama en

el otro, asi como los diagramas intermedios.

Asi, D' es otro diagrama que representa al nudo trébol.

El Teorema de Reidemeister da una respuesta teorica a si dos diagramas, y por tanto
dos nudos, son equivalentes. En la practica no es sencillo encontrar una secuencia de
movimientos de Reidemeister que pruebe la equivalencia de dos diagramas, pero el teorema
abre una via a la hora de encontrar invariantes: podemos definir invariantes de enlace a
partir de diagramas, ya que una funciéon definida sobre un diagrama cuyo valor no se vea
alterado tras realizar cualquier movimiento de Reidemeister serd un invariante de enlace.

Algunos ejemplos de invariantes definidos sobre diagramas son el nimero de cruce, que
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@ﬂ
)= (D= (ED= ),

Figura 12: Secuencia de movimientos de Reidemeister.

@ R1
A\ <—>

se define a continuacion, el polinomio de Jones y la homologia de Khovanov, que se

presentaran en las Secciones [3|y [4, respectivamente.

Definicion 2.15 Dado un nudo K, se define su nimero de cruce, ¢(K), como el menor

numero de cruces tomado entre todos los diagramas que representan a K, es decir:
c(K) =min{c(D)| D es diagrama de K},
donde c¢(D) es el nimero de cruces del diagrama D.

Este invariante puede ser dificil de calcular. Resulta evidente que no podemos calcular
el nimero de cruces de los infinitos diagramas de un enlace, por lo que el nimero de cruces
de un diagrama nos da una cota superior del ntimero de cruce del enlace. Para ciertas
familias de enlaces, existen diagramas cuyo nimero de cruces sabemos que es minimal,

como veremos en el Teorema conocido como Conjetura de Tait [19].

Definicién 2.16 Diremos que un diagrama D es alternante si al recorrer cada compo-
nente a partir de un punto cualquiera los cruces que se encuentran se pasan alternando
arcos partidos y continuos (pasar por arriba y por abajo alternativamente). Diremos que

L es un enlace alternante si existe un diagrama alternante de L.

Definiciéon 2.17 Diremos que un diagrama D es reducible si existe una circunferencia
en el plano que corta al diagrama en exactamente un punto que corresponde a un cruce,
que recibe el nombre de cruce reducible (ver Figura . En caso contrario, diremos que

D es irreducible o reducido.

Notese que, dado un diagrama reducible, es posible encontrar un diagrama equivalente
con un cruce menos haciendo una reflexiéon a los puntos contenidos en la circunferencia,

tal como se muestra en la Figura
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& — &8

Figura 13: Diagrama reducible.

La Conjetura de Tait fue enunciada en 1900 por Peter Guthrie Tait [19] junto con otras
dos conjeturas. Fue demostrada en 1987 por Kauffman [9], Murasugi [I4] y Thistlethwaite

[20] utilizando cotas dadas por el polinomio de Jones.

Teorema 2.18 (Conjetura de Tait) Sea D un diagrama reducido y alternante de un
enlace L. Entonces, ¢(D) =c(L).

Ejemplo 2.19 Los diagramas del nudo trébol y el enlace de Hopf que se muestran en la
Figura[7 son diagramas alternantes. Por tanto, el trébol y el enlace de Hopf tienen nimero

de cruce igual a 3 y 2, respectivamente.

Introducimos en el final de esta secciéon el concepto de orientacién de un nudo o enlace.
Podemos orientar un enlace eligiendo una orientacion para cada una de sus componentes.
En cada componente tenemos dos orientaciones posibles, por tanto, en un enlace de n
componentes tenemos 2" orientaciones posibles. Un diagrama hereda la orientaciéon del

enlace que representa, en cuyo caso decimos que el diagrama esta orientado.

Definiciéon 2.20 Dado un enlace orientado L, denotamos por —L al enlace obtenido al
wmvertir la orientacion en todas las componentes de L. Andlogamente, dado un diagra-
ma D, escribimos —D para el diagrama obtenido al invertir la orientacion de D. St D

representa a L, entonces el diagrama —D representa al enlace —L.

Dado un diagrama orientado, podemos clasificar sus cruces en cruces positivos o nega-
tivos, segun el criterio siguiente. Nos aproximamos al cruce por el arco que esté por debajo
siguiendo la orientacion escogida. Si el arco que va por arriba va de izquierda a derecha,
decimos que el cruce es positivo, mientras que si va de derecha a izquierda, decimos que

es negativo. La Figura [14]ilustra la definicion de cruce positivo y negativo.

Definicion 2.21 Sea D un diagrama orientado. Llamamos contorsion o writhe de D al
numero de cruces positivos menos el nimero de cruces negativos de D y lo denotaremos
por w(D).
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AR
NI

Figura 14: Cruce positivo y cruce negativo.

Ejemplo 2.22 FEl siguiente diagrama del nudo trébol a izquierda tieme contorsion —3,

pues tiene 3 cruces y todos ellos son negativos.

6

Figura 15: Diagrama orientado del nudo trébol.

Lema 2.23 Los movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3 preservan la contorsion.

Demostracion.

Sean D y D’ dos diagramas orientados que difieren en un momovimiento de Reide-
meister de tipo 2 y supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢(D) = ¢(D’) + 2. Es
directo comprobar que los cruces adicionales tienen signo opuesto, independientemente de
la orientacion del diagrama; en la Figura |[16|se muestra este hecho para una posible orien-
tacion. Asi, w(D) =w(D")+1-1=w(D'), con lo que queda probado que la contorsion es

invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2.

) N
M 2N

Figura 16: Signo de los cruces bajo un movimiento R2.

Para probar que la contorsién es invariante bajo un movimiento R3, basta notar que el
desplazamiento de uno de los arcos del diagrama no afecta en el niimero ni en el signo de los
cruces del diagrama. En la Figura 17| se muestra un ejemplo para una orientaciéon posible
donde se comprueba que los signos de los cruces no cambian. Es inmediato comprobar

que esto es cierto para cualquiera de las orientaciones posibles.
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Figura 17: Signo de los cruces bajo un movimiento R3.

Observacion 2.24 La contorsion no es invariante por mouvimientos de Reidemeister de
tipo 1. De hecho, si D y D' son dos diagramas orientados que difieren en un movimiento

de Reidemeister de tipo 1, es inmediato que w(D) = w(D') £ 1, como se muestra en la

Figura[18

o) e

/

Figura 18: Signo de los cruces bajo un movimiento R1.

Una forma de obtener nudos nuevos a partir de otros es mediante la suma conexa.

Definicion 2.25 Sean D y D, dos diagramas orientados representando los nudos K y
Ky, respectivamente. Consideremos dos arcos a ¢ Dy y b ¢ Dy que no estén implicados
en ningun cruce. La suma conexa de Dy y Do, que se denota por D1# D, es el resultado
de eliminar a y b y unir los extremos de forma que se conserve la orientacion, como se
muestra en la Figura[19. Escribimos K1#Ks para el nudo representado por D1#Ds.

=5

Figura 19: Suma conexa de los nudos trébol a derecha y a izquierda.

Si no exigiésemos que los nudos fuesen orientados, habria dos formas de llevar a cabo

la suma conexa, lo que podria dar lugar a dos nudos diferentes.
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Definicién 2.26 Diremos que L es un enlace separado o split si existe una esfera (topo-
légica) embebida en el complemento R3 N L tal que hay componentes de L en ambos lados
de la esfera, a saber, L1 y Lo. Decimos entonces que Ly y Lo son componentes separadas

de L y lo denotamos por L = LU Ls.

En el otro sentido, dados dos enlaces L y Lo, podemos construir L = L U Ly como la

unién separada de Ly y L situdndolos en esferas disjuntas en R3.

2.2. Homologia y cohomologia clasicas

Introducimos algunos conceptos bésicos de homologia clasica que necesitaremos en las
Secciones [ y 5l En nuestro caso trabajaremos con Z-mo6dulos, aunque las definiciones son
generales para cualquier anillo R. Para esta seccion hemos tomado como referencia [6] y
[12].

Definicion 2.27 Un complejo de cadenas sobre un anillo R es un conjunto C = {(C,,,d,)}
de R-mddulos y R-homomorfismos {d, : C,, — C,,_1|n € Z} que satisfacen d, o d,1 =0,
para todo n € Z. Diremos que un elemento de C, tiene dimension n y que d, es una

diferencial. Denotaremos por (C.,d) al complejo de cadenas.

Asi, la situacion que tenemos es

d d dp—
S O O

Notese que la condicién d,, o d,.1 = 0 es equivalente a la inclusién Imd,,,; € kerd,,.

Cuando el contexto no de lugar a dudas, omitiremos los subindices de las diferenciales.

Definicién 2.28 Sea (C.,d) un complejo de cadenas. Decimos que (C.,d) = (CL,d|c:) es
un subcomplejo de (C.,d) si C!, € C,, y dn1(C! ;) € Ch, para todo n € Z.

Definiciéon 2.29 Sean (C.,d) un complejo de cadenas y (CL, d) un subcomplejo de cadenas
de (C.,d). El complejo de cadenas cociente de C,. mddulo C, es (C,/C!,d") donde d!!(x +
C!) =d,(z)+C!_{, para todo x € C,/C!.

Definicién 2.30 Sean (CL,d") y (C!,d") dos complejos de cadenas. Se define el complejo
suma directa como (Cs,d) = (C"@ C",d" ®d") donde C,, = C} & C!! y dp(2',2") = (d, ®
A (', x") = (d! (z"),d!(x")), para cada n € Z.
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Introducimos el concepto de exactitud, que seré de utilidad cuando definamos la ho-

mologia.

Definiciéon 2.31 Decimos que un complejo de cadenas (C.,d) es exacto en la etapa n si
Imd,,, =kerd, y que es exacto si lo es para todo n € Z. Un complejo exacto de la forma

0—ASB LN C' —> 0 se llama sucesion exacta corta.
De la definiciéon anterior se deducen las siguientes propiedades:

« . o . .
1. 0 — A — B es exacto si y solo si kera =0, esto es, « es inyectiva.
« . . .
2. A— B — 0 es exacto si y solo si Ima = B, esto es, a es sobreyectiva.

« . . .
3. 0— A — B — 0 es exacto si y solo si & es un isomorfismo, por los dos apartados

anteriores.

40— ASB LA C — 0 es exacto si y solo si « es inyectiva, 3 es sobreyectiva y
ker B =Im a.

A continuacién definimos el concepto de homologia.

Definiciéon 2.32 Dado un complejo de cadenas (C.,d), se define su n-ésimo R-mddulo

de homologia como el cociente
kerd,,

Im dn+1 .

H,(C.) =

La homologia mide de algiin modo la separacion de un complejo de cadenas de la
exactitud. Notese que si un complejo de cadenas C, es exacto, entonces H,(C,) = 0 para
todo n € Z.

Definicion 2.33 Una aplicacion en cadenas entre dos complejos de cadenas (C.,d) y
(Ci,d") es un conjunto de R-homomorfismos { f, : C,, — C!|n € Z} satisfaciendo d! o f, =
fno10d,, para todo n € Z. Asi, f:C, — C. es un diagrama de cuadrados conmutativos

del tipo
R oML =

Definicién 2.34 Una homotopia en cadenas entre dos aplicaciones en cadenas f,g :

C. — C., es una sucesion de homomorfismos {D,, : C,, — C!,||n € Z} que satisface

dl

n+1

oD,+ D, 10d,=f,—gn para todo n € Z. Se denota por D : f ~g.
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La situacion que tenemos es

1
’VL+ > - 1
fn 1| | 9n-1
n 1 rL 2
d:’L‘Fl d/ nf

Lema 2.35 Las aplicaciones homdtopas en cadenas inducen aplicaciones iguales en ho-
mologia, esto es, si f ~ g, entonces H,(f) = H,(g) para todo n € Z, donde H,(f) :

H,(C.) — H,(CL). Ademds, los complejos homotopicamente equivalentes, esto es, que

ewisten f : C. — CL,g: C, — C, tales que fog =~ lc,go f =~ 1¢,, tienen modulos de

homologia 1isomorfos.

Ahora introducimos el concepto de cohomologia, que es la dualizacién de la homologia
y que mantiene algunas de sus propiedades y axiomas. Notese que al tratarse de una
dualizacion, las aplicaciones diferenciales irdn en direccion contraria, esto es, una sucesion
de R-moédulos en un complejo de cadenas es decreciente, mientras que en una cocadena

es creciente.

Definicién 2.36 Un complejo de cocadenas sobre un anillo R es un conjunto
C*={(Cm,d")|neZ} de R-mddulos y R-homomorfismos {d* : C" — C™*'|n € Z} que
satisfacen d™ o d™ 1 =0, para todo n € Z. Diremos que un elemento de C™ tiene dimension

n y que d* es un operador derivado. Denotaremos por (C*,d) al complejo de cocadenas.

La situacion que tenemos es

' dn+1 Cn ar On—l dnfl
Definicion 2.37 Sea (C*,d) un complejo de cocadenas. Se define el n-ésimo R-mddulo
de cohomologia de C* como el cociente
ker d"
H"'(C*) = ——.
€) Imdr-!
Igual que ocurre con la homologia, la cohomologia mide de alguna forma la separacion
de un complejo de cocadenas de la exactitud. Notese que si un complejo de cocadenas C

es exacto, entonces H"(C) = 0 para todo n € Z.

En la seccion de la homologia de Khovanov, nos referiremos a los complejos de coca-
denas y a los grupos de cohomologia como complejos de cadenas y grupos de homologia,
a pesar de que las sucesiones sean ascendentes, siguiendo la denominaciéon cominmente

aceptada en la literatura.
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3. El polinomio de Jones

El polinomio de Jones es un invariante de enlace orientados descubierto en 1984 por
Vaughan Jones [7]. Fue el primer invariante polinémico descubierto después del polinomio
de Alexander, lo que prob6 que el polinomio de Alexander no era el tnico invariante
polinémico y provoco que se empezasen a buscar nuevos polinomios que fuesen invariantes.
Ademas, el polinomio supuso un hito ya que fue el primer invariante polindémico que
permitia distinguir un nudo de su imagen especular; en particular, el polinomio de Jones

permite distinguir el nudo trébol a la derecha y a la izquierda.

Originalmente, Jones defini6 el polinomio partiendo del grupo de trenzas de n cuerdas
B,. Por un lado, el Teorema de Alexander asegura que todo enlace puede representarse
por una trenza cerrada, que no es tnica necesariamente. El Teorema de Markov asegura
que la clausura de dos trenzas representan el mismo enlace si y solo si existe una secuencia
de los llamados movimientos de Markov que transforma una trenza en la otra. Los mo-
vimientos de Markov son conjugaciones, estabilizaciones y desestabilizaciones. Asi, una
funcion definida sobre el grupo de trenzas cuyo valor se preserva al hacer una conjuga-
cion, una estabilizacion o una desestabilizaciéon, es un invariante de enlace. Por otro lado,
Werner Burau dio un homomorfismo del grupo de trenzas B, en el grupo de matrices
GL(n,Z[t*']). A partir de la traza de estas matrices, Jones definié el invariante poste-
riormente conocido como polinomio de Jones, por el que recibié la medalla Fields en el
ano 1990.

En el ano 1987, Louis Kauffman dio una definicion combinatoria del polinomio de
Jones [9], a partir de un polinomio distinto, hoy conocido como corchete de Kauffman.
En esta seccion presentamos la definicion del polinomio de Jones bajo la aproximacion de

Kauffman.

3.1. El corchete de Kauffman

El corchete de Kauffman es un polinomio definido sobre diagramas no orientados,
no sobre enlaces, porque como veremos mas adelante, no es un invariante. Sin embargo,
seré el primer paso para definir el polinomio de Jones. Antes de introducirlo, necesitamos

introducir el concepto de estado de Kauffman.

Definicién 3.1 Dado un diagrama D, un estado de Kauffman s de D es una asignacion

de una etiqueta 0 o 1 a cada cruce del diagrama.
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Por tanto, si D tiene ¢ cruces, existen 2¢ estados de Kauffman asociados a D.

Definiciéon 3.2 Dado un cruce < de un diagrama, llamamos suavizado de tipo 0 y sua-
vizado de tipo 1 del cruce al cambio en el diagrama de este cruce por — y > <, respectiva-

mente.

Si ordenamos los ¢ cruces de un diagrama D, un estado de Kauffman s puede repre-
sentarse mediante un vector en {0, 1}¢. Identificaremos s con el diagrama que se obtiene
al suavizar cada cruce de D con un suavizado de tipo 0 o 1, segtn la etiqueta asignada
por s. Asi, s es una union disjunta de circunferencias en el plano (posiblemente anidadas).
Por ejemplo, en la Figura [20[se muestra un diagrama del trébol con los cruces ordenados

y el conjunto de circulos obtenidos al considerar el suavizado (0,1,0) o 010.

1C 2 %
AH 0
3
Figura 20: Nudo trébol con sus cruces suavizados de la forma 0, 1 y 0.

Ahora, pasamos a definir el corchete de Kauffman, siguiendo los pasos que motivaron
su definicién. Inicialmente, Kauffman definié un polinomio con coeficientes en Z en tres

variables A, B y ¢ de forma que verificase las tres condiciones siguientes:

donde las figuras del tercer enunciado representan diagramas que solo difieren en la parte
dibujada y cuyos corchetes de Kauffman se relacionan en la forma que se indica. Una
relacion de este tipo se llama relacion de madeja. Ahora, nos interesaria que este polino-
mio fuese invariante por movimientos de Reidemeister. Para que fuese invariante por un
movimiento de Reidemeister de tipo R2 deberia verificarse que (v)=()(). Si imponemos

esta condicién obtenemos
(0)=A()+ B({U)= A%2(Q)+ AB(2)+AB({)+ B2(Y¥)

= (ABS + A2 + B2 )+ AB() ()
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por lo que tenemos que (0 )=()()siy solosi AB =1y ABj+A?+ B? = 0. Esto se verifica
siysolosi B=A"1yd=(-A?- A2). Por tanto, el polinomio depende tinicamente de

una variable y podemos definirlo como sigue.

Definicion 3.3 Sea D un diagrama no orientado de un enlace L. Se define el corchete
de Kauffman como el polinomio de Laurent en la variable A con coeficientes enteros que

satisface los siquientes ariomas:

2. (DuQ) = (-A2-A7)(D),
3. OO =A==+ A7) ().

Ejemplo 3.4 Vamos a calcular el corchete de Kauffman de un diagrama del nudo trivial

con un cruce.

(=4O + Ao =(A+A7H(-A? - A7) (O) = 42O = -4"2

Notese que el corchete de Kauffman del diagrama es distinto de 1 a pesar de que
el diagrama representa al nudo trivial, por lo que no es invariante por movimientos de

Reidemeister de tipo 1.

A la hora de calcular el corchete de Kauffman de un diagrama, puede ser util utilizar
un arbol de resolucion, una técnica que consiste en reordenar los sumandos del cilculo del
corchete de Kauffman. Se tiene el diagrama D como raiz, que tiene dos hijos, resultados de
realizar un suavizado tipo 0 y tipo 1 a un cruce concreto. Se repite el proceso hasta llegar
a los 2¢ suavizados completos. En la rama que une un padre con su hijo se indica el factor
por el que se multiplica, A 0 A~! en este caso. Finalmente, el corchete de Kauffman es el
sumatorio del corchete de Kauffman de todos los estados multiplicados por los factores
correspondientes a las ramas que los unen con la raiz. El arbol de resoluciéon permite
calcular el corchete de Kauffman de un diagrama de forma sencilla y visual, reordenando

los sumandos.

Ejemplo 3.5 Calculemos el corchete de Kauffman del nudo trébol a izquierda mediante

su drbol de resolucion, que se expone en la Figura[21]

()= AP(A2 = A2 4 BA(-A2 ~ A7) + 3AT + A3 (- A%~ A2) = AT - A3 - A7,

-
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& —1
& Co
QA/\ A — A"
H & @ @

AN AT

@o%@QQﬁQ@@

Figura 21: Arbol de resolucién correspondiente al nudo trébol.

Lema 3.6 FEl corchete de Kauffman es invariante bajo movimientos de Reidemeister de
tipo 2 y 3.
Demostracion.

Sabemos que el corchete de Kauffman es invariante bajo movimientos de Reidemeister
de tipo 2 por construccion. Para ver que también es invariante bajo movimientos de tipo
3, hay que probar que () =( <). En las Figuras 22| y [23| se muestran los arboles de

resolucion que codifican los corchetes de Kauffman de cada uno de los diagramas.

N ,;
>A¢N14 \jA\Al/ >vwla N Aa/%l
N X X X o o K

Figura 22: Arbol de resolucién correspondiente a uno de los diagramas involucrados en R3.

De esta forma, agrupando estados equivalentes, tenemos que:
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CO=(B3+24 )CHN+ A0+ A+ A1 GO+ A +A3(4) =
=ATCO+ATTC)+ACO) +HACK) +472(4)

Analogamente, obtenemos el arbol de resolucion asociado a la Figura

AN\

N

Y X M X

CRRCAVENEANS
> 22—~ /N 7\\ I NZaN /<

Figura 23: Arbol de resolucién correspondiente a uno de los diagramas involucrados en R3.

cuyo corchete de Kauffman es

(K =(A2+241) (3X) + A(Z) + A(X) + (\>+A 10+ 42 (0) =
= A1)+ 41 29O+ ACN) + A(X) + 43 (00),

Ambos polinomios son iguales, por lo que el corchete de Kauffman es invariante por

movimientos de Reidemeister de tipo 3.

Hemos probado que el corchete de Kauffman es invariante por movimientos de Reide-
meister de tipo 2 y 3. Sabemos, por el Ejemplo 3.4 que no es invariante por movimientos
de tipo 1. Veamos qué ocurre exactamente al polinomio cuando efectuamos un movimiento

de este tipo.

(P)=AQ)e)+ A1 (P)=(A(- 42— A72)+ A~ 1)=—A3(D),
()=A(0)+ A7 )o)=(A+A71(-A2=A72))=—A73(D),
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Observacion 3.7 Los tres aziomas son suficientes para calcular el corchete de Kauffman
de cualquier diagrama. El primer axioma garantiza que el corchete de un diagrama sin
cruces del nudo trivial es 1 (conocido como normalizacion). El tercer arioma es una
relacion de madeja que permite eliminar un cruce. Por tanto, tras aplicarlo tantas veces
como cruces tenga el diagrama llegaremos a una union disjunta de circulos. Aplicando el
sequndo azioma podemos ir eliminando estos circulos multiplicando por (-A% - A2), de

forma que el corchete de Kauffman de una unidn disjunta de k circulos es (—A2— A=2)k-1,

Proposicion 3.8 El corchete de Kauffman de un diagrama D de c cruces es

<D> — ZAc—zr(_A2 _ A_2)k_1,
S
donde el sumatorio se toma sobre los 2¢ estados de Kauffman asociados a D, r es la
“altura” o el nimero de suavizados de tipo 1 del estado s y k es el nimero de circulos

asociados a s.

Demostracion.

El resultado se sigue de manera directa a partir de la construcciéon del arbol de reso-

lucién, como se aprecia en el Ejemplo (3.5

3.2. El polinomio de Jones: definicién y propiedades

Buscamos un invariante que se obtenga a partir del corchete de Kauffman, que hemos
probado que es invariante por movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3, pero no de tipo
1. Hemos visto que el corchete de Kauffman se comporta de una manera muy concreta
al realizar un movimiento de tipo 1. También conocemos cémo se comporta la contorsion
bajo movimientos de Reidemeister de tipo 1. Combinando ambas propiedades, Kauffman

dio la siguiente definicién del polinomio de Jones.

Definicién 3.9 Sea D un diagrama orientado de un enlace L. Se define el polinomio de

Jones de D como
V(D) = (-A)™*P)(D).

Teorema 3.10 El polinomio de Jones V(D) es un invariante de enlace.
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Demostracion.

Sabemos que el corchete de Kauffman es invariante por movimientos de Reidemeister
de tipo 2 y 3. Por el Lema[2.23] tenemos que la contorsion también es invariante por movi-
mientos de Reidemeister de tipo 2 y 3. Por tanto, el polinomio de Jones es invariante por
movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3. Veamos ahora que también es invariante por
movimientos R1. En este caso, el corchete de Kauffman no es invariante por movimientos

R1, igual que la contorsion. Veamos como estan relacionados:

Al final de la seccidén anterior vimos que
(P)=—A3(n)  (P)=—A73(D)

Ademas, podemos observar que hacer un movimiento R1 hace que la contorsion au-

mente o disminuya en una unidad.

%) S0
/> /
En concreto, w()») = w(0) + 1y w()o) = w(H) — 1. De esta forma, tenemos

)

V (19) = (—A) =309 0) = (— )30+ D (= 4)(19) = (— A)=4C) (9) =V ()
V (00)=(=A) 73009 (o) = (= A4) 730 = D(— 4)3(12)=(~ A) 3 (2)=V (=)
donde las figuras representan diagramas que difieren tinicamente en un movimiento de
Reidemeister de tipo 1. Por tanto, el polinomio de Jones es invariante bajo este movi-

miento.

Asi, el polinomio de Jones es un invariante de enlace.

Dado un diagrama D que representa un enlace L, podemos escribir V(L) en lugar de
V(D).

Ejemplo 3.11 Vamos a calcular el polinomio de Jones del nudo trivial a partir del diagra-
ma 0. En el Ejemplo|3.4), calculamos el corchete de Kauffman de este diagrama. Ademds,
es claro que w(cQ) = -1 pues el dnico cruce que tiene es negativo independientemente de

la orientacion tomada. Asi, tenemos

V(00) = (-A) (9 co) = (-4)*(-4)O) = 1 = V(O).
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Ejemplo 3.12 Ahora calcularemos el polinomio de Jones del nudo trébol o la izquierda.
Recordemos que en el Ejemplo habiamos calculado el corchete de Kauffman del nudo

trébol a izquierda, obteniendo:
(&) = AT - A3 - A5,
Ahora, teniendo en cuenta que w(&) = -3, tenemos que
V() = (~A) () = At + A2 - A1,
A continuacion veremos algunas propiedades que verifica este invariante.

Proposicion 3.13 Sean L, L, y Lo enlaces orientados. El polinomio de Jones satisface

las siguientes propiedades:
1. V(-L) =V (L),
2. V(L*)(A) =V(L)(A™),
3. V(L1 uLy) =(-A2 - A2)V(L)V (L),
4. V(Li#Ly) = V(L) V(Ly).
Demostracion.

1. V(-L) = V(L).

Sea D un diagrama que representa el enlace L. Recordemos que —D es el diagrama
obtenido al invertir la orientacion de D y que representa a —L. Por un lado, el
corchete de Kauffman no tiene en cuenta la orientacion del enlace, por lo que los
corchetes de Kauffman son iguales para ambos diagramas, esto es, (-D) = (D). Por
otro lado, la contorsion también coincide ya que al invertir la orientacion de todas
las componentes de D, el signo que se le asocia a cada cruce no se ve alterado, como

se muestra en la Figura 24}

KK XX

Figura 24: Signo de un cruce al invertir la orientacion.

Asi, w(-D) = w(D) y por tanto V(-L) = (-A)3wEP)(-D) = (-A)3wPND) =
V(L).



Sergio Garcia Rodrigo 31

2. V(L*)(A) =V (L)(A™).

Sea D un diagrama que representa el enlace L, y D* el diagrama obtenido como
imagen especular de D. En primer lugar, veamos qué ocurre con el corchete de
Kauffman al tomar la imagen especular de un cruce. Por la relaciéon de madeja que
define al corchete de Kauffman, sabemos que (D)(A) = (D*)(A!), como se aprecia

a continuacion:
OO =AC)+A) ), () =A) () + A (=),

Por otro lado, al tomar la imagen especular, cada cruce cambia de signo, por lo que

w(D*) = —w(D), como se puede ver en la Figura [25}

A—X

Figura 25: Signo de un cruce y su imagen especular.

Asi, V(L) = (=A)(P(D*)(A) = (-A)*PUDY(A™) = V(L)(A™).

3. V(LyuLy) = (A2 - A2)V(L,)V (Ly).

Sea D; u Dy un diagrama de L; u Ly donde Dy, Dy son diagramas de Lq, Lo, res-
pectivamente. Por un lado, tenemos que w(D; U D) = w(D;) + w(D3). Por otro
lado, aplicamos el tercer axioma de la Definicion del corchete de Kauffman, la
relacion de madeja, a D, dejando intacto D,. De esta forma llegaremos al nudo
trivial a partir de Dy, por lo que tendremos la union disjunta del nudo trivial y Ds,
con lo que (D; U Ds) = (D7) - (O u Dy). Ahora, aplicando el segundo axioma de la
Definicion [3.3] tenemos que este polinomio coincide con (—A% — A=2)(D1)( D).

Ast, V(L1uLy) = (~A)-3w(D1uD2) (D UD,) = (~A)-3w(Dn+w(D2) (= A2~ A-2)(D, }(Ds) =
(<A2 = A72)(=A) 3P0 (Dy) (=AY 3P (Dy) = (=42 = A2)V L)V (La).

4. V(Ll#Lg) = V(Ll)V(Lg)
Sea D1# Dy un diagrama de L;# L, donde Dy, D5 son diagramas de Ly, Lo, respec-

tivamente. Por un lado, tenemos que w(D1#Ds) = w(D1) +w(D3) ya que los cruces
y su orientacion son iguales localmente. Por otro lado, aplicamos la relacién de ma-
deja a Dy dejando intacto D,. De esta forma llegaremos al nudo trivial a partir de
Dy, por lo que tendremos la suma conexa del nudo trivial y Ds, que es igual a Dy
mediante una isotopia plana, es decir, (D1#Ds) = (D1 ){D2#Q) = (D1){D>).



32 Polinomio de Jones y homologia de Khovanov de nudos y enlaces: versién clasica y anular.

Asf, V(Li#Ly) = (= A)-30D1#D2) (D4 Dy) = (= A)-3(@(D0)+w(D2)( Dy )(Dy) =
= (=A)P V(D) (-A) 30PN (Dy) = V(L1)V (L2).

Observacion 3.14 De la sequnda propiedad de la Proposicion |3.15 se deduce que si L
es un enlace aquiral, es decir, que es equivalente a su imagen especular L*, entonces
V(L)(A) =V (L)(A™Y). En el otro sentido, si V(L)(A) + V(L)(A™), entonces L es un

enlace quiral.

Observacion 3.15 FEn general, L1# Lo no estd definido si Ly y Lo tienen mds de una
componente. La cuarta propiedad de la Proposicion garantiza que el polinomio de
Jones de la suma conexa de enlaces no depende de la manera en que se unan las compo-

nentes.

El polinomio de Jones proporciona cotas superiores del niimero de cruces de un diagra-

ma, lo que es clave para dar cotas sobre el niimero de cruce de un enlace (Definicion [2.15)).

Teorema 3.16 Sea D un diagrama conexo. Entonces,
ancho V(D) < 4¢(D).
Ademds, si D es alternante e irreducible, entonces se alcanza la iqualdad.

La idea de la prueba, que puede encontrarse en [5, Teorema 9.6.2, paginas 228-235], es
la siguiente: por un lado, el ancho de un polinomio de una variable es la diferencia entre
el grado méaximo y el grado minimo del polinomio. Asi, es directo que ancho V(D) =
ancho (D), pues los polinomios difieren en una potencia de A, A=-3w(P)_ El siguiente paso
consistiria en calcular ciertas cotas que relacionan el ancho del corchete de Kauffman de
D con el nimero de cruces del diagrama D. Se utiliza la familia de enlaces adecuados,

que contiene a la familia de enlaces alternantes y cuya definicion puede encontrarse en |3,
Definicion 9.54].

3.3. Cambios de variable: relacion de madeja y cubo de resolu-

ciones.

En esta subseccion vamos a dar dos definiciones alternativas del polinomio de Jones.

La segunda de ellas serd de gran utilidad en la Seccion [4, pues definiremos los complejos
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de cadenas partiendo de esta version.

En ocasiones, el polinomio de Jones se define en la variable ¢.

Definicion 3.17 El polinomio de Jones es el inico polinomio V(L) € Z[t*'/?] que toma el
valor 1 en cualquier diagrama del nudo trivial (normalizado) y tal que satisface la relacion

de madeja
V) VO = (P -t V().

Teorema 3.18 La definicion anterior del polinomio de Jones es equivalente a la Defini-

cion bajo el cambio de variable A =t-1/%.

Demostracion.

Partimos de la relacion de madeja del corchete de Kauffman:
(0 =AC=)+ AT 0) () = A=) + A 0.

Multiplicando por A la primera igualdad y restando la segunda multiplicada por A~!
llegamos a

AQ) - ATHOA) = (A2 - A7) (=)

Ahora, solo hay una orientacion posible para los tres diagramas de forma que se respete la
orientacion al realizar el suavizado de tipo 0, a saber >, >, = Notese que hemos omitido
la orientacion hasta ahora porque el corchete de Kauffman se define sobre diagramas no
orientados. Comparando la contorsion de los diagramas, tenemos w(>() -1 = w( =) =
w(><) + 1. Ademas, (D) = (-A)3*(P)V (D). Por tanto,

AQQ) AT = (A2 - A7) () =
= ACAPPCIWV () - AT (FAPOV () = (A7 - A (A IV () =
= A(-APEIDYV () - AT (APEEIIY () = (A2 - A (FAPPOV () =
= AWV + AV () = (A2 - AV () —

= V) -tV (L) = (PR -y (),

que es la relacién de madeja del enunciado, con lo que queda probado el Teorema.
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Ejemplo 3.19 Calculemos el polinomio de Jones de la union distante de dos nudos tri-
viales. Teniendo en cuenta que el polinomio de Jones del nudo trivial es 1 y usando la

relacion de madeja, tenemos

-1

-1
Az _iz V(00) = -t 12—t/

WV (CD)-tV(o0) = (12~ V(00) = V(00) =

El polinomio de Jones puede ser definido partiendo de una versién alternativa del
corchete de Kauffman. Esta definicion sera de utilidad en la proxima seccidon y seré la que

utilicemos a partir de ahora.

Definicién 3.20 Sea D un diagrama de un enlace L. Se define el polinomio corchete

como el polinomio de Laurent en la variable q que satisface los siguientes axiomas:

2. (DuO) = (¢+aH){D),
300 = =D -aO 0

Observacion 3.21 FEl polinomio corchete no es invariante por movimientos de Reide-

meister de tipo 2.

Consideremos un diagrama del nudo trivial obtenido tras realizar un movimiento de
Reidemeister de tipo 2 al diagrama usual del nudo trivial. Si el polinomio corchete fuese
invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2, entonces el polinomio corchete de

este diagrama deberia ser 1.

(ZD=(2)-a(L2D=(Bh-a(2)-a(OM+ *(Q) = a+a " ~ala+a™)*~a+a*(a+a™) = o

El polinomio corchete de este diagrama del nudo trivial es —¢ en lugar de 1, por lo que el

polinomio corchete no es invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2.
Proposicion 3.22 Sea D un diagrama. Entonces,
(D) =>(-9)"(a+q )",

donde el sumatorio se toma sobre todos los estados de Kauffman s de D yr y k son,
respectivamente, la altura (nimero de suavizados de tipo 1) y el nimero de circulos en el

estado de Kauffman s.
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Demostracion.

La prueba es analoga a la de la Proposicion

Definicién 3.23 Sea D un diagrama de un enlace L, y sean p y n el nimero de cruces
positivos y negativos, respectivamente, de D. Se define el polinomio de Jones normalizado

(en la variable q) de L como
J(L) = (-1)"¢"*"{D).

Observacion 3.24 En ocasiones, resulta mds conveniente considerar el polinomio de

Jones no normalizado, definido como
J(L) = (=1)"¢"*"(q+ ¢ )(D).

Este polinomio toma el valor ¢+ ¢! para el nudo trivial. En la Seccion |4| usaremos esta

version del polinomio de Jones.

Proposicion 3.25 El polinomio de Jones en la variable A es equivalente al polinomio de

Jones en la variable g bajo el cambio de variable ¢ = —A=2, esto es, V(L) = J(L)|j=—na-2.

Demostracion.

Sea D un diagrama con c cruces que representa el enlace L. Se tiene que ¢ = p+n

y w(D) = p—n. Por tanto, se tiene la igualdad %D)_C = p — 2n, que utilizaremos més

adelante.

Por definicién, tenemos que

V(D) — (_A)73w(D)(D> — (_A)—?)w(D) ZA072T(_A2 _ A—2)k—1

J(D) = (-1)"¢" (D) = (-1)"¢"*" }(-a)" (¢ +¢")",

donde k es el nimero de circulos y r el nimero de suavizados de tipo 1 del estado s.
Veamos que los polinomios son equivalentes bajo el cambio de variable ¢ = —A~2. Bastara
probar que (—A)=3w(D) Ac=2r = (-1)ngP~2"(—q)" para cada estado de Kauffman s, ya que
si fuese cierto, entonces cada sumando del sumatorio coincidiria con el correspondiente
sumando en la otra variable. En primer lugar, manipulemos el término en la variable A

para poder hacer el cambio de variable.
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Sw(D)

(_A)—Sw(D)Ac—Qr — (_1)—3w(D)( )

(A2)= =
= (1)) (—g) "5 (=q) T = (1)) (—g) T (—g)"

Asi, igualando la contribucién de cada estado a ambos sumatorios, tenemos:

(=AY P A = (1) (q) =

(1) PN —q) "2 (=q)" = (-1)"¢"*"(~q)" =

Bw(D) c 3w(D)-c

(~1) D) (1) P R L1y

3w(D) c

(_1)—3(p—n)+p—2nqp—2n =(-1)"¢" " =

(-1)"2 = (-1)",
lo cual es cierto.

Asi, hemos demostrado que ambas veriones del polinomio de Jones son equivalentes

bajo el cambio de variable ¢ = -A~2.

Ejemplo 3.26 Calculemos el polinomio de Jones del nudo trébol a izquierda en la variable

q. Empecemos calculando el polinomio corchete, representado en la Figura |26

&

%\_q /Q\

& . GO @

I P 1/\‘1 L
QOQ&O OQ@

Figura 26: Arbol de resolucién del trébol.

Por tanto, el polinomio corchete del nudo trébol a izquierda es

(N =(@+a")+(3¢-)qg+q ") +3¢ = (¢ -1-¢").
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Ahora, teniendo en cuenta que (c,p,n) = (3,0,3) para el diagrama dado del trébol,

podemos calcular el polinomio de Jones:
T(3) = %) = (-1)°¢°(a? - 1-¢") = ~¢ +q +q2

Haciendo el cambio de variable ¢ = —A=2 obtenemos V(&) = At + A2 - A6 que
coincide con el valor que habiamos calculado en el Ejemplo [3.12

Al igual que ocurria con los arboles de resoluciones, en ocasiones para calcular el poli-
nomio de Jones resulta conveniente disponer los estados en forma de cubo c-dimensional
segtin el llamado cubo de resoluciones. En realidad se trata de una reordenacion de los

sumandos del polinomio corchete que explicamos a continuacion:

Dado un diagrama D, ordenamos los cruces y colocamos los estados de Kauffman (la
etiqueta y el diagrama resultante de suavizar los cruces) por columnas segin su altura
(el namero de suavizados de tipo 1), de forma que cada estado correspondera con un
vértice del cubo. Unimos con una arista aquellos estados que difieran exactamente en el
suavizado de un cruce, por lo que las aristas unen estados de alturas consecutivas. Bajo
cada estado s se coloca el polinomio ¢"(q +¢~')*, esto es, g elevado a la altura del estado
multiplicado por (¢ + ¢~') elevado al namero de circulos del estado, k. Notese que este
polinomio es, salvo signo, el sumando que aporta el estado s al polinomio corchete (ver
Proposicion , multiplicado por (¢+¢™!). La decision de colocar ¢" (¢ +¢™')* en lugar
de ¢"(q + ¢ ')* !, en cuyo caso obtendriamos el polinomio corchete, no es casual (en la
Seccion {] veremos el motivo de esta decision). El sumatorio se divide en un sumatorio
sobre todos los estados de altura r y otro sobre todas las alturas posibles. Esto permite
extraer (—1)" como factor comun y convertir el sumando sobre las alturas en una suma,
alternada. Finalmente se multiplica por el factor normalizador (-1)"gP=2" para obtener el
polinomio de Jones no normalizado y se divide por (¢+¢~') para obtener el polinomio de
Jones normalizado. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo, que corresponde con el calculo
del polinomio de Jones del trébol a la izquierda, ya calculado previamente en el Ejemplo
usando un arbol de resolucion.

Ejemplo 3.27 Calculemos el polinomio de Jones del trébol en la variable q. En primer

lugar, ordenamos los cruces del diagrama del trébol:

@j
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En segundo lugar, construimos el cubo de resoluciones, escribiendo bajo cada estado el

polinomio asociado como se muestra en la Figura [27 Ahora, calculamos el polinomio

e
100 110
3 alg+q71)? f@+q”)
:
QO
00— Co%ié% S
000 010 101 111
(g+q )3 alg+q1)? *(g+q7") Plg+q1)?
| + +

YO

| 001 011

\ Y

a(g+q7") Pla+q)
Y Y
(g+q ) - 3qla+q")? + 3¢%q+q ") - Pla+qh)?

Figura 27: Cubo de resolucién asociado al diagrama usual del trébol a izquierda.

corchete:

() =(a+a")?-3q(g+q ) +3*(q+q ") - g+ )V = - -q+q*

Por dltimo, calculamos el polinomio de Jones normalizado:

p—2n -6

T = (U SO = (1)

(- -aq+a®) == g +q”
q+q

Observamos que el resultado es igual al obtenido en el Ejemplo [3.26
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4. Homologia de Khovanov

Mikhail Khovanov introdujo en el afio 2000 [I0] un nuevo invariante homologico co-
nocido hoy dia por el nombre de homologia de Khovanov. Este invariante, que es una
homologia bigraduada, categorifica el polinomio de Jones y es, de hecho, un invariante

més fino, como se vera en el Ejemplo [4.16

A raiz de la publicacion de Khovanov han surgido nuevas aproximaciones a este inva-
riante, como la aportada por Oleg Viro [21] y por Bar-Natan [4], que seré la que tomaremos

como referencia en esta seccion.

4.1. Definicién y propiedades

El objetivo de esta seccion es explicar la manera en que, dado un diagrama, se le asocia
un complejo de cadenas cuyos grupos de homologia asociados son invariantes de enlace. La
idea es partir del cubo de resoluciones de la Figura [27] y asociar a cada estado un espacio
vectorial graduado cuya dimension (graduada) sea justamente el polinomio que aparece
en el cubo debajo del mismo. En particular, asociaremos un espacio vectorial graduado
a cada circulo en un estado, de forma que el producto tensorial de estos espacios sea el

espacio vectorial graduado descrito antes. Las diferenciales se definiran sobre las aristas
del cubo.

Comenzamos introduciendo algunos conceptos sobre espacios vectoriales graduados
que nos seran ttiles a la hora de definir el complejo de cadenas de Khovanov. Recordemos
que un espacio vectorial graduado no es méas que un espacio vectorial sobre el que se define
una funcién grado que asocia, a cada elemento del espacio vectorial, un nimero entero

que recibe el nombre de grado.

Definicién 4.1 Sea W = ®,, W,,, un espacio vectorial graduado con componentes homogé-
neas {Wp,}. La dimension graduada de W es la serie de potencias dimW =Y, ¢™ dim W,,,.

Definiciéon 4.2 Sea W = &@,, W,, un espacio vectorial graduado. Se define la operacion
“cambio de grado”, denotada por {l}, como W{l} = @®,, W{l}.,, donde W{l},, =W, de
forma que dimW{l} = ¢/ dim V.

Definicién 4.3 Sea C un complejo de cadenas --- - C™ - C™! - ... de espacios vectoria-

les, posiblemente graduados. Se define la operacion de “cambio de altura”, que denotamos
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por [s], como C[s] = C, el complejo de cadenas tal que C" = C™=5, donde las aplicaciones

diferenciales quedan desplazadas como corresponde.

Pasamos a definir el complejo de cadenas de Khovanov. Sea D un diagrama con ¢
cruces de un enlace orientado L. Sean p y n el nimero de cruces positivos y negativos
de D, respectivamente. Consideremos V' el espacio vectorial graduado generado por los
elementos v, y v_, cuyos grados son 1y —1, respectivamente. Asi, dimV =g+ ¢~'. Ahora,
a cada estado s le asociamos el espacio vectorial graduado V(D) = V®F{r} donde k es
el nimero de circulos en s y r es la altura o el niimero de suavizados de tipo 1 del estado
s. De esta forma, dim V(D) = ¢"(q + ¢~')*, que coincide con el polinomio que aparece en
el vértice del cubo de resolucion correspondiente al estado de Kauffman s (ver Figura
para un ejemplo).

Ahora, definimos el r-ésimo grupo de cadenas [[D]]" como la suma directa de todos
los espacios vectoriales de altura r, es decir, [D]]" = @5 Vs(D). La Figura [28 recoge
esta primera parte del proceso. Finalmente, definimos el complejo de cadenas C(D) =

[D]][-n]{p—-2n}, a falta de dotarlo de las aplicaciones diferenciales.

Observacion 4.4 Los ajustes en C(D) corresponden con los ajustes del polinomio de Jo-
nes respecto al polinomio corchete (Definicion . El cambio de grado {p—2n} hace que
la dimension quede multiplicada por ¢P=2" y corresponde con el factor ¢p=>" que multiplica
al polinomio corchete. El cambio de altura [-n] se corresponde con el factor (-=1)", ya que
cada cambio de altura desplaza la cadena una posicion, haciendo que la suma alternada

cambie de signo.

Proposicion 4.5 Sea L un enlace orientado y D un digrama que lo representa. Entonces,
la suma alternada de las dimensiones graduadas de los grupos de cadenas de C(D) coincide

con el polinomio de Jones no normalizado J(L).

Demostracion.

La prueba es inmediata teniendo en cuenta las Figuras 27] y 28 La dimension del
r-ésimo grupo de cadenas [[D]]" es, por definicion, la suma de las dimensiones de los
espacios vectoriales graduados asociados a los estados de altura r, esto es, (¢ + ¢~')*.
Como se explica en la Observacion , el cambio de grado {p — 2n} corresponde a la
multiplicacion por ¢P=2" en la Observacion y el cambio de altura [-n] garantiza que
al tomar la suma alternada los signos coincidan con los dados por (=1)". Asi, la suma
alternada de las dimensiones graduadas de los grupos de cadenas de C(D) coincide con
J(L).
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N do—ad

3 Ve{1} v{2}
® @
O
OO (Q% % o)
000 010 101 111
V3 ve{1} V{2} V®2{3}
a ® a |
i O | ;
| =0 é} |
| 001 011 :
| ey v |
¢ ¢ ¢ ;
[P 16S3) [ (3]

Figura 28: Cubo del trébol a izquierda con los espacios vectoriales graduados.

Definicién 4.6 La caracteristica de Euler graduada de un complejo de cadenas (C,d),
Xq(C), es la suma alternada de las dimensiones graduadas de los grupos de homologia
asociados a (C,d). Ademds, si el grado de la diferencial d es 0 y todos los grupos de
cadenas son de dimension finita, entonces la caracteristica de FEuler graduada coincide

con la suma alternada de las dimensiones graduadas de los grupos de cadenas.

Corolario 4.7 Sea D un diagrama de un enlace orientado L. Si dotamos a C(D) de una
diferencial de grado 0, entonces la caracteristica de Euler graduada de C(D) coincide con

el polinomio de Jones no normalizado de L, esto es, x,(C(D)) = J(L).

El objetivo, por tanto, es dotar a C(D) de las aplicaciones diferenciales necesarias para
que sea un complejo de cadenas. Sea £ una arista del cubo de resoluciones del diagrama
D que conecta dos estados sy, s2 € {0,1}¢ con |s1]| = |se| -1 o, dicho de otro modo, la altura
o numero de unos en s, es mayor en una unidad que la altura de s;. Diremos que s; es el

estado de origen de £ y sq el estado de llegada, y definimos la altura de & como [¢| = |s1].
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Asociamos una etiqueta en {0,1,«}¢ a &, de forma que  sustituya la coordenada en que
difieren s; y so. Asi, cambiando » por 0 obtenemos el estado de origen s; y cambiando *
por 1 obtenemos el estado de llegada s,. Definimos el signo (-=1)¢ = (=1)Zi<i% donde j es
la posicién que ocupa * en la etiqueta de &, es decir, —1 elevado al ntimero de unos en la

etiqueta antes de *.

Los estados de Kauffman unidos por una arista ¢ difieren tinicamente en el suavizado
de un cruce, de manera que dos circulos se fusionan en un tnico circulo o un circulo se
separa en dos, dejando el resto de circulos intactos en ambos casos. En la Figura se
muestran tres estados del diagrama usual del trébol que difieren en un suavizado y que

corresponden a un camino de longitud 2 en el cubo de resoluciones de la Figura [28]

8 S8

Figura 29: Tres estados del trébol que difieren en un suavizado.

Consideremos primero el caso en que dos circulos se unen al cambiar una etiqueta de
tipo 0 por una etiqueta de tipo 1 en un cruce. Asi, definimos una aplicacion m: VeV — V,

que llamamos multiplicaciéon, de la siguiente forma:

m: VeV Vv

vy ® U, m(v, ® vy) = vy,

m(v-®uv,) =v_,

N
>

v, ®v. — m(vy®v.)=v_,
V@V, >
| —

V- ® U m(v-®uv_)=0.

De manera analoga, en el caso en que cambiar una etiqueta tipo 0 por una etiqueta tipo
1 provoque que un circulo se separe en dos, definimos una aplicacion A:V — V@V, que

llamamos comultiplicacién, de la siguiente forma:

Ar V. — VeV
vy — A(vy) =1, QU_+v_Quy,
ve — A(v)=v-®u_.

Con estas dos aplicaciones, definimos la diferencial asociada a la arista &, d¢, como la
aplicacion que aplica m a los dos circulos que se unen, o A al circulo que se separa, segin
sea el caso, y la identidad al resto de circulos. Se define la diferencial d" = ¥¢_,.(=1)%de.

Con todos los elementos introducidos hasta ahora, el cubo de resoluciones y el complejo
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de cadenas asociado al trébol a izquierda quedarian como se muestra en la Figura

donde las aristas £ para las que (-1)¢ = —1 se indican con un circulo e en su origen.

dl*O

V®2{ 1} V{2}
: dll*
1
le* :
dO*O S i d141 @
000 010 do1 101 111
ves ve{1} vizy ves)
: : *11 |
! +i +1 :
i dOO* IO d()l* : :
i | % dox1 & : E
! ! 001 ! 011 ! !
: Loooveay v{2} ! |
: > (-1)%de | > (~1)%de ! ¥ (-1)%de
: |¢l=0 . : [¢l=1 . : |€1=2 | :
Y 0 Y 1 Y 0 Y

er—4— eP—%— o

[]°

Figura 30: Cubo de resoluciones y complejo de cadenas asociado al trébol a izquierda.

Teorema 4.8 Sea D un diagrama de un enlace. Entonces, el cubo de resoluciones corres-
pondiente (como en la Figura @) es conmutativo al ignorar el signo de las diferenciales
d¢. Ademds, al incorporar el signo a las diferenciales, las caras del cubo anticonmutan y,

por tanto, las sucesiones [D]] y C(D) son complejos de cadenas.

Demostracion.

Consideremos una cara del cubo de resoluciones y las aplicaciones de las aristas, de,
sin signo. Cada una de estas aplicaciones une dos circulos en uno o bien separa un circulo
en dos, y aplica la identidad al resto. Al hacer las dos composiciones, notamos que el
orden en que se unan o separen los circulos no influye en el resultado, por lo que la cara
del cubo es conmutativa. Por tanto, el cubo de resoluciones es conmutativo, siempre que

ignoremos el signo.

Por otro lado, veamos que si tenemos en cuenta el signo, las caras anticonmutan. Esto

es equivalente a ver que exactamente una de las cuatro aplicaciones que conforman cada
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cara tiene el signo opuesto al de las otras tres aplicaciones. Consideremos los estados de
estas caras. Seran de la forma (...,4,...,J,...), donde i y j corresponden a las posiciones
de los cruces en los que cambia el suavizado y los puntos suspensivos respresentan cruces
cuya etiqueta no se altera. Supongamos que hay [ unos antes de la coordenada i y ¢ unos

entre las coordenadas ¢ y j, no incluidas. Tenemos la siguiente situacion:

! t
(T L TT,0,000)
l

(7,0, t ,0,...)
x} /

l t
(77,0, 01,00)
Los signos de las aplicaciones d', d?, d® y d* seran, respectivamente, (-1)¢, (=1)*¢, (=1)H¢+1
y (=1)L Claramente la segunda y la tercera tienen paridad diferente, y las otras dos tie-
nen la misma paridad. Necesariamente habra tres aplicaciones con el mismo signo, y una
con el opuesto. Por tanto, la cara es anticonmutativa, es decir, d3 o d; + dy o dy = 0. Asi,
d*todr =0, por lo que [D]] vy C(D) son complejos de cadenas.

Lema 4.9 La diferencial d tiene grado 0.

Demostracion.

Si no tenemos en cuenta el cambio de grado, m y A tienen grado -1, ya que llevan cada
elemento del espacio de salida a un elemento cuyo grado es el mismo menos uno. Basta
fijarse en la definicion de las aplicaciones y en los grados de los elementos de la base y de
sus iméagenes. Ahora, teniendo en cuenta el cambio de grado que proviene del cambio de

grado {1}, m y A tienen grado 0y, por tanto, la diferencial d tiene grado 0.

]
Notese que las definiciones de m y A vienen forzadas para que tengan grado —1. Ahora,
estamos en condiciones de definir la homologia de Khovanov.
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Definicién 4.10 Sea D un diagrama de un enlace orientado. El complejo de cadenas

C(D) se llama complejo de Khovanov.

Observacion 4.11 El complejo de Khovanov C(D) depende del diagrama D. En particu-
lar, st D1 y Dy son dos diagramas que representan a un enlace L con distinto nimero de
cruces, entonces la dimension del cubo de resoluciones sobre el que se define el complejo
de Khovanov serd diferente.

Definicion 4.12 Sea D un diagrama de un enlace orientado L. Consideremos el complejo
de Khovanov C(D). Se define la homologia de Khovanov, H(D), como el conjunto de

grupos de homologia asociados a C(D).

Definicién 4.13 Sea D un diagrama de un enlace orientado L. Se define el polinomio

de Poincaré graduado del complejo de Khovanov C(D) en la variable t como

Kh(D) = Y t" dim " (D).

Introducimos el teorema que motiva esta seccion.

Teorema 4.14 [10]

Los grupos de homologia H" (D) son invariantes de enlace. Mds ain, Kh(D), polino-
mio en las variables t y q, es un tnvariante de enlace que generaliza el polinomio de Jones

no normalizado. En particular, si t = =1 entonces ambos polinomios coinciden, esto es,
J(L) = (-1)"dimH" (D).
En la proxima seccién se probara el teorema anterior.

Proposicion 4.15 La homologia de Khovanov es un invariante mds fino que el polinomio
de Jones. No obstante, no es un invariante completo, pues existen nudos no equivalentes

cuya homologia de Khovanov coincide.
Los Ejemplos y dan una prueba de la Proposiciéon anterior.

Ejemplo 4.16 Veamos que la homologia de Khovanov es mds fina que el polinomio de
Jones. Para ello, consideramos los nudos 51 y 10135 de la tabla de Rolfsen [18], cuyos

polinomios de Jones coinciden:

J(51)==q¢"+q-q P +q+ ¢ = J(10132).
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m
SN W
V w
Figura 31: Diagrama del nudo 5;. Figura 32: Diagrama del nudo 10;3z.

El polinomio de Jones de los nudos 51 y 10130 es Por otro lado, la homologia de

Khovanov de los nudos 51 y 10135 se recoge en las tablas siguientes, tomadas de [8:

13
7
, 5| -4|-3|-2|-1]0 j
J -1
-3 Z
-3
-5 Z
-5
-7 Z
-7
-9
-9
-11
-13
-13
-15 | Z
-15 | Z

Claramente, los grupos de la homologia de Khovanov no coinciden, por lo que los nudos
51 y 10130 no son equivalentes. Nolese que al recuperar el polinomio de Jones los grupos
sombreados en gris se cancelan (en el caso del nudo 10132, en grado cudntico j = -5 queda

una copia de Z en el grado homoldgico i = -2).

Ademds, la homologia de Khovanouv distingue el nudo 940 de su imagen especular, que
tienen el mismo polinomio de Jones. FEsto prueba, no solo que la homologia de Khovanov
es mds fina que el polinomio de Jones, sino también que el polinomio de Jones no siempre

distingue un nudo de su tmagen especular.

Ejemplo 4.17 La homologia de Khovanov no es un invariante completo, pues el nudo
de Kinoshita-Terasaka y el nudo de Conway tienen la misma homologia de Khovanov
y, sin embargo, no son equivalentes, por tener distinta homologia de Heegaard Floer (un

invariante homoldgico que categorifica el polinomio de Alexander).

Una propiedad importante de la homologia de Khovanov es que detecta el nudo trivial,
esto es, si la homologia de Khovanov de un nudo K coincide con la del nudo trivial,

entonces K es equivalente al nudo trivial.



Sergio Garcia Rodrigo 47

Teorema 4.18 [11]

Un nudo es trivial si y solo si su homologia de Khovanov (reducida) es Z.

A pesar de que el polinomio de Jones es un invariante mucho méas estudiado, se des-
conoce si existen nudos no triviales cuyo polinomio de Jones sea igual a 1. Saber si el
polinomio de Jones detecta el nudo trivial es un problema abierto de gran relevancia en

el area.

4.2. Prueba de la invarianza

Demostraremos que la homologia de Khovanov es un invariante de enlace. Para ello,
probaremos que es invariante bajo los tres movimientos de Reidemeister, es decir, veremos
que los grupos de homologia de dos diagramas que difieren Ginicamente en un movimiento
de Reidemeister son iguales. Seguiremos la prueba de Bar-Natan [4], completando y am-
pliando los detalles que deja al lector. Antes de pasar a la demostracion, enunciaremos y

demostraremos un lema que sera de utilidad en la prueba.

Lema 4.19 Sean C un complejo de (co)cadenas y C' € C un subcomplejo de (co)cadenas
de C.

1. SiC' es exacto, entonces la homologia de C, H(C), es igual a la homologia de C/C’,
H(C/C).

2. SiC[C" es exacto, entonces H(C) = H(C').

Demostracion.

Consideremos la sucesion exacta corta 0 — C' — C — C/C' — 0, a la que podemos

asociar la sucesion exacta larga
..— H"(C')— H"(C) — H"(C/C") — H™(C") — H™(C) — H™'(C/C") — .. ..

Si C’ es exacto, entonces H"(C') = 0 para todo r, por lo que la sucesion exacta larga

seria de la forma
..—0—H(C)— H"(C/C") — 00— H’”*l(C) — H”l(C/C’) — 00— ....

Como es una sucesion exacta, necesariamente H"(C) = H"(C/C") para todo r, por lo que
H(C)=H(C/C"). Esto prueba el caso 1.
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Anéalogamente, si C/C’ es exacto, entonces H"(C/C') = 0 para todo r y tenemos la

sucesion
.. —0—H(C'")— H(C)—0— H*'(C") — H*'(C) —0—....

Por tanto, H"(C) = H"(C') para todo r, por lo que H(C) = H(C").

Pasamos ahora a la demostracion del Teorema Probaremos que la homologia de

Khovanov es invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 1, 2 y 3.

1. Invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 1.

Queremos probar que H()») = H(2). Supongamos que O representa un diagrama
con p cruces positivos y n cruces negativos, para cualquier orientaciéon. Entonces,
o representa un diagrama con p + 1 cruces positivos y n cruces negativos. Ambos

diagramas difieren inicamente en el entorno indicado.

Queremos calcular H()0) = H([[2]][-n]{p + 1 - 2n}). Para ello, consideremos el
complejo

€ =[[e0 = (Dol = [L=D{1}).

Notese que los términos del complejo de cadenas son a su vez complejos de cadenas,
asociados a sus correspondientes cubos de resoluciones. El complejo [[)o]] corresponde
con el cubo de resolucion del diagrama ) cuando el cruce que aparece en la imagen
se suaviza siguiendo un suavizado de tipo 0 y [[0]] corresponde con el cubo de

resolucion cuando el cruce se suaviza siguiendo un suavizado de tipo 1.

Recordemos que V' es el espacio vectorial graduado generado por los elementos v, y
v_, cuyos grados son 1 y —1, respectivamente. Denotaremos por [[)o]],, al subespacio

de [[)o]] tal que el circulo que aparece en la imagen esta siempre marcado con v,.

Sea
C' = (DN, = [2I{1}).

Por un lado, tenemos que C’ es un subcomplejo de C, pues [[)o]],, S [[)o]] vy m([[)]]s.) €
[2]l{1}. Por otro lado, m es un isomorfismo en C’ ya que v, es una unidad, esto es,

m(vy,vy) =vy y m(v_,vy) =v_, y conserva el grado. Por tanto, C’ es exacto. Por el

Lema [1.19(1), H(C) = H(C/C"), donde

¢/C" = ([Dellpp=0 — 0).
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El subindice /v, = 0 significa que aquellos estados de [[)o]] que asocian v, al circulo
que aparece en la imagen se identifican con 0. Por tanto, tenemos que H([[)2]]) =
H([[)o]]v,-0)- Por otro lado, V' /(v, = 0) = (v_) es el espacio unidimensional generado
por v_, por lo que [[)o]]/,—0 ¥ [2]] son isomorfos, salvo un cambio de grado de una
unidad. El isomorfismo es la aplicacion que lleva (v, v_) a v.. Al hacer el cambio de
grado, la aplicacion conserva el grado y es un isomorfismo. Asi, [[)o]]/.,-0{1} = [2]]-

De esta forma,
H(p) = H(C(»)) = H([DA[-n{p+1-2n}) = H([Dolljp.-o[-n[{p+1-2n}) =
= H([[~I[-n){p-2n}) = H(C(2)) = H(").

A pesar de que no es necesario comprobar la otra versiéon del movimiento de Reide-
meister de tipo 1 porque se deduce de este movimiento y del movimiento de Reide-

meister de tipo 2, vamos a demostrarlo para completar la prueba.

En primer lugar, noétese que o tiene p cruces positivos y n + 1 cruces negativos.
Vamos a calcular H()0) = H([[]][-(n+1)]{p-2(n+1)}). Consideremos el complejo

de cadenas
¢ =[] = ([0 = Del{1})
y el subcomplejo de C
¢'= ([0 = Dol (1)),
donde el subindice v_ indica que el circulo de la imagen tiene asociado el generador
v_. Claramente C’ es subcomplejo de C pues A([[2]]) € [Do]]o_{1} € [Do]]{1}. Ademas,

tenemos que A(v,) = v, ® v_, pues el circulo tiene asignado a v_, y A(v_) =v_®v_,

por lo que A es un isomorfismo, pues conserva los grados. Asi, C’ es exacto, por lo
que H(C) = H(C/C') por el Lema [4.19(1). Consideremos el cociente

C/C" = (0 — [Dellje--0{1}) = Dellje_-o[1]{1}.

De esta forma, []] = H([Dolljo-o[11{1}). Ademés, [[)o]l;_-o{-1} = [, pues el
circulo de la imagen esta generado por v,, cuyo grado es 1, y la aplicacion que lleva

(vg,vy) a vy conserva los grados y es un isomorfismo.

Asi,
H(0) = H(C()0)) = H([Doll[-(n+1) {p-2(n+1)}) = H([Doll jo_o[L{1}[-(n+1) {p-2(n+1)}) =
= H([Dolljo--o[-n{p-2n-1)}) = H([[N[-n{p - 2n}) = H(C()) = H ().

Con esto, queda probada la invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 1.
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2. Invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2: primera demostracion.

Queremos probar que H(>X) = H(==). Supongamos que —= representa un
diagrama con p cruces positivos y n cruces negativos. Entonces, > =X tiene p + 1
cruces positivos y n + 1 cruces negativos, para cualquier orientacion posible. Para
calcular H(}>=X), consideremos el siguiente complejo C = [>X]]:

{1}
X
oz

/

{1}

DoO(

]]%
T

==

I
]
1

0
y‘ X
Notese que el complejo anterior corresponde con los suavizados 11 »
10
donde los dos cruces estan ordenados de izquierda a derecha. Recordemos que los

cambios de grado corresponden con el nimero de suavizados de tipo 1. Este complejo
tiene como subcomplejo a C':

Do, 1
x
=2

.
\0/

que es exacto pues m es un isomorfismo en C’, ya que, ordenando los circulos de
izquierda a derecha, m(vy,v,,v9) = (v1,v2) para todo vy, vy € {vy,v_}, esto es, v, es
una unidad de m. Por tanto, podemos considerar el complejo cociente C/C’, cuya
homologfa coincidira con la de C, por el Lema [4.19(1):
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N—"

Do,
\ 0
/
I{1

Nuevamente, consideramos un subcomplejo C” de C/C’:

0
e
(1

Finalmente, consideramos el cociente (C/C")/C":

Do,

A

e [[><x11/ ™,
\ 0 /

que es exacto porque al tomar modulo v, = 0 la aplicacion A es un isomorfismo
va que A(vy,vy) = (v,v_,v9) para todo vy,vy € {v,,v_}. Recapitulando, tenemos
que C' es exacto, por lo que H(C) = H(C/C'), por el Lema [1.19(1). Por otro lado,
(C/C")[C" también es exacto, por lo que H(C/C') = H(C"), por el Lema [£.19)2).
Por ambos resultados, tenemos que H(C) = H(C"). Ahora bien, C" es justamente

[[\/—\_/

]I [1]{1} (notese que en C”, [[==<]] aparece en la altura 1, de ahi el cambio
de altura [1], con un cambio de grado {1}). Asi,

HOX) = HIDXD[-(n+ D) Kp+1-2(n+1)}) = H(C[-n-1{p-2n-1}) =

=H(C"[-n-1Kp-2n-1}) = H(D=N 1 {1} [-n-1{p-2n-1} =
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= H([==] [-n}{p - 2n}) = H(=),

lo que prueba la invarianza por movimientos de Reidemeister de tipo 2.

3. Invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 3: primer intento.

Queremos probar que 7—[(\\/\/) = H(/\/\\) En primer lugar, notese que ambos diagra-
mas tienen el mismo nimero de cruces positivos y negativos para cualquier orien-
tacion, pues el movimiento R3 solo cambia de lugar los cruces, pero no altera su
signo. Por este motivo, ignoraremos los cambios de altura y grado [-n] y {p-2n},
va que bastara probar que H([[J<]]) = H([[J%]]). Ordenamos los cruces de la si-
guiente forma: \\/\/ y /\/\\ Con este orden, los cubos que aparecen a continuacion

corresponden con los suavizados de los cruces involucrados en el movimiento R3:

101 — 111

1o

100 ———— 110
001 ——|—— 011

e e

000 —— 010

Estudiemos los complejos [[\\/\/]] y [[/\/\\]], que son, respectivamente,

[ s [= e [T e L]
2 - ] =
[ | []e = | — @
y

[SIEReY [ D [T 2
— / e
1<) [>T <) P

Las caras inferiores de los cubos corresponden a los complejos [[\>_</]] y [[/>"<\]], res-

pectivamente, que son claramente isomorfos. Las caras superiores de los cubos co-

rresponden a los complejos [[;Q]] y [[/X\]], respectivamente. Podria parecer 16gico

aplicar un movimiento de Reidemeister de tipo 2, que ya hemos probado que no

altera el complejo (salvo por un cambio de grado y de altura), a estos dos complejos

para obtener [[%]] en ambos casos. Los cubos entonces serian
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? o ] 0
| e = 1 /[
[ e <] P e
e e 7 -
[x<] [T ] ESI

Tenemos dos problemas con este procedimiento. Si bien las caras inferiores son iso-
morfas y las caras superiores también lo son, los cubos completos no son isomorfos
porque las aplicaciones que unen ambas caras no son iguales. Ademaés, al aplicar el
movimiento de Reidemeister de tipo 2, tendriamos que considerar una serie de com-
plejos y subcomplejos, de forma anéloga a la demostracién anterior de la invarianza
bajo R2. En particular, al adaptar dicho procedimiento al caso actual tendriamos:
se toma C; = [[\\/\/]] y Cy = [[/\/\\]] A continuacion, se definen los subcomplejos C] y

Cy:
5l 2 —=— [ =] e 0——— L@
o/ T >0/ T O/T =], @ T

que son subcomplejos por el argumento de la prueba de R2 y son exactos por
ser m un isomorfismo ya que v, es una unidad, por lo que H(C,) = H(C,/C}) y
H(Cy) = H(Cy/Ch) por el Lema |4.19| Los cocientes C1/C; y Co/C} son:

0 0

[5zel, ., 2 =]
y> (T N /1 thio._ T A /‘1

[ m | [X]e@ X —‘> L=,
afc =

eyfcy =
(NI 1% [ 1 [N [ [l
e "

—
4] [>T [BNI IS

Ahora, tomarfamos C;’ y CJ como los cubos que habiamos obtenido tras el movi-

miento R2:
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i ) Xl 0
O/T L] 0 /[

(SIS — [ ]® X BRI
e e e
<] [><] <]

dy 01

"_ "_
Cl - CZ -

da,+10

SIS

Sin embargo, C; y CJ no son subcomplejos de C;/C] y C3/C} ya que al considerar la
cara inferior, la imagen del grupo de cadenas de altura 1 no estd contenida en el

grupo de cadenas de altura 2. En particular, dL*Ul([I:Q_((]] {1}) ¢ 0 en el primer caso
v daao([[2C]] {1}) ¢ 0 en el segundo.

Por estos motivos, este procedimiento no sirve para probar la invarianza por movi-
mientos de Reidemeister de tipo 3. Vamos a hacer una prueba algo mas complicada
de la invarianza por movimientos de Reidemeister de tipo 2 que nos ayudara a

sortear estos incovenientes.

4. Invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2: segunda demostracion.

Procedemos de la misma forma que en la primera demostracion. Partiendo de los
complejos C, C" y C/C’, habiamos llegado a que H(C) = H(C/C"), con

Doty ———0

C/C" = AT \
DI —— ==

En primer lugar, observamos que A es una aplicacién biyectiva en C/C’, por lo que
tiene una aplicacion inversa A~!. Podemos componerla con la aplicacion d,.q para
obtener 7 = d,go A~!. Hay dos posibilidades para >O < segtin la forma en que se cie-
rren los circulos. Podemos describir 7 explicitamente en ambos casos (ordenaremos

los circulos de izquierda a derecha y de arriba a abajo):

m Do, — [P0
(vy,0-,04) — o,
(vy,v_,02) — v
(v_,v_,vy) — v

(v,v_,v2) — 0
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pues 7(vi,v_,v9) = m(vy, A~ (v_,v3)) = m(v1,v2), con vy,ve € {v,,v_}. Por otro

lado, |
* e, o =~ =

(vy,v2) — V, ®V_+V_® U,

(v_,v2) — v_®u_
pues 7(vy,v_) = A(A T (vg,v)) = A(vy).

Construimos ahora C"" como el subcomplejo de C/C’ que contiene todos los « €

[y todos 1os pares (8, 78) € [Y (o {1} & [ {1}, esto es

peDO 1) ——0

C" = AT x

ae D] —=— 8 e [<]{1}

Ahora, A es un isomorfismo ya que A(vy,v2) = (v1,v_,02) y T es un isomorfismo
por construccion del complejo C (claramente conserva el grado y es una biyeccion,
pues los elementos de [[<"]| {1} son precisamente 73 con B ¢ [[) O <]]/v+:0 {1}).
Asi, d,g = 7o A es un isomorfismo por ser composicion de isomorfismos. Por tanto,

la diferencial es un isomorfismo y C"” es exacto. Por el Lema [4.19(2), tenemos que
H(C) = H(C[c") = H((C/C")[C™).

Veamos qué es (C/C")/C". Hemos construido C"” de forma que contenga todos los
a € [D C<]], por lo que al hacer el cociente el vértice inferior izquierdo sera 0.
Como tenemos todos los [ ¢ [DQ <]]/U+=0{1}, al hacer el cociente identificamos
todos los elementos del vértice superior izquierdo con algunos elementos del vértice
inferior derecho, es decir, tenemos la relacion 5 = 73, esto es, (8,0) = (0,75) en
Do <]]/m:0 {1} @ [ ==<X]] {1}. Por tltimo, en el vértice inferior derecho no hay

ninguna restriccion sobre € [ =<"X]] {1}. Es decir,

peDO, 3 ——0

(cfenje = (R

0 ———— ve[=X{1}

Por todo esto, (C/C’")/C"" es isomorfo al complejo C” de la primera demostracion,
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que recordemos era
0 —0
c" = T T
0 — [T
Noétese que tenemos la relacion 8 = 73, por lo que 5 = 771v. Basta considerar el
isomorfismo que lleva (7717y,~v) en (0,7).
Por tanto,

H(C) = H(C[C") = H((C/C")[C™) = H(C"),

lo que concluye esta prueba utilizando el mismo argumento que en la parte final de

la primera demostracion de la invarianza bajo R2.

5. Invarianza bajo movimientos de Reidemeister de tipo 3: segundo intento.

Procedemos de forma analoga al primer intento. En primer lugar, ordenamos los
cruces: <, v X% En segundo lugar, consideramos los complejos C; = [[ N ]] y Cy =
[[’\/\ ]], que son de la forma

%Mﬂ{?} ﬁu\xnm /{M}m y[[%ﬂ{g}

Lo T ] [ mm#m{z} [

[ B [% e [ ) [% Pl
" 7

e e
[l [>¢]0 <] LD

Ahora, consideremos los subcomplejos C] y Ci:

[ac]., o —— [ =]
A

C/: ‘ C,:
! 0 5> () 2

P

/\

P, e [
=

?

\o|\

S — O

\
o

Por el mismo argumento utilizado con anterioridad, C{ y Cj son subcomplejos y son
exactos por ser m un isomorfismo en ambos casos. Por el Lema [4.19(1), H(C,) =
H(C,/Cy) y H(Cy) = H(Cy/Ch). Los complejos C1/Cy y Co/Ch son:

—> )G/\]{g}
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e, 0 =] e 0
A/‘> <T / o T /

L] | w— [ X e [ —‘> =], @
Gfci= CfCy =
[l [% [l [ [ [ [l
s e 7
<] 4] [5<] D

Hasta aqui hemos seguido el mismo procedimiento que en el primer intento. Utili-
zaremos la segunda prueba de R2 para definir los subcomplejos C” y C" de C1/C] y
Cy/C}, respectivamente:

selys e 0 e[ X @ 0
y 5 \ /[ e T AX /[

e[S [ np e[ L] are [ 2] e [22] 2

e =

0 0 0

Tenemos que C{” y C}’ son exactos, como vimos en la segunda prueba de R2. Asi,
por el Lema [LI0(2), H(C1/C}) = H((CL/C))/CL") ¥ H(C2/Ch) = H((C2/C5)[CY"). Por
tanto, H(Cy) = H((C1/C})/C!") vy H(C2) = H(Cy/Ch)/CY"). Los complejos (C1/Cy)/Cy"
y (C2/CL)/CY" son:

‘316[[5\/0(]],“:0{2) 0 MH{Z) 0
] \M[[\/ /1 / T D] {
e

/0

dis01 dz2,»01

(@fepier =

110y /Cy =
Do —— ] e { G [C— [ PXDe
110 /, / 2,010 /
[l [ <4 L

Ahora, los cubos (C1/C;)/Cy" vy (C2/C})/CY' sison isomorfos a través de la aplicacion T
que deja la cara inferior intacta y traspone la cara superior llevando el par (51,7;) al
par (fa,72). Claramente es un isomorfismo entre espacios vectoriales. Faltaria probar
que conmuta con las aplicaciones de las aristas. Es trivial para las aplicaciones de la
cara inferior (T es la identidad al restringirse a la cara inferior) y de la cara superior
(T traspone los dos complejos con sus aplicaciones, por lo que hay una biyeccion
clara), por lo que unicamente queda comprobarlo para las aplicaciones verticales.
Aquellas que van al 0 son inmediatas por ser aplicaciones triviales. Asi, hay que
probar que 7 o dj .01 = da«01 ¥ T2 © d2.10 = d1,410.- Probar ambas igualdades no es
complicado, pero es extenso, pues habria que considerar todas las configuraciones
posibles de circulos asociados a [[Q{(]] ya [D’é]], de manera similar a como se hacia

en la segunda prueba de la invarianza bajo R2. Asi, una vez probado que ambos
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cubos son isomorfos via el isomorfismo T, tenemos que

H([54]) = H(C) = H((CLC/CY) = H((C2/C)[C3) = H(Co) = H([X])

y, por tanto, ’H(/\/) 7-[(/) pues p y n coinciden. Asi, queda probada la invarianza

por movimientos de Reidemeister de tipo 3.

Por todo esto, la homologia de Khovanov es un invariante de enlace.

4.3. Calculo de la homologia de Khovanov del nudo trébol a iz-

quierda

Vamos a calcular la homologia de Khovanov del nudo trébol a izquierda, usando para
ello el diagrama usual de tres cruces que notaremos D. Nuestro punto de partida es el

cubo de resoluciones mostrado en la Figura [33]

) f@

Ve V{l} V{2}

OOO 010 101 111
VeVeV V®V{1} V{2} Ve V{3}
i 001 011 i
| Vev{l} V{2 |
; v . v
oP—%— o4 [epP—%4 - o

Figura 33: Cubo del trébol a izquierda.

El primer paso es definir el complejo de cadenas. Teniendo en cuenta que (¢,p,n) =

(3,0,3) y que C(D) = [D][-n]{p - 2n}, tenemos C(.(}») = [((}]][-3]{-6}. Vamos a
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definir el complejo de cadenas [[&]] y ajustaremos los cambios de grado y de altura al

final. Asi, tenemos el siguiente complejo de cadenas:

0= LI = LOT - [T LI o

Recordemos que los grupos del complejo son sumas directas de productos tensoriales
de V. Para facilitar los calculos de la homologia, serd4 conveniente identificar cada copia
de V con uno de los circulos del estado de Kauffman correspondiente. En primer lugar,
ordenamos los arcos del diagrama, entendiendo por arco una secciéon del enlace entre
dos cruces. Para cada estado de Kauffman, identificamos cada circulo del estado con un
niumero que viene dado por el menor nimero tomado entre los arcos que lo componen;
escribimos V; para la copia de V' asociada al circulo 7. En la Figura se muestra un

orden para los cruces de & y las etiquetas de los circulos correspondientes al estado 000.

©,
— @G
VieV,® Vs

Figura 34: Etiquetas de los circulos del estado 000 del trébol.

Con esta notacion, el cubo de resoluciéon del trébol pasa a ser como se muestra en la
Figura

Ahora, podemos definir los grupos del complejo, dando una base de generadores para

cada uno de ellos:
[ =VieVye Vs,

cuyos generadores son
el =v, ®v, ®v, de grado 3,
e =v,®v, ®v_ de grado 1,
eY=v, ®v_®uv, degrado 1,
el =v_-®v,®v, degrado 1,
d=v,®@v_®uv. degrado -1,
ed=v-®v,®v. degrado -1,
er=v-®v_-®v, degrado -1,

e =v_®uv_®uv_ degrado - 3.

Recuérdese que el grado de los elementos es la suma de los grados de sus componentes,

y que v, tiene grado 1 y v_ grado -1.
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2

T
1 7
2 6
5 3
3

©
©OJO N

000

do— &b

100
Vl ® V3{1}

C:l§:>

010

V1®V2®\V1®V2{1}><

110
Lﬁ{2}

&%A

101 111
V1{2} Vie Vo{3}

011 :

001
V1®.V2{1} V1|{2}
' o d° V 1 dt V > d? ! 3
(O] —— [O—— [OI—— [©]]

Figura 35: Cubo del trébol a izquierda con circulos etiquetados.

[N

cuyos generadores son

=VieVi{l}eVieh{l} eV, ® Va{l},

e = (vy ® v4,0,0)
es = (v, ®v_,0,0)

= (v-®v4,0,0)
= (v-®v_,0,0)

et = (0,v; ®vy4,0)
et = (0,0, ®v_,0)
ex = (0,v-®v,,0)

=(0,v_®v_,0)

es =(0,0,v, ®v,)

€10
e11

e12

1,=(0,0,v, ®v_)

(0,0,v_-®v,)
(0,0,v_®v_)

de grado 2+ 1 =3,

de grado 0+1 =1,

de grado 0+1=1,

de grado -2+1 =-1,
de grado 2+ 1 =3,

de grado 0+1 =1,

de grado 0+1=1,

de grado -2+ 1 =-1,
de grado 2+ 1 =3,

de grado 0+1 =1,

de grado 0+1=1,

de grado 2+ 1 =-1.

Notese que el cambio de grado aumenta en una unidad el grado de los elementos.
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[ A7 = Vi{2} @ Vi{2} @ Vi{2},

cuyos generadores son

e? = (v,,0,0) de grado 1+2 =3,
e =(v-,0,0) degrado -1+2=1,
e2=(0,v,,0) degrado 1+2=3,
e?=(0,v_,0) degrado -1+2=1,
e?=(0,0,v,) degrado1+2=3,
e2=(0,0,v-) degrado —1+2=1.

Y, finalmente,
[P =VieVa{3},

-

cuyos generadores son

e3=v, ®v, degrado2+3=5,
e3=v, ®v_ de grado 0+3 =3,
e3=v_®v, degrado0+3=3,

el=v_®v. degrado —2+3=1.
Los grupos [[@3]]’" son triviales para r ¢ {0,1,2,3}.
Pasemos ahora a definir las diferenciales. Recordemos que d” = ¥ ¢, (~1)¢de, donde el
signo es (—1) elevado al niimero de unos antes de » en £. En la Figura [36se muestran las

distintas d¢ a definir, asi como el signo de cada una de ellas (recordamos que el punto e

representa un signo negativo).

Empecemos por d°. Tenemos las aplicaciones

doo: VieVeVs — Vi®Vs{l}

V1 ® UV ®U3 +—> m(U1®U2)®U3.
dowo: Vi®eVae Vs — Viel,{l}
VI ®Ua ®v3 +—> m(v; ®v3) ® Uy.
doos: Vi®eVoe Vs — Vi®V,{l}
VI ®Uy®v3 +—> v @Mm(vVs ®V3).
Asi,
d VieheV; — VieW{ljeViel{lleV®lh{l}

v ®Ua®u3 > (m(v; ®vy) ®v3,m(v; ® V3) ® Vg, v; @ M(Vy ® V3)).
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@' ”

2
@ 100 d.1g 110
Ve Vs{l} Vi{2} J
: 11+
(&)
109 :
dO*o 5 g di.a

I
€20 l¢el=1 : I€l=2
I | I

|

000 010 dso1 101 111
VieV,® V3 Vi® Vg{l} Vl{2} Vl ® ‘/2{3}
: dood EBI E
i 00 dUl* :

i i dO*l & i i
| | 001 | 011 | |
: ! Vi® Vg{l} : V1{2} I i
! ¥ (-1)%d 3 (1) ¥ (-1)%d ;

' Y

¥ 1 i 2

P
er—2 - pep—2 - e . e

Figura 36: Cubo del trébol a izquierda con las diferenciales.

En particular, podemos calcular las imagenes de todos los elementos de la base de

[P

dv: VieVholVs — VieWz{lleVieW{lle Ve Vh{l}
V=0, 00,00, > (V,QV;,0, V., 0, ®V,) =€l +el+e],
=000, 9. — (v, QV_,V_®V,,v, ®V_)=e€d+el+ely,
=0, ®0_0v, > (V-®U;, 0, ®U_, v, ®U_) = €3+ el + €]y,
A =v-®v, v, > (V-®U;, V- QU V- U,) = €5 +ed+ely,
e=v.0v_0uv. — (L®uv_,u-®v_,0)=¢]+e},
d=v_®u,®v. — (v1®v_,0,v-®0v_) =ej +el,,
=v-®v-®v, +— (0,0-®uv_,v-®v.)=e¢}+el,,
A=v-®v-®uv. — (0,0,0).

Codificamos d° en forma matricial, esto es, d° = (d;;), donde la columna j-ésima

representa la imagen del generador €9, de forma que d°(e) = Y12 dijel.
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(1000 0
01000
00110
00001
10000
o 00100
01010
00001
10000
01100
00010
00000

_ O O O O O o o = O O O

_ O O O = O O O o o o o

O O O O O O o o o o o o

Procedemos de forma analoga para d', que definimos como

d: VieVi{l}eVieWh{lle Vi@ h{l} — Vi{2}eVi{2} e Vi{2}

(’U1 ® V2, V3 ® Vg, V5 ® UG)

(m(vs®vy) —m(vy ® vy), m(vs ® vg)

—

—m(v1 ® v2), m(vs ® vg) — m(v3 ® vy)).

Las imagenes de los elementos de la base de [[(C5]]' son:

d': %@%{1}@%@%{1}@%@%{1}

= (vy ®v4,0,0)

es = (vy ®v_,0,0)
et = (v-®v,,0,0)
es = (v-®v_,0,0)
et = (0,0, ®v,,0)
eg = (0,0, ®v_,0)
er = (0,v-®v,,0)
et = (0,v-®v_,0)
es =(0,0,v, ®v,)
ety =(0,0,v, ® v_)
e, =(0,0,v-®wv,)
ety =(0,0,v-®v_)

que quedan recogidas en la matriz

Vi{2} @ Vi{2} ® Vi {2}
(-4, —v4,0) = —€3 — €3,
( v, U_,O) _62 64217
(—v_,-v_,0) = —e2 - €,
(0,0,0).

(4,0, -v,) = €2 — €2,
(U_,O, _U—) = 6% - 6%7
(U_,O, _U—) = 6% - 6%7
(0,0,0),

(0,v4,v,) = €2+ €2,
(0,v_,v_) = €2 + €2,
(0,v_,v_) = e +e2,

(0,0,0),
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-1 0 0 0 1 0 0 O0O0O0O0O

0 -1 -10 0 1T 1 0O0O0O0OTO

g - -1 0 0 0 0 0 0 O01O0O0O
0 -1 -10 0 0 0 O0O0OT1T1PO

o 0 0 0-1 0 0 01O0O0O
00 0 0 0 -1 -1 0011 0]

Finalmente, definimos d? como sigue:

> Vi{2}eVi{2} @ Vi{2} — Vi®VL{3}
(v1,v2,v3) — A(vy) = A(va) + A(vs),

y calculamos las imagenes de los elementos de la base de [[(C])*:

d2: V{2}€BV{2}EBV{2} N V1®V2{3}
6%:(7}4.,0,0) > U+®U_+'U_®’U+:€g+e§’

e2=(v.,0,0) — v_®uv_=el,

€§Z(O7U+7O) > —'U+®'U,_'U,®’U+:—e§_e§’

e2=(0,0_,0) — -v_®uv_=-el

e2=(0,0,0y) — UV, ®U_+V_®UV, =€5+el,

e2=(0,0,0-) — wv_®u_=eél.

La matriz que representa a d? es

00 0 0 00
e |10 -1 0 10
10 -1 0 10
01 0 -101

Para calcular los grupos de (co)homologia necesitamos calcular la imagen y el nicleo
de las diferenciales. Como hemos representado las diferenciales por matrices, sabemos
que la imagen de la aplicacidon corresponde con el espacio generado por las columnas de la
matriz asociada, y el nicleo corresponde con las soluciones del sistema dx = 0. Empecemos

por d°.

La imagen esté generada por las columnas de la matriz asociada a d°, por lo que

0_/,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Para calcular el nucleo de d°, consideremos el sistema

1
|
1
|
1
|

10000000 T 0
01000000 o 0
0011000 0ffzi] [xs+aa| [O
0000110 Offxe Ts + Xg 0
1000000 Offay T 0
0010000 O0|{aa]| | a | |0
0101000 0||las| |ze+ad]| |0
0000101 0||lag| |z5+ar]| |0
1000000 Offzr T 0
0110000 0ffzs] |z2+as| [0
00010000 Ty 0
00000 1 10 |z +27| [0

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

T1=X9=0T3=24=0, x5+x5=05+2x7=26+27=0,

que tiene por solucién

por lo que se tiene
kerd’ = {veV;® Vo ® V3|d’(v) = (0,0,0)} = (e2) = ((v_,v_,v_)).
Continuemos con d'. La imagen es el espacio generado por las columnas, que es
Imd' = (e - €2, e3 ez, €3 + ¢z, e +ed).
va que la primera columna se genera con la quinta y la novena, y la segunda columna esta

generada por la sexta y la décima.

Consideremos el siguiente sistema:
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(10 001 0 0 000
0 -1 -100 1 1 000
10 000 0 0 010
0 -1 -100 0 0 001
0 0 0 0-10 0010
(0 0 000 -1 -1001

_ o = O O O

o O O O o o

T
L2
L3
Ty T +T5
Ts —T9 —T3+Tg+ X7
Te -1+ X9
X7 - —To —T3+T10+T11
xrs —T5 + g
g —Xg — X7+ X1+ T11
10
T11
-x12_

Si igualamos al vector nulo, podemos calcular el nicleo a partir del sistema de ecua-

ciones

Tl =25 = Xo, To+T3=Tg+T7=2T10+ T11-

1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Terminemos calculando el nicleo y la imagen de d?. La imagen de d? esta generada

por las dos primera columnas, esto es,

Imd? = (e3 +e3, el).

Consideremos el sistema

00 0 0 00
10 -1 0 10
10 -1 0 10
01 0 -1 01

I
T2
T3
Ty
Ty

Te

r1— T3+ s
r1— T3+ s

Lo — Ty + Tg

Para calcular el nicleo, igualamos al vector nulo y obtenemos las ecuaciones

X5 =T33 — X1, Teg==T4— T2,
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por lo que
kerd® = (€2 — €2, e3—e2, e2+¢e2, e2 +¢e2).

Con todo esto, ya podemos calcular los grupos de cohomologia. Claramente H” ([(C1]]) =

-

0 para todo r <0 y para todo r > 3.

H([[CA]]) =kerd®/Imd ™" =kerd® = () = Z.

H' ([T ]) =kerd'/Imd’ =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B <61+65+€9, €2+€6+€10, 62+€6+611, €y — €5, €3 — €3, €4, Eg, 612> _

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(61 te;+eg, 65+€;+€1y, €3+ €5t €e, €3t e +ey, € +eg, ;1€ 68+612>

T, 1,1 1 .1 1 T, 1,1 1
_ {e5 +e5 +e1q5 €}, €5, €19) _ {e5 +e5 +e1g; €}

>§Z@ZQ.

B S S S TS DS I 1
{1+ e, ef+eqy, €5+ e€,) (2e4)
En primer lugar, nétese que

1, 1,1 1,.1,.1 1 .1 .1 1\_/.1,.1,.1 _1,.1,.1 _1,.1,.1 _1,.1,.1
(egt+egteny, eategrery, er—eg, e3—ey) = (e +eg+ery, eg+er+ely, e3+es+eyy, ez+ertey;),

de ahi que se tenga el segundo cociente. El denominador nos da la siguiente relacion. Si
1,0l = 1 -1 1 ;
e, +er, = 0, tenemos ey, = —e,, por lo que e}, es redundante en el numerador. Andlogamente,

1__ 1 1 : Tt 1. ol —0impli 1_
eg = —e,, por lo que eg no genera el espacio. Por tltimo, eg + ey, = 0 implica 2e, = 0.

=0.

H*([[CA]) = kerd?/ Imd" =

-

2 2 2 .2 2.,..2 .2.,.2
(el —e5, e5 —¢€g, €3+ ez, ef +¢5)

2

1

2 2_ 2 2.2 2. 2
(e —e€3, e3—€Z, e5+€2, e]+e5)

3 .3 .3 .3
(et €5, €5 e1) =(e3, e3) =2 72

H([([C:]]) = kerd®/Tm d® = (e3+¢€3, e)

Recordemos el procedimiento que hemos seguido. En primer lugar, hemos definido el
complejo de cadenas [[&]] y los generadores de los grupos del complejo. A continuacion
hemos definido las diferenciales y hemos calculado las imagenes y los nticleos. Por tltimo,

hemos calculado los grupos de (co)homologia.
Ahora, aplicamos los ajustes de grado y altura para obtener el complejo de Khovanov

C(() = L CAN[-31{-6}, que es

045 ¢3(.0) L5 () Lo e (0 S 000y Do

De esta forma, tenemos los siguientes grupos de homologia:
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H(0) = () = 2.
cuyo generador, e = v_ ® v_ ® v_ tiene grado cuantico -3 -6 = -9.
(€3 + €5+ €1, €4)

1
(2¢4)
de forma que la copia de Z esta asociada a el + el + el, = (v, ® v_, v, ® v_, v, ® V_), cuyo

M) -

;Z@ZQ,

grado cuantico es 0+1-6 = -5, y la copia de Zy corresponde con e} = (v- ® v_,0,0) de
grado cuantico -2+ 1-6 = -T7.
" () =0.
’HO(&) =(e3 e3) 2 72
Una copia de Z esta generada por €3 = v, ® v,, cuyo grado cudntico es 2+3 -6 =-1. La
segunda copia de Z esta generada por e3 = v, ® v_, cuyo grado cuantico es 0+3 -6 = -3.

Es decir, los grupos no triviales en la homologia de Khovanov son:
7_[73,79 — Z, H72,75 — Z, fH72,77 — ZQ, fHO,fl — Z, rHO,—l =7,

Podemos expresar la homologia de Khovanov en una tabla, que recoge los grupos de

homologia del complejo de Khovanov con los grados homoldgico (i) y cuantico (j).

i
‘ 3| -2]-1]0
j

-1 z
-3 z
-5 z

-7 7,

9 |z

A partir de la tabla, podemos calcular el polinomio graduado de Poincaré asociado al
trébol:

Kh(&) = > t"dim ’HT(&) =t3¢ 0+t 2 +q 3+ g7

Para recuperar el polinomio de Jones, tomamos ¢t = -1 y dividimos por ¢ + ¢~! para

normalizarlo, obteniendo

-9 -5 -3 -1
g g g s 6
J((3) = Kh((E) = /(g +q7") = o == +q +q7

que coincide con el resultado obtenido en el Ejemplo |3.26]



Sergio Garcia Rodrigo 69

5. Version anular del polinomio de Jones y la homologia

de Khovanov

En las secciones anteriores hemos trabajado con enlaces en R3, pero este no es el
unico espacio en el que podemos considerar los enlaces. En esta seccién trabajaremos con
enlaces anulares. En primer lugar, definimos el anillo A = S x [0,1] y consideramos el
espacio A x I, que llamaremos anillo engrosado, donde I es el intervalo [0, 1]. El objetivo
de esta seccion es dar una versiéon del polinomio de Jones y la homologia de Khovanov
para enlaces definidos en un anillo engrosado.

Definicién 5.1 Un nudo anular es un subconjunto de puntos K € AxI homeomorfo a una
circunferencia. Un enlace anular es una union disjunta de nudos anulares. Dos enlaces

anulares Ly y Ly son equivalentes si existe una isotopia ambiente F : [AxI]x[0,1] — AxI
tal que F'(L1,0) = Fo(L1) = K1 y F'(L1,1) = Fi(L1) = Lo.

Figura 37: Ejemplo de un nudo anular.

Notese que un enlace anular esta contenido en A x I, por lo que cualquier movimiento o
isotopia que se haga sobre el enlace debe ser considerado dentro del espacio. En particular,
el enlace no puede atravesar el hueco central del anillo engrosado. Por ejemplo, el nudo

de la Figura 37| no es, en principio, equivalente al nudo trivial en R3.

Para obtener un diagrama de un enlace anular, proyectamos desde arriba sobre el
primer factor A y marcamos los cruces de la misma forma que en el caso clasico. Podemos
identificar el anillo A con el plano perforado R? \ {(0,0)}, por lo que representaremos el

diagrama en R? indicando con un punto - el origen o la puncion del plano.

Dado un diagrama anular, se definen los movimientos de Reidemeister anulares de
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Figura 38: Diagrama anular asociado al nudo anular de la Figura .

manera analoga a la version clasica, siempre que el movimiento asociado en A x [ esté

permitido, es decir, que el enlace no atraviese el hueco central del anillo engrosado.

= Q= @

Figura 39: Movimiento R1,. Figura 40: Movimiento R2,. Figura 41: Movimiento R3,.

Notese que hay més posibilidades para los movimientos, segiin donde se sitie la pun-
cién, pero todos se definen andlogamente, siempre que el enlace no atraviese el hueco
central del anillo engrosado para realizar el movimiento correspondiente en A x I. En la

Figura [12] se muestran varios ejemplo de transformaciones que no estan permitidas.

@R WD @=W

Figura 42: Ejemplos de movimientos no permitidos.

En el caso anular existe una version del Teorema de Reidemeister andloga al caso
clasico.

Teorema 5.2 [15]

Dos diagramas anulares representan el mismo enlace anular si y solo si se puede
transformar uno en el otro mediante una secuencia finita de movimientos de Reidemeister
anulares mostrados en las Figuras y

La prueba del teorema es analoga a la del Teorema de Reidemeister para enlaces
clasicos.
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5.1. Polinomio de Jones anular

Queremos definir una version anular del polinomio de Jones, esto es, un invariante
polinémico para enlaces anulares orientados que, en el caso de que el enlace esté contenido
en una bola B3 c A x I, coincida con el polinomio de Jones clasico. Igual que haciamos en
la version clasica, empezamos definiendo una versién anular del corchete de Kauffman, a
partir de la cual se obtendré el polinomio de Jones. Seguiremos la definicién original de
Hoste y Przytycki [I5[[]

Sabemos que suavizar los cruces de un diagrama da lugar a una unién disjunta de
circulos. En los enlaces anulares, un estado de Kauffman tendra asociados dos tipos de
circulos. Los circulos triviales son aquellos que son borde de un disco en el plano punteado
y los circulos no triviales son aquellos que no son borde de un disco en el plano punteado,

es decir, que contienen la puncién en su interior.

Ejemplo 5.3 Dado el diagrama anular de la Figura[{3, suavizamos el inico cruce con un

suavizado de tipo 1, obteniendo dos circulos. El primero de ellos es no trivial y el sequndo

O — 00

Figura 43: Suavizado de un diagrama anular.

es trivial.

Definicién 5.4 Sea D un diagrama anular. Se define el corchete de Kauffman anular de

D como el polinomio (D)u € Z[A*', h] definido por los siguientes axiomas:

8 (O0a=ACDa+ A1) ()a,
4. (-OuD)y=(-A2-A2)(D)a,

. (@ I_ID)A = (—A2 — A_Q)h(D)A

L Originalmente Hoste y Przytycki consideraron enlaces 1-triviales dicromaticos en S, esto es, enlaces

v

con dos componentes o més en los que una de las componentes es el nudo trivial y esta pintado con el
color 1 y el resto de componentes estan pintadas con el color 2. Mediante una isotopia se consigue que
la componente trivial sea el eje z. El resto de componentes pueden verse como un enlace anular. En esta

seccion adaptamos las definiciones originales de [I5] a este contexto.
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Observacion 5.5 La variable h del corchete de Kauffman anular puede entenderse como
una medida del nimero de vueltas que da el nudo alrededor del hueco central del anillo
engrosado. En la siguiente seccion veremos que esta variable da lugar a un tercer indice

en la homologia.

Lema 5.6 El corchete de Kauffman anular es invariante bajo movimientos de Reidemeis-

ter de tipo 2 y 3.

Demostracion.

La demostracion es analoga a la prueba del Lema [3.6] pues la puncion no interviene

en ningin movimiento de Reidemeister.

Una vez definido el corchete de Kauffman anular, podemos definir el polinomio de

Jones anular:

Definiciéon 5.7 Sea D un diagrama anular de un enlace anular orientado L. Se define el

polinomio de Jones anular de D como
Va(D) = (-A)**PN(D),.
Teorema 5.8 El polinomio de Jones anular Vi (D) es un invariante de enlace anular.

Demostracion.

De manera analoga a como hicimos en la prueba del Teorema [2.13] probaremos que el

polinomio de Jones anular es invariante por los tres movimientos de Reidemeister anulares.

Sabemos, por el Lema [5.6] que el corchete de Kauffman anular es invariante por
movimientos de tipo 2 y 3, y por el Lema la contorsion también lo es. Por tanto,
el polinomio de Jones es invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3.
Para comprobar que también es invariante bajo movimientos de Reidemeister de tipo 1,

tenemos que el corchete de Kauffman satisface lo siguiente:

(Ph=AC))+ATHD) =(A(-A2— A7)+ A~Y)=—A3(),
(A=A +AT)o)=(A+A71(-A2—A72))=—A73(D),
Por otro lado, la contorsion satisface w(30) = w(2) + 1y w(3o) = w(H) - 1.

De esta forma, tenemos
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Por tanto, el polinomio de Jones anular es un invariante de enlace anular.

Observacion 5.9 Si L es un enlace anular contenido en una bola de dimension 3 en
Ax I, entonces Vy (L) =V (L). De hecho, en tal caso, si D es un diagrama que representa

a L, entonces (D), = (D), pues no habria necesidad de aplicar los los axiomas 2 y 5 de

la Definicion [5.4)

Ejemplo 5.10 Calculemos el polinomio de Jones anular del nudo representado por el
diagrama (</_). Nolese que la contorsion es 1 para cualquier orientacion, por lo que no

representaremos la orientacion en el diagrama.
Va(ED) = (AU D)a = (AP (AO O)a + AHEDI) =
(—A) (AL - A O+ ATHO)L) = (AP (FAHO) = (O)a = he

Ast, tenemos que Va(GE/D)) = h, que era el resultado que podiamos esperar, pues po-

demos obtener © tras aplicar un movimiento de Reidemeister anular de tipo 1 a (</).

Terminaremos esta subsecciéon mostrando algunas propiedades del polinomio de Jones

anular.

Proposicion 5.11 Sean L, L, y Lo enlaces anulares orientados. El polinomio de Jones

anular satisface las siguientes propiedades:
1. Vi(-L) = Vi(L).
2. Va(L*)(A,h) =V (L)(A™Y h).
Demostracion.

1. Va(=L) = Va(L).

La demostracion es analoga al caso clasico. Dado un diagrama anular D que repre-
senta el enlace L, basta notar que la contorsién no varia al invertir la orientacion

de un diagrama y que el corchete de Kauffman anular ignora la orientacion. Asi,
Va(=L) = (=A)#CD(=D)y = (-A)PND)y = Va(L).
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2. Va(L*)(A,h) = Viy(L)(A L h).

Sea D un diagrama anular que representa el enlace L. Notese que w(D*) = —w(D)

y que la relacion de madeja es

(O0a=ACa+ A7) Oa, (O0a=A00a+ A (4.

Los axiomas relacionados con la variable h no se ven alterados al tomar la ima-
gen especular. Asi, Vy(L*) = (=A)3wP)ND*), (A h) = (mA)3PND), (A1, h) =
Va(L)(A-L h).

Observacion 5.12 De la misma forma que en el caso cldsico, la sequnda propiedad de
la Proposicion implica que Vy(L)(A,h) = Va(L)(A™Y, h) si L es un enlace anular
aquiral, es decir, si es equivalente a su imagen especular L*. En el otro sentido, si el
polinomio de Jones anular no es simétrico en la primera variable, esto es, Vy(L)(A,h) +

Va(L)(A=L h), entonces L es un enlace quiral.

Por ultimo, introducimos una conjetura atin abierta enunciada en [16], que relaciona
una propiedad topologica de un enlace anular L, el wrapping number, con el polinomio de
Jones anular de L, Vi (L).

Para definir el wrapping number de un enlace anular, pensamos en el anillo engrosado
como un toro sélido, T, y consideramos L c T. Se define el wrapping number de L,

wrap(L), como la intersecciéon minima de L con un disco meridional de T.

Conjetura 5.13 (Conjetura wrapping) [16] Sea L un enlace anular. Entonces, el gra-
do anular mdzimo del polinomio de Jones anular de L, Vi(L), coincide con el wrapping

number de L. Esto es:

max deg, Vi (L) = wrap(L).

Es evidente que maxdeg, V(L) < wrap(L) para cualquier nudo anular, por lo que
quedaria abierta la prueba de la otra implicacion. Terminaremos la préxima seccién con

una version débil de la Conjetura [5.13]
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5.2. Homologia de Khovanov anular

Introducimos la versiéon anular de la homologia de Khovanov. Como referencia usa-
remos [3] y [22]. Ademaés del grado homologico i y del grado cuantico j, los grupos de
homologia tendran un tercer grado k, que llamaremos grado anular, por lo que seran tri-
graduados. La homologia de Khovanov anular es un caso particular de la homologia de
Khovanov sobre superficies engrosadas S x I, introducida por Asaeda, Przytycki y Sikora

en [2], que es una categorificacion de los modulos de madeja.

Consideremos un diagrama anular D con c cruces de un enlace anular L. Se construye
el cubo de resolucion del mismo modo que haciamos en el caso clasico con los 2¢ estados
de Kauffman asociados a D. Recordemos que un estado de Kauffman es una uniéon de
circulos disjuntos en el plano y que en el caso anular cada uno de ellos puede ser trivial, si
la puncién no esta en el interior del circulo, o no trivial, si la puncién esta en su interior.
Vamos a definir dos espacios vectoriales graduados, V' y W, que asociaremos a los circulos

de los estados.

Sea V el espacio vectorial graduado generado por los elementos v, y v_, de grado
cuantico +1 y —1, respectivamente y de grado anular 0 en ambos casos. Sea W el espacio
vectorial graduado generado por los elementos w, y w_, de grado cuéntico 0 en ambos
casos y de grado anular +1 y —1, respectivamente. A cada circulo trivial de un estado de
Kauffman s le asociamos una copia de V' y a cada circulo no trivial le asociamos una copia
de W. Asi, un estado de Kauffman s tendra asociado un producto tensorial de copias de V
y de W; més precisamente Vi(D) = Ve @ W {r} donde a y b son el niimero de circulos
triviales y no triviales, respectivamente, y r la altura o nimero de suavizados de tipo 1

de s. Con estos elementos podemos definir los siguientes grupos de cadenas.

Definiciéon 5.14 Sea D un diagrama anular de un enlace anular L. Se define el r-ésimo
grupo de cadenas [[D]|, como la suma directa de todos los espacios vectoriales de altura
r, es decir, [D]]} = @giger V(D) = Byyoler VE* @ WE{r}.

Obsérvese que si todos los circulos son triviales para todos los estados de Kauffman

asociados a D, entonces los grupos de cadenas coinciden con los del caso clasico.

El proximo paso para definir la homologia de Khovanov anular es dotar a los grupos
de cadenas de diferenciales de grado 0 para formar un complejo de cadenas. Para ello,
definimos aplicaciones sobre las aristas del cubo, es decir, entre los espacios vectoriales

graduados asociados a estados de Kauffman que difieren en el suavizado de un cruce.

Sabemos que cambiar un suavizado de tipo 0 a un suavizado de tipo 1 en un estado
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nos da otro estado que es el resultado de unir dos circulos en uno o bien de separar
un circulo en dos. Veamos las posibilidades que hay y definamos las aplicaciones m y A
correspondientes. Recordemos que necesitamos que las aplicaciones sean de grado 0, y que
tendremos un cambio de grado (cuéntico) de una unidad. Esto implica que las aplicaciones
m y A deben bajar el grado cuantico en una unidad y preservar el grado anular. Estas

condiciones fuerzan la definicion de m y A.

En aquellas aristas asociadas a la fusiéon de dos circulos en uno, actuaria la aplicacién
m sobre ellos. Segtn el tipo de circulos implicados (triviales o no triviales), tenemos tres

posibilidades:

1. Dos circulos triviales se unen en un circulo trivial: - O O —- ()

m: VeV — V

vy vy — m(vy ®vy) =1y,
vy ®@u. — m(vy®u.) =0,
v-®u, — m(v-®u,) =0,
v-®@u. — m(v-®uv.)=0.

2. Un circulo trivial y un circulo no trivial se unen en un circulo no trivial: ) O — ()

m: VoW W

vy @ Wy m(v, ® w,) =wy,

m(v-®w,) =0,
m(v-®w_) =0.

N
>
vyuw. — m(vy®w.)=w.,
V- W, +——>

>

V- ® Ww_

3. Dos circulos no triviales se unen en un circulo trivial: — @

m: WeW — V
wy, ®w; — m(w, ®w,) =0,
wy@w_ — m(w, ®w_)=v_,
w-Qw, +— m(w-®w,)=1v_,

w-Q@w- +— m(w-®@w_)=0.

Notese que estas definiciones son forzadas si el grado de m es 0. Cuando ambos circulos
son triviales, la definicion de m es andloga a la definicion de la version clasica. En el
segundo caso, el espacio de salida es V@ W y el de llegada, W. Para que el grado cuéntico

disminuya una unidad, m debe llevar v_ @ w, a 0 y vy ® w. a w,, lo que preserva el grado
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anular. En el tercer caso, el espacio de salida es W @ W y el de llegada, V. Para que el
grado anular se preserve, la imagen de w, ® w, vy w_ ® w_ debe ser (. En los otros dos
elementos, para que se conserve el grado anular y el grado cuéntico disminuya una unidad,

ambas iméigenes deben ser v_.

Por otro lado, tenemos la comultiplicaciéon A, que se aplica al separar un circulo en

dos. Nuevamente, distinguimos tres casos:

1. Un circulo trivial se separa en dos circulos triviales: - (C ) —-(O ()

AtV — VeV
v, — Avy)=v, QU +v_Quy,

v — A(vo)=v-®v_.

2. Un circulo no trivial se separa en un circulo trivial y uno no trivial: () — ) ()

Ar W — VoW
wy +— A(wy) =v_Qws,
wo — A(w.)=v_Qw-_.

3. Un circulo trivial se separa en dos circulos no triviales: @ —

AV — WeW
vy — Avy) =w, @w_+w_ Wy,
vo — A(v.)=0.

Nuevamente, la definicion de A viene forzada por las restricciones sobre su efecto en

los grados cuantico y anular.

Para cada arista & que une dos estados de Kauffman que difieren en el suavizado de
un cruce, definimos la aplicaciéon de como la aplicacion que aplica m o A a los espacios
vectoriales graduados asociados a los circulos que se unen o al circulo que se separa,
segun corresponda, y la identidad a los espacios vectoriales graduados asociados al resto
de circulos. Se define entonces la diferencial d” = ¥, (=1)%dg, donde (1) es el signo
definido como -1 elevado al niimero de suavizados de tipo 1 antes del cruce en el que
difieren los estados de partida y de llegada en £. Por el mismo razonamiento que en
la versién clasica, una cara del cubo de resolucién es conmutativa si no se toman en
cuenta los signos, y es anticonmutativa si se tienen en cuenta. Notese que la puncién no
afecta al signo, pues unicamente depende de la etiqueta de los estados. Esto garantiza que
dr+todr =0, para todo r € Z.
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Proposicién 5.15 Los grupos de cadenas [ D]]}, dotados con las aplicaciones diferencia-

les d™ forman un complejo de cadenas.

Ahora, definimos el complejo de Khovanov anular, que sera el resultado de aplicar un
cambio de grado y de altura al complejo de cadenas [[D]]4. El ajuste de grado y altura

coincide con el de la versién clasica.

Definicién 5.16 Sea D un diagrama con p cruces positivos y n cruces negativos de un

enlace anular L. Se define el complejo de Khovanov anular como el complejo de cadenas

Ca(D) = [D]a[-n){p - 2n}.

Una vez definido el complejo de Khovanov anular, estamos en condiciones de definir

la homologia de Khovanov anular.

Definiciéon 5.17 Sea D un diagrama anular de un enlace anular orientado L. Se define
la homologia de Khovanov anular de D, Hu (D), como el conjunto de grupos de homologia

asociados al complejo de Khovanov anular Cy(D).
Teorema 5.18 [2] Los grupos de homologia H} (D) son invariantes de enlace.

Obsérvese que si un enlace anular L esta contenido en una bola de dimensién 3 en Ax [
y D es un diagrama anular de L, entonces Cy(D) =C(D), y por tanto, Ha(L) = H(L), ya

que todos los circulos de todos los estados de Kauffman asociados a D son triviales.

Teorema 5.19 La homologia de Khovanov anular categorifica el polinomio de Jones anu-

lar.

Para recuperar el polinomio de Jones anular a partir de la homologia de Khovanov

anular, se toma la caracteristica de Euler bigraduada,
) 3 ivj)k
Z(—l) dim H,"(L),
i
seguida de un cambio de variable, de manera similar al introducido en la version clasica.

Ejemplo 5.20 Calculemos la homologia de Khovanov anular del nudo representado por el
diagrama (/). En primer lugar, construimos el cubo de resolucion asociado al diagrama;
en este caso, al tener un unico cruce, tendriamos 2 estados posibles, y el cubo quedaria

como se muestra en la Figura[{{} Asi, el complejo de cadenas [[C/D]]a vendria dado por:

d—l 0 dO

=0 el S e So—.
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OO u, O

W xV

Figura 44: Cubo de resolucion del diagrama (</).

donde [/ =W xV y [/DllL = W{l}, dando lugar al complejo

s 0wy w0 —

W{l}

Teniendo en cuenta que el unico cruce del diagrama es positivo para las dos orientaciones

posibles, obtenemos el complejo de Khovanov anular Co(C/D) = [C/D]|a[-n{p-2n} =

[COIlafl}:

L 00— CUED) B CUED) — 00— ..

que corresponde a

0
s 0= WX V{1 S W{2) — 0 — ...
Sabemos que una base de W x V{1} viene dada por los elementos

w, v, de grado cudntico 1+1=2 y grado anular 1,
w, ®v_ de grado cudntico —1+1=0 y grado anular 1,
w_ v, de grado cudntico 1+1=2 y grado anular —1,

w_®uv_ de grado cudntico —1+1=0 y grado anular —1,

y una base de W{2}, por

w, de grado cudntico 0+ 2 =2 y grado anular 1,

w_ de grado cudntico 0+ 2 =2 y grado anular —1.

Recordemos que, al fusionar un circulo no trivial con otro trivial para obtener un circulo

no trivial, la diferencial m estd definida como sigue:

m: WeV
Wy ® vy
wy ® U_
w_® v,

(I

—
—
—

—
—>

w
m(w, ® v,) = w,,
m(w, ®v_) =0,

m(w-®uv,) =w-,
m(w-®v_) =0.

Podemos representar la diferencial d° mediante una matriz:

100 0
0010

dO_



80 Polinomio de Jones y homologia de Khovanov de nudos y enlaces: versién clasica y anular.

De aqui obtenemos que Imd° = (w,,w_). Considerando el sistema

1000
[o 01 0] Z =[wn ws] =0 0]

tenemos que ker d° = (w, ®v_, w_®uv_). Con esta informacion, podemos calcular los grupos
de homologia:
ker d°
HL(CD) = Ier? =kerd’ = (w, ® v_, w_®v_) = Z°.
m

kerd'  (w,, w_)

HACD) = 1o = ()

El resto de grupos de homologia son claramente 0. Hemos visto que w, ® v_ € W ® V{1}

= 0.

tiene grado cudntico 0 y grado anular 1, y w_® v_ € W @ V{1} tiene grado cudntico
0 y grado anular —1. Asi, tenemos que los unicos grupos de homologia no triviales son
H D) =2 y H (D) =L

Para recuperar el polinomio de Jones anular, tomamos la caracteristica de Fuler tri-
graduada en las variables q y a, para los grados cudntico y anular, respectivamente, y

aplicamos el cambio de variable a+a™' = h:

VA(ED) = S (-1) dim HEH (D) = dim HLH(E/D) + dim KL (ED) =a+at = h,

]

que coincide con el polinomio de Jones anular de (C/_) obtenido en el Ejemplo|5.10

Terminamos esta seccion introduciendo la Conjetura wrapping para la homologia de
Khovanov anular, un problema también abierto. Nuevamente, la conjetura relaciona el
wrapping number de un enlace con el grado maximo anular de su homologia de Khovanov

anular.

Conjetura 5.21 (Conjetura wrapping II) [13]| Sea L un enlace anular. Entonces, el
grado anular mdximo de los grupos no triviales en la homologia de Khovanov anular de

L coincide con el wrapping number de L. Esto es,
max{k|H***(L) es no trivial} = wrap(L.)
Se sabe que [13]
max{k|H*"*(L) es no trivial} < wrap(L).

Como maxdeg,Va(L) < max{k|H***(L) es no trivial} es evidente que la Conjetura [5.21]

enunciada en esta seccion es una version mas débil de la Conjetura [5.13
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