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Abstract

Without doubts, calculating homotopy groups of spheres is one of the main open problems
in Algebraic Topology. After Toda and Serre’s computations, the Adams spectral sequence
rose up as one of the most powerful tools for computing homotopy groups. Spectral
sequences are one of the most useful and difficult to understand tools in homological
algebra, they can be viewed as pages of a book: one does not know the content of the
book until it has read all of it pages. This analogy is very clear becouse the terms of a
spectral sequence are also named pages. The work of Adams, Steenrod, Novikov, May and
many other autors help to understand the second page of the Adams spectral sequence.
However, in the last decades, Baues and Jibladze with some other authors, have developed
a theory to understand and compute the third page. The main goal of this Master Thesis
is to understand those works and use this results to improve the computations of the
stable homotopy groups of the spheres.

Resumen

El céalculo de los grupos de homotopia de las esferas es, sin duda, uno de los problemas
abiertos més importantes de la Topologia Algebraica. Tras los célculos de Toda y Serre, la
sucesion espectral de Adams aparece como una poderosa herramienta para su cémputo.
Las sucesiones espectrales son uno de los objetos mas ttiles y a su vez mas dificiles de
tratar del dlgebra homoldgica, estas pueden entenderse como las paginas de un libro: no
sabremos el contenido del libro hasta que hayamos leido todas sus paginas. Esta analogia
es bastante acertada pues, de hecho, los términos de una sucesion espectral también se
llaman péaginas. Los trabajos de Adams, Steenrod, Novikov y May entre otros autores
arrojaron luz sobre la segunda pagina de la sucesién espectral de Adams; sin embargo,
en las ultimas décadas, Baues y Jibladze junto a otros colaboradores se han dedicado al
estudio de la tercera. El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Master es presentar
y desarrollar estas nuevas herramientas, especialmente con el fin de mostrar como pueden
mejorarse los calculos sobre los grupos de homotopia estable de las esferas con ellas.
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Introducciéon

What is courage? Courage is knowing
fear and making that fear your own!

William A. Zeppeli

La topologia algebraica surge como la rama de la topologia que se dedica al estudio
de los espacios topolégicos utilizando herramientas del algebra abstracta: como grupos,
modulos o espacios vectoriales. El objetivo es encontrar invariantes algebraicos que clasi-
fiquen los espacios topolégicos en clases de homeomorfia, o tipos de homotopia. Unos de
los pioneros en utilizar herramientas de caracter algebraico para estudiar las propiedades
cualitativas de los espacios fue Poincaré con la introducciéon del grupo fundamental. Este
grupo se define sobre un espacio punteado (X, zg) como las clases de homotopia de lazos
basados en g, este grupo se denota (X, o), aunque solemos omitir el punto base pues
estd implicito en la definicién, de manera que lo més habitual es verlo como m1(X). Sin
embargo, jpor qué no extender esta definicién y en lugar de considerar lazos, considerar
las clases de homotopia de aplicaciones de S™ en un espacio X7, esto mismo se pregunto
Cech en un congreso en Ziirich en el ano 1932. Estos grupos pasarian a conocerse como
los grupos de homotopia de orden superior, denotados habitualmente como 7, (X). Como
sabemos que R" tiene el tipo de homotopia de un punto, sus grupos de homotopia de
orden superior también van a ser triviales, por lo que el primer ejemplo no trivial que
merece la pena estudiar son las esferas.

El primer resultado que podemos obtener es que 7,(S') = 0 para todo n > 1. Esto
que ocurria para S! y el hecho de que los grupos de homotopia de orden superior son
todos abelianos hizo pensar que estos grupos no tendrian ningtn interés, ya que incluso se
conjeturd erréneamente que estos grupos iban a coincidir con los grupos de homologia. En
los siguientes anos los matematicos Hopf, Freudenthal y Hurewicz entre otros se dedicaron
al estudio de estos nuevos grupos. Los resultados que mas destacan en esta primera etapa
son los siguientes:

Teorema de Hurewicz. [Hat02, Teorema 4.32] Si X es un espacio (n — 1)-conero,
entonces H(X) = 0 para todo i <n y m,(X) = H,(X). En particular si X = S™ se tiene
que m,(S™) = Z.

Teorema de Freudenthal. [Fre38] Sea X un espacio (n — 1)-conezo, entonces la apli-
cacion suspension Y,: mi(X) = mi11(X2X) es un isomorfismo sii < 2n — 1 y sobreyectiva
sit=2n—1.

Teorema de Hopf. [Hop31] 73(5?) = Z

El Teorema de Hurewicz nos da una relacion entre los grupos de homologia y los gru-
pos de homotopia de las esferas; se sigue pues que los grupos de homotopia que debemos
estudiar son 7;(S™) cuando ¢ > n, pues el resto ya conocemos cudles son. El Teorema de
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4 INTRODUCCION

Freudenthal supone el punto de partida para lo que conocemos como teoria de homotopia
estable. Como bien sabemos ¥S" = S™*! por lo que deducimos de este resultado que
Tk (S™) depende tunicamente de k si y sélo si n > k+ 1, es por ello que podemos hablar
sin pérdida de generalidad del k-ésimo grupo de homotopia estable de la esferas, [Rav86,
Corolario 1.1.5]. Finalmente, el Teorema de Hopf nos da el primer ejemplo de un grupo
de homotopia m;(S™) con i > n no trivial. La demostracion de este resultado se basa en la
construccién de una fibracién S* < S L S2. La aplicacién n verifica que la antimagen
de cualquier punto de S? es una circunferencia, y que dos de estas circunferencias dadas
por las preimdgenes estdn siempre enlazadas, de esta manera 73(5?) estd generado por la
clase de esta aplicacién 7. Siguiendo este proceso Hopf da las fibraciones S3 «— S7 2 S*
y ST« S % 88 v demuestra que tanto v como o generan Z en los grupos de homotopia

7'['7(52) y 7T15(SB).

Consideremos ahora una aplicacién continua ¢: S?"~! — S™ y consideramos el com-
plejo celular Cy = S™ — 4 D?" no es muy dificil comprobar que la cohomologia de este
espacio es H(Cy) = Z si i = 0,n,2n y que su anillo de cohomologia es H*(Cy) =
Zla, B /(B — B =0, — =0, — a = h(¢)S) con h(¢) un entero que llamaremos in-
variante de hopf. Hopf demostré que las aplicaciones anteriores tienen invariante de Hopf
igual a uno, la pregunta que cabe esperar es si estas son las tinicas que tienen invariante
uno o existen algunas mas. Aqui es donde Adams, en su celebrado articulo [Ada58a]
demuestra que para tener invariante de Hopf igual a uno es necesario y suficiente que
n = 2,4,8. Es en este articulo donde aparece por primera la sucesion espectral que lleva
su nombre y cuya tercera pagina es el objeto de estudio de este trabajo. Sin embargo,
como puede observarse en la siguiente figura, las consecuencias de este resultado van méas
alla de las referidas al calculo de los grupos de homotopia, pues nos da una caracterizacion
de cudando una esfera tiene estructura de H-espacio y cuando podemos obtener estructura
de algebras de divisién sobre los reales, siendo las tinicas posibilidades R, C,H y O.

R™ is a normed algebra over the reals & n = 2, 4, or &.

R™ is a division algebra over the reals = n = 2™

S»-1, with its usual differentiable }

structure, is parallelisable >n =24, o0r8

(6)

S»-1, with some (perhaps extraordinary)
differentiable structure, is parallelisable

u e

S»-'is an H-space

There is an element of Hopf invariant one in x,,_,(S")

ﬂ(l) \Hfz) \ﬂ(s) \“/(4)

n = 2 or 4r n=2" n # 16 n = 2,4, or 8.

FI1GUrA 1. [Ada58a, Introduccion| Esquema original de la demostracién
del Teorema de Adams del invariante uno de Hopf.

En [Jam99] puede encontrarse mas informacién acerca de los inicios de la teorfa de
homotopia asi como de la topologia algebraica en general.



INTRODUCCION 5

El capitulo primero, de naturaleza introductoria, tiene como objetivo asentar el con-
texto sobre el que se va a trabajar en el resto de la presente memoria. Comenzaremos
introduciendo el algebra de Steenrod .7,, es decir, el algebra de las operaciones coho-
mologicas estables. Este algebra es de suma importancia en topologia algebraica, pues
otorga al anillo de cohomologia de un espacio, H*(X;Z/pZ) con p primo, de estructura
de «7,-4lgebra. Tras esto, hablaremos de la sucesiéon espectral de Adams, que no es mas
que una sucesién espectral que converge a la p-componente (Definicién 1.2.3) de los gru-
pos de homotopia estable de un espectro, y que en el caso del espectro de las esferas, su
segunda pagina es la cohomologia del dlgebra de Steenrod. Esto nos permitira, mediante
la construccion de una resolucién minimal, obtener algunos términos de la pagina segunda
y a partir de ellos dar algunos resultados sobre los grupos de homotopia estable de las
esferas.

El principal objetivo del segundo capitulo es construir el funtor derivado secundario
Ext" obtenido a través de resoluciones secundarias. Esto generaliza el concepto del funtor
derivado clasico. Para ello, sera necesario introducir los conceptos de modulos de pares y
algebras de pares con los que podremos establecer los complejos secundarios de cadenas
y resoluciones secundarias que seran indispensables para la construccién del nuevo Ext".
Como ya habremos visto en el capitulo anterior, el funtor clasico Ext" juega un papel
fundamental para describir el término E5 de la sucesién espectral de Adams, veremos en
el capitulo siguiente que este nuevo funtor derivado nos da informacién sobre el término Fs.

En el tercer capitulo enunciaremos el resultado més importante de [BJ04a] y del

presente trabajo:
E3(S°%, 5°) = Exty(G”, G*)

que no es mas que el andlogo del Teorema 1.2.5 para la pagina tercera. Este resultado
supone un enorme avance en el estudio de la sucesién espectral de Adams, pues aunque
dista mucho de ser la pagina infinito, esta mas proxima que la pagina segunda, ademas de
que abre nuevas vias para el estudio de las siguientes paginas de la sucesién. Sin embargo,
nosotros no nos centraremos en la demostracion de este resultado, nos centraremos en
dar un algoritmo para su computo. El Algoritmo 3.3.5 nos proporciona las diferenciales
secundarias, lo que es equivalente a conocer la tercer pagina de la sucesion espectral.
Veremos explicitamente como se construye dicho algoritmo, y elaboraremos una serie de
calculos detallados para facilitar su comprension.

Finalmente, el cuarto y ultimo capitulo supone un compendio de ideas que han ido
surgiendo a lo largo de la elaboracién de este proyecto, y que podrian dar lugar a futuras
lineas de investigacion. Estas nuevas ideas se basan principalemente en los trabajos de
Nassau, [Nas12] y [Nas19].






Capitulo 1
Conceptos clasicos

A spectral sequence is an algebraic
object, like an exact sequence, but
more complicated.

J.F. Adams

En este primer capitulo enunciaremos los conceptos necesarios para entender el resto
del presente trabajo. Comenzaremos con la definicién de operacién cohomoldgica secun-
daria y continuaremos dando una caracterizacién del algebra de Steenrod a partir de los
cuadrados y potencias de Steenrod. En las siguientes secciones daremos una descripcion
general del la sucesién espectral de Adams y aplicaremos los resultados ya conocidos pa-
ra realizar algunos sencillos calculos relativos a los grupos de homotopia estable de las
esferas.

1.1. Operaciones cohomolégicas y algebra de Steenrod

Definicién 1.1.1. Sean G y H dos grupos y m,n € N, una operaciéon cohomolégica de
tipo (G, m, H,n) es una familia de aplicaciones © = Oy : H™(X;G) — H"(X; H), para
cada espacio X; cumpliendo la condiciéon natural f*©y = Oxf* para toda aplicacion
f: X —= Y. Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

H™Y:;G) —2 H(Y; H)

f*l Jf*
H"(X;G) o H"(X;H)

Ejemplo 1.1.2. Tomemos la cohomologia con coeficientes en un anillo R, entonces la
aplicacion
H™(X;R) - H™(X;R)
a—af
es una operacion cohomoldgica, pues f*(a?) = (f*(«))?. Tomando en particular R = Z,

tenemos que en general una operaciéon cohomoldgica no tiene por qué ser un homomorfis-
mo.

Definicién 1.1.3. [MT68, Capitulo 3, Teorema 1] Los cuadrados de Steenrod Sq’, con
1 > 0, son aplicaciones
Sq': H"(X;7/27) — H"™(X;Z/27)
que verifican las siguientes propiedades:
L. Sq'(f*(7)) = f*(Sq’(7)) para f : X — Y.

2. 8q' (v +7) = 8q'(7) + Sq'(7).
3. Sii>p, Sq'(y) =0 para todo v € HP(X;Z/27).

7



8 1. CONCEPTOS CLASICOS

Sq‘(y) = 7?2 para todo v € H'(X;7/27).

Sq° es el homomorfismo identidad.

Sq’ es el homomorfismo de Bockstein.

5(Sq" (7)) = Sq'(6(v)) donde 6 : H*(X;Z/2Z) — H"T(XX;Z/27Z) es el homo-
morfismo suspension dado por el producto cruz reducido con un generador en
HY(S',Z)27).

8. Férmula de Cartan: Sq'(y — 7) = ¥, Sq'(y) — Sq" (7).

9. Relaciones de Adem: Para a < 2b, Sq®Sq® = (b;_k;kl) Sq Tt gk

No O

Estas propiedades nos vienen a decir que los cuadrados de Steenrod son operaciones
cohomoldgicas que extienden la operacién de elevar al cuadrado v +— +2, v son estables
bajo la accion de suspensiones. Los cuadrados de Steenrod juegan un papel fundamental
en el desarrollo de la teoria de homotopia estable, como veremos posteriormente.

Estas operaciones fueron introducidas por primera vez por Norman Steenrod en [Ste47].
A su vez, las relaciones de Adem, fueron conjeturadas por Wen-tsiin Wu y demostradas
por José Adem en [Ade52]. Merece la pena recalcar que las anteriores propiedades ca-
racterizan completamente los cuadrados de Steenrod. Esto puede verse en [Ste62], donde
recibe un tratamiento axiomatico.

Nota 1.1.4. El lector interesado en conocer mas en profundidad como pueden construirse
los cuadrados de manera explicita puede consultar la construccion de [MT68, Capitulos
2,3].

De la misma forma, puede definirse el dlgebra de Steenrod para un primo arbitrario
p > 2. Redirigimos al lector interesado en ver la construccién a [Hat02, Seccién 4L].
Steenrod introduce esta versién general de las potencias en [Ste57], y nuevamente las
relaciones de Adem son demostradas por Adem en [Adeb53]. Las propiedades quedan
completamente caracterizadas a partir de la siguiente definicién.

Definicién 1.1.5. [Hat02, P4gina 489] Las potencias de Steenrod P’ con i > 0, son
aplicaciones

Pl HY(X;Z/pZ) — H"*2 0=V (X 7. /p7)
con p > 2 primo que verifican las siguientes propiedades:

L P(* (7)) = [*(P()) para f : X =Y.
Pi(y+7) = Pi(y) + P'(7).
Si 2¢ > p, P*(y) = 0 para todo v € H?(X;Z/pZ).
Pi(y) = 4 para todo v € H*(X;Z/pZ).
P? es el homomorfismo identidad.
[ es el homomorfismo de Bockstein.
§(Pi(y)) = PY6(v)) donde 6: H(X;Z/pZ) — H" Y (XX;Z/pZ) es el homo-
morfismo suspension dado por el producto cruz reducido con un generador en
Hi(SY,Z/p).
8. Formula de Cartan: P'(y — 7) = 3; P(y) — P"(1).
9. Relaciones de Adem:
» para a < 2b, P*P? = ¥, (—1)otk(070o 071 patb-k ph

a—pj
» para a < 2b, PABPY = ¥, (—1)*tk ((P*lgg’;kk)*1>/6pa+b7kpk

— Y (—1)etk ((pfalzg;kl)fl) patv—k g pk

N CUE W



1.1. OPERACIONES COHOMOLOGICAS Y ALGEBRA DE STEENROD 9

Nota 1.1.6. Los nimeros combinatorios se toman mod p y se entienden que son nulos
cuando algunos de los indices es negativo.

Definicién 1.1.7. Definimos el dlgebra de Steenrod o como el dlgebra sobre Z /27 que
es el cociente del dlgebra de los polinomios en las variables no conmutativas Sq*, Sq?, - - -
por el bi-ideal generado por las relaciones de Adem, esto es, los polinomios dados por las
diferencias entre ambos lados de la expresion de las relaciones de Adem.

De la misma manera, dado p > 2 primo, definimos el algebra de Steenrod 47, co-
mo el algebra sobre Z/pZ formada por los polinomios en las variables no conmutativas
B, P!, P? ... cociente por las relaciones de Adem y la relacién 32 = 0.

Nota 1.1.8. Es bien sabido que el cup producto dota de estructura de anillo a la coho-
mologia de un espacio X. Sin embargo, las propiedades de los cuadrados y potencias
anteriormente vistos hacen que H*(X;Z/pZ) tenga estructura de o7,-médulo.

Teorema 1.1.9. [Hat02, Proposicién 4L.8] Para p = 2, o estd generado por {Sq2i}i20.
Para p > 2 primo, <, estd generado por {5} U {PF };>¢.

Nota 1.1.10. Aunque generen el dlgebra de Steenrod, no lo hacen de forma libre. Basta
tomar por ejemplo
Sq2 Sq2 — Sql Sq2 Sql

y
Sq'Sq' =0

Teorema 1.1.11. [MT68, Pagina 50| <7, es un dlgebra de Hopf.

Vamos ahora a dar dos ejemplos: primero vamos a ver como se comporta el algebra
de Steenrod cuando actia sobre H*(RP*;Z/27), y posteriormente, vamos a estudiar el
subalgebra de Steenrod generada por {Sq°, Sq', Sq*}.

Ejemplo 1.1.12. [MT68, Capitulo 3, Proposicién 2] Sabemos que H*(RP*;Z/27) =
Z)2Z[a] con a € HY(RP>;Z/27Z). Vamos a ver c6mo es la accién de los cuadrados en
este anillo de cohomologia. Sabemos por las propiedades de los cuadrados que:

Sq’a = «
Sq' a = a?
Sqta=0

A partir de esto, podemos calcular Sq'(a”) utilizando la férmula de Cartan. Esto es
bastante tedioso, pero podemos simplificarlo todo si definimos la operacion
Sq :=Sq" +Sq" +Sq*+ - -

Esto no es un elemento del dlgebra de Steenrod, pues s6lo se admiten sumas finitas. Sin
embargo, es una accién bien definida sobre cualquier clase de cohomologia X, pues sélo
un numero finito de cuadrados nos van a dar términos no nulos. Més atn, se tiene que la
formula de Cartan es equivalente a decir que

Sq: H*(X;Z/27) — H*(X;Z/2Z)
es un homomorfismo de anillos. De esta manera obtenemos que

Safa") = (Saa)" = fa-+ o =3 (7)o

i—0 \?



10 1. CONCEPTOS CLASICOS

Ejemplo 1.1.13. [Hat02, Seccién 4L, Ejercicio 5] A partir del Teorema 1.1.9 uno pue-
de construir subdlgebras de la siguiente manera: sea %(k) al subédlgebra de Steenrod
generada por {Sq* | i < k}, de manera andloga podemos definir <,(k) para p un pri-
mo cualquiera. El ejemplo mds inmediato es @%(1) pues estd formado dnicamente por
{Sq",Sq'} debido a la relacién de Adem Sq'Sq' = 0. El primer ejemplo no trivial, y
que nos una permite hacernos una idea de la complejidad interna del algebra de Steen-
rod es %(2). El siguiente diagrama permite entender su estructura; las lineas diagonales
representan el producto por Sq* y las lineas horizontales represetan el producto por Sq*.

Sq' —— Sq?Sq*

yd I

1 Sq? Sq?Sq? Sq?Sq? Sq?

/

Sq1 Sq2 _ qu Sq1 Sq2

1.2. Sucesion espectral de Adams

En esta seccién vamos a presentar las principales propiedades de la sucesion espectral
de Adams. Como el principal objetivo de este trabajo se centra en las siguientes partes,
vamos a dar algunas referencias bibliograficas para el lector interesado en profundizar
en los conceptos que vamos a ver a continuacion. La definicion de sucesién espectral y
el método de la pareja exacta puede consultarse en [McCO01], una construccién de la
sucesion espectral de Adams en un lenguaje moderno puede encontrarse en [Masll] y
[Hat04], asi como en [Rav86].

Definicion 1.2.1. La sucesion espectral de Adams con cohomologia médulo p es la suce-
sién espectral asociada a la pareja exacta, [McCO01, Teorema 2.8.].

D, 1 X, : ®, 1 X,
@, m K,
donde X es un CW-espectro conectivo de tipo finito, Y es un espectro finito, m) es el

funtor 7} (Z) = [X'Y, Z] y los K, vienen dados por el siguiente diagrama, donde K es un

espectro de Eilenberg-MacLane.

X Ky Ky K5
| 1
Ko/ X = X, Ki\/X1 =X, Ko/ Xy = X3

Con esta onstruccion, los términos Fy y Fy de la sucesion espectral son sencillos de
identificar.

Proposicion 1.2.2. [Hat04, Seccién 2.2] Para la sucesion espectral de Adams se verifica
que
= B7(Y, X) = Hom!, (H*(K,), H*(Y))

= By'(Y,X) = Extly (H*(X), H*(Y))
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Definicién 1.2.3. Sea p un ntmero primo y G un grupo abeliano, definimos la p-
componente de G como el subgrupo de G que es un p-grupo (el orden de cada elemento
del grupo es una potencia de p) y que no es subgrupo propio de ningtn otro p-subgrupo
de G. Lo denotaremos G|y).

Ejemplo 1.2.4. Sea G = Z /67 x ZJAZ x 7./8Z, se sigue de la definicién anterior que
Gy = 727 x TJAL x L/8L y G3) = L/3Z.

El siguiente teorema condensa las propiedades mas importantes de esta sucesion espec-
tral. Dicho resultado fue obtenido por Adams, publicado por primera vez en [Ada58b].

Teorema 1.2.5. [MT68, Capitulo 18, Teorema 2|[Hat04, Teorema 2.6] Sea X un CW-
espectro conectivo de tipo finito y un espectro finito Y, entonces la sucesion espectral de
Adams converge a la p-componente de w) (X).
Es decir, existe una filtracion decreciente F* y un sucesion espectral (E,,d,.) con las

siguientes propiedads:

» E,. es un grupo bigraduado y d,. es un homomorfimos de grupos bigraduados, d&*

E$t — EStH1 el que dod, = 0.
» Fy es naturalemente isomorfo a EXtZ}Z(H* (X), H*(Y)) con p un primo.

s Fxiste un monomorfismo natural Efﬁl — E*' para cualesquiera r > s y B, =
ﬂr>s E?t

» ., es naturalmente isomorfo a F*{S'"™°Y, X} /F**1{S"*Y, X'}

» Y, X} =, FtH" es la p-componente de ) (X)

1.3. Calculo de grupos de homotopia estable de las esferas

Nos restringiremos a partir de ahora al caso en el que X = S% e Y = S°, es decir, el
caso en que ambos espectros sean el espectro de la esfera. A partir del resultado anterior
obtenemos un método para el computo de los grupos de homotopia estables de las esferas,
lo resumiremos como un corolario del Teorema 1.2.5

Corolario 1.3.1. [MT68, Capitulo 18, Teorema 2] Sea X =Y = 5% el espectro de la
esfera y p un primo. Entonces se tiene que

E3'(S°, 8%) = Bty (Z/pZ, Z/pZ)
Ademds se verifican las siguientes propiedades:

s Cada E, tiene una estructura multiplicativa compatible con la bigraduacion, y d,
es una derivacion.

» Fl producto en Ey es el producto usual en Ext.

= El producto en E, ., viene inducido por E, mediante paso al cociente.

» Fl producto en E, puede ser obtenido bien mediante el producto inducido por E,.,
o bien mediante el paso al cociente del anillo de composicion de los grupos de
homotopia estables de las esferas.

El teorema anterior, y en particular este corolario, es uno de los pilares de la teoria
de homotopia estable, pues separa el problema de calcular el calculo de los grupos de
homotopia estable en tres problemas diferentes. Por un lado estd la parte meramente al-
gebraica, que es calcular Exti;«i (Z/pZ,7Z/pZ); determinar las diferenciales de la sucesion

espectral; y resolver el problema de la extension.

Vamos a ver ahora céomo calcular esta parte algebraica. Veremos también que para
t — s < 14 hay muy pocas diferenciales que sean no triviales. Por lo que para rangos bajos
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el problema de determinar la p-componente de los grupos de homotopia de las esferas
es accesible, incluso calculable a mano. Sin embargo, a medida que aumenta el rango la
complejidad incrementa de forma muy elevada. Para determinar Extf;{i(H “(X),Z/pZ),
para ello introduciremos la nocién de resolucion minimal. En lo que sigue trabajaremos
con p = 2.

Definicién 1.3.2. Una aplicacion e: o — 7 /27 diremos que es un aumento si el nicleo
de € consiste en todos los elementos de .@% excepto la unidad multiplicativa, llamaremos
ideal de aumentacion a dicho nucleo y lo denotaremos I(4%), es decir, I (%) esta formado
por todos los elementos de grado positivo junto con el cero y € es el inico homomorfismo
con nucleo I(a%). Si M es un oh-mddulo izquierda denotaremos por J(M) a (<)M,
esto es el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas Y a;m; donde a; € (%) y
m; € M.

Definicién 1.3.3. Un homomorfismo de & médulos f : M — N es minimal si ker(f)
esta contenido en J(M). Una resolucién proyectiva diremos que es una resolucién minimal
si todos los homomorfismos de la resolucién son minimales.

Proposiciéon 1.3.4. [MT68, Capitulo 18 Proposicion 6] Todo o -mddulo a izquierda
graduado admite una resolucion minimal.

Nuestro objetivo es construir una resolucion minimal de H*(X)
s BB RS RS HY(X) =0

La idea es tomar una resoluciéon proyectiva de manera que en cada etapa del proceso
inductivo elegiremos el nimero minimo de generadores en cada F;

Proposiciéon 1.3.5. [MT68, Capitulo 18, Proposicion 7| Para una resolucion minimal
de H*(X), todas las aplicaciones d, del complejo dual

. (ﬁ Homﬂp(F%Z/pZ) (—di Hom%(Fl,Z/pZ) & Homsz{p(FOaZ/pZ) <0

son triviales.

Corolario 1.3.6. [MT68, Capitulo 18, Corolario 1] En las condiciones de la proposicion,
se verifica
Ext}; (H*(X),Z/pZ) = Hom!, (F,, Z/pZ)

Definiciéon 1.3.7. Dada una sucesién de enteros I = (iy,...,14), diremos que I es ad-
misible si 7; > 2i;4; para todo j < k. Diremos también que Sq’ es admisible si I es
admisible.

Vamos ahora a indicar cémo se calcularfa Ext}) (Z/2Z,Z/27Z), para ello vamos a ir

eleborando de forma inductiva una resolucion minimal
d d
04 Z)27 < aly < Py <= Py -+

La principal bibliografia para esta construccion es [Hat04]. Esta resolucion minimal serd
ademas de gran utilizad en la ultima parte de este trabajo. Veremos que es un procedimien-
to lento y arduo, en el que las principales herramientas para proceder son las relaciones
de Adem.

Para la primera etapa de nuestra resolucién, e: Fy — Z/27, tomamos Fj como una
copia de 4% con un generador g en grado 0, cuya imagen es el generador de Z/27Z, es
decir, €(g)) = 1. Esta copia de % forma la primera columna de la siguiente tabla, que
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consiste en los elementos Sq’ g3 con I recorriendo las secuencias admisibles en .o%. Como
puede observarse en el siguiente esquema, el niicleo de esta aplicacién consiste en todos los
elementos de la primera columna a excepcion de g, por tanto, necesitamos un elemento
gl al principio de la segunda columna cuya imagen sea Sq’ gd. Una vez que tengamos g;
en la segunda columna, tenemos todos los elementos Sq’ g} para secuencias admisibles
por debajo de esa columna. Para ver qué méas necesitamos en esta columna tenemos que
calcular como los términos de esta columna son enviados a los de la primera. Como gi va
a Sq' g3, entonces Sq' gl se envia a Sq' Sq' gy Sin embargo, por las relaciones de Adem
sabemos que Sq'Sq' = 0. Por lo tanto, tenemos que introducir un nuevo generador g3
para enviarlo a Sq? g3. Continuamos asi sucesivamente, introduciendo nuevos términos
cuando hagan falta.

Ay Py P, Py

0 96 91 % 9%
1 Sq' g Sq' g1 Sq' g2 Sq' g

9
/
2 Sa” g3 Sa gi Sa’ g3 Sa’ g}
(1.3.8) Sql g2 i
3 Sa* g Sq*! g Sq*! g3 Sa*! g
Sq® gf Sq” g1 Sq® g2 S g8
Sq® g3 Sq' g5
92 9 %

Nota 1.3.9. Puede consultarse [McCO01, Seccién 9.5] para ver la construcciéon de una
resoluciéon minimal
04 Z/37 <& oty &2 P& Py

Al estar trabajando p # 2, hay que tener en cuenta que el algebra de Steenrod también
incluye como generador el homomorfismo Bosckstein.

La manera habitual en la que se presentan el término segundo de la sucesion espectral
de Adams es mediante una tabla en la que cada elemento se corresponde con un corres-
pondiente generador de la resoluciéon minimal. Aqui damos una porciéon de la sucesion

parap =2y p=3.
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Exty (Z/2Z,7/2Z)

S —>

ExtSy (Z/3Z,Z/3Z)

t—s —

Concluimos esta parte con estos dos teoremas acerca de los grupos de homotopia
estables de las esferas. Se obtienen de forma directa a partir de los calculos anteriores y
el estudio de las diferenciales; al haber tantos términos triviales es facil comprobar que la
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mayoria de las diferenciales van a ser nulas. En cambio, cuando ¢ — s crece el estudio de
las diferenciales y resolver el problema de extensién se vuelve una tarea muy complicada.

Teorema 1.3.10. [MT68, Pdginas 203-205] Para n < 11 la 2-componente de m,(S°) es

Z si n=20
7,27 si n=126,10
787 st n=3,11
T (S%) @) = Z/16Z si n=7

22 & Z)27 si n=38
Z]2Z B ZL/AZ  si n=9
{0} si m=4,5

Teorema 1.3.11. [McCO01, Teorema 9.35] Para n <9 la 3-componente de m,(S°) es

Z S1 n=20
(S0 @) = Z/3Z  si n=23"7
{0} s n=1,245689

Nota 1.3.12. Merece la pena comentar que Ext ., (Z/pZ,Z/pZ) aparece como el limite de
otra sucesion espectral: la sucesion espectral de May, la cual se ha utilizado también como
un método para computar el término segundo de la sucesién espectral de Adams. Para

ver el desarrollo completo de esta otra sucesion espectral redirigimos a [Rav86, Capitulo
3.2]






Capitulo 2
Herramientas algebraicas

Algebra is the offer made by the devil
to the mathematician. The devil says:
I will give you this powerful machine,
it will answer any question you like.
All you need to do is give me your
soul: give up geometry and you will
have this marvelous machine.

M. Atiyah

Nuestro objetivo en esta capitulo serd introducir todas las nuevas definiciones y resul-
tados tedricos para la comprension del resultado principal de estas memorias, que veremos
en el siguiente capitulo: el calculo del término tercero de la sucesion espectral de Adams.
Serd necesario para ello la construccién de un funtor derivado secundario Ext™ que gene-
ralice al funtor derivado clasico. Para ello presentaremos las categorias track, asi como los
modulos de pares y algebras de pares que son las estructuras con las que trabajaremos
y a partir de las cuelas podremos dar la definiciéon de complejos de cadena secundarios
y resoluciones secundarias, que seran de suma importancia para la construccién de dicho
funtor derivado.

2.1. Categorias track, médulos de pares y algebras de pares

El primer concepto que introducen Baues y Jibldaze en esta serie de articulos es el
de categorias track, esto no es méas que una categoria enriquecida en monoides. Vamos a
escribir esto de una manera mas manejable.

Definicién 2.1.1. Una categoria track es una 2-categoria donde los 2-morfismos son todos
invertibles.

En [Bau06, I] se dedican varios capitulos al estudio de estas categorias. De sus pro-
piedades se derivan los principales resultados de los articulos que vamos a estudiar.

Definicién 2.1.2. Sea k un anillo conmutativo con unidad y sea Mod la categoria de
k-moédulos y aplicaciones k-lineales. Un moédulo de pares es un morfismo

X = (X1 % Xo)
en Mod. Denotaremos mo(X) = coker 0 y m(X) = ker0.
Ahora veamos cémo son los morfismos entre médulos de pares.

Definicién 2.1.3. Un morfismo de pares f : X — Y de moddulos de pares es un 2-
morfismo que verifique que el siguiente diagrama es conmutativo.

x, v
.
Xy 22> Y,

17
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Nota 2.1.4. Un médulo de pares en Mod, la categoria de los médulos, no es més que un
complejo de cadenas cuyos términos estan concentrados inicamente en grado cero y uno.

Nota 2.1.5. Los médulos de pares forman una categoria con los morfismos de médulos
de pares que acabamos de definir, a esta categoria se le denota como % (Mod). Esta
categoria cuenta ademéds con los funtores

70, m1: & (Mod) — Mod
o (Xl 2) X()) = coker 0
m (Xl 9, XO) = ker 0

Ademas diremos que un morfismo de pares es una equivalencia débil si induce un isomor-
fismo entre 7y y ;.

Recordamos ahora que dados dos médulos graduados A y B, se define su producto
tensorial como el médulo graduado

n>0i+j=n

Vamos a dar las correspondientes versiones analogas de estos conceptos para la cate-
goria de modulos de pares.

Definicién 2.1.6. Un mdédulo de pares graduado, es un objeto graduado dentro de la
categoria & (Mod), es decir, una sucesiéon de X" = (Xf‘ RN Xgl) de pares en Mod.

Definicién 2.1.7. El producto tensorial X®Y de mddulos de pares graduados X,Y se
define como

XeY)'=@ p X'av
n>01+j=n
donde X'®Y7 = Tr(X* ® YY), y Tr es la truncacién definida de la siguiente forma: para
un complejo de cadenas

C:<~--—>0291+013%003—1>01—>--->

Esto define una estructura monoidal en la categoria de médulos de pares graduados.
Los morfismos en esta categoria son de grado cero. Dados dos morfismos f,g: X — Y
con X, Y dos moédulos de pares, podemos definir una morfismo H: f = ¢ llamado track,
que es un morfismo de grado 0 en el siguiente diagrama:

7

0 H
AN
0

7]

X Yo

~_ "
90

que ademas verifica que fo —go=0H y f1 — g1 = HO.
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Definicion 2.1.8. Un algebra de pares B es un par graduado
0: B — B()

en Mod con B} = B = 0 para n < 0 tal que By es un algebra graduada en Mod, B;
es un By-By-bimédulo graduado y 0 es un homomorfismo de bimédulos. Més atn, para
todo x,y € B; se verifica

d(r)y = x0(y)
en Bl.

Nota 2.1.9. Es sencillo probar que se tiene la siguiente sucesion exacta corta de By-By-
bimddulos

O—)ker@—)BlgBoﬁcokera—)O

introduciendo la notacién anterior con my y 7 nos queda
o
0—>mB— B > By—mB—0

donde, a partir de la exactitud anterior y las condiciones de la definicion de algebra de
par, tenemos que myB es un k-algebra, m B es un myB-mgB-bimddulo y By — mB es un
homomorfismo de algebras.

Definicién 2.1.10. Un médulo a la izquierda sobre un algebra de pares B es un par
graduado (0: M; — M;) en Mod tal que M; y My son By-mddulos a la izquierda y 0
es By lineal. Mas atn, se da una aplicacion By lineal

p: By ®py, Mo — M,
que encaja en el siguiente diagrama conmutativo

B, ®p, M 190 By ®p, My

]

M1 ) MO

donde u(b® m) = d(bym para b € By y m € My o M,.

Para un elemento indeterminado x de grado n = |z|, sea B[z| el B-mddulo con B[z,
consistente en las expresiones bx con b € B; con ¢ = 0,1 con bz teniendo grado |b| + n,

cuya aplicaciones de la estructura de modulo izquierda sobre un algebra de pares viene
dada por d(bx) = 9(b)z, u(b' @ bx) = ('b)r y u(b' @ bx) = (b'b)x.

Definicién 2.1.11. Un B-modulo libre es una suma directa de copias de médulos de la
forma B[x], con z € [ para algin conjunto I de elementos indeterminados de grados
posiblemente distintos. Se denotard

B[] =  Blz]

zel

Nota 2.1.12. Para M un B-médulo izquierda tenemos la siguiente sucesion exacta de
By-modulos

0—->mM — M, — My — 7gM — 0

donde moM y my M son myB-mdbdulos.
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Sea B-Mod la categoria de médulos izquierda sobre un algebra de pares B. Los mor-
fismos son f = (fo, f1): M — N son B-lineales, esto es que son By-lineales y compatible
con [i, es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

Bl ®Bo M() —ﬂ> Ml

1®fol lfl

Bl ®Bo NO —/7«> Nl

Sean f,g: M — N dos morfismos como los que acabamos de definir, un track H: f =
g es una aplicacion de grado cero

H: My — Ny

que verifica fo — go = OH y f1 — g1 = HO tal que H es By-lineal. Para dos tracks,
H: f= g, K: g= hla composicion K[JH: f = h como K + H.

Definicion 2.1.13. Una categoria track diremos que es aditiva si tiene un objeto estricto
cero.

Proposicién 2.1.14. [BJ04a, Proposicién 1.8.] Para un dlgebra de pares B, la categoria
B-Mod con esta estructura es una categoria track aditiva bien definida.

Definicién 2.1.15. Sean M y N objetos de una categoria, definimos [M, N] como el
conjunto de morfismos entre ellos.

Lema 2.1.16. [BJ04a, Lema 1.9.] Si M es un B-mddulo libre entonces la aplicacion
canonica

[M, N] — Hom,g(moM, moN)

es un isomorfismo para cualquier B-mdédulo N.

Ejemplo 2.1.17. [BJ04b, Ejemplo 2.4.] El ejemplo més sencillo de categoria track es
la categoria de los complejos de cadenas sobre una categoria abeliana A, denotada % 4.
A partir de la definiciéon de cohomologia secundaria que se encuentra en [Bau06], puede
definirse el siguiente funtor track

%:%AH@AZ

donde A es una categoria abeliana, A% denota la categoria de objetos Z-graduados en
A, y para los complejos de cadena (A, d) en A la n-ésima componente de J# (A, d) viene
dada por

(A, d) = (d,,: coker(d,+1) — ker(dp11))

Ejemplo 2.1.18. Otro ejemplo bésico es la categoria track B que es opuesta a la categoria
de los espectros, aplicaciones estables cuyos tracks son las clases de homotopia estables
de las homotopias estables.
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2.2. Y-estructura

Definicién 2.2.1. La suspension 2X de un objeto graduado X = (X™),cz viene dada
por el desplazamiento ¥X" = X" ! Sea ¥: X — XX la aplicacién de grado uno dada
por la identidad. Si X es un A-moddulo izquierda sobre el algebra graduada A, tenemos
que XX es un A-moédulo izquierda mediante

(2.2.2) a-Yr=(-1)1%a- )

paraa € A, z € X. Por otra parte, si X es un A-mé6dulo derecha entonces (Xz)-a = ¥(z-a)
nos da una estructura de A-moédulo derecha en ¥X.

Definicién 2.2.3. Un ¥-mddulo es un médulo de pares graduado X = (9: X; — X))
junto con un isomorfismo

o: mX = XmgX

de k-mdédulos graduados. Llamamos entonces a o una X-estructura de X. Una X-aplicacion
entre X-moédulos es una aplicacién f entre médulos de pares tal que o(m f) = X(mof)o.
Si X es un algebra de pares entonces una Y-estructura es un isomorfismo de myX-myX-
bimoédulos. Si X es un moédulo a la izquierda sobre un algebra de pares B entonces una
Y-estructura de X es un isomorfismo o de myB-mddulos a la izquierda. Denotamos como
(B-Mod)? la categorfa track de B-médulos con Y-estructura y Y-aplicaciones.

Lema 2.2.4. [BJ04a, Lema 2.4.] La suspensién de un B-médulo M tiene por la ecuacion
2.2.2 la estructura de un B-mddulo y XM tiene una X-estructura si M tiene una.

Ejemplo 2.2.5. Vamos a ver que un moédulo de pares puede tener dos o-estructuras
no isomorfas en el sentido de las Y-aplicaciones. Consideramos el médulo de pares X =
(Z/ 97 % 7./ 9Z). Se comprueba facilmente que mpX = mX = Z/3Z. Consideramos las
Y-estructuras inducidas por o; = id y 0 = —id. Claramente se tiene oy # 0,. Vamos a
ver entonces que (X, 07) no es isomorfo a (X, 02). Razonaremos por reduccién al absurdo.
Supongamos que si, es decir, existe una Y-aplicacion f tal que se tienen los siguientes
diagramas conmutativos:

7./97 —2— 7./9Z 7./37 —— 7./3Z
flji J{fo 7F1fJ{ J{Wof
7.)97. —>— 7.)97. 7.)37. — > 7./37
De ellos obtenemos las condiciones 3 - f; = 3 - fy v mof = —mf. Como f debe ser un

isomorfismo, tenemos que fo, f1 € (Z/97Z)*, ahora bien, imponiendo la primera condicién
obtenemos que si fy = 1,4, 7 entonces f; = 1,4,7 y de la misma manera si fo = 2,5, 8 en-
tonces f; = 2,5, 8, pero entonces la segunda condiciéon no puede darse, lo que imposibilita
que f exista.

Lema 2.2.6. [BJ04a, Lema 2.5.] Si B es un dlgebra de pares con X-estructura, entonces
cada B-modulo tiene Y-estructura.
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2.3. La diferencial secundaria de los algebras de pares

Para un élgebra de pares B con Y-estructura, un 3-moédulo M sobre B y un moédulo
N sobre B, definiremos la diferencial secundaria
(2.3.1) do): Extl p(moM, moN) — Ext 2 (moM, m N)

Aqui dizy = dp)(M,N) depende del B-médulo M y N y es natural en M y N con
respecto a las aplicaciones en (B-Mod)*. Para la definicién de la diferencial secundaria
vamos a introducir los complejos secundarios de cadenas y las resoluciones secundarias.
En [BJ04b] puede verse una definiciéon méas general para categorias track, siendo lo que
vamos a ver ahora un caso particular de esta construccion categorica.

Definicién 2.3.2. Para un algebra de pares B, un complejo secundario de cadenas M,
en B-Mod viene dada por el siguiente diagrama

n+11 nll
= Mypo1 — Mg B Myy — Mg —— -+

Hpy1 M/
n+2 n+1

o Mugaz o Magip — Mag o Mgy —— o+
n

donde cada M,, = (0,: M, — Mn,o) es un B—médulo, cada d,, = (dy,0,dy,,1) €s un mor-
fismo en B-Mod, cada H, es un track, es decir, es By-lineal y se verifican las identidades
dy0dnt1,0 = O H,
dypadnt11 = HpOpto
y se verifica
Hndpy20 = dpiHyia

para cada n € Z.

Definicién 2.3.3. Se define el complejo total, Tot(M,), de la siguiente forma

dn—l,O —Un—1 dn,O *871
Hp_2 —dn_21 Hyp_1 —dp-1,1

—— My 1o @ My o ¢« "My ® Mp_1g " "Mpp100 My ———

Los ciclos y bordes de este complejo se llamaran respectivamente ciclos y bordes secun-
darios de M,. Un complejo secundario de cadenas M, se dird exacto si su complejo total
es exacto, es decir, que todos sus ciclos secundarios sean bordes secundarios.

Nota 2.3.4. Consideramos un complejo secundario de cadenas M, en B-Mod. Entonces
se tiene que

Todn+1 Tod, modn—1
n n OMn n

moM, : oo —— oMo oMy —— ToM,—1 ——

es un complejo de cadenas de myB-modulos.

El siguiente lema que vamos a ver se corresponde con el resultado [BJ04b, Lema
3.5] en el caso particular de los complejos de cadena secundarios y los Y-médulos y las
Y-aplicaciones.
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Lema 2.3.5. [BJ04a, Lema 2.4.] Sea M, un complejo secundario de cadenas consistente
en ¥-mddulos y 3-aplicaciones entre ellos. Si mo(M,) es un complejo exacto entonces M,
es un complejo secundario exacto. Reciprocamente, si moM, estd acotado inferiormente
entonces la exactitud secundaria de M, implica la exactitud de woM,.

Definicién 2.3.6. Sea B un algebra de pares con Y-estructura. Una resolucién secundaria
de un ¥-moédulo M = (9: M; — M) sobre B es un complejo secundario exacto F, en
(B-Mod)* de la forma

C—— Fy

AT

: >F3O

donde cada F,, = (0,: le — Fn,O) es un B-maddulo libre.

Se sigue de la proposiciéon anterior que para cualquier resolucién secundaria F, de un
B-médulo M con ¥-estructura, mgF, serd una resolucion libre del myB-médulo mo M, por
tanto, en particular uno tiene que

Exty p(moM,U) = H" Hom(moF,, U)

para todo n y para cualquier myB-mddulo U.

Definicién 2.3.7. Dado un algebra de pares B con Y-estructura, un >-moédulo M sobre
B, un médulo N sobre B y una resolucién secundaria Fy, de M, definimos la diferencial
secundaria

do): Extl p(moM, moN) — Ext 2 (moM, m N)

de la siguiente manera. Sea [c] € Ext} z(moM,moN) una clase dada. Primero la represen-
taremos por un elemento en Hom,,z(moF,, moN) que sea un cociclo, es decir, que si se
compone con 7y(d,) el resultado da cero. Por el Lema 2.1.16 sabemos que las aplicaciones
naturales

[F, N| — Hom, g(moF, moN)

son isomorfismos; por lo tanto, para cualquier elemento de esta forma le corresponde una
clase de homotopia en [F},, N| que es también un cociclo, es decir, que evaluada en [d,,, N]
sea cero. Tomamos una aplicacion representante c: F,, —> N de la clase de homotopia.
Se tiene que cd,, es nulhomotopica, por lo que podemos encontrar una aplicacion By-lineal
H: F,110 — N tal que se tenga el siguiente diagrama

dny1,1 dn,1
n+21 >Fn+11 >Fn1 >N1

n+M/

n+20 i n+10 } FnO ? NO
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y tal que cyd, o = 0H, c1d,y = HOn11 y Oci = co0,. Tomando entonces I' = ¢, H,, —
Hd,110 uno tiene OI' = 0, I'0,12 = 0, de manera que I' determina una aplicacién
[': coker0,,o — kerd, es decir, de moF, 12 a mN. Més atn I'my(d,.2) = 0, por lo
que es un cociclo en Hom(mo(F,), 7 N) y por lo que definimos

diz)[c] = [T] € Extt 3 (mo M, m N)

Definicién 2.3.8. Sean M y N dos B-modulos con Y-estructuras, entonces todos los B-
modulos XFM, ¥FN tienen Y-estructuras, tenemos por la definicién anterior la diferencial
secundaria:

dioy (M, Xk N
EXt:rLoB(ﬂ-OM; 71-Ozk—]\f) ( )( ) EXt::Bz(ﬂ'oM, WOEkN>
Extl (oM, SFmoN) ———— Ext}tf5(moM, S 1m V)

La siguiente sucesion
Ext"2(moM, SF 1moN) & Ext? (oM, SEmoN) & Ext™2 (moM, S+ N)
se anula, por lo que se define el grupo Ext secundario como el cociente de grupos
Ext" (M, N)* :=kerd/imd

siendo d la aplicacién inducida por la conmutatividad del diagrama.



Capitulo 3
Término FE3 de la sucesion espectral de Adams

Let us calculate!

G.W. Liebniz

Dedicaremos este tercer capitulo a presentar el ya mencionado teorema sobre la tercera
pagina de la sucesion espectral de Adams. Para el espectro de la esfera, Baues y Jibldaze
nos proporcionan un algoritmo para el célculo de las diferenciales secundarias; nuestro
objetivo sera ver como se construye este algoritmo y facilitar su comprensiéon mediante la
elaboracion de calculos explicitos.

3.1. F5(S°,S°)

De la misma manera que en la Secciéon 1.1 introducimos el algebra de las operaciones
cohomoldgicas estables, vamos ahora a ver el dlgebra de las operaciones cohomolégicas
secundarias que denotaremos por 4. No entraremos en detalle de qué son de forma ri-
gurosa las operaciones cohomolégicas secundarias, pues se escapan de los capacidades de
este trabajo, diremos que son operaciones cohomoldgicas definidas sobre algunas clases
de cohomologia y toman valor médulo alguna indeterminacién [Agu82]. En [Bau06] uno
de los objetivos principales es otorgarle a las operaciones cohomoldgicas secundarias una
estructura algebraica, del mismo modo que sus andlogas primarias. Finalmente, se llega
a que A tiene estructura de par de algebras con una aplicacion multiplicacion asociativa
y bilineal dentro de la categoria de los médulos de pares, es por ello que en ocasiones
la denotaremos como & = (0: $B) — Hp). En la siguiente seccién daremos mas detalle
de dicha estructura y de su aplicacién multiplicacion, pues esta ultima serd fundamental
para nuestros calculos.

Previo a ver el resultado principal de esta seccién, es necesario remitir a [Bau06,
Seccion 2.5] en el que se establecen todas las propiedades de la categoria track de los
espectros. En [Bau06, Seccion 6.3.] se introduce la nocién de cohomologia secundaria de
un espacio, y en [BJ04a, Seccién 5] se introduce la nocién de cohomologia secundaria,
de un espectro, J(X) = (0: H(X); — H(X)p), aunque no entraremos en detalles
técnicos, se define (X ) como

%(X)O = <%H)(, E*Z“O
y (X)), como el pullback del siguiente diagrama

SH*(X)

H(X), —— [X,2Z])9

25
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donde Z" = K(F,n) es un espectro de Eilenberg-MacLane y, para un espectro X, se
define [[X,%*Z]]o y [[X,2*Z]]9 los conjuntos de aplicaciones estables y 0-tracks estables
respectivamente. La cohomologia secundaria de un espectro verifica que es un médulo de
pares graduados con estructura de Z-moédulo, ademés de que tiene Y-estructura.

Vamos a introducir la siguiente notaciéon, F = Z/pZ con p , G = Z/p?Z con p un
primo.

Definicién 3.1.1. Se define G* como el par de 4lgebras
G*=(0:F®XF — G)

donde 0 = (7,0), siendo i : F — G la aplicacién i(a) = p-a en grado ceroy 0 : F — 0 en
grado uno y cero en el resto de grados.

Teorema 3.1.2. [Bau06, Subseccion 12.1.5][BJ04a, Ejemplo 5.2] Sea S° el espectro de
la esfera, entonces S° admite la equivalencia débil de B-mddulos

H(S°) = G

Ya hemos visto en el capitulo anterior que para X un espectro de tipo finito, ¥ un
espectro de dimensién finita y p un primo se tiene que la sucesién espectral de Adams
verifica

E, = [Y,¥*X],
E3'(Y, X) = Ext}y (H*(X), H*(Y))

El siguiente resultado presenta entonces un descripcion algebraica equivalente del término
Ej3 de esta sucesion espectral, la demostracion se basa en [BJ04b, Teorema 5.1.] y [BJ04b,
Teorema 7.3.]

Teorema 3.1.3. [BJ04a, Teorema 6.1] El término E3(Y, X) de la sucesion espectral de
Adams viene dado por el grupo Ext secundario que hemos introducido anteriormente

By(Y, X) = Extus (A7 (X), 2(Y))

Corolario 3.1.4. [BJ04a, Corolario 6.2] Si X,Y son ambos el espectro de la esfera se
tiene que

E3(S°,8%) = Exty(G*,G*)

Al estar Extz(G*, G¥) algebraicamente determinado, el término tercero de la sucesién
espectral de Adams es computable. En lo que sigue, vamos a elaborar un algoritmo para
calcular las diferenciales secundarias, lo que es equivalente a computar la tercera pagina
de la sucesién espectral de Adams.

3.2. La aplicacién multiplicacién en #

Los conceptos que van a introducirse en este seccion estan fundamentalmente extraidos
de [Bau06, Seccién 16]. En lo que sigue, vamos a trabajar con p = 2, por lo que F = Z /27
y G = Z/47Z. Denotaremos 7 el homomorfismo cociente G — F y por i al isomorfismo
anteriormente mencionado en la Definicién 3.1.1 F = 2G. Consideramos la siguiente apli-
caciéon y: F < G por x(0) =0y x(1) = 1. En el dlgebra de pares £, definimos %, como
el G-algebra asociativa libre graduada en los generadores Sq" de grado n para n > 1;
por tanto, existe un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras graduadas 7: %y — & en
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el algebra de Steenrod mod 2. El ntcleo de este homomorfismo lo denotaremos por R,
tenemos asi la siguiente sucesion exacta corta

(3.2.1) 0 —>R—>%B—A—0

Se sabe que R es un bi-ideal graduado generado por 2%, y por los elementos de Adem

3] (b_k_

1
_ a b a+b—k k
la, b] = Sq” Sq +1;)X " 2k))Sq Sq

con a < 2b. En el caso de que a > 2b 6 a = 0 entonces [a,b] = 0. Como se prueba en
[Bau06, Seccién 16.4], uno puede generar R como %, par de bimédulos por 2 € R® y
las relaciones admisibles Sq™ Sq™~* - - - Sq™ [ag, b] € R** %% con a;,; > 2a; para todo

Ejemplo 3.2.2.

2,3] = Sq?Sq® + Sq* Sq* + Sq* Sq*
Para el resto de la estructura de 4, como grupo abeliano %; es R & Y.</, es decir
B =R"© ™"

con 0 la proyeccion que es la inclusion en R y cero en /. Mas ain, la estructura de
HBo-modulo de H; vienen dada por

(r,a)b = (rb,an (b))

b(r,a) = (br, A(w(b) + r) + w(b)a)

siendo A la aplicacién multiplicacion que se describe en [Bau06, Seccién 16]. Merece la
pena comentar que una aplicaciéon multiplicaciéon no es mas que una aplicacion lineal

A: o Q Ry — o

de grado —1 que verifica una serie de propiedades. El siguiente resultado nos garantiza la
existencia de estas aplicaciones.

Definicién 3.2.3. [Bau06, Pagina 410] Diremos que dos aplicaciones multiplicacién A
y A’ son equivalentes si existe una aplicacién lineal de grado —1

v: Ryg — o
tal que se verifica que
Ala®x) = Alla @) =7y(az) — (1)1 y(2)
Teorema 3.2.4. [Bau06, Proposicién 16.3.3] Existen aplicaciones multiplicacion y cua-
lesquiera dos de estas aplicaciones son equivalentes.

Una vez con este resultado, Baues se dedica a dar un método para construir aplica-
ciones de este tipo, y da célculos explicitos para una de ellas. Con la siguiente definicion
y el posterior teorema se establece un método para construir esta aplicacion.
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Definicién 3.2.5. [Bau06, Pigina 414] Dada una aplicacién multiplicacién A : & ®
Ry — o/ definimos para cada 0 < a < 2b la funcién multiplicaciéon asociada como la
aplicacion lineal de grado a + b — 1 dada por

A[a,b}3 g — o
Apy(a) = Ala ® [a, b))

A partir de esta definicién, es claro ver que a partir de una aplicacién multiplicacion
A uno obtiene una familia de funciones multiplicaciéon Ay, con a < 2b. Sin embargo, el
siguiente resultado muestra que el reciproco también es cierto, salvo condiciones compa-
tibilidad de las que no vamos a entrar en detalles.

Teorema 3.2.6. [Bau06, Péagina 414] Dada una familia { A}y }a<on de funciones multi-
plicacion, estas determinan de forma univoca una aplicacion multiplicacion A.

De esta forma conociendo Ay, ya tendremos caracterizada la aplicacién multiplica-
cién. En [Bau06, Apéndice] tenemos una tabla de valores para estas funciones multipli-
cacién que nos serd indispensable para los calculos explicitos.

Ejemplo 3.2.7. Algunas que nos seran de utilidad
Apnok+1)(a) = 0 para todo k y a
A[z,z}(qu) = Sql Sq4
Ap(Sa') = Sa' Sq* +Sq* Sq'

3.3. Algoritmo para el calculo de las diferenciales secundarias

Partiremos de la resolucién minimal sobre el /-mddulo izquierda F. Esto es lo que
comentamos en el primer capitulo en la Resolucion 1.3.8.

(3.3.1) F A (QQ) < (g7 :n>0)« A {gZF: |i—j| #£1) -

donde g¢ con d > m es un generador del m-ésimo modulo resolvente de grado d. Hay
ocasiones en las que hay mas de un generador para un mismo m y d, en ese caso se
denotaria por ‘g2 " g2 - -

Estos generadores y los valores de sus diferenciales pueden ser calculados de forma
efectiva, por ejemplo, se tiene que d(g?") = Sq*" ¢3 v d(g7") = Sq' ¢"~i. En [BJ04a,
Seccion 8] pueden consultarse més calculos de diferenciales de la resoluciéon minimal,
estas se han obtenido mediante el Algoritmo de Bruner [Bru89|.

Una vez obtenida nuestra resolucién, nuestro objetivo serd ’levantarla’ hacia una re-
solucion secundaria, para ello lo primero que hacemos es aplicar la operacion y grado a

grado, esto nos da una sucesion ’levantada’ de homomorfismo de %-médulos
G Bgy)  Blgi": 02 0) ¢ Blg3 ™ |i—j] £ 1) ¢ -

Esta sucesion no es, ni mucho menos, exacta. De hecho, ni siquiera se verifica que la
composicion de las aplicaciones sea trivial. Se tienen los siguientes diagramas atendiendo
al grado interno de 4.

o 89 i .
O%R”g(?@ﬂf” 198 ‘l@zigan 2 @@22'9171@7” ! 29% —

| |

0 ————— %9 y Doicn B " gt
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Ahora lo que vamos a tratar de hacer es completar estos diagramas hasta convertirlos en
un complejo secundario exacto mediante una serie de aplicaciones de la siguiente forma

O = (;5%) Bo(Gmy2ln) — (R XA ) (gp[n)

Ahora bien, para que estas aplicaciones formen un complejo secundario deben verificar,
como vimos en la Definiciéon 2.3.2, que 00 = dydy, 00 = dydy v d10 = ddy. Se comprueba
que estas condiciones junto con el requisito de que d sea un homomorfismo de A-mddulos
son equivalentes a

(3.3.2) 6% = dd
(3.3.3) 37 (bg) = 7(b)6” (g) + A(x(b), dd(g))
(3.3.4) do” = 67d

para b € %y, g un elemento de la forma g, v A(a,rg) := A(a,r)g para a € &/, r € R,
como ya vimos anteriormente. Asi § esta completamente determinada por los elementos

5 € @l
k

que, para formar un complejo secundario, tan sélo se requiere que satisfaga

déﬁ(ﬂ%u) = 5;::—1d(9:1+2)

donde el término §:7_; se extiende a %y(g,,,) gracias a la ecuacién 3.3.4. Por lo que se
tiene exactitud secundaria, lo que significa que el siguiente complejo (ordinario)

— Bo(Gm—1)O(ROEL )Gy —2) < Bo(9,) D(ROXL ) (1) < Bo(Gp11) D(ROEL)(g,) <

con diferenciales

dm+1 tm+1 O
( it o )  Bolglsn) ® R{gs) ® S ghrr) — Bolginnr) ® RIGL) ® Tt (gh)

5 0 dm

es exacto. Uno puede eliminar la componente R del complejo, de manera que la exactitud
anterior es equivalente a la exactitud del siguiente complejo:

— Bo(Gm—1) O XA (g,—2) < Bo(gp,) @ (gy,—1) < PBolGmi1) © XA )(gp,)
con diferenciales

(2 2 ): BolGsa) © B (Gns) = Bolgsn) B SEL (1)

Teorema 3.3.5. [BJ04a, Teorema 8.3] Las completaciones de la resolucion primaria
3.3.1 para transformarlo en un complejo secundario exacto estan en una correspondencia
biyectiva con las aplicaciones

Om: A (Gpy2) — LA (g)
que verifican
(3.3.6) dog = ddg
con 6(ag) para a € & definido por

d(ag) = ad(g) + A(a, ddg)
donde A(a,rg) para r € R se interpreta como A(a,r)g.
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Con este resultado podemos construir la resolucion secundaria inductivamente. In-
troduciremos ¢ con valores en los generadores con coeficientes a determinar, es decir,
expresamos o de la siguiente forma

(3.3.7) sgby="> S nl(a)agl_,

m—2<d'<d-1 a

con a recorriendo una base de 74 '=% y siendo 7% (a) € F unos coeficientes que se

determinan imponiendo la condicién 3.3.6 del teorema anterior, obtendremos entonces

una serie de ecuaciones lineales. Resolviendo estas ecuaciones y dando valores arbitrarios

al resto obtendremos una expresion de nuestras diferenciales ¢ de la resolucion secundaria.
Finalmente, para obtener nuestras diferenciales secundarias

dz): Exty(F,F)™ — Ext”F*(F,F)"*!

a partir de las & que hemos obtenido, uno simplemente tiene que aplicar el functor
Hom,, (-, F) a la resolucién minimal inicial y calcular la aplicacién inducida por § en
la cohomologia del complejo de cocadenas resulantes. La resolucién 3.3.1 es una reso-
lucién minimal, por lo que el valor de Hom, (-, IF) en ella coincide con el de su propia
cohomologia y es el F-espacio vectorial de las aplicaciones lineales o7 (gf) — F que se
anula en todos los elementos de la forma ag?, con a de grado positivo.

Identificamos entonces Ext. (F,[F) con este espacio y elegimos una base en él consis-
tente en los elementos g¢ definidos como las aplicaciones que envian el generador g¢ a 1
y cualquier otro generador a 0. Por tanto, uno tiene que

(d(G3)) (9hr) = T8 (g1

La parte derecha de la ecuacién es no nula precisamente cuando g¢ aparece en §(g2) con
coeficiente 1, es decir, uno tiene

d(2) (gm> - Z Im+2
g4, apareciendo en § (gfl,:_lz)

3.4. Calculos explicitos

Con el procedimiento que hemos visto en la ultima parte de la seccién anterior vamos
a dar ejemplos de calculos de las diferenciales 9, asi como los cdlculos correspondiente a
la obtencién de las diferenciales secundarias. Primero escribimos §(g¢,)

= 3(g3) = 13(Sa") Sa’ g1 +n3(1)gt
d(dg3) = n3(Sa") Sa" d(g1) +n3(1)d(g7) = 15(1) Sa” g
d(dg3) = 6(Sq' g3) = Sq* 8(g3) + A(Sq’", dd(g3))
=13(Sq")Sa' Sa' g5 + A(Sa', Sa' Sq' gg)
= A(Sd', 54" Sa')gg = Apy(Sa')gy = 0
Por 1o que de aqui deducimos que 73(Sq') = 0, el coeficiente 73(1) lo imponemos
nulo pues al no tener restricciones dadas por la condicién 3.3.6 podemos eligir un

coeficiente arbitrario en IF, elegiremos en tales situaciones siempre el 0. Concluimos
de esta forma que §(g3) = 0.
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« 3(g4) = (nd(Sa™") Sa™! +7d(Sa®) Sa*) g}

d(dg3) = (n3(Sa™") Sa>" +73(Sa®) Sq”) d(g})
= n2(8q2’1) Sa*! +n3(Sq”) Sq’
8(dgs) = 6(Sq’ g1 + S5 g7)
= Sq35(91) +5q%8(g7) + A(Sq®, ddgy) + A(Sq?, ddg3)
= A(Sq”,d(Sq" g9)) + A(Sa*, d(Sq” g))
= A(Sq”,Sq") g + A(Sq?, Sa*)gp
= Apg(Sa®)g0 + A (Sa*)gp = 0

Se tiene que d(g) = 1. Igualando las expresiones anteriores obtenemos que 73(Sq**') =
0y 73(Sq®) = 0, por lo que 6(g3) = 0.

= 5(g1) = ni(Sq") Sq' g3

d(0g3) = n5(Sa') Sq' d(g3) = n4(Sa') Sq' Sq' g1 =0
§(dgy) = 6(Sq' ¢3) = Sa' 6(g3) + A(Sd', ddgg)
= A(Sq",Sq" Sq" g1) = Apy(g1) =0

Por lo que al no tener ninguna condiciéon podemos tomar nﬁ(Sql) = 0 y establecer
ast 0(g3) = 0.

« 3(g3) = (n3(Sa®") Sa™! +n3(Sa") Sa*) g8

dé(g3) = (n3(Sa™") Sa™' +n3(Sa*) Sa*) d(gd) = n3(Sa™") Sa*' +75(Sq*) Sq*
5(dg3) = 6 (Sqa’ g1 + Sa™ g7 + Sa' gi) = 3(Sa* g1) + 6(Sq>" g) + 6(Sq" g1)
= A(Sq", ddgy) + A(Sq*', ddg?) + A(Sq', ddg?)
= A(Sq*, d(Sa' g5)) + A(Sa™", d(Sa” gp)) +A(Sq d(Sq* gp))
= Apo(Sq!) + Apg(Sa®!) + Aug(Sa') =

Por lo que 73(Sq™" = 73(Sq") = 0 y obtenemos que 4(g3) = 0.

= 3(g8) = (3(Sa") Sa* +n§(Sa®") Sa*') gi+(nS(Sa”) Sa® +n§(Sa™") Sa>") g2+8(Sa") Sq' g1
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do(g5) = n5(Sa") Sq" Sa* gg + n5(Sa*")[Sa™ +Sq’]gh + 75(Sa') Sa” g
= [15(Sq") +n5(Sa®")) Sa™* gg + [m5(Sa™>") + n§(Sa')] Sa™* g

5(dgS) =6 (S’ g3 + S’ g3 + Sa' g3) = 3(Sq* g3) + 6(Sq” g3) + 6(Sq’ g3)
(Sq dd92) + A(Sq dde) + A(Sq dd92)
(Sq*,d(Sq" g1)) + A(Sq?, d(Sq’ g1 + Sq* g7))
(Sq' d(Sq4 g1 +5q*Sq' Sq* +Sq' ¢7))
(Sa*,Sq" Sq')gy + A(Sa®, Sq™>" +Sq**)gp

+ A(Sq*, Sq"* + Sq™! +S¢*?)gh
= Apy(Sah) gl + Ap(Sa?) gl + Aps (Sa')gh
=0+ 54’ gy + (Sa” +Sq™")gh = Sq™' gf

+

=A
A
A
=A

Por tanto, podemos tomar 75(Sq*') = 1%(Sq"') = 0 lo que nos da 1$(Sq*) = 1,
tomando el resto de coeficientes nulos obtenemos §(g$) = Sq* g1
El siguiente resultado es original de este trabajo, aunque su deduccién es inmediata

a parir del algoritmo, tiene cierto grado de relevancia, al darnos una generalizacion de
ciertos calculos que hemos hecho anteriormente. A partir de él se confirma lo esperado,

que d(2)(gn) = 0.
Lema 3.4.1. Para todo n € N se cumple §(g)) = 0.

DEMOSTRACION. Lo probaremos por induccién. Los casos n = 3, 4 los hemos probado
de manera explicita y los casos n = 1,2 son triviales por cuestiones de dimension. Vamos
a suponerlo cierto para n — 1, es decir, 6(¢"~1) = 0, y veremos entonces que se verifica
para n. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n > 4. Lo primero que vamos a
hacer es expresar §(g”) como suma de coeficientes, esto es

gty = > Y na)agt ,=n"(Sq")Sq" ¢'73

n—2<d'<n-1 a
Ahora imponemos la condiciéon 3.3.6:
ds(gy) =m,(Sa')Sa' Sq' g, =3 =0
d(dgy) = 0(Sa" gp=1) = Sa' 8(gn_1) + A(Sq', ddg=7)
= A(Sq',d(Sq’ dg,=3)) = A(Sa',Sa" Sa' g,73)
= A(Sq',Sq" Sq")g, =3 = Ap(Sa')gn=3 =0
Podemos tomar 17%(Sq') = 0 y concluimos que §(g?) = 0. O

El resto de las diferenciales ¢ pueden encontrarse en [BJ04a, Secciéon 9]. Hay que
tener en cuenta que estas diferenciales no tienen ningun significado de invariancia, y
dependen de las elecciones de coeficientes arbitrarias ademas de la eleccion de la aplicacion
multiplicacién A, sin embargo el valor de d(2) asociado a ellas si estd canénicamente
determinado. Vamos ahora a continuar con un ejemplo del computo de las diferenciales
secundarias. Si uno observa la tabla de valores de la diferencial ¢ en [BJ04a] observa que

5(g57) = 91° + Sa" g + 84" Sq* g7 + (Sa” S’ Sa” +Sq'* Sq® +Sq" Sq*) g
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Esto quiere decir que

d(2) (!7%6) = §?1,7
y més ain d(2)(g%) = 0 para todo g¢, con d < 16, se pueden comprobar todos los casos
para cada d fija pues el niimero de generadores g¢ para cada d es finito.

De la misma manera podemos seguir calculando las diferenciales secundarias. La si-
guiente figura, obtenida de [BJ04a, Seccién 2.8.] representa las tnicas diferenciales se-
cundarias no triviales hasta grado 39. Estos calculos confirman los realizados por Ravenel
en [Rav86].
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Ficura 1. [BJ04a, Figura 1] Diferenciales secundarias no triviales en
E3(S5°,5°) con p = 2.






Capitulo 4
Conclusiones y nuevas lineas

The beauty of mathematics only
shows itself to more patient followers.

Maryam Mirzakhani

No podemos concluir estas memorias sin antes sugerir algunas ideas que podrian servir
para continuar la linea de investigacién que hemos visto en esta ultima parte.

En el articulo original, Baues y Jibladze trabajan con el Algoritmo de Bruner [Bru89],
un algoritmo desarrollado en los afios noventa para el calculo del Ext de médulos grandes.
Como hemos visto, obtener una resoluciéon minimal del algebra de Steenrod es un paso
fundamental a la hora de obtener las diferenciales secundarias, por este motivo una posible
mejora seria implementar un algoritmo mads eficiente: el Algoritmo de Nassau [Nas19].
Durante la realizacién de este proyecto se planteé como una posible linea de investigacion
utilizar este algoritmo para ampliar los cdlculos del articulo, aunque finalmente el tiempo
no lo permitié. Sin embargo, merece la pena destacar que en el tiempo en que se estaba
desarrollando este trabajo, los matematicos Dexter Chua y Hood Chatman han trabajado
en esto que acabamos de mencionar. En [Chu21] puede verse cémo se han calculado las
diferenciales secundarias de la esfera hasta ¢ — s = 140 mediante la implementacion del
Algoritmo de Nassau en el Algoritmo 3.3.5. Ademas se resuelve el problema de extension
hasta t — s = 95 calculando las diferenciales restantes. No se limitan al espectro de la
esfera, se calculan las diferenciales secundarias para otros espectros de los que se calculan
hasta el término ¢ — s = 112. El computo, en palabras del articulo, tard6 cinco dias y
fueron requeridos 40 GB de memorias, esto muestra una vez mas la complejidad compu-
tacional que tienen los problemas de esta indole en la topologia algebraica.

Otra posible linea de investigacion que se plantea es estudiar el algebra de las ope-
raciones cohomoldgicas secundarias segin la descripcién que da Nassau en [Nas12]. No
nos vamos a adentrar mucho en el contenido de este articulo, pues se escapa a las com-
petencias de este trabajo. La descripcion que da Nassau es equivalente a la que da Baues
en [Bau06], sin embargo, la aplicacién multiplicacion presenta una férmula cerrada, a
diferencia de la inductiva de Baues. Utilizando esta descripcién podrian facilitarse los
calculos de las diferenciales secundarias.

Cuando hablamos de niimeos primos en topologia algebraica solemos estar refiriéndo-
nos al dos, pero recordemos que hay infinitos de ellos...Todo el trabajo de Baues y Jid-
bladze esta hecho para p = 2, sin embargo, lo que hemos estudiado puede extrapolarse
a un primo p cualquiera. Queda pediente realizar los calculos correspondientes al resto
de primos. Incluimos en el apéndice de esta memmoria las resoluciones minimales para
p = 2,3,5,7 realizadas segiin [Nas19] por Nassau, quien muy amablemente las ha cal-
culado para que pueda incluirlas en este trabajo, estas son el primer paso a resolver el
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problema de calcular las diferenciales secundarias; después habria que establecer la apli-
cacion multiplicacion en el algebra de las operaciones cohomoldgicas secundarias con un
primo p cualquiera y con ello, estariamos en disposiciéon de hacer el mismo procedimiento
que se ha seguido en este trabajo.

Estudiar la sucesion espectral de Adams es todo un reto, no sélo por su dificultad
intrinseca sino también por la dificultad de las herramientas necesarias para poder empe-
zar a comprenderla: el dlgebra de Steenrod, la nocién de sucesion espectral y la categoria
de los espectros. Es por ello, que esta memoria da una descripcion general de las mismas
para asi poder centrarse en los tltimos avances. En este punto, el lector ya estara en
disposicién de enfrentarse a las cuestiones que acabamos de plantear.

A titulo personal, este trabajo me ha servido para comprobar como preguntas de indole
geométrico, como es la cuestiéon del invariante uno de Hopf, acaba dando una de las teorias
mas prolifia que he tenido el gusto de estudiar en matematicas. El calculo de los grupo
de homotopia de orden superior ha sido una incégnita para mi desde que en el grado
en matematicas nuestro profesor los mencioné como una curiosidad. Este trabajo me ha
permitido entenderlos un poco mejor y me ha permitido también haber visto una parte
de las matematicas que hasta entonces s6lo me habia aparecido de forma tangencial: el
algebra homolégica. Como parte de la formacion complementaria merece la pena destacar
la lectura de [Rot09].



Apéndice

Presentamos aqui una serie de resoluciones minimales sobre el dlgebra de Steenrod 7,
con con p = 2,3,5,7. Estas tablas han sido realizadas por Christian Nassau mediante su
algoritmo [Nas19] y ha sido él quien las ha facilitado para su inclusién en este trabajo.
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