FACULTAD DE MATEMATICAS

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA II

ESPACIOS DE HARDY DESDE UNA
PERSPECTIVA DE LA INGENIERIA

Por Francisco José Cruz Zamorano

Dirigido por D. Manuel Domingo Contreras Marquez

Trabajo para optar al Master en Matematicas






A la persona que ha cuidado
de la familia mientras
yo estudiaba: mz tata.






Resumen

En este trabajo se pretende estudiar algunos de los resultados mas clési-
cos de la teoria de los espacios de Hardy vistos con una perspectiva de la
Ingenieria. Para ello se introducen dos herramientas fundamentales en este
area: las senales y los sistemas.

Con cierta naturalidad se pueden relacionar algunos espacios de senales
con espacios de Hardy, asi como sistemas con operadores sobre estos espacios.
Esto lleva a formular conceptos propios de la Ingenieria en términos pura-
mente matematicos. De hecho, desde este punto de vista se motivan muchos
de los resultados que conforman los cimientos de los espacios de Hardy: teo-
rema de Beurling, factorizacién interior-exterior, problema de interpolacion

de Pick...

Esta vision también resulta fructifera para introducir varias nociones no-
vedosas, las cuales conducen a conexiones con otros objetos: operadores de
multiplicacion, de Hankel, de Toeplitz...






Abstract

The aim of this work is to study some of the classical results in the theory
of Hardy spaces seen from an Engineering perspective. In order to do that,
two main tools are introduced: signals and systems.

Some spaces of signals can be naturally related to Hardy spaces, as sys-
tems do with operatos on such spaces. This leads to the formulation of con-
cepts that are purely based on Engineering in terms of mathematical ideas.
Indeed, this point of view can be used to motivate some of the results in
the core of Hardy spaces: Beuling’s theorem, inner-outer factorization, Pick’s
interpolation problem...

This vision can also be useful to present new notions, leading to con-
nections with other objects: multiplication operators, Hankel and Toeplitz
operators...
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Introduccién

Existe una gran corriente dentro de la comunidad matematica cuyo prin-
cipal objetivo es dar una finalidad practica a las ideas que se formulan en
términos matematicos. Esto resulta completamente natural: ya desde cuando
uno comienza sus estudios en Matematicas no consigue eludir al mayor de
los interrogantes (“;y esto para qué?”).

No es dificil hallar una lista de conceptos y teorias matematicas cuyo
nacimiento se produce en el contexto mas “puro”, pero que acaban siendo
(como ya decia Wigner, premio Nobel de Fisica en 1963) “irrazonablemente
efectivas” en dreas aplicadas. No puedo evitar nombrar a los espacios de Hil-
bert, los operadores autoadjuntos, y su relaciéon con la Mecanica Cuéntica.
En algin sentido, este trabajo nace del intento de mostrar cémo los espacios
de Hardy son un ejemplo mas en la lista anterior, para lo cual seguimos al-
gunas de las ideas de [1].

Durante las iltimas décadas del siglo XIX se empieza a trabajar, de la
mano de Maxwell entre otros, con la teoria de control de sistemas en Inge-
nieria. En las primeras décadas del siglo XX se introducen las técnicas de
control en el plano de frecuencias. La base tedrica de estas técnicas se fun-
damenta, de hecho, en los espacios de Hardy.

En este trabajo se pretende mostrar, entre otras cosas, la estrecha re-
lacién que posee la teoria de senales y sistemas con los espacios de Hardy.
Para ello, por suspuesto, hemos de introducir y trabajar con otras muchas
herramientas, como los espacios de Lebesgue y la teoria de operadores. En
resumen, seguiremos las siguientes lineas de pensamiento:

En el Capitulo [1] se da una breve introduccion a los espacios de Hardy.
Se muestra la construccion de estos espacios, asi como algunas propiedades
basicas de los mismos que usaremos con frecuencia durante el trabajo. Esta
introduccién se realiza no solo con el objetivo de que el trabajo sea autocon-
tenido, sino también para fijar algunas notaciones usuales.

Seguimos, después, con el Capitulo 2| donde se motiva la teoria de senales
y sistemas. Para ello, relacionamos las senales con sucesiones complejas, asi
como los sistemas con operadores sobre espacios de sucesiones. Dado que,
en el fondo, nuestro marco de trabajo viene dado por esta teoria, se reali-
za una construccion relativamente abstracta de la misma. Asi, se presentan
las propiedades mas usuales de los sistemas (linealidad, invariancia tempo-



ral, causalidad y estabilidad). Ademads, estas caracteristicas se formulan en
términos completamente matematicos. Més aun, gracias a la abstraccion con
la que se introduce la teoria de senales y sistemas, conseguimos caracterizar
algunas de estas propiedades en marcos completamente generales. Se finali-
za el capitulo dando una primera muestra de algunos de los resultados que
se obtendran en el trabajo, pero vistos en un espacio conceptualmente mas
asequible, a saber, (.(Z), el espacios de las sucesiones de soporte compacto.
Puesto que este espacio es denso en aquellos que realmente queremos estu-
diar, estos primeros pasos dentro de la teoria se tornan fundamentales a lo
largo del trabajo.

Usando el trabajo realizado hasta ese momento, se muestran en el Capitu-
lo |3] los primeros resultados relevantes del area: caracterizaciéon de sistemas
sobre (P(Z). Se expone, ademas, la necesidad de introducir el andlisis de
Fourier para caracterizar la estabilidad, lo que nos lleva a trabajar con los
espacios de Lebesgue. Mas aun, se justifica la necesidad de introducir los
espacios de Hardy para abordar el caso causal. Esto representa la primera
conexion entre ambas teorias.

Por analogfa con lo anterior se introduce el subespacio £*(N), y su relacién
natural con el espacio H?(ID). Motivados por los conceptos y resultados halla-
dos previamente, se estudian los sistemas sobre £?(N), poniendo de manifiesto
una interesante relacién entre linealidad, estabilidad, invariancia y causali-
dad. Esto lleva a formular conceptos sobre operadores del espacio H%(D) (y,
de paso, en L?(T)) con motivacién en la Ingenieria. Posteriormente, se ob-
tienen resultados que caracterizan estos nuevos conceptos. Se muestra aqui,
entre otras cosas, el uso de los operadores de multiplicacién.

Dejando momentaneamente atras la teoria de operadores, se aborda en el
Capitulo [ el problema de los subespacios invariantes de sefiales. Para ello,
se relaciona este problema puramente ingenieril con el basado en los subes-
pacios invariantes para el operador shift, tanto en L*(T) como en H?*(D).
Se distingue, ademas, el caso bi-invariante y el caso simplemente invarian-
te. Estos nos llevan a demostrar, entre otras cosas, el teorema de Beurling.
También se aborda el problema del subespacios invariante minimal, que sirve
para motivar la factorizacién interior-exterior de los espacios de Hardy.

El trabajo finaliza con dos aplicaciones de la teoria de operadores, en los
Capitulos 5] y [6] basados de nuevo en un problema ingenieril. No obstan-
te, estas aplicaciones son fundamentalmente diferentes. Concretamente, en
el Capitulo [3], se comienza abordando los operadores de Hankel y su relacién



con los sistemas causales. Después se introduce un nuevo concepto de inva-
riancia temporal, que supone una version débil del original, y se justifica la
relacién del mismo con los operadores de Toeplitz.

Por 1ltimo, en el Capitulo [ se presentan los dispositivos en Ingenierfa
como asociacién de sistemas. Refinando el concepto de causalidad, estos lle-
van al concepto de operador polindmico y racional. Se concluye el trabajo
dando una visién del diseno éptimo de dispositivos a través de un resultado
clasico de variable compleja: el teorema de interpolacion de Pick.

En definitiva, la mision con la que se redacta este trabajo es triple. Por un
lado, se pretende que este sirva como un primer acercamiento a la teoria de
senales y sistemas, desde el punto de vista tedrico. Por otro lado, su cometido
mas importante es profundizar en el conocimiento de los espacios de Hardy,
abordando resultados clasicos. Sin embargo, quizas la tarea mas interesante
sea la tultima: formular conceptos y resultados en el marco de estos espacios,
motivados desde la Ingenieria, y ofreciendo una visién aplicada (y, a la vez,
tedrica) de los espacios de Hardy.






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo del trabajo trataremos de dar algunas “pincela-
das” sobre aquellos conceptos y aquellas ideas que se usaran a lo largo del
mismo de manera frecuente, dotando al lector de un documento de referencia
para consultar los resultados que sean necesarios posteriormente.

De hecho, el contenido de este capitulo forma parte del programa de la
asignatura “Variable Compleja y Operadores”, impartida en el Master en
Matematicas de la Universidad de Sevilla. Es por ello que este es el tinico
capitulo en el que omitimos las pruebas de los correspondientes resultados.
Una referencia adecuada donde estas se pueden consultar es |4].

1.1. Espacios de Hardy

Comenzaremos esta introduccién preliminar con el concepto central sobre
el que se pretende profundizar en el trabajo: los espacios de Hardy. Estos son
espacios de funciones holomorfas. No obstante, como se vera, estos espacios
estan intimamente ligados con los espacios de Lebesgue. Es por ello que, de
alguna manera, estos espacios ligan la variable compleja y la teoria de la
medida. Su construccion suele abordarse de la siguiente manera:

Definicién 1.1.1. Sea 1 < p < oo cualquiera, y denotemos por (D) al
conjunto de todas las funciones holomorfas definidas sobre el disco unidad
del plano complejo. Se define la aplicacion M,: [0,1) x 7 (D) — R dada por

M, (r, f) == (%/O%U(T@%)}pdt)l/p_



Para p = oo, se define la aplicacion My, : [0,1) x (D) — R dada por

Moo (r, f) == sup [ f (2)]-

|2|<r

Usando esta aplicacién, se puede dar la siguiente definicion de los espacios
de Hardy.

Definicién 1.1.2. Sea 1 < p < co. Se denota por el espacio de Hardy HP (D)
al conjunto de funciones holomorfas f: D — C, de manera que

sup My(r, f) < oo.

0<r<1

Los espacios de Hardy resultan ser espacios de Banach de funciones ho-
lomorfas cuando se los dota de una topologia de la siguiente manera.

Teorema 1.1.3. Sea 1 < p < co. Definamos la aplicacion ||-|| g,y de H? (D)
en R dada por

||f||HP(]D)) = OS<UI<)1 M, (r, f) -

Se verifica que ||| gy €s una norma sobre el espacio vectorial H? (D) que
lo dota de la estructura de un espacio de Banach.

Es importante destacar que, para 1 < p < oo, la funciéon M, es creciente
en su primer argumento. Es decir, para toda funcién f € H? (D) se cumple
que

Mp(’f’l,f>§Mp(T27f)7 si0<r; <ry<l.

Esto permite justificar que, para toda funcién f € H? (D), se cumple
||f||Hp(1D>) = h’mi M, (r, f).
r—1

Una de las razones por las que esta topologia se vuelve crucial en los es-
pacios de Hardy es porque “respeta” la convergencia uniforme en compactos.
Es decir, si {f,} € H?(D) es una sucesién convergente a cierta f € HP(D)
en la norma anterior, entonces f, converge a f uniformemente en cada com-
pacto de .

Los espacios de Hardy se relacionan entre si, como muestra el siguiente
resultado:

Proposicién 1.1.4. Sean 1 < p < ¢ < 0o. Se cumple que H? (D) C H? (D).



Los aspectos mas relevantes de estos espacios, los cuales seran usados
numerosas veces durante el trabajo, se dan en el siguiente resultado, donde
denotamos por T a la frontera de ID, como es habitual.

Teorema 1.1.5. Sean 1 <p < oo y f € H? (D). Se verifican las siguientes
propiedades:

(a)

(b)

(c)

(d)

La funcion f posee limite no tangencial en casi todo & € T. Es decir,
para todo & € T salvo en un conjunto de medida de Lebesgue nula, y
para todo o > 1, ewiste

(= lim f(2),
z€ln (§)

donde
Io(§) ={2€D:[z-¢ <a(l—|z)},
y [*(§) es independiente de o (ver Figura[1.1.6).

En particular, para todo & € T salvo en un conjunto de medida de
Lebesgue nula, existe el limite radial de f en &, cumpliendo

£7(€) = lim £ (r€).

La funcion f* definida en casi todo & € T (en el sentido de la medida
de Lebesque) pertenece a LP (T). Avin mds, se cumple que

lfim /T\f(re“) — (") dt =o0.

r—1-

En particular,

Hf*HLP(T) = HfHHP(ID)) :

Se wverifica que log|f*| € LY(T). En particular, si f* se anula en
un subconjunto de T con medida de Lebesgue no nula, entonces f
es idénticamente nula sobre T.

Si la funcion f viene dada por la serie de Taylor

entonces se tiene que
1 * =n ™
anzz—/f &) dm(&) = fx(n), paran=0,1,...,
T JT
donde f* (n) en el n-ésimo coeficiente de Fourier de f*.
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Figura 1.1.6: Ilustracion de la regién I'y(§) para o =2y £ = 1
inscrita en .

La existencia de limite no tangencial puede utilizarse para definir el siguiente
espacio.

Definicién 1.1.7. Sea 1 < p < 00. Se denota por el espacio de Hardy H? (T)
al congunto de funciones medibles f: T — C de manera que eziste g € HP (D)
tal que f es el limite no tangencial de g en casi todo punto de T, es decir,
f=yg

Los espacios H? (T) pueden verse como subespacios de L? (T), heredando
su norma y topologia. En este sentido es de destacar el siguiente resultado.

Teorema 1.1.8. Sean 1 < p < oo y una funcién f € LP(T). Entonces f
pertenece a H? (T) si y solo si los coeficientes de Fourier f (n) se anulan para
todo entero n < 0.

1.2. Algunos resultados de factorizacion

Las funciones de los espacios de Hardy tienen una cierta propiedad de fac-
torizacion. Esta pone de manifiesto algunas propiedades de dichas funciones
(entre otras, la distribucién de sus ceros), las cuales pueden usarse posterior-
mente en otros ambitos, tal y como haremos nosotros. Para introducir esto,
tenemos que comenzar hablando de:



Definicién 1.2.1. Dado a € D, notamos por ¢o: D — D al factor de Blasch-
ke dado por

la| a — z ,
da(2) =4 al-az 7% :eb.
Z, st a =0,

Los factores de Blaschke cumplen las siguientes propiedades:

Proposicién 1.2.2. Sea ¢,: D — D un factor de Blaschke. Entonces ¢,
es un automorfismo de D, es decir, una funcion holomorfa y biyectiva. Mds
atn, |¢pq.| =1 sobre T.

La propiedad enunciada en la proposicién anterior para los factores de
Blaschke sera fundamental en lo venidero. Es por ello que damos la siguiente
definicién:

Definicién 1.2.3. Se dice que v € H*(D) es una funcion interior si es no
constante y su limite radial cumple |¢*| =1 en casi todo T.

Los factores de Blaschke pueden combinarse, dando lugar a los conocidos
como productos de Blaschke:

Teorema 1.2.4. Sea {a;}jcjcn C D (con posibles elementos repetidos). En-
tonces, el producto de Blaschke %: 1D — D dado por

B(2) = [ 60,(2), z€D,
jeJ
converge a una funcion holomorfa y no nula sobre D si y solo si
S (=) < o,
j€J

Mds aun, en ese caso, la convergencia es uniforme en compactos de D.
Ademds, %(z) = 0 si y solo si existe j € J tal que z = a;. De hecho, en ese
caso, el orden de z como cero de 9B coincide con el numero de elementos de
{a;} que coinciden con z. También se verifica que % es una funcion interior.

Los productos de Blashcke son ejemplos de funciones internas. Estos co-
bran relativa importancia a través de la siguiente factorizacion de funciones.

Teorema 1.2.5. Sean 1 < p < oo y h € H?(D) no idénticamente nula.



(a) Sea {a;}jcscn C D la sucesion de ceros de h, repetidos tantas ve-
ces como indique el orden de a; como cero de h, y de manera que
laj| <laji1|. Entonces se verifica que

> (1= lay]) < oo
jeJ

(b) Sea B el producto de Blashcke asociado a los ceros de h. Entonces se
verifica que g = h/B € HP(D) es una funcion sin ceros en D, con
||g||HP(]D) = HhHHP(]D))'

También existe un concepto “opuesto” al de funcién interna, el cual damos
a continuacion.

Definicién 1.2.6. Sea u € H*(D). Se dice que u es una funcion exterior si

es de la forma
1 [1+€
) =o (5 [ (@), zeD

donde p es una medida sobre T, boreliana, real y absolutamente continua
respecto de la medida Lebesgue.

Son las funciones interiores y exteriores las que permiten dar el siguiente
resultado de factorizacién para funciones en espacios de Hardy:

Teorema 1.2.7. Sea h € H'(D). Entonces h tiene una tnica factorizacion
h = Ou, donde © es una funcion interior, y u es la funcion exterior dada

por
1 [P 1+e iz ,
_ — [ Eeg| e dt), zeD.
w) = (5 [T el
Mas ain, si h € HP(D) para algin 1 < p < oo, entonces

1]l oy = el o ) -

A la factorizacion que se da en el teorema anterior se le conoce como
factorizacion interior-exterior de h.

1.3. Operadores de evaluacion y sus ntcleos

En general, dado H un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre
un conjunto A, tiene interés considerar los operadores lineales T,: H — C,
donde a € A, dados por

Ta(f):f(CL)? J €H.
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Cuando los operadores anteriores son, ademas, continuos, el teorema de
representacion de Riesz asegura que, para cada a € A, existe cierta funcion
k, € H, de manera que

(ko | [) = fla) =To(f), [feH.

Al conjunto de funciones {k, : a € A} se les conoce como nicleos de H.

En esta seccién queremos poner de manifiesto que esta misma situacion
se produce en H?(ID). Para ello, damos el siguiente resultado.

Lema 1.3.1. Sea f: D — C una funcion holomorfa dada por

f(z)=) a,z", zeD.

n=0
Entonces, para todo 0 < r < 1 se verifica que

o0

Ma(r, 1) = 3 lan ™",

n=0
A partir de la igualdad anterior puede probarse que H?(D) es un espacio
de Hilbert, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2. Sea f: D — C una funcion holomorfa dada por

f(z)=) a,z", zeD.

n=0

Entonces, f € H*(D) si y solo si

o

Z |an|” < 0.

n=0

Mds aiun, la aplicacion

(flg) = Zann,

donde

o0

f(Z)ZZan : sz zeD,

n=0
es un producto escalar sobre H*(D) que vemﬁca que

1w = (F1 ) = Z|an|



Visto esto, queremos hallar los niicleos de H?(ID). Para ello, definimos las
siguientes funciones.

Definiciéon 1.3.3. Sea w € . Se define el nicleo k,: D — D como

1 oo
ky(z) = T anz", z € D.
n=0

Las funciones anteriores no solo son funciones de H*(ID), como sugiere el
siguiente resultado.

Lema 1.3.4. Sea w € D. Se verifica que k,, € H>*(D).

Se puede verificar que las aplicaciones definidas anteriormente son, de
hecho, los nicleos de H%(D).

Teorema 1.3.5. Sean w € D y f € H*(D). Se tiene que

(ko | ) = f(w).

Mids aiin, el operador de evaluacién T,,: H*(D) — C dado por

T.(f) = f(w), feH*D),
es lineal y continuo, verificando

1

”TwH2 = <kw ‘ kw) =
1—|w

*



Capitulo 2

Senales y sistemas

En este capitulo haremos una breve introduccién a la teoria de senales
y sistemas, area que nos proporcionara el objeto matematico de estudio en
este trabajo. Aunque esta es un area propia de la Ingenieria, su versatilidad
hace que sea de interés también en otros ambitos.

Nuestro objetivo sera ofrecer una presentacion suficientemente abstracta,
de manera que posteriormente podamos relacionar los conceptos que aqui
abordamos con ideas matemaéticas conocidas.

2.1. Senales

2.1.1. En Ingenieria

En el lenguaje de la Ingenieria, una senal no es mas que una magnitud
que varia con el tiempo. Esta magnitud puede, incluso, ser una magnitud
fisica real. Por ejemplo, podriamos considerar como senal a la diferencia de
potencial entre los bornes de un condensador enmarcado en un cierto circuito.

En realidad, este ultimo ejemplo corresponde a lo que rigurosamente lla-
mamos “senal de tiempo continuo”. Existe también la idea de “senal de
tiempo discreto”. Este ultimo tipo de senales puede obtenerse a través de la
medida periddica de una senal de tiempo continuo, o a través de magnitudes
intrinsecamente discretas.

2.1.2. En Matematicas

Para nosotros, solo serdn de interés las senales de tiempo discreto. Con
el objetivo de tratarlas matematicamente, damos la siguiente definicién abs-



tracta:

Definicién 2.1.1. Diremos que una senal es una sucesion (de indice entero)
de numeros complejos, es decir, una funcion ¢: Z — C.

Nétese que hemos elegido usar los niimeros complejos en la definicién an-
terior, y no los reales. Esto es asi, incluso aunque la mayoria de senales se
correspondan con magnitudes fisicas medibles (y, por tanto, reales). La razén
de esto es puramente técnica y cobrara sentido mas adelante, aunque es algo
comun en el ambito de la modelizacién y la Ingenieria.

2.2. Sistemas

2.2.1. En Ingenieria

De nuevo, en el lenguaje de la Ingenieria, un sistema es un dispositivo
que transforma senales, cambiando su forma. Por ejemplo, podrias conside-
rar como sistema a un microfono electronico de voz, cuyo funcionamiento se
basa en transformar una senal de presiéon sonora en una senal eléctrica.

2.2.2. En Matematicas

En un sentido abstracto, podemos definir el concepto anterior de la si-
guiente manera:

Definiciéon 2.2.1. Dado un conjunto de senales X, diremos que un sistema
es una aplicacion entre senales, es decir, una aplicacion T: X — X.

Nétese que, en realidad, esta definicién corresponde a los conocidos siste-
mas de una entrada y una salida (en inglés, SISO, single input - single output
system). Existen sistemas que relacionan més senales entre si, aunque en este
trabajo nos centraremos en los sistemas SISO.

2.3. Un enfoque analitico

Los conceptos de senal y sistema considerados hasta ahora son increible-
mente generales. En realidad, el estudio matematico de la teoria de senales y
sistemas es mas fructifero cuando nos restringimos a espacios de Banach de
sucesiones complejas con ciertas propiedades. Para abordar este caso, defini-
mos el siguiente concepto:
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Definiciéon 2.3.1. Diremos que X es un espacio de senales si es un conjunto
de senales dotado de la estructura de un espacio vectorial complejo normado.

Como es habitual, denotaremos por ||z|/y a la norma de z € X.

El concepto anterior es natural e intuitivo, pero puede resultar demasiado
general en algunas aplicaciones. Es por ello que se introducen dos tipos de
espacios de senales especialmente significativos:

Definiciéon 2.3.2. Sea X un espacio de senales. Dada una senal ¢ € X,
notamos por T(¢) a la senal dada por

(11(#))(n) = dp(n—1), neZ

Con esto en mente, X se dice invariante si 71(¢) € X para todo ¢ € X,
es decir, si
n(X):={n(p):¢p€ X} C X.

Mas ain, X se dice bi-invariante si 7(X) = X.
En el desarrollo del trabajo seran de interés las siguientes senales:

Definicién 2.3.3. Sea n € Z. Se denotard por 6,: Z — C a la senal dada
por
1, st m=n,

5n(m):{07 sim£n, m € 7.

Notese que las senales anteriores pueden relacionarse entre si de la si-
guiente manera:

Lema 2.3.4. Sea n € Z. Se verifica que 11(0,) = dpy1-
Demostracion. Sea m € Z. Notese que

1, sim—1=n,

n@)m) =dm-1={ g Gn

De lo anterior se deduce que 71(d,,) = dp 1. O

Nétese que en el caso de espacios de sefiales invariantes (y, por tanto, en
los bi-invariantes) puede definirse un operador 7: X — X, denomidado el
operador shift. Este operador posee algunas propiedades notables:

Proposicién 2.3.5. Sea X un espacio de senales invariante y sea el operador
shift 2 X — X. Se cumple:
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(a) El operador T es lineal e inyectivo.
(b) Si X es bi-invariante, entonces T, es sobreyectivo.

(c) Si X es bi-invariante, entonces el operador 7, *: X — X definido por
(1 (@)(n) =d(n+1), n€Z ée€X,
es el operador inverso de 1. Es decir,
ot =1 tor =idy,
donde o denota la composicion de funciones.

Demostracion. (a) Sean «, 5 € Cy sean ¢,1 € X. En ese caso, dado n € Z,
noétese que

(1i(ag + B))(n) = (ag + Sy)(n— 1)
= ag(n—1)+ fy(n—1)
= a((11(¢))(n) + B(ri(¥))(n).
Por tanto,
Ti(ag + BY) = ari(¢) + Bri(Y).

Es decir, 7, es un operador lineal.

Sobre la inyectividad, nétese que

n1(¢) = 1Y) <= (1(¢))(n) = (1 (¢))(n), para todo n € Z
< ¢(n—1)=1¢(n—1) para todon € Z
<= ¢(m) = 1»(m) para todo m € Z
— ¢p=1.

(b) Se sigue de la definicién de espacio de senales bi-invariante.

(c) Nétese que, si X es un espacio de senales bi-invariante, entonces 7y es
un operador lineal y biyectivo, segin hemos probado. Por tanto, debe exis-
tir otro operador lineal y biyectivo que sea su aplicacién inversa (en sentido
estrictamente algebraico). Hemos de probar que tal aplicacién es 7, *.

Para ello, comenzamos notando que 7; ' estd bien definido. Es decir, dado
¢ € X, debemos ver que 7; ' (¢) € X. Pero esto es facil de comprobar: nétese
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que si X es bi-invariante debe existir ¢» € X tal que 71(¢) = ¢. En ese caso,
dado n € Z, se tiene que

(1 (@))(n) = 6(n — 1) = (1u(1))(n — 1) = (n).

Es decir, 7, '(¢) = 1 € X. De hecho, acabamos que comprobar que

7' o = idx. La otra igualdad puede verse de manera ansloga. O

Ahora que hemos desarrollado el concepto de espacio de senales podemos
estudiar las aplicaciones definidas sobre tales espacios, es decir, los sistemas.
No debe ser sorprendente decir que los sistemas mas interesantes son aquellas
aplicaciones que se relacionan con la estructura del propio espacio sobre el
que se definen. En este sentido, desde el punto de vista tanto matemaéatico
como ingenieril, son relevantes las siguientes propiedades de un sistema.

Definicion 2.3.6. Sea X un espacio de senales y seaT: X — X un sistema.

n Se dice que T es lineal st

T(o1¢1 + azpa) = arT(¢1) + axT(¢2),
para todo ¢1, ¢ € X y todo oy, € C.

» Se dice que T es causal si dadas dos senales ¢1, P2 € X y un entero
N € Z tal que ¢1(n) = ¢a(n) para todon € Z conn < N se tiene que

(T(1)(N) = (T(42))(N).

» Se dice que T es estable si es (matemdticamente) acotado, es decir, si

b L@l

< 0
sex  9llx
670

» Si X es invariante, entonces se dice que T es invariante (frente al
tiempo) si conmuta con el operador shift, es decir, si

(T (¢)) = T(11(¢)), para todo ¢ € X.

Notese que los conceptos que se dan en la definicién anterior son pura-
mente matematicos. No obstante, todos ellos tienen su origen en la propia
Ingenieria:
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= Los sistemas lineales son aquellos para los que se conocen métodos
numéricos eficientes para la resolucion de problemas propios en Inge-
nierfa. De hecho, es comin en este campo usar aproximaciones lineales
de sistemas no lineales cuando los problemas asociados a estos tltimos
son dificilmente resolubles.

= Los sistemas causales son aquellos cuya acciéon no depende del valor de
la senal en tiempos futuros.

» En general, la norma de un sistema (es decir, su norma como operador
de X en s mismo) suele ser una cantidad con interpretacién fisica:
energia, potencia... Por tanto, los sistemas estables son sistemas reales,
en el sentido de que sus caracteristicas fisicas son finitas.

= Notese que el operador shift 71 es, en si mismo, un sistema. Desde
el punto de vista de la ingenieria, un sistema invariante representa a
un sistema cuyo funcionamiento no se ve afectado por las traslaciones
temporales.

Noétese que, en el caso de espacios bi-invariantes, la definicion de un sis-
tema invariante puede reescribirse, ademas, de la siguiente manera:

Lema 2.3.7. Sea X un espacio de senales bi-invariante y T: X — X un
sistema. Entonces T' es invariante si y solo si

N (T(¢)) = T(r; ' (¢)), para todo ¢ € X.

Demostracion. Este resultado es puramente algebraico. Recuérdese que 7 y
7, ! son operadores inversos. Ademds, ambos son sistemas sobre X. Esto nos
recuerda que decir que T es invariante es equivalente a expresar que

ol =T o,

donde o denota la composicién de aplicaciones. Pero entonces, componiendo
a izquierda y derecha con 7; ', se tiene que

-1 —1 -1 -1 —1 -1
Tor, =7 omnolor, =71 oToror =7 ol.

Pero esta ltima igualdad quiere decir que dada cualquier senal ¢ € X se
tiene que

1 (T(9) = T(1 ().
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Notese que, hasta ahora, el concepto de senal y de sistema puede parecer
abstracto. No obstante, durante el trabajo, los espacios de senales que usare-
mos con mas frecuencia seran los espacios (7(Z) y ¢*(N)[] para 1 < p < cc. De
hecho, puede verse facilmente que ¢7(7Z) es bi-invariante, mientras que ¢*(N)
es solo invariante. Mas atn, por comodidad, cuando un sistema 7' es estable
para un espacio de senales con la norma de ¢?(Z), diremos simplemente que
T es p-estable.

2.4. Representacion de sistemas

Nos encaminamos ahora a abordar la descripcion de un sistema, segin
sus propiedades, empezando por el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.1. Sea X un espacio de senales y sea T: X — X un sis-
tema lineal y causal. Entonces dada cualquier senal ¢ € X cumpliendo que
¢(n) = 0 para todo n € Z con n < 0 se tiene que (T(4))(n) = 0 para todo
n €2 conn < 0.

Mds aun, si X es bi-invariante y T es invariante, entonces T es causal
si y solo si dada cualquier senal ¢ € X cumpliendo que ¢(n) = 0 para todo
n €7 conn <0 se tiene que (T'(¢))(n) =0 para todo n € Z con n < 0.

Demostracion. Sea una senal ¢ € X cumpliendo que ¢(n) = 0 para todo
n € Zconn < 0.Sea N € Z con N < 0. En ese caso, nétese que, por
hipétesis, se tiene que

o(n) =0(n), n<N,

donde ©: Z — C es la sucesion nula. En ese caso, como T es causal, ha de
ser que

(T'(9))(N) = (T(©))(N).
Sin embargo, como T es lineal, ha de ser que T'(©) = ©. Por tanto, lo anterior
puede reescribirse como

Esto es justo lo que queriamos probar.

!En este trabajo, por conveniencia técnica, consideraremos que 0 € N. Es decir, N
denotard el conjunto de nimeros enteros no negativos.
También, por conveniencia técnica, consideraremos ¢P(N) como un subespacio de P (Z).
Es decir, si ¢ € ¢P(N), entonces ¢: Z — C con ¢(n) =0sin <0 (yno ¢: N— C).
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Por otro lado, supongamos que X es bi-invariante y que T" es invariante.
Resta probar que si 7' cumple la propiedad del enunciado, entonces es causal.
Para ello, sea T un sistema con la propiedad de que dada cualquier senal
¢ € X cumpliendo que ¢(n) = 0 para todo n € Z con n < 0 se tiene que
(T(¢))(n) = 0 para todo n € Z con n < 0. Sean 1,1, € X dos senales.
Supongamos que existe un entero N € Z de manera que

1(n) = 9(n), paratodon € Z conn < N.
En ese caso, definimos la senal 1 : Z — C dada por
Y(n) :=Y1(n+ N)—1s(n+N), neZ.

Es decir

¥ =17 — ),

donde 77 denota a la composicién de 7, consigo mismo N veces. Es claro,
por el cardcter bi-invariante de X, asi como por sus estructura de espacio
vectorial, que ¥ € X. Nétese que, por construccién, se tiene que

(n) =0 paratodon € Z conn < 0.
En ese caso, por hipdtesis, se tiene que
(T())(n) = (T(r; N (1 — »)))(n) =0 para todon € Z con n < 0.

Pero, dado que T es lineal e invariante, en virtud de la aplicacion reiterada
del Lema esto significa que

(rr M(T(¥1)))(n) = (17 ¥ (T(4h2)))(n)  para todo n € Z con n < 0.
Es decir
(T(1))(n+ N) = (T(¢n))(n + N) para todo n € Z con n < 0,
o equivalentemente,
(T(¢1))(n) = (T(1h2))(n) para todo n € Z con n < N.

En particular, (T'(11))(N) = (T'(12))(N), lo que muestra que 7" es causal. [

Una vez visto este resultado, y para seguir con nuestro objetivo, introdu-
cimos la siguiente definicién:
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Definicién 2.4.2. Dadas dos senales ¢1,¢o: Z — C, se define su convolu-
cion como la senal ¢ = ¢y * ¢o: Z — C dada por

$(n) =Y ¢1(n—m)ga(m), n €L

meZ

Notese que, a priori, la convoluciéon de dos senales no tiene por qué estar
bien definida: la serie de la definicién anterior puede no ser convergente para
ciertos valores de n € Z. No obstante, existen espacios bien conocidos de
senales donde la convolucién esta siempre bien definida. En estos casos, se
puede comprobar lo siguiente:

Lema 2.4.3. Sean dos senales ¢1, ¢o: 7. — C de manera que las convolucio-
nes g1 * ¢o Y Oo * 1 estdn bien definidas. En ese caso, se tiene que

1% P2 = Qg * P1.

Demostracion. El resultado se deduce sin mas que hacer un simple reorde-
namiento en la serie que define una convolucion. A saber, dado n € Z, se
tiene:

(¢1 % @) (n) =Y _ 1(n —m)da(m)

meZ

= Y um)ga(n—m)

= (g2 * ¢1)(n).
]

La importancia de la convolucion de dos senales radica en los siguientes
resultados:

Lema 2.4.4. Sea X wun espacio de senales invariante y T: X — X un
sistema. Supongamos que existe una senal k: Z — C de manera que

T(p)=kx¢, ¢ecX.

En ese caso, T es invariante.
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Demostracion. Dado ¢ € X y n € Z, se tiene

(n(T(@)(n) = (r(k % 8))(n)
— (kx9)(n—1)

Por tanto, T es invariante.

]

En algunos espacios, como veremos a lo largo del trabajo, todos los opera-
dores lineales y continuos que ademas son invariantes son de tipo convolucion,
como en el lema anterior.

Lema 2.4.5. Sean X un espacio de senales invariante y T: X — X un
sistema. Supongamos que 6g € X y que existe una senal k: Z. — C de manera
que

T(p)=kx*o, ¢€X.

En ese caso, k = T(dy). Mds aiun, si T es causal, entonces k(n) = 0 para
todon € Z conn < 0.

Ademas, si X es bi-invariante, entonces T es causal si y solo si k(n) =0
para todo n € Z conn < 0.

Demostracion. Supongamos que X es invariante. Comenzamos notando que,
en virtud del Lema [2.4.4] se tiene que T es invariante. Por otro lado, dado
n € 7, nétese que

(T(d0)) (n )Z(k*%)( )

meZ

= k(n).

Por tanto, se deduce que k = T'(dy) necesariamente.
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Por otro lado, supongamos que 1" es causal. En ese caso, en virtud de la
Proposicién dado n € Z con n < 0, se tiene que

k(n) = (T'(6))(n) = 0.

Supongamos, ahora, que X es bi-invariante y que k(n) = 0 para todo
n € Z con n < 0. En ese caso, dada cualquier senal ¢ € X, se tiene que

(T(8))(n) = (k% ¢)(n)
= 3" k(m)(n —m)

meZ

= Z k(m)p(n —m), n€Z.

meZ
m>0

Si ademads se cumple que ¢(n) = 0 para todo n € Z con n < 0 entonces

(T(9))(n) = Y k(m)¢(n —m)

meZ
m>0

= Y k(m)g(n—m).

meZ
0<m<n

En ese caso, si n < 0, se tiene que (T'(¢))(n) = 0. Esto prueba, en virtud de
la Proposicion [2.4.1], que T' es causal. O

Se puede caracterizar también la causalidad de un sistema sin hacer uso
explicito de su forma funcional (i.e., cuando no sabemos si se trata de un
operador de tipo convolucién). Para ello, damos la siguiente definicién:

Definicién 2.4.6. Denotamos por {(N) al conjunto de senales ¢: 7 — C
cumpliendo ¢(n) = 0 para todo n € Z conn < 0.

Usando el concepto anterior podemos ver el siguiente resultado:

Lema 2.4.7. Sea X un espacio de senales y sea T: X — X un sistema. Sea
C=XnNUN). SiT es causal, entonces T(C) C C.

Mas aun, st X es bi-invariante, y T es invariante, entonces T es causal
sty solo si T(C) C C.

Demostracion. Sea ¢ € C'. En ese caso, para todo N € Z con N < 0 se tiene
que ¢(n) = 0si n < N. Por causalidad, T'(¢)(N) = 0. Por tanto, T'(¢) € C.
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Como ¢ € C es arbitaria, esto demuestra que T'(C) C C.

En el caso de que X sea bi-invariante y T" invariante, resta demostrar que
T es causal si T'(C') C C. De hecho, para verlo, probaremos el contrarrecipro-
co.

Supongamos T' no es causal, es decir, que existen ¢, € X y N € Z
con ¢(n) = ¢(n) para todo n < N, pero T(¢)(N) # T(p)(N). Sea la senal
Y =77V (p—). Nétese que ¢ € X, puesto que X es bi-invariante. Ademaés,
por construccién, ¢ € C', pero

T()(=1) =7 VT (¢ — 9))(-1)
=T(¢p—¢)(N)#0,

luego T'(¢)) ¢ C, donde hemos usado que 7" es invariante. Por tanto, se deduce

que T'(C) ¢ C. O

2.5. Sistemas invariantes en /.(Z)

Una vez presentada la teoria de senales y sistemas en un espacio general,
podemos pasar a trabajar con un espacio de senales bien conocido, como el
que definimos a continuacion:

Definicién 2.5.1. Sea (.(Z) el conjunto de senales ¢: Z — C con soporte
compacto, es decir, tal que existe N € Z de manera que

¢(n) =0, paran €Z con |n| > N.

La introduccién de este espacio se debe a un doble propdsito. Por un la-
do, servird como un primer acercamiento de la teoria que hemos desarrollado
hasta ahora a los espacios /(7). Por otro lado, el espacio tiene interés en si
mismo, puesto que muchas de las senales reales son de soporte compacto en
el tiempo.

Nétese que ¢.(Z), independientemente de la norma con la que se le dote,
es un espacio de senales bi-invariante en el sentido de la Definicion [2.3.2
Sobre él tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.5.2. Sea T': (.(Z) — (.(Z) un sistema lineal. Entonces T es
mvaritante si y solo si es de la forma

T(¢) =kx*¢, para toda senal ¢ € L(Z),
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donde k = T(dp).

Demostracion. Comenzamos notando que la convolucién k¢ para ¢ € (.(Z)
esta bien definida. Esto de debe a que, al ser ¢ de soporte compacto, la serie
que define dicha convolucién es, de hecho, una suma con un nimero finito de
términos no nulos.

Hecha esta salvedad técnica, apreciamos que si que existe una senal
k: Z — C de manera que

T(¢) = kx*¢, paratoda senal ¢ € (.(Z),

entonces el Lema [2.4.4] asegura que T es invariante. Mas ain, dado que
do € Lc(Z), el Lema asegura que k = T'(dp).

Reciprocamente, sea ¢ € (.(Z) cualquiera. Notemos que, dado n € Z,
puede expresarse

o(n) =Y d(m)dn(n) = ¢(m)(r{"(%))(n),

donde 7{" denota la composicion del sistema 7 consigo mismo m veces. Note-
se, ademas, que la serie anterior solo posee un nimero finito de términos no
nulos. En ese caso, como T es lineal, se tiene que

(T(¢))(n) =D d(m)(T(]"(d)))(n).
Maés aun, si T es invariante, se tiene que

(T(9))(n) =Y d(m)(7{"(T(%)))(n)

meZ

=Y ¢(m)(T(%))(n —m)

mez
= (T'(do) * ¢)(n).
Por tanto, se deduce que T es de la forma
T(¢)=kxo, ¢€l(Z),

para k = T'(d).
[l

Notese que el teorema anterior puede interpretarse como el reciproco del

Lema 2.4.4]
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2.6. Estabilidad en /.(Z)

Hasta ahora no hemos abordado el caracter estable de un sistema. Para
comenzar dando caracterizaciones de esta propiedad mostramos el siguiente
resultado, donde dotamos a ¢.(Z) de la norma del supremo:

Teorema 2.6.1. Sea T un sistema lineal e invariante sobre (.(Z), y sea
k:Z — C la senal de forma que T(¢p) = k x ¢ para toda senal ¢ € L.(Z).
Entonces T es co-estable si y solo si k € (*(Z). Ademds, en ese caso, se

cumple que
1T ()l oo 2
sup ————— = [[k[|1 (7, -
set(z) NPl z) @
7#0

Demostracion. Recordamos que la senal k del enunciado viene dada por el
Teorema [2.5.2)

Supongamos que k € (*(Z). En ese caso, obsérvese que, dado ¢ € (.(Z) y
n € 7, se tiene que

[(T(0))(n)] = [(k x d)(n)]
< D lé(n—m)| [k(m)]

mMEZL

< @llgwizy Y 1K(m)]

meZ

= ||¢||eoo(z) ||k||zl(z) :

Por tanto, tomando supremo, se tiene que

IT(P) |z
sup —— B < 1kllg2(z) < o0 (2.1)
pete() |10l (z)
970

Es decir, T es oo-estable.

Por otro lado, supongamos ahora que 7' es oo-estable. Escojamos N € Z
cualquiera con N > 0. Definamos una senal ¢y € ¢.(Z) dada por

k(—n) _
N < _

o) =4 Thn) SIS NYRER AL o g
0, en otro caso,
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En ese caso, se tiene que

(T(éx))(0)] = |(k * ) (0)]
= k<m>¢N<—m>|

meEZL

= > \k‘(m)!‘

= > lk(m)].

Ademas, nétese que si k #£ 0,y N € Z con N > 0 es suficientemente grande,
entonces se tiene que |[¢n||je(z = 1. Por tanto, como T' es oc-estable, se
tiene que

N

> k(m)l = (T(6x))(0)]

m=—N
1T (&8l oo (2
168l g (z)
1T(D) |l oo (2
" et 1Bl zy
970

(2.2)

Esto implica que k € ¢}(Z).

Ademds, nétese que las desigualdades dadas en las Ecuaciones (2.1)) y
(2.2) justifican que

1T ()l g (2
sup a8 ||k||€1(Z)‘
pele(Z) H¢H@oo(2)
7#0
O]
Podemos también analizar la estabilidad en sistemas causales. Para ello,

damos la siguiente definicion:
Definicién 2.6.2. Denotaremos por (.(N) al conjunto (.(Z) N ¢(N).

Notese que el Lema [2.4.5| viene a decir que, bajo ciertas condiciones, la
causalidad de un sistema T se relaciona con el hecho de que T'(dg) = k € ((N).

Usando las ideas anteriores, podemos deducir el siguiente resultado:
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Corolario 2.6.3. Sea T : ((Z) — (.(Z) un sistema lineal, invariante y
causal, y sea k € ((N) la senal de forma que T'(¢) = k * ¢ para toda senal
¢ € L.(Z). Entonces T es oo-estable si y solo si k € (*(Z). Ademds, en ese
caso, la estabilidad de T depende solo de su accion sobre (.(N), es decir, se
cumple que

1T(D)] oo () 1T(0) g (z)
sup —————— = [|kllpz = sup
et |10l ooz vet@) 9oz
970 970

Demostracion. Recordamos que la senal k& del enunciado viene dada por el
Teorema que acabamos de reescribir. De hecho, el Lema [2.4.5| asegura
que k = T(6) € (.(N). Ademas, la equivalencia entre la estabilidad del
sistema y la sumabilidad de £k es consecuencia directa del Teorema [2.6.1
donde también se justifica que

IT(0)|goe ()

T HkHzl(Z)-

peLe(Z) H(bHZOO(Z)
¢7#0

Nos encaminamos, entonces, a probar la otra igualdad dada. Para ello,
suponemos que 7' es estable. Comenzamos observando que, como k € ((Z),
la desigualdad dada en la Ecuacién (2.1)) implica, en particular, que

1T()] ooz
sup ————— < [k z) -
pete®  |1@llee(z)
¢7#0

Para deducir la igualdad, escogemos N € Z cualquiera con N > 0, y
definimos (por analogia con la demostracién del Teorema [2.6.1]) la sefial dada
por vy := ¥ (¢), donde

k(—n) _
< _
on(n) = k(—n)|’ si |n| <Ny k(—n)#0, nez,
0, en otro caso,

y 71V denota la composicién de 71 consigo mismo N veces. Nétese que 1y
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pertenece a (.(N). Ademds, como T es invariante, se tiene que

Nétese, ademds, que si k #0y N € Z con N > 0 es suficientemente grande,
entonces [[{n ||z = 1. Por tanto, sin mds que tomar limite, se tiene que

IT (o)l g (2

lim = ||k ;17 -
Novoo |9 | geo z o
Esto prueba, por tanto, que
IT(0)ll g (2
sup —————— = [[kl|nz) -
$€Le(N) ||¢||eoo(2)

670
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Capitulo 3

Senales de cuadrado sumable

En el Capitulo [2| hemos introducido conceptos analiticos de la teoria de
senales y sistemas. Ademas, hemos abordado las propiedades de invariancia,
causalidad e oo-estabilidad para sistemas lineales definidos sobre ¢.(Z).

El papel del (.(Z) en este trabajo es doble. Por un lado, es un marco
natural para senales realistas, pues muchos de los fenémenos reales a los que
podemos asociarle una senal ocurren en un intervalo de tiempo acotado. Por
otro lado, desde un punto de vista matemadtico, £.(Z) nos ayuda, por densi-
dad, a afrontar problemas similares a los dados en el Capitulo [2, pero en el
marco de los espacios (P(Z).

En este capitulo, después de hacer una breve presentacién de los sistemas
sobre (P(Z), queremos centrarnos especialmente en el espacio ¢?(Z). Esto nos
llevard, entre otras cosas, a hallar la relacion de los espacios de Hardy con la
teoria de la senal.

3.1. Sistemas en (*(Z)

El objetivo de esta seccién es ofrecer un resultado analogo al Teorema
y al Teorema [2.6.1] pero analizando el caso de la p-estabilidad para sis-
temas lineales e invariantes en ¢?(Z), con 1 < p < co. Para ello, comenzamos
probando el siguiente resultado:

Lema 3.1.1 (Desigualdad de Young). Sea 1 < p < co. Sean k € (1(Z) y
¢ € (P(Z) dos senales. En ese caso, se tiene que

1k % Ol wzy < Ikl z) 10l oz -
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Demostracion. Comencemos suponiendo que p = oco. En ese caso, dado un
entero n € Z, se tiene que

-3 st )

(k% @)
meEZ
<3 k(m)][¢(n —m))|
meZ
<Ml oz D 1k(m

mEZ

= H¢He°o(Z) ”knel(Z)
Por tanto, se deduce que
1k % Bl oo 2y < 9 llgoezy 1Kl 2 2

Supongamos ahora que p = 1. En ese caso, obsérvese que

[ ¢||e1(2) = Z (K * ¢)(n)

D)y k<m>¢<n—m>\
<n§;§;k ) p(n —m)|
_’izmiz’k ) o(n —m)|
= 1|7|1¢€5||Z(€Z) > lk(m

mEZ

= H¢H€1(Z) ”kHel(Z)

Para terminar, supongamos que 1 < p < 00. Sea 1 < ¢ < oo tal que
1/p+1/q = 1. En ese caso, fijado n € Z, obsérvese que podemos expresar

> k(m)g(n —m)| <> [k(m)] |¢(n — m)|

meZ MEZ

= S (km) " o = m)]) )] .

meZ

Lo relevante de esta descomposicion es que nos permite ver que el segundo
factor es claramente una senal de ¢9(Z), mientras que el primero, fijadon € Z,
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es una senal de (P(Z). Para ver esto ultimo, observamos que

Y URm)[7 |g(n —m))? = > [k(m)| |$(n — m)[”

MEZ meZ

<D Mkl [¢tn —m)”

meZ
= ||kl z) ||¢||§p(2) < 00.
Por tanto, la desigualdad de Holder justiﬁca que

11/p
> (k(m)| 7 [6(n = m)]) [k(m)[V* < Z |k(m)[ |p(n —m)[” [Z | (m)]
meZ | mEZ mEZ
11/p
= Z km)l|g(n—m)” | klAG -
L mEeZ i
Con todo esto, ya estamos en posicién de comprobar que
Ik % Bl = D [0k x @) ()"
neL
p
=D |2 k(m)o(n—m)
neZ |mez
<> (Z [le(m)| |p(n — m)|” ||k|r§{(qz>
neZ \meZ
= [IkI5E > (Z |k(m)] |p(n —m)[” > :
neEZ \meZ

Ahora bien, nétese que |@|” € ¢*(Z). Por tanto, usando lo demostrado para
el caso de p = 1, se tiene que

3 (S bt = ) =+ ey
neZ \meZ
< klllazy NPl zy
= HkHel(Z) H¢HZ(Z) :
Por tanto, se deduce que
15 D% zy < IRNELE, 1l a2y 000z
1
= [kl ) 161z
= [1kll5 2 NNz
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donde hemos usado que 1/p + 1/¢ = 1. Por tanto, se deduce que

[ ¢Hep(z) < ||k“el(z) H¢|’£P(Z) :

Estamos ya en posicion de probar el siguiente resultado:

Teorema 3.1.2. Sea 1 < p < oo. Sea T: (P(Z) — (*(Z) un sistema. Supon-
gamos que T es lineal, invariante y p-estable. Entonces, para toda ¢ € (P(Z),
se tiene que T'(p) = k * ¢ para k = T(0y) € (P(Z). Ademds, si T es causal,
entonces k € (P(N).

Reciprocamente, supongamos que k =T (&) € (*(Z). Entonces el sistema
T: (P(Z) — (P(Z) definido por T(¢) = k x ¢ para toda ¢ € (P(Z) es lineal,
invariante y p-estable. Ademds, si k € (*(N), entonces T es también causal.
Por dltimo, se tiene que

IT(D)l ()

= < k| -
oetr@)  |Pllwez) £
¢#0

Demostracion. Supongamos que T es lineal, invariante y p-estable. Sea la
senal ¢ € (P(Z). Recuérdese que el conjunto de senales {d,, : m € Z} es
completo en (P(Z). En ese caso, nétese que para cada ¢ € (P(Z) podemos

escribir
6= Pp(m)dn,

mEZ

indicando que la sucesién de sumas parciales de la serie anterior converge, en
norma, a ¢. Para ver esto, escogemos N € Z con N > 0, y definimos

ON = Z A(m) Oy,
Im|<N

En ese caso, si M < N, se tiene que

p

los —onlloy = || S5 sm)a| = 3 lem)P.

N+1<|m|<M () N+1<|m|<M

Por tanto, {¢x} es una sucesién de Cauchy, cuyo limite (que existe por
completitud) es ¢. En ese caso, si T es lineal y p-estable (es decir, continuo),
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podemos expresar

Si T es ademas invariante, se tiene que
T(¢) = d(m)r(T(d)).
meEZ
Por tanto, fijado n € Z, se tiene que

(T(9))(n) =Y ¢(m)(7{"(T(8)))(n)

meZ

=Y d(m)(T(d))(n —m)

meZ

= (T(d0) * ¢)(n).

Por tanto, T es de forma T(¢) = k * ¢ para ¢ € (P(Z), donde k = T ()
pertence a (?(7Z).

Visto esto, el Lema indica que si T es causal, entonces k € ¢?(N).

Por otro lado, supongamos que T es de la forma T(¢) = k % ¢ para
k € (*(Z). En ese caso, T es trivialmente lineal. Adema4s, es invariante, segin
el Lema [2.4.4, Mas aun, en virtud del Lema |3.1.1, se tiene que

1T D) pzy = 15 * Dllpzy < NDllenzy Nl er 2y -

Por tanto, efectivamente, se tiene que

1T (D)l oz
sup —————— < [[kl[pz) -
oerr(@) |19l z
6740

Y esto implica que T es p-estable.

Ademés, si k € ¢!(N), entonces el Lema asegura que T es causal. [J
Observemos que los Teoremas y tienen un claro paralelismo.

Es remarcable que en el caso del Teorema [2.6.1] se consigue una caracteri-
zacion completa de la oo-estabilidad, mientras que en el Teorema solo
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se consigue una condicién suficiente y otra necesaria para la p-estabilidad.
Es natural, entonces, preguntarse si existen sistemas T': (?(Z) — (P(Z), de
la forma T'(¢) = k * ¢ para alguna senal k: Z — C, y que sean p-estables,
aunque k ¢ (*(Z). La btisqueda de respuesta a esta pregunta en el caso p = 2
es la que nos guia en este capitulo, dando lugar al Teorema (3.3.1} al Teorema

y al Ejemplo [3.5.2]

3.2. Transformada de Fourier

Para seguir con el estudio de sistemas sobre ¢*(Z) es conveniente intro-
ducir las siguientes ideas, que vienen dadas por la analogia con el analisis de
Fourier:

Definicién 3.2.1. Sea ¢ € (*(Z) una serial. Se llama transformada de Fou-
rier de ¢ a la funcion ¢ : T — C dada por

B&) == p(m)e™, ¢eT.

Notese que la idea detras de la definicién anterior es asociarle a cada
senal una funcién, de manera que los coeficientes de Fourier de dicha funciéon
vengan descritos por la propia senal.

En este punto, conviene recordar que L*(T) es un espacio de Hilbert bajo
el producto escalar dado por

2

Fla)=5 [ FEae)ap. f.g € 12D)

Puede comprobarse que, entonces, el conjunto {f,,} € L*(T) dado por
fm(f) = fma g S Ta m € Za

es un conjunto ortonormal. Mas aun, es conocido que es un conjunto com-
pleto, es decir, el espacio vectorial que genera es denso en L*(T).

Visto lo anterior, y para darle solidez a la tltima definicién, damos el
siguiente resultado:

Teorema 3.2.2. Sean ¢ € (*(Z) una senal y (5 : T — C su transformada de
Fourier. Se cumple que
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(a) La funcion qg es de cuadrado integrable, es decir,
¢ € L*(T).

(b) Las normas de ¢ y ¢ coinciden, es decir,

1 2 ) R
6l = S 16mI* = 5= [ 168 = 11

meZ

(c) La senal ¢ coincide con los coeficientes de Fourier de ¢, es decir,

27
o(n) L (e ™40, n e Z.

:27T0

Demostracion. (a) Por completitud, basta ver que la sucesién

N

on(€) = D ¢(m)e™, (€T, NeZ N>0,

m=—N

es una sucesion de Cauchy.

Para verlo, sean 0 < N < M. Notese que

b= b

ey = (o= | G = )
= > > em)e(m)Em | &)
m'eZ

meZ
N<|m|<M N<|m|<M

= > lom)

mEZ
N<|m|<M

< Y lem)l.

meZ
N<|m]|

Notese que

lim Y [¢(m)[* =0,

N—+400
meZ
N<|m|

al ser el resto de una serie convergente. Esto prueba lo requerido.
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(b) Puesto que el conjunto {f,,} € L*(T) dado por

fm(&) :=¢&m, €T, mez,

es un conjunto ortonormal y completo, la igualdad entre normas se deduce
de la conocida igualdad de Parseval para espacios de Hilbert.

(¢) De nuevo, al ser {f,,} un conjunto ortonormal y completo, se tiene
que la descomposicion
6= (fm|O)f

es Unica. En ese caso, recordando la definicion de ¢, y por comparacion entre
ambas expresiones, ha de ser

6(n) = (fu | §) = /M V09, e 7.

]

Ademas, la transformada de Fourier se relaciona con la convolucién de
dos senales de manera analoga a la convolucién de dos funciones integrables:

Lema 3.2.3. Sean ¢ € (2(Z) y ¢ € (*(Z) dos senales. Entonces

G (€)= YD), €€T.

Demostracion. Sea N € N tal que ¢(n) =0si [n| > N. Dado £ € T, se tiene
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que

G p(6) = > (px)(n)E"

neL

=D D dm)y(n—mp"

neEZ meZ

=Y > dm)p(n—m)¢"

neZ m=—N

= > > e(m)p(n—m)e

m=—N n€Z

=3 d(m)p(n —m)&"

MEZ nel

=) > d(m) ((n —m)gnm) g

meEZ neZ

= d(m)v (e

mEeZ

=) > d(m)e™

meZ

B(E)e(€).

]

Noétese que los dos resultados anteriores inducen la siguiente relaciéon entre
ambos espacios:

Teorema 3.2.4. La aplicacion” : (*(Z) — L*(T) es un isomorfismo isométri-
co.

Demostracion. Notese que la aplicacién es trivialmente lineal. Ademas, el
Teorema [3.2.2] indica que dicha aplicacion esta bien definida y es una iso-
metria (y, por tanto, es inyectiva). Entonces, para ver que es un isomorfismo
isométrico entre dichos espacios de Banach, basta ver que es sobreyectiva.

Para comprobarlo, sea f € L*(T), y sea ¢ la sucesién de coeficientes de
Fourier de f, es decir,

1 2m ] i
o) i= o [ FE e A= (| 1), me .
m™Jo
donde {f,} C L*(T) es el conjunto ortonormal y completo definido por
fa§) =¢", €T

35



En ese caso, al ser f € L?(T), es conocido que ¢ € (*(Z). Ademas, por las
propiedades de {f,}, se tiene que

F=Y Ul D= 6(n)

neL neZ
Esta tltima igualdad es equivalente, como querfamos, a ¢ = f. ]

Nota 3.2.5. Durante el desarrollo del trabajo habrda numerosas ocasiones
donde nos interese ver a la transformada de Fourier como un operador (asi
como en el Teoremal[3.2.4)). Donde sea necesario por claridad, usaremos F ()
(y no qb) pam referirnos a la transformada de Fourier de ¢ € (*(Z), o bien
usaremos .F para referirnos al operador *: (*(Z) — L*(T).

3.3. Estabilidad en (*(Z)

Nétese que ¢2(Z) es un espacio de sefiales bi-invariante, en el sentido de
la Definicién [2.3.2] Por tanto, como ya hicimos en el Capitulo [2| podemos
estudiar como caracterizar algunas de las propiedades que pueden poseer los
sistemas sobre este espacio. Esto es de lo que trata el siguiente resultado,
en el que cobra sentido la presentacion de la transformada de Fourier que
realizamos anteriormente:

Teorema 3.3.1. Sea T: (*(Z) — (*(Z) un sistema. Entonces T es lineal,
invariante y 2-estable si y solo si el sistema T es de la forma T(¢) =k % ¢
para todo ¢ € (2(Z), con k = T(8) € (*(Z) tal que k € L=(T). Mds aiin, en
ese caso, se tiene que

IT()l 2z 16l
SUp —o——— = = [kll oo (r)
$eL?(Z) H‘bHEQ(Z) feL2 Hf”L2
$#0 f#O

Demostracion. Supongamos que T es lineal, invariante y 2-estable. En ese
caso, por el Teorema [3.1.2] sabemos que T(¢) = k * ¢ para todo ¢ € (*(Z),
con k = T(dy) € (*(Z). Por tanto, dado ¢ € ¢*(Z), se tiene que

||T(¢)Hz2(2) = ||k = ¢||e2(Z) = ||kl 2(m),
donde se han usado el Teorema y el Lema [3.2.3

Entonces es claro, por densidad, y usando el Teorema [3.2.4] que

IT(O)l 2z 1 f N ey
sup ——— =
$el?(Z) |’¢H€2(Z) feL2(1r ”fHL?(T
¢7#0 I#
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Veamos ahora que, puesto que T' es 2-estable, ha de ser que ke L>(T).
Para ello, procedemos por reduccién al absurdo. Notese que, por definicion,
ke L3(T), por lo que k es un funcién medible. Por tanto, consideremos los
conjuntos medibles

Q,={eT: ‘l%(f)‘ >n}, n>0.

Si k & L>(T), entonces la medida Lebesgue de €, ha de ser estrictamente
positiva para todo n > 0. Ademads, se satisface que

15(6) X0, (€) = nxa,(€), €€T,n>0,

donde x4 denota la funcién indicatriz de A C T. Por tanto,

lfexe.llz2my = nllxe.ll oy, n > 0.
Es decir, )
k
| XQn||L2(’H‘) >n. >0
||XQn||L2(T)

Nétese que yq, € L? C]I‘), por tanto lo anterior contradice la 2-estabilidad de
T. Por consiguiente, k € L>(T).

Veamos ahora que, de hecho, la norma del operador T en (*(Z) es ma-
yor que la norma de k en L*°(T). Para ello, tomemos 0 < € < ||k zoo(m)
Consideremos el conjunto medible dado por

Q= {E €T : ||kl pe(m — € < [E©)]}.

Noétese que (2 tiene medida Lebesgue estrictamente positiva (si tuviese medida
nula, entonces k estarfa esencialmente acotado por ||k|| e (1) —€ < ||| oo (T))-
Con esto en mente, observamos que

(&l ey = €) Ixell 2y = N ([El L) — €)xallz2(m)
< |lkxallz2(m)
Por tanto,
i — ¢ < L0l o, Dl
||XQ||L2(’]I‘) fEfL;((]’JI‘) Hf||L2(’]T)
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Como lo anterior es cierto para e arbitrariamente pequeno, se deduce que

. ki
||k||L00(T) S Sup || f||L2(T).
fEfL;(gT) ||f||L2(’]I‘)

Reciprocamente, repitiendo los argumentos anteriores, nétese que si se
tiene que T'(¢p) = k* ¢, para k = T(8y) € (*(Z), tal que k € L>(T), entonces,
usando argumentos de densidad, se tiene que

IT(0)l ez Uk fll oy o
sup — RO p L. < HkHL‘”(T)'
scc@ 9lle@ ez Il
$#0 h£0
En ese caso, T' es 2-estable. O

Notese que este resultado supone una mejora, en el caso p = 2, a lo ya
probado en el Teorema [3.1.2, La herramienta que, de hecho, nos ha ayudado
a conseguir un resultado “més fuerte” es la transformada de Fourier en ¢%(Z).

3.4. Transformada Z

Gracias a las ideas presentadas en la Seccién hemos podido dar, has-
ta ahora, una caracterizaciéon completa de los sistemas lineal, invariantes y
2-estables en (2(Z) (a saber, Teorema[3.3.1). No obstante, atin no hemos po-
dido hablar de la causalidad de un sistema, obteniendo resultados parecidos

al Corolario 2.6.3

Para seguir trabajando en ello definimos el siguiente espacio, por analogia
con la Definicién 2.6.2:

Definicién 3.4.1. Denotaremos por (*(N) al conjunto (*(Z) N ((N).
Nos interesa ahora definir una nueva transformada sobre este espacio:

Definicién 3.4.2. Sea ¢ € (?(N). Definimos la transformada Z de ¢ como
la funcion Z¢: D — C dada por

ZP(z) = Z ¢(m)z", =z eD.

meN

Por claridad, cuando las expresiones lo requieran, notaremos por Z(¢) a
la funcion Z¢.
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Observacién 3.4.3. En algunos textos es usual, dada ¢ € ¢*(N), definir su
transformada Z como la funcién dada por

26(z) = Y o), J2l > 1

neN

Notese la analogia de este concepto con el que nosotros hemos definido.

El motivo de adoptar la Definicion [3.4.2| es puramente técnico: favorece
la introducciéon de los espacios de Hardy, como se ve en el Teorema |3.4.4]

Lo 1til de esta transformada es que, en algin sentido, generaliza a la
transformada de Fourier de senales de ¢*(N), aportando m4s informacién
para el estudio de estas senales. En particular, se verifican las siguientes
propiedades:

Teorema 3.4.4. Sean ¢ € (*(N) y Z¢ su transformada Z. Entonces Z¢
es una funcion holomorfa en D, y la serie que define a Z¢ converge unifor-
memente sobre compactos de D. Mds ain, Z¢ € H*(D). Ademds, se tiene
que

27 . ) 2
lim ey — Zp(re™)| dt =0,
r—1- 0
es decir, X
lim [|¢ — Z¢r|| 2y = 0,
r—1-
stendo

Z¢, (&) = Zp(re), €eT.

Demostracion. Comenzamos definiendo la sucesion de funciones dada por

N
Ind(z) = Z ¢(m)z", zeD.
m=0

Nétese que, fijado z € D, se tiene que si 0 < N < M, entonces

> g(m)"

2

|Zno(z) — ZN¢(2)‘2 =

m=N+1
M M
< 3 el 3 P
m=N+1 m=N+1
M 2N+2
_ 2 2]



donde hemos hecho uso de la desigualdad de Holder. Esta desigualdad mues-
tra que, si z € D, la sucesion anterior es de Cauchy, y por tanto, convergente
(en C). En ese caso, vemos que Zy¢ converge puntualmente en D a Z¢. Mas
aun, observamos lo siguiente:

> é(m)z

1Z6(2) — Zno(2)|* =

IA
g
=
2
g
=

g

m=N+1 m=N-+1
= 2 |2

= > Joom B
m=N+1 — |2|

En ese caso, para cada 0 < r < 1, se tiene que

e
7"2N+2

1—1r2

1Zo(2) — Zno(2)]” <

2
[o(m)|”, [z <

m=N+1

Esto muestra que, la convergencia de Zy¢ a Z¢ es uniforme en compactos

de D.

Tomemos ahora, para cada 0 < r < 1, la funcién

Zop(§) = Zo(ré) = Y p(m)yrme™, EeT.

meN
Nétese que Z¢, € L*(T). Més atin, la igualdad de Parseval establece que

2T
—/ Zon(e)[Fat = 3 o(m)

meN

En ese caso, nétese que

sup — ‘Zgbr ) ‘ dt < Z|¢ ? < 0.

21
o<r<1 meN

Por tanto, por definicién, se tiene que Z¢ € H?(D).

Una vez visto esto, el Teorema [1.1.5| asegura que Z¢ posee limite no
tangencial en casi todo T. Este limite viene descrito por la funcién

lim Zo(r§) = > ¢(m) b(€), €€,

r—1—
meN
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Ademas, se tiene la convergencia en norma cuadratica de Z,.¢ a ¢ cuando
r — 17. Esto finaliza la prueba. O

Lema 3.4.5. Sean ¢, € (*(N) dos senales. Supongamos que ¢ x 1 € (*(7Z).
Entonces, ¢ x 1 € (*(N). Ademds, se satisface que

26+ 9)(2) = Z@)()ZW)(), =€D.
En particular, si ¢ € (*(N) es tal que Z¢ € H*(D), entonces
Z(¢xP)(2) = Z(9)(2)Z2(¢)(2), z€D,
para toda senal 1 € (*(N).

Demostracion. Comenzamos notando que, si n € Z, entonces

(@ x9)(n) =D d(n—m)(m)

meZ

=Y é(n—m)p(m)

=Y dln—m)p(m).

Por tanto, si n < 0, es claro que (¢ * 1)(n) = 0. De esta forma, si asumimos
que ¢ * ¢ € (*(Z), se tiene que ¢ * ¢ € (*(N). Mds atin, dado z € D, tiene
sentido calcular

Z(px)(z) =D (¢*¥)(n)z"

neN
=33 d(ms(n — m)="
=33 dm)(n — m)="

=D dm)p(n—m)z"

meNn=m

=YY o(m) (v(n—m)z"m) 2"

meNn=m

=Y om)Z(v)(z)="

meN

= Z(W)(z) Y d(m)="

meN

= Z(¥)(2)Z(9)(2).
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Por otro lado, sea ¢ € (*(N) con Z¢ € H*(D). Sea ¢ € (*(N) una senial
arbitraria. Para ver que

Z(¢x)(2) = Z2(0)(2)2(¥)(2), =z€D,

basta ver que ¢ x ¢p € (*(N), tal y como hemos visto anteriormente. Pero
¢ * 1 € 2(N) si y solo si la funcién f: D — C dada por

f(z):= Z((b x1)(n)2", zeD,

neN

es tal que f € H*(D). Ahora bien, nétese que

f(z) = (x1)(n)z"

= (Z oln — mw(m)) "

=> > pln—mp(m)"

meN n=m

=373 60— mds(m)z e

meN n=m

= 3 S omim)ste

= (Z w<m>zm> (Z ¢<l>zl)
= Z(1)(2)Z($)(2).

Pero, como Z¢ € H*(D), se tiene que
1f(2)| = 1Z(¥)(2)Z()(2)]
<120l |2 () (2)]-

Por tanto, f € H?*(D), puesto que Z¢y € H*(D). Por lo discutido anterior-
mente, esto basta para demostrar el resultado. O

El resultado anterior, entre otras cosas, muestra que si ¢, € (*(N),
entonces

px1p € (}(Z) <= ¢* € (*(N).

Ahora bien, se pueden dar algunos ejemplos de sefiales ¢, ¢ € £%(N) tales que
¢ *1 & (*(N) (por tanto, la condicién de que ¢ %) € (*(Z) es necesaria para
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que el resultado anterior sea cierto). Algunos de estos ejemplos pueden verse
de la siguiente manera:

Sea h € H*(D) tal que h? ¢ H*(D). Sea ¢ € (*(N) tal que Z(¢) = h.
Afirmamos que ¢ * ¢ € (*(N). Para verlo, consideremos g: D — C dada por

9(2) =) (6% 9)(n)2", z€D.

neN

Recordamos que ¢ * ¢ € (*(N) si y solo si g € H*(D). Sin embargo, en la
prueba del Lema |3.4.5( se puede ver que

9(2) = Z(¢)(2)Z(9)(2) = h*(2), z€D.
Por tanto, g = h?> ¢ H?*(D). De aqui se deduce que ¢ * ¢ & (*(N).
Como ya ocurrié con la transformada de Fourier, podemos dar el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.6. El operador Z: (*(N) — H*(D) es un isomorfismo isométri-
co.

Demostracion. Comenzamos notando que Z es un operador lineal. Ademaés,
se tiene

128|312y = D 16(m)]* = 110l -
n=0

Esto justifica que Z es una isometria (y, por tanto, es un operador inyectivo).
Para ver que es un isomorfismo, resta ver que es sobreyectivo. Pero esto es
sencillo, puesto que si h € H*(ID), con

oo
h(Z) - E hnz”? KBS D7
n=0
entonces es conocido que la sucesion

_J hn, neN,
gb(n).—{o7 n <0, n €z,

cumple ¢ € (*(N), y es claro que Z¢ = h. Esto justifica la sobreyectividad.
O

Estamos ahora en posicién de ver, como dijimos en la introduccién de esta
seccion, que la transformada Z esta intimamente ligada con la transformada
de Fourier:
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Teorema 3.4.7. Para cada f € H*(D), denotamos por f*: T — C a la fun-
cion definida por sus limites radiales. Entonces se tiene la igualdad (Z$)* = ngﬁ
para toda ¢ € (*(N). Mds ain, la aplicacion *: (*(N) — H*(T) es un isomor-
fismo isométrico.

Demostracion. Recordemos que si f € H?(D) con

f(z) = anzn, zeD,
n=0

entonces

FHE) =) [l €T,
n=0

verifica que f* € H?(T). De hecho, las expresiones anteriores justifican que
(Z9)'(€) =D o(n)g" = 6(¢), €T
n=0

Por tanto, es cierto que (Z¢)* = ¢ para toda ¢ € *(N).

M4s atin, recuérdese que el operador A: H*(D) — H?*(T) dado por

A(f)=f feHD),

es un isomorfismo isométrico. De hecho, acabamos de ver que * = AZ sobre
(*(N). Por tanto, como ambos son isomorfismos isométricos (Teorema [3.4.6)),
su composicién *: £2(N) — H?(T) también ha de serlo. O

3.5. Causalidad en (*(Z)

Estamos ya en posicién de caracterizar los sistemas causales sobre (2(Z).

Teorema 3.5.1. Sea T: (*(Z) — (*(Z) un sistema. Entonces T es lineal,
causal, invariante y 2-estable si y solo si existe k € (*(N) de manera que
T(¢) = k* ¢, para ¢ € (*(Z), y Z(k) € H®(D). Ademds, en ese caso, se

tiene que

IT(D) |2z & || 2 | Zk - fll z2m) -
——— = sup ————= sup ———— = |k|px(m.
pel?(Z) ||¢”z2(z) FEH?(T) ||f||H2(’]T) feH?(D) HfHH2(ID))
¢#£0 f#0 f#0
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Demostracion. Supongamos que T es lineal, invariante y 2-estable. En ese
caso, el Teorema asegura que T es de la forma T'(¢) = k * ¢, para todo
¢ € (X(Z), con k = T(6y) € (*(Z) tal que k € L>=(T). En ese caso, si ademéas
T es causal, entonces k € ¢*(N), segiin el Lema . Por tanto, por el Teo-
rema , es claro que k € H®(T). Esto implica que Z(k) € H®(D).

Reciprocamente, supongamos ahora k € (?(N) es tal que la aplicacién
T : (*(Z) — (*(Z) es un sistema de la forma T(¢) = k * ¢ para ¢ € (*(Z).
Entonces T es trivialmente lineal. Ademads, es invariante (por el Lema [2.4.4])
y causal (por el Lema [2.4.5)). Incluso podemos afirmar que k = T'(&).

Més atin, si Zk € H*(D), entonces k € H®(T) C L=(T), y se tiene que

HT((b)HP(Z) = ||k = ¢||z2(Z)
= H%HL?(T)
< \|/%\|Loo(1r)”¢§||L2(T)
= H]%HLoo(T) ”(bHZQ(Z) )

donde se ha usado el Teorema |3.2.2| En ese caso, se tiene que

1T _ -
sup — D < 1E| oo (m) < 00.

bel?(Z) ||¢||e2 (z)
¢#0

Esto demuestra que T es 2-estable.

Resta ver la igualdad entre supremos propuesta en el enunciado. Para ello,
sea b := Zk € H*(D) la transformada Z de k. Sea M,: H*(D) — H*(D)
el operador dado por M,(f) := bf, para f € H*(D). Notemos por M; a su
operador adjunto.

Como vimos en la Seccién , si f € H*(D) viene dada por

entonces se cumple que

1—zZw

1) = (3 0 |3 aan) = (—— | fw) = (k= | £),

n=0
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donde k: D — C esta definida por

Es decir, los funcionales evaluacién son continuos en H?(D), y estdn repre-
sentado por la familia {k, : z € D}.

En ese caso, apreciemos que

Con todo esto, nétese que

||T(¢)||e2(z) | 925“[2(2)

sup ———— =
Pel>(Z) ||¢||e2(z) el?(Z) ||¢||z2(2)

$7#0 $#0
k@l z2m)

FSZ) 9l z2(m)

e
PF
k0| L2(T)

—eer) Dl L2
$£0

Ahora bien, la transformada de Fourier de sefiales en ¢?(N) puede ser exten-
dida por la transformada Z, de manera que:

£ r2m) 10+ Z | oy
sup " = _
seem) [|9llzy  verm 120lmm)
¢#0 ¢#£0

16+ fll 2 )

fEH?(D) Hf“H?(D)
J#0
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Usando la definiciéon del operador M, podemos reescribir lo anterior como

16 fll 2y 1M ()| 122
sup —————~ = —_—
feEH*(D) ||f||H2(]D)) feH?(D) ||f||H2(D)
f#0 f#0

= ||MbHH2(D)—>H2(ID))
= ||M;||H2(ID))—>H2(D) :

Usando ahora la accién de M} sobre la familia {k.}, se tiene

I sup 125 o
e e S T o,

@ k) |z

ced kel 2oy

= sup [b(z)|
zeD

= [|b]] oo
= ||kl oo ()

En resumen, hemos probado que

- 1T(@)ll 2
”kHLOO(’]I‘) > sup 8
$el?(7) ”¢HeQ(Z)

¢#0
1ZE - [l 2oy
sup ———————

~ ez N llgzm)
1#0

& f || 2
sup ————

feH?(T) ”fHHQ(T)
I#0

> [kl L= m).-

Esto demuestra la igualdad entre todos los términos anteriores, y concluye
la, demostracion. O

Podemos ahora dar un ejemplo que muestre que la condicion suficiente
del Teorema |3.1.2| no es necesaria, como ya adelantamos:

Ejemplo 3.5.2. Sea k € (*(N) con Zk € H*(D). Por el Teorema ya
sabemos que el sistema T': (*(Z) — (*(Z) dado por T(¢) = k * ¢ es lineal,
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invariante, 2-estable y causal. Por tanto, para ver que la condicion suficiente
del Teorema [3.1.2| no es necesaria, hemos de encontrar un ejemplo tal que
k & ¢*(N). Abordaremos esta btisqueda de manera indirecta:

Supongamos que k € (}(N) N ¢2(N). Nétese que, entonces Zk puede ex-
tenderse a T, de manera que Zk resulte holomorfa en D y continua en D.
Para verlo, basta tomar z € D arbitrario y notar que

Z k(n)z"

neN

<> k)12

neN

< 3" [kn)| < oo,

neN

1Zk(z)] =

pues k € (*(N). Por tanto, por el Teorema M de Weiertrass, se tiene que la
sucesion de sumas parciales

N
Sn(z) = Zk(n)z”, z€D, N €N,

n=0

converge uniformemente en D. Dado que la convergencia uniforme preserva
la continuidad, se verifica lo que hemos afirmado.

Visto esto, supongamos hallado h € H*°(D) tal que h no posee una ex-
tensién continua a todo D (notar que si existe, por supuesto, una extensién
no tangencial salvo un conjunto de medida nula sobre T, siento esta exten-
si6n medible). En cualquier caso, dado que H*(D) C H?*(D), se tiene que
h € H*(D). Por tanto, tiene sentido tomar k = Z~1(h) € (*(N). Por cons-
truccién, ha de ser que k ¢ ¢(N). Sin embargo, por el Teorema el
sistema T: ¢*(Z) — (*>(Z) dado por T(¢) = k * ¢ para todo ¢ € (*(Z) es
lineal, 2-estable, invariante y causal.

Basta, entonces, dar un ejemplo explicito de una funcién h € H*(D) que
no posea una extension continua a todo ID. Por ejemplo,

1
h(z) = exp <—1i—j), z € D.

Es claro que h es holomorfa sobre ID. Mas atin, ndtese que

h(z) =exp(¥(z)), ze€D,
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donde ¥: D — C es la transformacién de Mobius dada por

1+2
U(z) =— , z€D.
1—=z
Usando las propiedades de estas transformaciones (entre otras, que lleva cir-
cunferencias generalizadas en circunferencias generalizadas) es facil ver que

V(D) ={z € C: Re(z) < 0}.

Por tanto,
[h(2)| = lexp(¥(2))| = exp(Re(¥(z2))) < exp(0) = 1.
Asi, h € H*(D). Ademés, se tiene que

r—1- r—1- —-T

1
lim A(r) = lim exp (—1 i T) = exp(—o0) =
Si embargo, sea

C’::{ZGC:

1 1 —
——| ==, CD.
Notese que 1 € C'. De nuevo, por las propiedades de las transformaciones de

Mobius, se puede comprobar que
U(C)={z¢€C:Re(z) =—1}.

Por tanto,
lim |h(2)| = lim exp(Re(¥(z))) = e .
z—1 z—1
zeC zel
Esto implica que
1
lim 72(z) # 0,
zeC
lo que muestra que h no puede extenderse de manera continua a todo T
(puesto que no puede extenderse en 1 de manera continua).

3.6. Sistemas en /(*(N)

Asi como hemos tratado especialmente los sistemas sobre ¢?(Z), cobran
especial interés los sistemas definidos sobre ¢?(N). Nétese que estos siste-
mas son muy diferentes: unos estan definidos sobre un espacio bi-invariante,
mientras que otros lo estan sobre uno simplemente invariante. No obstante,
podemos dar caracterizaciones de los sistemas sobre ¢*(N), donde vuelve a ser
fructifero el concepto de transformada Z (lo que muestra que estos sistemas,
de nuevo, estdn relacionados con el espacio H*(D)).
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Teorema 3.6.1. Sea T': (*(N) — (?(N) un sistema. Entonces T es lineal,
invariante y 2-estable si y solo si el sistema T es de la forma T(¢) = k % ¢
para todo ¢ € (*(N), con k = T(6y) € (*(N) tal que Z(k) € H*®(D). Mds
atn, en ese caso, se liene que

IT(D)| 2 1Z(8) fl g2
sup RN sup T THD) | Z (B)|| oo (my)-
ser) 9l rer2@) I a2
$#£0 f#£0

Demostracion. Supongamos que T' es un sistema de la forma T'(¢) = k * ¢
para todo ¢ € (?(N), con k = T'(dy) € (*(N) tal que Z(k) € H>*(D). En ese
caso, es claro que T es lineal e invariante (por el Lema. Maés atn, usando
las propiedades de la transformada Z, se tiene que para toda ¢ € ¢*(N) se
cumple

1T 2y = Ik * 0l 2
= 1Z2(k)Z ()|l > )
< N2 oo oy 12 (D) | 12y
= ”Z(k’)HHoo(D) H¢Hz2(N) ‘

Por tanto, T es también 2-estable. Ademas, se cumple

1T (D)l 2y
sup ————— < [ Zk|| oo -
$EL?(N) ||¢||z2(N)
¢7#0

Reciprocamente, supongamos que 7T es lineal, invariante y 2-estable. Sea
¢ € (*(N). Recuérdese que el conjunto de sefiales {4,, : m € N} es completo
en /*(N). En ese caso, nétese que para cada ¢ € (*(N) podemos escribir

6= &(m)om,

meN

indicando que la sucesion de sumas parciales de la serie anterior converge, en
norma, a ¢. Para ver esto, escogemos N € N, y definimos

N
SN = (m)om.
m=0

En ese caso, si 0 < M < N, se tiene que

N 2 N
I8 = onlzegy = || D om)om| = D lo(m))®
m=M-+1 £2(N) m=M+1
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Por tanto, {¢x} es una sucesién de Cauchy, cuyo limite (que existe por
completitud) es ¢. En ese caso, si T es lineal y 2-estable (es decir, continuo),
podemos expresar

En ese caso, si T es ademas invariante, se tiene que

T(¢) =Y ¢(m)r"(T(%0)).

meN
Por tanto, fijado n € N, se tiene que

(T(9))(n) = Y $(m)(r{"(T(%)))(n)

meN

=Y ¢(m)(T(d0))(n —m)

meN
= (T'(60) * ¢)(n).
Por tanto, T es de forma T'(¢) = k * ¢ para ¢ € (*(N), donde k = T'(d).
Veamos ahora, puesto que T es 2-estable, que Zk € H>(ID). Para ello,
fijado z € D, definimos el operador d,: H?*(D) — C dado por

0:(f) = f(2), [eH'D).

Notese que 6, es un operador lineal. Ademads, es continuo. Para ver esto,
tomemos f € H*(D) dada por

flw) = Zakwk, w e D.
k=0

Se verifica

[0-f1 = 1/ (2)]

1/2 1/2

AN
I
£

o
> L
k=0




donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwartz en ¢?(N). Por tanto,

0, 1
6.l gy = sup A o
ez 11 2 o) 1— |z
£#0

Mas atn, si definimos la funcién g: D — C dada por

V1= 12 \/—oo
=Y — 1|z Zrwk €D
1_§w |Z| kzzgzw7 w bl

es facil ver que ¢ es continua en todo el disco unidad cerrado. Por tanto,
g € H?(D). De hecho, se puede calcular que

2 2 2k
||g||H2(]D)):(1_|Z| )Z|Z| =1
k=0

Ademas, notese que

5 g>r—‘\/1—rz Zrz\

Por tanto, esto demuestra que

1

Vet

Con esto en mente, notemos que al ser Z un isomorfismo isométrico entre
*(N) y H*(D), podemos ver que dado ¢ € ¢*(Z) se tiene que

||T<¢)He2(N) = ||k = ¢||z2(N) = [|Z(k = ¢)”H2(JD>) = ||ZkZ¢HH2(]D))7

donde hemos usado el Lema Ahora bien, tomemos ¢ € (?(N) tal que
Zyp = g (ndtese que tal senal existe y tiene norma unidad, puesto que Z es
una isometria sobreyectiva). En ese caso, se cumple que

9= 222y

10-(ZkZp)| = |0:(Zkg)]

= [Zk(2)g(2)|
2k )!
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Sin embargo, usando la acotacion de 9, y T', también puede verse que

10-(ZkZp)| = |0-(Zkg)]
< C1 || Zkgl| g2,
=C1 ||k = SOHW(N)
=C) HT(SO)He2(N)
< €10y ||99||z2(z)
< 10y,

donde

1 T 2
o ey Tl

1 — ]z|2 ¢>e£gN) H¢H£2(N)

En definitiva, se deduce que
|Zk(2)| < Cy < 0.

Como lo anterior es cierto para z € D cualquiera, se deduce que Zk es un
funcién acotada. Por tanto, Zk € H>(ID). De hecho,

IT(D)ll 2 )

$eL?(N) H¢Hz2(N)
$#0

1Z R ooy <

Esto termina la demostracién. O

A partir del resultado anterior puede darse una relacién entre los sistemas
lineales, estables e invariantes sobre ¢2(N) con los causales.

Corolario 3.6.2. Sea T: (*(N) — (*(N) un sistema lineal, 2-estable e inva-
riante. Entonces es causal.

Demostracion. Por el Teorema m, T es de la forma T(¢) = k * ¢ para
todo ¢ € (*(N), con k = T(8) € (*(N) tal que Z(k) € H*(D).

Con lo anterior en mente, sean ¢, € ¢*(N). Supongamos que existe
N € N tal que

¢(n) = ¢(n), paratodon € Nconn<N.
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En ese caso, se tiene que

T(¢)(N) = (kx ¢)(N)

=T(p)(N),
Nétese que esto significa, por definicion, que T es causal. O

El resultado anterior no es cierto para sistemas sobre ¢?(Z). Basta pensar
en el inverso del operador shift, 7, !, que es lineal, 2-estable e invariante, pero
no es causal. Para verlo, es suficiente ver que si © € (*(Z) es la senal nula,
entonces

Sin embargo,

7 1(©)(0) =O(1) =0 # 1 =0,(1) = 77 (8:1)(0).

3.7. Nuevos conceptos sobre operadores

Hasta el momento hemos utilizado tres isomorfismos isométricos de origen
clasico:

F:0*(Z) — L*(T), Z:(*(N)— H*(T), Z:(*(N)— H*(D).

Estos isomorfismos relacionan los espacios de senales que hasta ahora estamos
estudiando con espacios propios del Analisis Matematico. Lo que queremos
ahora es usar estos isomorfismos para relacionar, no los espacios en si mis-
mos, sino las aplicaciones entre ellos: los sistemas y los operadores sobre los
espacios que nos conciernen. Esto puede realizarse a través de la siguiente
idea:

Teorema 3.7.1. Sea I: X — Y un isomorfismo isométrico entre dos espa-
cios de Banach. Notemos por B(X) al espacio de Banach definido por los
operadores lineales y continuos de X en si mismo, dotado de la norma usual,
y andlogamente para B(Y'). Entonces, la aplicacion A: B(X) — B(Y') dada
por

ANT)=ITI", T € B(X)

es un isomorfismo isométrico entre los espacios de operadores anteriores.
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Demostracion. Comenzamos notando que A esta bien definido, puesto que
ITI™' € B(Y) para todo T € B(X). Es facil comprobar que esta apli-
cacién es lineal. Ademds, también es sobreyectiva: si S € B(Y), entonces

T=I1'SIeB(X)con A(T)=S5.

Resta ver que es una isometria (y, por tanto, es una aplicacién inyectiva).
Para ello, puesto que I es biyectivo, notamos que

lITItyly U Taly

Iz,
e Wl ek Tl
Pero, como I es una isometria, se tiene que

[ Tzlly _ [ITz]x

Tally ~ el "0 770
Por tanto,
TNy (Tl
T T, o
Y20 270
Es decir,

ATl sy = [TTT | 5y = 1T My -

En ese caso, puesto que A actia entre espacios de Banach, es claro que
es un isomorfismo isométrico. ]

Intentemos, ahora, identificar el operador shift ,: (3(Z) — (*(Z) en
L3(T). Para ello, siguiendo el Teorema anterior, hacemos uso del isomorfismo
isométrico dado por I :=": (*(Z) — L*(T). En concreto, se tiene que

—

(A(m))(f) = 11(9),

donde f € L*(T) y ¢ € (*(Z) es tal que b=Ff (i.e., ¢ es la imagen inversa
de f a través de °).

Mas detalladamente, si

entonces
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Por tanto, se tiene que A(71) es un operador de tipo multiplicacién. M4és
concretamente,

A(m)(f) =idef, fe€ LX(T).

En base a este calculo, definimos lo siguiente:

Definicién 3.7.2. Llamamos operador shift en L*(T) al operador 7, : L*(T) —
L3(T) dado por
A(f) =idef, [ e LXT).

Es claro, entonces, que los conceptos propios de los sistemas (invariancia,
causalidad) pueden “traducirse” a operadores sobre L*(T) a través de estas
idea. En base a esto, definimos lo siguiente:

Definicién 3.7.3. Sea V: L*(T) — L*(T) un operador. Sea T el sistema
asociado a ¥ via el Teoremal|3.7.1 con ~ como isomorfismo isométrico. Dire-
mos que V es invariante (causal) si T es invariante (causal).

Estas definiciones, aunque naturales, pueden resultar demasiado indirec-
tas. Es por ello que damos el siguiente resultado de caracterizacion:

Teorema 3.7.4. Sea ¥: L*(T) — L*(T) un operador lineal. Se verifica:
(a) ¥ es invariante si y solo si conmuta con .

(b) U es invariante y continuo si y solo si es un operador de tipo multi-
plicacion con simbolo en L>®(T), es decir, es de la forma

U(f)=gf, feLXT),
para cierta funcion g € L>(T).

(c) U es causal si y solo si para f,g € L*(T) dadas por

FO =D ant", g =) b", £€T,

nez neE”L

V() =D el W(g)E) =) dn", E€T,

nez neL

se cumple que si existe N € Z con a, = b, para todo n € Z con
n < N, entonces cy = dy.

(d) Si U es invariante, entonces ¥ es causal si y solo si W(H*(T)) C
H*(T).
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(e) U es invariante, causal y continuo si y solo si es un operador de tipo
multiplicacion con simbolo en H®(T), es decir, es de la forma

U(f)=hf, feL*T),
para cierta funcion h € H*(T).

Demostracion. (a) Por comodidad, denotemos por .% (y no por °) a la trans-
formada de Fourier, es decir,

F(¢) =6, o€l(D)
Sea el sistema T' = .Z ' W.Z sobre (*(Z). Se verifica:

U es invariante <= T' es invariante
— Trn=nT
— FWIFn=1F 'OF
— V.F71 = FnF VTF
= VIFnF ' =FnF .

Pero, por definicién, se tiene que 7, = .Z#7.% 1. Por tanto
U es invariante <— VY71, =7V,

(b) Con las notaciones anteriores, y usando el Teorema |3.3.1} se tiene que
el sistema T es de la forma

T(¢)=kxo, ¢c (),

para k = T(0y) € (2(Z) con k € L>®(T). En ese caso, dado f € L%(T), se
tiene que

—

V(f)=F(T(F ) =k*o=kf,

~

(F
donde ¢ € (%(Z) es tal que ¢ = f.

(c) Con las notaciones anteriores, recuérdese que W es causal si y solo si
T es causal. Pero T es causal si y solo si para ¢, ¢ € (*(Z) tales que existe
N € Z con ¢p(n) = ¢(n) paratodon < N se cumple que T'(¢)(N) = T'(¢)(N).
Ahora bien, como % es una biyeccién, lo anterior es equivalente a pedir que
si f,g€ LZ( ), definidas por

::jijanfm} g(Z):ZEE:bngn, é.e Ta

neL nez
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y existe N € Z con a, = b, para todo n € Z con n < N, entonces
FHU(f))N)=F"1T¥(g))(N). Ahora bien, supongamos que

V() =D eal", U(g)(z) =) du€", E€T.

Entonces lo anterior es equivalente a pedir que ¢y = dy. Esto es lo que
queriamos probar.

(d) Con las notaciones anteriores, nétese que 7' es invariante. En ese caso,
usando el Lema [2.4.7] se verifica

Y es causal <= T es causal
< T(*(N)) c /A(N)
= FH(U(F(F(N)))) C £4(N).

Ahora bien, como .Z es una biyeccién con Z (¢?(N)) = H?(T), se tiene que
U es causal <= W(H*(T)) C H*(T).

(e) La demostracién se sigue de manera andloga a (b), pero a través del
Teorema [3.5.11 O

Se pueden extender las ideas anteriores a los espacios H?(D) y H*(T) sin
mas que realizar leves modificaciones técnicas.

Definicién 3.7.5. Llamamos operador shift en H*(T) (en H*(D)) al opera-
dor 7,: H*(T) — H*(T) (#,: H*(D) — H?*(D)) dado por
A(f) =idef, fe H*(T)

(7(f) = idpf, fe€ H*D)).

Definicién 3.7.6. Sea ¥: H*(T) — H*(T) (¥: H*(D) — H?*(D)) un ope-
rador lineal. Sea T el sistema asociado a U via el Teorema [3.7.4] con * (con
Z) como isomorfismo isométrico. Diremos que ¥ es invariante (causal) si T
es invariante (causal).

Teorema 3.7.7. Sea V: H*(T) — H*(T) (V: H*(D) — H?*(D)) un operador
lineal. Se verifica:

(a) ¥ es invariante si y solo si conmuta con .
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(b) U es invariante y continuo si y solo si es un operador de tipo multi-
plicacion con simbolo en H*(T) (en H>®(D)), es decir, es de la forma

V(f)=nf, feHT)(feH D)),
para cierta funcion h € H*(T) (h € H*(D)).

(c) W es causal si y solo si para f,g € H*(T) (f,g € H*(D)) dadas por

FEO =D ang", (&) =) b", €€T,

(f(z) = Z a,z", g(z) = Z by2", zeD,)
Yy
V() =D e W(g)€) =D dnf", E€T,
(T(N) =D e, Vg(e) =) duz", z€D,)

se cumple que si exviste N € N con a, = b, para todo n € N con
n < N, entonces cy = dy.

(d) Si WV es invariante y continuo, entonces es causal.

Demostracion. (a) La prueba es anédloga a la realizada en el Teorema [3.7.4

(b) Haremos la prueba para H?(ID), siendo andloga para H?*(T). Recuérde-
se que WU es invariante y continuo si y solo si el operador T': (*(N) — ¢*(N)
dado por T = Z~1WUZ es invariante y continuo. Pero este es equivalente, por
el Teorema |3.6.1], a decir que T es de la forma

T(¢) =k=*¢, ¢€P(N),
para k = T(8y) € (*(N) con Zk € H>*(D).

Ahora bien, nétese que ¥ = ZT'Z~ 1. Por tanto, T es de la forma anterior
si y solo si

V(f)=2Z(T(Z7(f) =2k« Z7(f) = Z(k)f, [€H D),

donde hemos usado el Lema [3.4.5]
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(c) Haremos la prueba para H?(D), siendo andloga para H?(T). Recuérde-
se que U es causal si y solo si el operador T': (*(N) — (*(N) dado por
T = Z7'WZ es causal. Pero T es causal si y solo si para ¢, ¢ € ¢*(N) ta-
les que existe N € N con ¢(n) = ¢(n) para todo n < N se cumple que
T(¢)(N) = T(¢)(N). Ahora bien, como Z es una biyeccién, lo anterior es
equivalente a pedir que si f,g € H*(D), definidas por

f(z) = Zanzm, g(z) = anz”, zeD,
neN neN

y existe N € N con a, = b, para todo n € N con n < N, entonces
Z7HW(f))(N)=Z1(¥(g))(N). Ahora bien, supongamos que

U(f)(z) = chzm, U(g)(z) = Zdnz", z € D.
neN neN

Entonces lo anterior es equivalente a pedir que ¢y = dy. Esto es lo que
queriamos probar.

(d) Haremos la prueba para H?(ID), siendo andloga para H?(T). Recuérde-
se que, por (b), ¥ es invariante y continuo si y solo si existe h € H*(D) de
manera que

V(f)=nhf, [feH D)
Con esto en mente, sean f,g € H*(D) dadas por
f(z)= Zanz”, g(z) = anzn, z € D.
neN neN
Supongamos, ademas, que h viene dada por
h(z) = chz”, z € D.
neN

En ese caso,

U(f)(z) = Z (Z akcn_k> 2" W(g)(z) = Z <Z bkcn_k> 2", zeD.

neN \ k=0 neN

Supongamos, que existe N € N con a,, = b, para todon € Nconn < N.
Es claro, entonces, que

N N
E apCp—k = E biCr—i-
k=0 k=0

Noétese que, por (c), esto implica que ¥ es causal. O]
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Notese que en el resultado anterior hemos hallado que, para algunos ope-
radores sobre los espacios de Hardy H?(ID) y H*(T), que estos sean invariantes
y continuos implica que son también causales. Esta implicacién no es cierta
para operadores en L?(T): basta pensar en el inverso del operador shift, 7,
que es invariante y continuo pero no causal.
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Capitulo 4

Subespacios de senales

En este capitulo aprovecharemos los conceptos introducidos hasta ahora
(transformada de Fourier, transformada Z, espacios de Hardy...) para carac-
terizar algunos subespacios de senales, tanto invariantes como bi-invariantes.

Mas atin, daremos la descripcion del subespacio de senales invariante “mas
pequeno” que contiene a una cierta senial. Esto nos llevara a seguir profun-
dizando en los espacios de Hardy, concretamente en su conocida propiedad
de factorizacién (Seccién , que se tornara crucial.

4.1. Introduccion a los subespacios

Sea X un espacio de senales bi-invariante. Sea, ademas, Y C X un subes-
pacio vectorial. En ese caso, sabemos que Y es también un espacio de senales,
en el sentido de la Definicién Sin embargo, jcudl es la relaciéon entre
Y y el operador shift 7: X — X7 Para abordar esta pregunta, damos la
siguiente definicién:

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio de senales invariante y 7: X — X
el operador shift. Sea Y C X un subespacio vectorial. Diremos que Y es un
subespacio invariante de X si es un espacto de senales invariante, es decir, si
7 (Y) C Y. Mds ain, diremos que Y es un subespacio de senales bi-invariante
de X si es un espacio de senales bi-invariante, es decir, si (Y) =Y.

4.2. Relacién con L*(T)

Uno de nuestros objetivos en este capitulo es estudiar los subespacios de
senales invariantes y bi-invariantes de £*(Z). Para ello, los relacionamos con
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subespacios de L*(T) de la siguiente manera:

Lema 4.2.1. Sea X un subespacio vectorial de (*(Z). Entonces X es un
subespacio de senales bi-invariante (invariante) si y solo si X esun subespa-
cio vectorial bi-invariante (invariante) para el operador 7,: L*(T) — L*(T),
es decir, si y solo si

X :={peL¥T): e X}

cumple

~ ~

AX) =X (A(X)cX)

donde
(T(f)E) :=¢€f(€), fel*T),EeT.

Demostracion. Comenzamos notando que el operador 7 esta bien definido,
es decir, nétese que dada f € L?*(T) se tiene que

(NI =1L =17, €eT.

Por tanto,
17 (W 2y = 1N oy -

M4s atin, notemos que el operador 7 : £*(Z) — ¢*(Z) viene dado como

Tl(¢):k*¢a QSEEQ(Z)v
donde k =9,: Z — C.

En ese caso, dado ¢ € X, nétese que

donde

Por tanto,
n(X)=X < {h1x¢p: 0 X} =X
— {6p:90eX}=X
— A(X)=X,
(andlogamente con la contencién en el caso de la invariancia) donde se ha

usado la biyectividad del operador * : ¢*(Z) — L*(T) dada por el Teorema
3:2.2] Esto justifica el resultado. O
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Acabamos de reducir el problema de hallar los subespacios de senales
invariantes y bi-invariantes de £%(Z) a hallar ciertos subespacios de L*(T).
Estos subespacios, de hecho, son bien conocidos. Antes de caracterizarlos,
necesitamos presentar el siguiente resultado:

Lema 4.2.2. Sea X un espacio de Hilbert. Sean N C M C X dos subespacios

vectoriales cerrados. En ese caso, se verifica que M N N+ = {0} si y solo si
M = N, donde

Nt ={r € X :{(x|n)=0 para todon € N}.
Demostracion. Es claro que, si M = N, entonces M N N+ = {0}.

Reciprocamente, sea x € M cualquiera. Sea P: X — N la proyeccién
ortogonal de X sobre N. Notemos n := P(z). En ese caso, z —n € Nt por
construccién. Mas atun, nétese que xt—n € M, puesquex € M yne N C M.
En ese caso, z —n € M NN+ = {0}. Por tanto, * = n. Se deduce que z € N.

Lo anterior muestra que M C N, lo que implica que M = N. O]

Ahora estamos en posicién de caracterizar los subespacios vectoriales ce-
rrados de L?(T) que son bi-invariantes:

Teorema 4.2.3. Sea M C L*(T) un subespacio vectorial cerrado. En ese
caso, M es bi-invariante para el operador 7,: L*(T) — L*(T) (es decir, M
cumple 71(M) = M) si y solo si

M = xL*(T),

donde x: T — {0,1} es la funcion caracteristica de algin subconjunto medible
de T.

Demostracion. Comenzamos notando que todo subespacio cerrado de la for-
ma M = xL?*(T) es bi-invariante para 7;. Para verlo, notamos que

fi(f) € L(T) <= f € L*(T).

En ese caso, se tiene que

= f(§) =x((71(9))(9), £eT,ge L*T)
— f(&) = x(8)3(8), £e€T, ge LX(T)
— feM
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Esto muestra que M es bi-invariante para 7.

Reciprocamente, supongamos que M es bi-invariante para 7;. En ese ca-
so, sea 1: T — C la funcién definida por 1(§) := 1 para todo & € T.
Notemos, ademds, que 1 € L*(T). Sea, también, la proyeccién ortogonal
P: [*(T) — M. A través de ella, definamos y := P(1).

Notese que x € M, por definiciéon. Como M es bi-invariante para 7, esto
significa que 71" (x) € M para todo n € Z. Por tanto, por ortogonalidad, se
cumple que

(1-x[7n"(x) =0, neZ

Es decir,
1 21

— (X(eit) - |X(e“)‘2) e™dt =0, n€Z.

21 J,

En otras palabras, todos los coeficientes de Fourier de la funcién y — |x|* son
nulos. Esto implica que la funcién x — | X|2 es nula en casi todo. Por tanto, en
casi todo, la funcién y solo toma el valor 0 o 1. Se deduce que x es la funcién
caracteristica de algtin subconjunto medible de T.

Definamos, ahora, el conjunto N := yL*(T). Notemos que N es un subes-
pacio vectorial. Ademads, ya probamos que N, asi definido, es bi-invariante
para 7.

Por otro lado, nétese que el espacio vectorial que genera {7;" (1) : n € Z}
es denso en L*(T) (el conjunto anterior es el famoso sistema trigonométrico).
En ese caso, es facil ver que el espacio vectorial que genera {71"(x) : n € Z}
es denso en N = yL*(T). Pero {7;"(x) : n € Z} C M,y M es cerrado. Por
tanto

N =span{n,"(x) :n € Z} C M,
donde ~ denota el cierre del conjunto en la topologfa de L?(T).
Visto esto, sea A € M N N+. Nétese que, entonces, A es ortogonal a NN,
por construccién. En ese caso, dado que {71"(x) : n € Z} C N, se tiene que
L[ s it int
A(e)x(e)e™dt =0, ne€Z.

2 Jo

Por tanto, todos los coeficientes de Fourier de la funcion Ay son nulos. Esto
implica que la funciéon Ay es nula en casi todo.
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Por otro lado, nétese que como A € M, y M es bi-invariante para 7y,
entonces {71"(\) : n € Z} C M. En ese caso, 1 — x es ortogonal a 71" (\)
para cada n € Z. Es decir,

1 [ , .
— Me™) (1= x(e™))e ™dt =0, neZ.

2 Jo
De nuevo, esto quiere decir que todos los coeficientes de Fourier de la funcién
A(1—x) son nulos. Esto implica que la funcién A(1— ) es nula en casi todo.

Como tanto Ax como A(1— y) son funciones nulas en casi todo, se deduce
que A (y, por tanto, A) es una funcién nula en casi todo. Esto implica que
M = N, en virtud del Lema [4.2.2 O

Existe un resultado andlogo al anterior para subespacios invariantes de
L3(T).

Teorema 4.2.4. Sea M C L*(T) un subespacio vectorial cerrado. En ese
caso, M es invariante y no bi-invariante para el operador 7y : L*(T) — L*(T)
(es decir, M cumple 7,(M) C M) si y solo si

M = ¢H*(T),
donde 1) es una funcion medible con || =1 en casi todo T.

Demostracién. Comenzamos probando que si M es de la forma M = ¢ H*(T)
para 1 una funcién medible con [¢)| = 1 en casi todo T, entonces 71 (M) C M.

Para verlo, sea f € M, es decir, f = 1h para cierta h € H?*(T). En
ese caso, 71(f) = 71(¥h) = ¢¥7i(h) € M, pues 71(h) € H*(T). Por tanto,
721(M) C M.

Sin embargo, sea ahora f € L*(T) dada por f(§) = Y€ para todo € € T.
Nétese que f &€ M (pues € € T+ £ € C no es una funcién de H*(T)). Sin
embargo, 71(f) =1 € M (pues £ € T+ 1 € C sf es una funcién de H?*(T)).

Es decir, 71(f) € M \ 71(M). Por tanto, 7 (M) C M.

Reciprocamente, supongamos que M es un subespacio cerrado tal que
71(M) C M. En ese caso, notamos que

n(M) ¢ M = 7*(M) ¢ 7(M) ¢ M.

Iterando el resultado anterior, se tiene que {7,"(M) : n € Z, n > 0} es una
sucesion decreciente de subespacios contenidos en M, pero distintos de M.
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Maés atn, todos son subespacios cerrados, pues 7; es una aplicacion cerrada
(ya que es un isomorfismo isométrico de L*(T) en si mismo).

Visto esto, sea ¢ € M N [71(M)]*. Nétese, puesto que 71 (M) € M, que
el Lema 4.2.2 asegura que podemos tomar 1 # 0. Mas aun, las contenciones
comentadas anteriormente aseguran que ¢» € M N[7,"(M)]* para todon € Z
con n > 0. En ese caso, por ortogonalidad, nétese que para todo n € Z con
n > 0 se tiene que

/0 [w(e)[* et = (| 7"(8)) = 0.

. . . . , . . 2
Esto quiere decir que los coeficientes de Fourier con indice positivo de |9
son nulos.

De la misma forma, dado m € Z con m > 0, nétese que
2w L9 ) 2w
[ et eman= [ uenf ema
0 0
= (¢ | A"(¥)) =0.

Esto quiere decir que los coeficientes de Fourier con indice negativo de |¢|
son nulos.

En definitiva, se tiene que el tnico coeficiente de Fourier no nulo de ]w|2
es el de indice nulo. Eso implica que |w\2 (y, por tanto, |¢|) es constante en
casi todo T. Mas aun, normalizando si es necesario, podemos suponer que
|| =1 en casi todo T.

Notemos, entonces, que

YH*(T) = span{7,"(¢)) : n € Z, n > 0}.

Denotemos S = span{7;"(¢)) : n € Z, n > 0}. Nétese que, por linealidad,
como 7,"(y)) € M para todo n > 0, entonces S C M. Més atin, como M es
cerrado, se tiene que YH?*(T) =S C M.

Por otro lado, notemos que

(YH?*(T))* = span{7, " () : m € Z, m > 0}.

Para ver esto, basta notar que dado n,m € N con n > 0 y m > 0 se verifica
que

(A" @) |7 (W) = @ | A" (¢) =0,
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pues n +m > 0. En ese caso, si denotamos S = {7, " (¢¥) : m € Z, m > 0},
entonces es claro que S L S (ie., (s | ) = 0 para todo s € Sy 5§ € S).
Pero entonces, dado que el producto escalar es continuo, ha de ser que
YH?*(T) = S L S. Esto prueba que S C (¢ H?(T))*. Mas atin, ndtese que
{#"(¢)) : n € Z} es un conjunto ortonormal y completo de L*(T). Por tanto,
YH?(T) + S = L*(T). Asi, no queda més remedio que S = (¢ H*(T))".

Ahora bien, es claro que S C M*. Para verlo, basta notar que, si h € M
y m € Z con m > 0, entonces se verifica que

(") [ h) = (¥ [ 7" (h)) =0,

pues ¢ € (A™(M))*. Generalizando esto, por linealidad, a cualquier 5 € S,
se sigue la afirmacion anterior. Mas ain, procediendo por argumentos de
continuidad como anteriormente, y dado que M~ es cerrado, ha de ser que

(WHA(T))* =S ¢ M~

Visto esto, se deduce que yH?*(T) es un subespacio cerrado de M con
MN[pH*(T)|* € MnM* = {0}. Asi, usando el Lema [4.2.2 se comprueba
que Y H?*(T) = M. O

4.3. Subespacios bi-invariantes de (*(7Z)

Ya estamos en posicién de caracterizar los subespacios de senales bi-
invariantes de (%(Z):

Teorema 4.3.1. Sea X C (*(Z) un subespacio vectorial cerrado. Entonces
X es un subespacio de senales bi-invariante si y solo si es de la forma

X =kxl¥Z2):={kx¢:dec*L)},

donde k € (*(Z) es una senal tal que k es la funcién caracteristica de un
subconjunto medible de T.

Demostracion. Obsérvese que, en combinacion del Lema y el Teorema
X es un subespacio de senales bi-invariante si y solo si X es de la forma
XL?(T), donde x es la funcién caracteristica de un subconjunto medible de
T. En ese caso, invirtiendo la accién del operador *, nétese que X = xL?(T)
siy solo si X =k« (2(Z), con k = . O
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4.4. Subespacios invariantes de (*(7Z)

En el caso de los subespacios invariantes, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 4.4.1. Sea X C (*(Z) un subespacio vectorial cerrado. Entonces
X es un subespacio de senales invariante (y no bi-invariante) si y solo si es

de la forma
X =kx(N):={kx¢:¢c F(N)},

donde k € (2(Z) es una sefial tal que |k| = 1 en casi todo T.

Demostracion. De nuevo, combinando el Lema y el Teorema [4.2.4], se
tiene que X es un subespacio de senales invariante (y no bi-invariante) si
y solo si X es de la forma ¢ H%(T), donde |¢)| = 1 en casi todo T. En ese
caso, invirtiendo la acciéon del operador °, nétese que X = YH?(T) si y solo

si X = k= 2(N), con k = . O

4.5. Subespacios invariantes de /*(N)

En este capitulo, hasta ahora, solo hemos tratado con subespacios de
senales de (*(Z), que es un espacio de sefiales bi-invariante. Este no es el
caso del espacio ?(N), que es un espacio de sefiales invariante pero no bi-
invariante. En esta seccion estamos, por tanto, interesados en caracterizar
sus subespacios invariantes (obsérvese que el tinico subespacio bi-invariante
que contiene es el trivial). Para ello, basdndonos de nuevo en el Lema [1.2.1]
damos el siguiente resultado, donde se torna fundamental la Definicién [1.2.3}

Teorema 4.5.1 (Beurling). Sea M C H*(T) un subespacio cerrado no tri-
vial. Entonces M es invariante para el operador 7: H*(T) — H*(T) (es
decir, M cumple 7,(M) C M) dado por

(fl(f))(g)sz(€)> f€H2<T)>£€T>

si y solo si M es de la forma M = H?*(T), donde v es el limite radial de
una funcion interior.

Demostracion. Para comenzar, notamos que los subespacios de la forma
M =+ H?(T), donde 1 es el limite radial de una funcién interior, son todos
invariantes. Esto se deduce de que si f € M, entonces f = 1h para cierta
h € H*(T). En ese caso, dado £ € T, se tiene que (71(f))(€) = &Y (E)h(E) =
V(€)(EN(E)). Pero, entonces 7(f) = ¥h, con h(€) = £h(€). Notemos, ahora,
que h € H*(T) implica que h € H?(T). En ese caso, 71 (f) € M. Esto muestra
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que M es, efectivamente, invariante.

Reciprocamente, sea M un subespacio cerrado no trivial de H*(T) que es
invariante para 77. Notese que, al ser no trivial, no puede ser bi-invariante. En
ese caso, puesto que M C L*(T), el Teorema afirma que M = ¢ H?(T)
para cierta funcién ¢ medible con |¢)| = 1 en casi todo T. Pero ndtese que
v € M C H*(T) (puesto que la funcién £ € T — 1 € C es de H*(T)). En
ese caso, ha de existir f € H?(D) tal que v sea el limite radial de f, por
definicién. Como [¢| = 1 en casi todo T, se deduce que f € H*(D). Por
tanto, se tiene que v es el limite radial de una funcién interior. O

Estamos ya en posicion de caracterizar los subespacios invariantes de
%(N).

Teorema 4.5.2. Sea X C (*(N) un subespacio cerrado. Entonces X es un
espacio de senales invariante si y solo si es de la forma

X =kx?(N):={kx¢:¢c *(N)},
donde k € (*(N) es una senal tal que Zk es una funcidn interior.

Demostracidn. Comenzamos notando que, como X C ¢*(N) C ¢*(Z), enton-
ces X € H2(T) C L(T). En ese caso, por el Lema X es un subespacio
de sefiales invariante si y solo si X es invariante para 7i. Pero esto ultimo es
cierto, por el Teorema , si y solo si X = ¢H2(T), con ¢ € H®(T) el
limite radial de una funcién interior. En ese caso, invirtiendo la accién del
operador ¢, nétese que X = ¢ H2(T) si y solo si X = k= (%(N), con k € (%(N)
de manera que k sea el limite radial de una funcién interior, es decir, de
manera que Zk sea una funcién interior. n

4.6. Subespacios invariantes minimales

Ahora que hemos hallado la “estructura” de algunos subespacios de senales
invariantes nos interesamos por un nuevo concepto. Mas concretamente, que-
remos dar una descripcion de cudl es el subespacio de senales invariante “mas
pequeno” que contiene a una cierta senal dada. Para ello, definimos con pre-
cision este concepto:

Definiciéon 4.6.1. Sea X un espacio de senales invariante. Sea ¢ € X una
senal. Supongamos que M C X es un subespacio de senales invariante y
cerrado que contiene a ¢. FEn ese caso, M se dice el subespacio de senales
mwvariante minimal cerrado generado por ¢ si dado cualquier otro subespacio
de senales invariante N, con ¢ € N, se tiene que M C N.
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Podemos dar una primera caracterizaciéon algebraica del subespacio de
senales invariante minimal cerrado generado por cierta senal.

Lema 4.6.2. Sea X un espacio de senales invariante. Sea ¢ € X, y sea [@]
el subespacio de senales invariante minimal cerrado generado por ¢. En ese

caso, se tiene
l= () M,
Me.#

donde A es el conjunto formado por todos los subespacios de senales inva-
riantes y cerrados de X que contienen a ¢.

Demostracion. Para comenzar, notemos que .# no es vacio, puesto que X €

A . En ese caso, escribamos
Y = ﬂ M.

Me.#

Para comenzar, es claro que [¢] € .4, luego Y C [¢]. Més atn, nétese que
Y es un subespacio de senales invariante y cerrado que contiene a ¢ (puesto
todo M € . tienen estas propiedades, que se conservan por interseccion).
En ese caso, puesto que [¢] es minimal, se tiene por definicién que [¢] C Y.
Esto concluye la demostracion. O]

Una vez visto esto nos encaminamos a caracterizar los subespacios [¢]
en el caso en el que ¢ € (*(N). Para ello nos resultard ttil la factorizacién
interior-exterior de los espacios de Hardy (Secci(’)n. De hecho, el siguiente
resultado muestra la conexion entre el subespacio invariante minimal cerrado
generado por una senal y estos espacios:

Lema 4.6.3. Sea ¢ € (*(N). Sea X C (*(N) un subespacio de senales inva-
riante y cerrado con ¢ € X. Entonces X es el subespacio invariante minimal
cerrado generado por ¢ si y solo si X es el subespacio invariante minimal
cerrado generado por ¢ para el operador 7, : H?(T) — H*(T), es decir, siy
solo si X es cerrado e invariante para 11, Yy cualquier otro espacio subespacio
imvariante para T, que contiene a QAS contiene a todo X.

Demostracién. Por un lado, recuérdese que ¢(*(N) C (*(Z) y H*(T) c L*(T)
son subespacios invariantes para 7, y 71, respectivamente. Por tanto, el Lema
justifica que X es invariante si y solo si X lo es.

Maés aun, en cuanto a la propiedad de minimalidad, nétese que si Y C
(%(N) es un subespacio de senales invariante con ¢ € Y, entonces

XCY <= 7n(X)cn).

Por tanto, X es minimal si y solo si 73 (X) lo es. O
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Visto el lema anterior, es claro que, de manera andloga a lo que hici-
mos con los subespacios invariantes y bi-invariantes de L?*(T), es interesante
caracterizar los espacios invariantes minimales de H?(T).

Teorema 4.6.4. Sea h € H*(T). Sea H € H*(D) de manera que h es el
limite no tangencial de H sobre T. Sea H = u®© la factorizacion interior-
exterior de H (véase el Teorema[1.2.7), y sea € H*(T) el limite no tan-
gencial de © sobre T. En ese caso, el subespacio invariante minimal para
71: H*(T) — H?*(T) generado por h viene dado por

[h] = OH(T).

Demostracion. Comenzamos notando que, puesto que si u* es el limite de
u sobre T, entonces u* € H?*(T) con h = fu*. En ese caso, es claro que
h € OH*(T). M4s atn, este espacio es invariante (como se ha visto en el
Teorema . Resta ver, por tanto, que es minimal.

Para ello, sabemos por el Teorema [4.5.1] que
[h] = fH*(T)

para cierta funciéon f, que ha de ser el limite radial de una funcién interior.
Puesto que h € [h], habria entonces de existir cierta g € H?(T) de manera
que

h=0u"= fqg.

Pero si tomamos la factorizacion interior-exterior de g, dada en el Teorema
como g = ¢;g, para g; una funcién interior y g, una funcién exterior,
entonces

h=0u" = fg;g,.

Puesto que el factor exterior solo depende de |h| = |g,| = |u*| (las igual-
dades anteriores se dan en casi todo T, pues g;, f y 6 son interiores), se tiene
que u* = g,. Por tanto, ha de ser que 6 = fg;.

Nétese que, entonces, dado w € H%(T) cualquiera, se tiene que fw = f10,
donde w = g;w € H?*(T), puesto que g; es el limite radial de una funcién
interior. Esto justifica que

OH*(T) C fH*(T) = [h)].

Notese que, entonces

OH*(T) = [h).
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Notese que, en el desarrollo de la prueba anterior, queda de manifiesto
que las funciones interiores estan relacionadas con la propiedad de invariancia
respecto de 77, mientras que la propiedad de unicidad de la factorizacion
interior-exterior implica el cardcter minimal del subespacio correspondiente.
Esta es, en esencia, la aplicaciéon de la factorizacion interior-exterior que
queriamos abordar.
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Capitulo 5

Operadores de Hankel y
Toeplitz: aproximacion causal e
invariancia débil

En Teorfa de Sistemas es usual trabajar con sistemas no causales (por
ejemplo, se puede pensar en la inversiéon temporal de una senial). Sin embar-
go, los sistemas no causales limitan la capacidad de los sistemas para trabajar
“a tiempo real” (pensad que no podemos empezar a invertir temporalmente
la senal hasta que esta no acaba de producirse). Es clara, por tanto, la utili-
dad practica de los sistemas causales en Ingenieria, puesto que son sistemas
cuya respuesta puede calcularse “a tiempo real”.

En este sentido, en las aplicaciones practicas es comun intentar “aproxi-
mar” sistemas no causales por sistemas causales. En el inicio de este capitulo
vamos, de hecho, a intentar formalizar y dar respuesta a este problema de
aproximacion. Esto nos llevard hasta los operadores de Hankel.

Mas tarde daremos una formulacién débil para la invariancia de algunos
sistemas, e introduciremos los operadores de Toeplitz en relacién a este nuevo
concepto.

5.1. Operadores de Hankel

Sea T': (*(Z) — (*(Z) un sistema lineal, 2-estable e invariante, pero
no causal. El Teorema relaciona el sistema anterior con un operador
U: L?(T) — L*(T). De hecho, ¥ también serd lineal, invariante y continuo.
En ese caso, el Teorema relaciona a ¥ con una funcién ¢ € L>®(T) de
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manera que

T(p) =V(p) = ¢p, ¢ € (2).
Con este marco tedrico, queremos dar “una medida” de “cudn no-causal” es
T. Para esto, nétese que, de nuevo en virtud del Teorema[3.7.4] los operadores

®: L*(T) — L*(T) que ademds son causales vienen dados por funciones
h € H*°(T), de manera que

o(f)=hf, [feL*T).

Por tanto, para comparar a T' (o, por equivalencia, a ¥) con los operadores
causales (como ®) podemos usar la “distancia” entre estos operadores, a
saber,

16.f = hfll o)
inf v—9 = iInf sup
O L;(T)—wl?(T) H HLQ(T)_’LZ(T) heH>(T) | rer2(T) ||f||L2(’]I‘)
causa’ f#0

Noétese que si existe h € H*(T) que minimice la expresién anterior, entonces
h seria lo que entendemos por “mejor aproximacion causal” de ¢. De hecho,
por los argumentos dados anteriormente, podria darse a través de A un sis-
tema T, en ¢*(Z) que sea la mejor “aproximacion causal” al sistema original,
T. Este sistema seria

T.(¢) = F 7' (h@), ¢ € (L)

Con el objetivo de entender la motivacion detras de esta expresién (asi
como de la discusién que nos ha llevado a ella), damos el siguiente resultado:

Proposicién 5.1.1. Sea My: L*(T) — L*(T) un operador de tipo multipli-
cacion dado por

My(f) = of. [feLT),
con simbolo ¢ € L>(T). Se cumple

, 1@f = 1fll 2r ,
inf sup @1 = i 16— hll oo (m)
heH=(T) \ rem?(T) ||f”H2(’]I‘) he H>(T)

f#0
= d(¢, H>(T)),

donde d denota la distancia de L>(T).
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Demostracion. Dado h € H*(T), vamos a probar que

l6f = hfll g2

rerzmy I lareem
f#0

= [l¢ — h”Loo(T) )

de donde se deduce claramente el resultado.

Para ello, nétese que se cumple que

l6f = hfllzmy < 16 = Allpooqry 1l gany - | € HA(T).

Por tanto,

lof = hfllp2er)
rerzmy I ll2em
f#0

Para ver la desigualdad contraria, sea € > 0. Consideremos g := ¢ — h €
L*°(T). Tomemos el conjunto

Ac:=1{6 €T g(E)] > 19l oo (m) — €}-

Noétese que A, es medible. Més ain, su medida (de Lebesgue) es estrictamente
positiva (en caso contrario, ||g|| Loo(ry — € serfa un supremo esencial de g, lo
cual es imposible). En ese caso, sea x4, la correspondiente funcién indicatriz.
Sea

< ||¢ = Bl ooy -

- XA
XAe = :
XA, L2(T)

Noétese que [|xa, r2(r) = 1. Ademds, se verifica que

1/2
) = ( JAG |>zAE<§>|2d§)
B 1 ) 1/2
B X a. L2(T) (/Ae l9(&) df)

1 1/2
——— T —E)Qdﬁ)
XA, L2(T) (/A e

= 9l oo ry — €

lgxa.

Tomemos ahora N € N de manera que la funcién
(€)= ) Xa.(n)g", EET,
n=—N

77



sea tal que [|Xa, — xn| z2(p) < € (notar que esto es posible por la conocida
convergencia de las series de Fourier en L*(T)). En ese caso, se tiene que

||g||L°°(’]I‘) — € <|lgxa. L2(T)
< lgxnllzzery + lg(xa. = xw)ll 2 my

1/2
< ( JGk |><N<5>Fds> F11%a, = a1l
1/2
< ( Gk »5NXN<5>\2d§) t el
T

1/2
_ ( / !g(£)|2|f(€)|2d€> +ellgllpmn
=9/l z2emy + € llgll ooy -

donde f € H?(T) es la funcién definida por f(£) := ¥ yn(€) para € € T. De
hecho, nétese que

HfHHQ(T) = HXNHL2(T) <1
Por tanto, se deduce que
lghll 2wy _ N9 Nz

he H?(T) ||h||H2(’]I‘) B ||f||H2(']I')
h#0

2 gl 2y 2 N9l gy (1 =€) — €.

Como € > 0 es arbitrario, se muestra que

g L2(T)
Sup S 2 191l ooy -
ner2(ry |1l ey
h£0
Esto acaba la demostracion. O

Como viene siendo usual en el trabajo, queremos relacionar el resultado
anterior con un resultado propio de los espacios de Hardy. Es para ello que
damos las siguientes definiciones:

Definicién 5.1.2. Sea a € (?(N) una senal. Se define el operador matricial
de Hankel con simbolo o, T': (*(N) — (*(N), como

Fa(go)(m)::ZOz(m—i—n)go(n), ¢ € *(N), meN.

neN

Definicién 5.1.3. Sea ¢ € L>°(T). Se define la forma bilineal de Hankel con
stmbolo ¢, By: H*(T) x H*(T) — C, como

By(f.9) = (20| fg), f.g€ H*(T).
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Definicién 5.1.4. Sea ¢ € L*>®(T). Se define el operador de Hankel con
simbolo ¢, Hy: H*(T) — L*(T), como

Hy(f) == of = P(¢f), [fe HT),
donde P: L*(T) — H*(T) es la correspondiente proyeccion ortogonal.
Se pueden dar las siguientes relaciones entre las definiciones anteriores:

Proposicién 5.1.5. Sean ¢ € L=(T) y o € (2(Z) dada por
a(k) = d(=k—1), keN.
Sean f,g € HX(T). Se verifica:
(a) By(f,g9) = (zg | Hs(f))-
() Bo(f.9) = (7 | Tl ).
Demostracion. (a) Basta notar que
(zg | Ho(f / Hy(f
- [ @16 - PO
- [ e~ [ Pen©eoe
= Bu(f.9) = [ PON©OEI(E

Pero

/T P(61)(€)Eg(€)de = (7 | P(61)) =

puesto que P(¢f) € H*(T) y

Zg(n) =g(-n—1)=0, neN,

por lo que se deduce que zg € (H*(T))*.
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(b) Basta notar que
By(f,9) = (z¢ | f9)
= {3 Bk 3 Fme Y atmem)

]

Estamos ahora en posicién de probar el resultado que relaciona a los
operadores de Hankel con la aproximacién de sistemas no causales:

Teorema 5.1.6. Sean ¢ € L>=(T) y a € (*(Z) dada por
a(k) :=¢(—k—1), keN.

Se verifica:
1Bsll = [[Hyll = [[Tall = d(¢, H*(T)),

donde las normas se deben entender como normas asociadas a operadores
lineales o bilineales, cada una en su correspondiente espacio.

Nota 5.1.7. Como veremos en la demostracion, dado ¢ € L>(T), la distan-
cia de ¢ a H>®(T) se alcanza, es decir, existe h € H®(T) tal que

1§ = Poll ooy = (@, H(T)).

Demostracion. La igualdad entre las normas de todos los operadores se de-

duce de la Proposicién Veamos cémo:
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Comenzamos notando que, dados f,g € H*(T), se satisface que

1Bo(f,9) = 1(Zg | Ho(f))]
< Z9ll 2y 1Ho ()l 2y
= llgll g2y 1Ho ()l 2 m)
< [[Ho 9Nl g2y 1Nl 2y -

Por tanto, | B,|) < [|H,.
Por otro lado, sea € > 0, y sea f € H*(T) tal que
1Ho () zoery = UHll = €) [ f [ g2y -

Sea g = zHy(f). Nétese que g € H?(T), puesto que Hy(f) € (H*(T))*. En
ese caso, podemos ver que

> (I8l = ) 1oy 1o () oy
= (1Holl = €) 1 f s coy | 7H )
(

= ([Holl = ) £l 2y N9l pr2 ey -

L3(T)

Por tanto, ||Bys|| > ||Hy|| — €. Pero como € > 0 es arbitrario, se deduce que
1Bl = (| Hy]l

Ahora notemos que, como £?(N) es un espacio de Hilbert, este se identifica
con su dual. Por tanto,

[6lleay = suwp Keld), o€ (N).
pEL?(N)
||‘:0He2(N):1
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Con esto en mente, se tiene que

| Byl = sup 1Bs(f,9)]
f,9eH%(T)
11l g2 (my=llgll gr2 () =1

S )]
f.g€H2(T)
1N 72 (my=llgll g2 () =1

— sup (@ | Ta(e))]
¢,pel?(N)
Il ez =lelle2 vy =1

= sup  [[Talp)l
pel?(N)
||“PH@2(N):1
= [Tall-

Resta relacionar las normas de estos operadores con d(¢, H*(T)). Para
ello, sea 6 € L*°(T). Notamos que

Hy = (I — P)M,,

donde T es la identidad sobre L*(T), P es la proyeccién ortogonal sobre H?(T)
y My es el operador de tipo multiplicacion con simbolo €, es decir,

My(h) = 6h, h € H*(T).
Con esto en mente, nétese que
1Bsll = [1Holl = [[(L = P)Mpl| < [[I = P [|1Mo]| < 10 ooy -
donde ||I — P|| = 1, al ser la proyeccién sobre (H?*(T))*, v [|Mpll < [|0]] oo -

Por otro lado, sea h € H*(T). Nétese que

Byr(f,9) =YY 6~ h(—n—m—1)f(n)i(m), f, g€ H¥T),

como ya vimos. Pero —n — m — 1 < —1 si n,m € N. Por tanto, como
h € H*(T), se tiene que

—

¢»—h(—n—m—1)

gzg(—n—m—l)—iz(—n—m—l)
é(—n—m—l), n,m € N.
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Asi, se deduce que

Bon(fog) =33 b(-n—m — 1) f(n)i(m)

n=0 m=0

= By(f,9), f.g€ H*T).
Es decir, dado ¢ € L*°(T), acabamos de demostrar que
By =By, he H®(T).
Por tanto, usando lo anterior, se tiene que
1Bsll <, fnf 16 = hllpoemy = (e, HF(T)).
Para demostrar la igualdad, basta hallar h € H>*(D) tal que
1Bl = [l¢ = B/l oo (ry -

Para ello, observamos la siguiente construccién: sea h € H'(D), factorizada
como h = Ou, donde © es una funcién interior y u es una funcién exterior.
Nétese que, en particular, u no se anula en D. En ese caso, existe una deter-
minacién holormorfa de la raiz de u, digamos v, tal que v? = u. Asi, h puede
factorizarse como

h = vw,

donde w := vO. Nétese que, por construccién, v € H?*(D). Pero, como
© € H*(D), entonces w € H?*(D). Por tanto, lo anterior representa una
factorizaciéon de h por funciones de H?(ID). Més aiin, ndtese que

ol = lim 5= [ (e de

r—1— 2

= lim —/|u ré)| d¢
r—1- 2
= llull 1 o)
Como O es interior, se puede ver de la misma manera que

2 2
Hw||H2(JD>) = H@2UHH1(D) = HUHHl(D) = ||UHH2(D)-

Por tanto, la factorizacién anterior respeta la norma, es decir, se tiene que
||h||H1(]D>) = HuHHl(]D)) = ||U||H2(1D>) ||w||H2(1D>)
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En base a esto, definimos ¥: H'(T) — C dado por
U(h) = (20 | h).

Nétese que, haciendo uso de la descomposicion comentada anteriormente, se
tiene que o o
U(h) = (2¢ | h) = (2 | vw) = By(v, w).

Por tanto,
(W ()| = |By(v, w)| < | Bo[l 0]l gromy 1wl g2y = 11Bsll 12l gy -

Asi se deduce que
W < [|Bsl -

Ahora bien, supongamos que existe 0 < C' < || By]| tal que
(W] < Clbllgrry,  he H(T).

Sean f,g € H?(T). Nétese que, como consecuencia de la desigualdad de
Cauchy-Schwartz, se verifica que fg € H*(T). Por tanto, se deducirfa que

1Bs(f,9)l = ¥(fg)| < C ||fg||H1(’]1‘) <C ||f||H2(’JI‘) ||9||H2(1r) , fg€ H2(’]I’),

donde de nuevo se ha usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Pero he-
mos visto que toda funcién de H'(T) se factoriza como el producto de dos
funciones de H?(T), por lo que se tendria que

Bl < C < |[Byll,
lo cual es un absurdo. Esto demuestra que
] =1l Boll-

Visto esto, apreciamos que por el teorema de Hahn-Banach podemos ex-
tender W a un operador ®: L*(T) — C de manera que

U(h) = ®(h), he H\(T),

] = [l

Como el dual de L'(T) se identifica con L>®(T), ha de existir k € L>(T)
tal que

O(f)=(k1f), feL\T),
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de manera que
£l ooy = [19[] = [N¥] = [ Boll -

Dado n € N, definimos e,, € H'(T) dada por
en(§) :=¢", €eT.

Notese que ¥ y ® coinciden sobre e,,, por tanto

—_—

29(n) = (26 | en) = U(en) = en) = (k| en) = k(n).

Entonces,
zp(n) = k(n),
es decir, los coeficientes de Fourier de k y 2¢ coinciden para indices no-

negativos. Sea, ahora, h := ¢ — zk. Nétese que h € L>°(T). Ademas, dado
n € Z con n < 0, se tiene que

—

_ ! | (5()¢ - h(©)e)as

2m
1 —
— - [ @@ - ke

~

=zp(—n—1) —k(—n—1) =0,
puesto que —n — 1 > 0. Esto demuestra que h € H*°(T). De hecho,
16— bllmry = 7] ey = Woll ey = 1Bl

Esto termina la demostracién. O

5.2. Un nuevo concepto de invariancia

Dedicamos, al inicio del trabajo, cierto esfuerzo a introducir el concepto
de invariancia. Incluso demostramos, en el Lema [2.3.7] que en espacios de
senales bi-invariantes se puede definir la invariancia de un sistema usando,
no el operador shift, si no su inverso.
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Es pura manipulacién algebraica ver que, dados X un espacio de senales
bi-invariante y un sistema 7: X — X, es equivalente decir que T es invariante

y que T cumple
Tl_lTTl =T.

Ahora bien, si el espacio es invariante pero no bi-invariante, lo anterior carece
de sentido: el operador shift no seria invertible.

En el caso en el que X = (*(Z), se puede ver que, dados ¢, ¢ € (*(Z) se
verifica que

(o ) =Y () (m)p(m)
= d(m+ Dp(m)
=Y ¢(m)p(m —1)
= d(m)mi(p)(m)

Por tanto, 7, es no solo el operador inverso de 71, sino también su opera-
dor adjunto. Por tanto, si denotamos por 7™ al adjunto de un operador 7,
entonces lo que enunciamos anteriormente, para el caso de (*(Z), es que un
sistema T': (*(Z) — (*(Z) es invariante si y solo si T cumple

Il =T.

En esta secciéon queremos dar un nuevo concepto de invariancia, o mas
bien, un concepto de invariancia “débil” a través de la idea anterior. Mas
especificamente, notamos lo siguiente:

Lema 5.2.1. Sea 71: (*(N) — (*(N). Su operador adjunto es 7;: (?(N) —
¢*(N), dado por

0, sin <0

@m={ G sy see.
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Demostracién. Basta ver que, dados ¢, ¢ € £%(N), se tiene que

(170 1) = Y 71 (0)(m)p(m)

=Y ¢(m+ L)p(m)
meN
= d(m)p(m —1)
= d(m)mi(p)(m)
Pero
T1(p)(0) = (-1) =0,
luego

Estamos, ahora, en posicién de introducir la siguiente definicién:

Definicién 5.2.2. Sea T': (*(N) — (*(N). Se dice que T es débilmente inva-
riante si se verifica que
I =T,

donde 1 : (*(N) — (*(N) es el operador shift y 7 es su operador adjunto.

Para poder trabajar con este nuevo concepto seran tutiles las siguientes
igualdades.

Lema 5.2.3. Sea 71: (*(N) — (*(N) el operador shift, y sea T} su operador
adjunto. Dado ¢ € (*(N), se verifica:

(a) {119 = ¢.
(b) m7id = — ¢(0)do.
Demostracion. (a) Dado n € N, se tiene que
T (11(0))(n) = 1(d)(n+ 1) = o(n+1—-1) = ¢(n).
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(b) Nétese que
71(11(9))(0) = 71 (¢)(=1) = 0,

va que 71 (¢) € £*(N). Sin embargo, si n € N con n > 0, entonces

T(11(#))(n) =7 (¢)(n — 1) = ¢p(n — 1+ 1) = ¢(n),
donde hemos usado que n — 1 > 0. O

Como hemos adelantado en la introduccién de esta seccion, este nuevo
concepto de invariancia es “més débil” que el original (de ahi su nombre),
seguin se desprende del siguiente resultado.

Proposicién 5.2.4. Sea T: (*(N) — (*(N) un sistema. Si T es invariante,
entonces también es débilmente invariante.

Demostracion. Si T es invariante, entonces conmuta con 71. En ese caso, se
verifica que
Il =mnT="T,

donde se ha usado el Lema [5.2.3] O

Nétese que el reciproco de la proposicion anterior no es cierto: 77 es débil-
mente invariante pero no invariante, como se deduce del Lema [5.2.3]

Una vez mas, usando la transformada Z, este nuevo concepto de inva-
riancia puede extenderse a los operadores sobre el espacio H?(ID). Para ello,
damos la siguiente definicién:

Definicién 5.2.5. Sean el operador ¥: H*(D) — H?*(D) y su correspon-
diente sistema T = Z7'WZ: (?(N) — (*(N). Se dird que ¥ es débilmente
invariante siT es débilmente invariante.

Como es usual, el concepto anterior puede definirse, de manera equiva-
lente, sin hacer uso del espacio ¢*(N), como sugiere el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.6. Sea ¥: H*(D) — H?*(D). Entonces ¥ es débilmente
invariante si y solo si se verifica que

7:1*\117:1 - \I’,

donde 7,: H*(D) — H*(D) es el correspondiente operador shift, y 7.* es su
adjunto.
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Demostracién. Sea T = Z'WZ: (*(N) — (*(N) el correspondiente sistema.
Se tiene que

U es débilmente invariante <= T es débilmente invariante
<— 7'1*Z’1\IIZ7-1 =70z
= Z1 7N ZInZ =V

Ahora bien, Z71Z~! = 7. Por tanto, para demostrar el resultado basta ver
que Z1iZ7t = 7"

Para comprobar esto tltimo, denotamos ® = Z77Z~!. Nétese que si
| € H*(D) viene dada por

f(z) = anz”, zeD,
neN

se tiene que

q)(f) = anJrlZn? ze€D.

neN
Visto esto, es facil comprobar que si g € H?(D) viene dada por

g(z) = Zgnz", zeD,
neN
se tiene que

@) 1 9) =3 Frrig

neN

= (f|7(9))

Se deduce asi, tal y como se queria, que ® = 7;". O

La utilidad de este concepto de invariancia débil para operadores sobre
espacios de Hardy se pondra de manifiesto en la siguiente seccion.

5.3. Operadores de Toeplitz

Sea H un espacio de Hilbert separable y sea {e, : n € N} C H una base
hilbertiana de H que sea, ademas, ortonormal. En ese caso, la igualdad de
Paserval justifica que

h=>Y (en|h)e,, heH

neN

89



Sea T': H — H un operador lineal y continuo. Entonces,

T(h) = (en | WT(es), heH.

neN

Es decir, la accién de T sobre H queda caracterizada por su accion sobre la
base.

En dimensién finita, este hecho hace corresponder a 7' con una matriz
cuadrada Mr = (a;; : 1 < i,j < N) sobre C, donde N es la dimensién de
H, definida por

ai; = (& | T(e;)),

de manera que

Podemos dar también un sentido a las ideas anteriores cuando H es de
dimensién infinita, resultando My en una matriz de dimensién infinita.

En el caso de un operador matricial de Hankel (introducidos en la De-
finicién [5.1.2), podemos tomar la base {6, : n € N} C (*(N). Con esta
base, dada o € ¢*(N), la matriz asociada al operador ', viene dada por
Mr, = (a;j : 1,5 € N) donde

a;; = (i [ T'a(0;))
= La(8;)(4)
= a(i+n)s;(n)

neN
= a(i+j).

[e3

Es decir, My, puede entenderse formalmente como una matriz infinita de la
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forma

a(0) a(l) a(2) «@3)
a(l) a(2) a3) a4)
My, = | @) a@3) a() a5
a(3) a(4) al) o)

En base a esta idea sobre la estructura matricial de un operador, damos
la siguiente definicién:

Definicién 5.3.1. Sea T: H*(D) — H*(D). Se dice que T es de diagonales
constantes si para todo v,j € N se satisface

Tiv1,501 = Tiyjs

donde
Tij = (=" | T()).

)

Nétese que si T: H*(D) — H?*(D) es un operador lineal y continuo de
diagonales constantes, entonces su estructura matricial asociada es, formal-
mente, la dada por

g 1 G_9 (_3

aq (7)) a1 (_9

My = Gz Q1 @y @y
Qg Gy 1 Oy

donde
Tij=aij, 4,j€N
Esta caracteristica es la que da el nombre a dichos operadores.
La importancia de los operadores anteriormente definidos radica en el
siguiente resultado.

Teorema 5.3.2. Sea T: H*(D) — H*(D) un operador lineal y continuo.
Entonces T es débilmente invariante st y solo si es de diagonales constantes.

Demostracion. Supongamos que T’ es débilmente invariante. Dados n,m € N,
se tiene que



Por tanto, T' es de diagonales constantes.

Reciprocamente, supongamos que 7" es de diagonales constantes. Sea h &
H?(D) una funcién arbitraria, dada por

= Zhnz”, zeD
neN

Definamos ) = 771'7;. Notese que () es un operador lineal y continuo, por
lo que Q(h) puede desarrollarse segin

Q(h) =Y haQ(z

Y, (zw | @w»zm)
- (%1(2”)))>zm>
=> ha| > wwwﬂ

neN

_Zhn

neN

= h,T(z"

neN

= T(h).

hn( m+1‘T n+1>>z>
( (2™ | T(z"))z )

Por tanto, T" es débilmente invariante. O

Antes de continuar con el desarrollo del trabajo, merece la pena identificar
la estructura matricial de algunos operadores destacados.

Ejemplo 5.3.3. Sea n € N. Sea 7{* la composicién de 7; con si mismo n
veces, es decir,

H(f)=2"f(2), fe€HD),zeD.
Notar que 71" es el operador identidad sobre H 2(D).
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Dados 7,5 € N, la estructura matricial de los operadores anteriores se
puede hallar sin méas que ver que

(2" [ 77(27) = (2" | 2777) = Bijn-

Por tanto, la matriz asociada a 7{' es la que tiene todos los elementos nulos,
salvo los de la n-ésima subdiagonal (en el caso n = 0, la diagonal principal),
estando esta formada por unos.

De manera analoga, sea n € N con n > 0. Sea 7;" la composicion de 7}
con si mismo n veces, es decir,

7A—l*n(f) = Z fmn2™, z €D,

meN

si f € H*(D) viene dada por

f(z) = Z fmz™, zeD.

meN

Dados 7,5 € N, la estructura matricial de los operadores anteriores se
puede hallar sin méas que ver que

0, sij<n
(2] 297", sij >n.

G ) = §

Es decir, . ‘
(2" [ 71"(#7)) = bij—n-

Por tanto, la matriz asociada a 7;" es la que tiene todos los elementos nulos,
salvo los de la n-ésima superdiagonal, estando esta formada por unos.

El interés de los ejemplos anteriores radica en el siguiente hecho: notar
que los operadores cuyos elementos no nulos estan sobre o bajo la diagonal
(i.e., los de tipo 7{') son invariantes, mientras que los que tienen elementos
no nulos por encima de la diagonal (i.e., los de tipo 7;") son solo débilmente
invariantes. Este hecho no es casual, como muestra el siguiente resultado.

Teorema 5.3.4. Sea T: H*(D) — H*(D) un operador lineal y continuo.
Dados 1,5 € N, denotamos

Tij= (" | T(")).

Entonces T es invariante si y solo si se cumples las siguientes propiedades:
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(1) T;; = Ti+1,j41 para todo i,5 € N.
(2) Ty =0sij>i.

En definitiva, T es invariante si y solo si su matriz asociada es de diago-
nales constantes y triangular inferior.

Demostracién. Sea T: H*(D) — H?*(D) un operador lineal y continuo. Es
claro que

T es invariante <— 7T =17
= 7(T(f) =T(n(f), [feH D)
= ) an)T(2") =) a(m)T(z""), ac(N)

neN neN
= (") =T, neN
= ("] 2T(z") = (™| T(z"h), n,meN.

Ahora bien, si m = 0, entonces
(2™ 2T(2")) = (L] 2T(2")) = 0,

pues zT'(2") es una funcién de H%(D) que se anula en z = 0.

En otro caso, si m > 0, entonces

En definitiva, acabamos de ver que T' es invariante si y solo si se verifica
que

(1) Para n,m € N con m > 1 se tiene que

D1 = (2" T(") = (2™ [ 2T(2")) = (" | T(z"™)) = T

(2") Para n € N se tiene que
Tonir = (1| T(z"")) =0.
Notar que, bajo el cambio de variable m — m + 1, (1’) es equivalente a (1)
(i.e., T es de diagonales constantes). Por otro lado, usando (1), puede verse

que (2’) es equivalente a (2) (i.e., que la correspondiente matriz es triangular
inferior). O
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Ahora que hemos desarrollado las herramientas fundamentales de esta
seccion, podemos dar paso al correspondiente objeto de estudio.

Definicién 5.3.5. Sea T: H*(D) — H*(D) un operador. Se dice que T es
un operador de Toeplitz si existe g € L>(T) tal que

T(f)=27'P(gf), feHD),
donde P: L*(T) — H?(T) es la correspondiente proyeccion ortogonal.

Nétese que, por definicién, los operadores de Toeplitz son lineales. En lo
que sigue, denotaremos al operador definido anteriormente como el operador
de Toeplitz de simbolo g, T}.

Teorema 5.3.6. Sea g € L=(T) y sea T,: H*(D) — H*(D) su operador de
Toeplitz asociado. Se verifica:

(a) T, es continuo. De hecho,
1Tl = Nlgll oo ry -

(b) T, es débilmente invariante.

Mas aun, todo operador continuo y débilmente invariante es un opera-
dor de Toeplitz. Es decir, si T: H*(D) — H*(D) es continuo y débilmente
invariante, entonces existe g € L®(T) tal que T =T,.

Demostracidn. (a) Recordemos que Z: ¢(*(N) — H?*(D) y .Z: (*(Z) — L*(T)
son isometrias. Entonces, dado f € H*(D), se tiene
”Tg(f>||H2(]D>) = ||P(9f*)||H2(1r)
< ||9f*||L2(1r)
< ”g”LOO(T) Hf*HL2(T)
= ||9||L°<>(11‘) ||f*||H2(']I‘)
= ||g||L°°(T) HfHH2(JD>) :
Por tanto,
1Tl < Nlgll ooy -

Para ver que la desigualdad anterior es de hecho una igualdad, definimos
la funcién k,: D — C dada por

ko(z) := I a'z",
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donde a € D es arbitrario. Nétese que k, es una funciéon holomorfa sobre D,
y ademas

kol ooy = D @ =" |a?]" = < oo,

neN neN

por lo que se deduce que k, € H*(D). Esto justifica que

(ky | gky) 2y = Zk gk*

nEZ

neN

= (ks | P(gka)) m2(r)

donde P: L*(T) — H?*(T) es la correspondiente proyecciéon ortogonal. En
particular,

(ko | Ty(ka)) 2wy = (ka | ZF 7 P(gk2)) m2(m)
= (k, | P(gk3)) m2(r)

k* | gk*>L2
=—/ &) Ik (O de

- (Ou—-125
11 1— |af?
_I?EF%nAﬂau— i

= kall 2y 2(9)(a),

donde & denota la transformada de Poisson. Recordando ahora que H?(D)
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se identifica con su dual, se tiene que

1T ()| 72y

feH?(D) Hf”HQ(]D))
f#0

1Tyl =

1 h|T,
. wp [T
fEH?(D) ||f||H2(D) heH?(D) ||h||H2(]D>)
f#0 h#£0

- ( 1 Sup|<k‘a|Tg(f)>|>

feH?(D) ||f||H2(]D)) aeD ||ka||H2(]D>)
f#0

_— ( L (Y Tg<kb>>|>

beD \ 1Ko/l pr2(py acD  [|Kall gz(p)
" |(Ka | Ty(ka))|

2
a€b ||ktlHH2(ID>)

= sup | P (g)(a)|

= ||g||L°0(']T)‘

(b) Nétese que T;, es un operador lineal. En (a) se demuestra que, ademas,
es continuo. Por tanto, por el Teorema [5.3.2 para ver que Tj es débilmente
invariante basta ver que T} es de diagonales constantes.

Para ello, sea f € H?(ID). Supongamos que
f(z) = anz”, z € D.
neN

Supongamos, también, que

9(&) = gm™, E€T.

meZ

En ese caso,

af () =)D  gmfa™

meEZ neN

=3 (gatn)€, €T

l€Z neN
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Por tanto,

P(gf)€) =Y ) (gnfn)&, E€T

leN neN

En particular, sea j € N, y tomemos
f(z):=2, zeD.
En ese caso,

P(gf)(€) =YY (grndny) €

leN neN

=Y g€, E€T

leN

Es facil ver, entonces, que

T,(27) = Z g7

leN

Estamos ahora en posicién de calcular

(2 Ty(2) =D 61ug1-; = gi—j-

leN

Esto muestra, como querfamos, que T, es de diagonales constantes.

Resta ver que todo operador continuo y débilmente invariante es un ope-
rador de Toeplitz. Para ello, denotemos por T': H*(D) — H?*(D) a un ope-
rador con estas propiedades. El Teorema [5.3.2| asegura que 71" es diagonales
constantes. Por tanto, dados 7,7 € N, definamos la sucesién

ali—j) = (' | T()).

Dado N € N, denotamos
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Notese que

o

2 2
lonlzg = D lav(n)

= 3 [N T
=3¢ | TRV

meN
= 17" )
< ||T||§{2(D)_>H2(D) :

Por tanto, para cada N € N se tiene que ay € *(Z). M4as atin, siguiendo
argumentos similares puede comprobarse que la sucesion {ay : N € N} es
de Cauchy. Por tanto, o € (*(Z).

Sean, por tanto, g € L*(T) con g = a y f € H*(D) dada por
f(z) = anz", z € D.
neN
Se satisface que

T(f) =) faT(z")

neN

=D D fal | T

neN meN

= Z Z fra(m —n)z™

neN meN

— 27 7'P(gf").

Siguiendo los razonamientos dados en (a), se verifica que, como T es
continuo, ha de ser que g € L*>°(T). Por tanto, con la igualdad anterior, se
demuestra que 7' = Tj,. O

En algunas ocasiones son de especial interés los operadores de Toeplitz
con simbolo holomorfo, es decir, los operadores T, con g € H*(T). Nétese
que acabamos de probar que estos operadores son débilmente invariantes.

M4s atin, nétese que si f € H?*(D), entonces gf* € H*(T), por lo que
P(gf*) = gf*. En ese caso, se tiene que

T,(f) = 27\ g)f, fe€ HY(D).
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Es decir,
Tg(f>:hf7 fEHQ(D>?

donde h € H**(ID) es tal que h* = g. Pero entonces, ya probamos en el Teo-
rema que estos operadores son invariantes.

De hecho, el siguiente resultado afirma que todos los operadores de Toe-
plitz invariantes son de este tipo.

Proposicién 5.3.7. Sea g € L™(T). Sea T,: H*(D) — H?*(D). Se verifica
que T, es invariante si y solo si g € H*(T).

En ese caso, dado h € H*®(D) con h* = g, se verifica que T, coincide con
el operadores de multiplicacion con simbolo h, es decir,

T,(f)=hf, fe€H* D).

Demostracion. Con lo comentado en la introduccion de este resultado, basta
ver que si T’ es invariante, entonces g € H>(T). Para ello, notamos que 7T} es
un operador lineal y continuo, como asegura el Teorema [5.3.6, En ese caso, el
Teorema afirma, en particular, que la matriz asociada a T}, es triangular
inferior.

Con esto en mente, supongamos que g viene dada por

g€ => g €€T

ne”L

En la demostracion del Teorema [5.3.6| se comprobé que, entonces, se verifica
que
(2" | Ty(#7)) = gi—j, 1,7 €N

En particular, tomando ¢ = 0, se tiene que
g—j:O7 ]GNa]>Oa

puesto que '
(2" | Ty(27)) =0,

dado que la matriz asociada a T} es de triangular inferior. Se deduce, asf, que
g € H*(T). O
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Capitulo 6

Modelado y Aproximacion de
Dispositivos

Ya hemos justificado numerosas veces a lo largo del trabajo que, desde el
punto de vista de la Ingenieria, los sistemas de mayor interés son los lineales,
estables, invariantes y causales. Recuérdese, ademas, que algunos casos la
causalidad del sistema esta asegurada si el sistema es lineal, estable e inva-

riante (como en el Corolario [3.6.2).

En la préctica, es usual tratar no solo con sistemas aislados, sino con una
cantidad numerosa de sistemas, todos ellos interconectados entre si. Esta
imagen sugiere un nuevo concepto a tratar: un dispositivo, visto como una
coleccién de sistemas. Por ejemplo, es muy clarificador pensar en el area de la
Electrénica, donde cada componente de un dispositivo electrénico puede ser
pensado como un sistema, todos ellos interconectados fisicamente por con-
ductores.

6.1. Conexion entre sistemas: loops

De nuevo, desde la Ingenieria, podemos pensar en cémo un dispositivo
“transforma” una senal de salida en un senal de entrada. En particular, si
tomamos una coleccién de sistemas interconectados, es natural que la senal
de entrada de un cierto sistema sea, a su vez, la de salida de otro de ellos.

De manera esquematica, esto puede hacerse de multiples formas, depen-

diendo del nimero de sistemas que conforme nuestro dispositivo. Por sim-
plicidad, supongamos que estamos conectando dos de ellos. En los venideros
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ejemplos explicitamos algunas formas de llevar a cabo esta conexién.

Ejemplo 6.1.1. Sean Ty, Ty: (*(N) — ¢*(N) dos sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. A partir de T} y T» podemos construir un dispositivo, conocido
como dispositivo en serie, cuya idea esquematica es la siguiente:

e NS o I

Figura 6.1.1: Esquema de un dispositivo en serie.

La idea detras del dispositivo anterior es el cdlculo secuencial (en serie,
de hecho) de las correspondientes acciones de los sistemas T; y 1. Es decir,
dada la entrada ¢; € ¢(N), se calcula ¢, = Ti(¢;). Este cdlculo, en un modelo
realista, consume cierto tiempo (digamos, de procesado computacional, por
ejemplo). Esto es lo que simboliza la presencia del operador shift 71, que
da lugar a la senal ¢o = 71(¢1). Posteriormente, se computa la accién de Ty,
resultando ¢, = T5(¢2). En definitiva, la accién “global” del dispositivo viene
dada por

9o = To(ni(To(41))), ¢ € £2(N).
Es decir, un dispositivo en serie es, esencialmente, un sistema de la forma
T: (*(N) — (*(N) dado por
T =Ty T;.

Notese que T' también es lineal, 2-estable e invariante.

El ejemplo anterior es un caso sencillo en el que la senal de entrada de T,
es, en esencia, la senal de salida de T7.

Ejemplo 6.1.2. Sean T, Ty: (?(N) — ¢?(N) dos sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. A partir de 77 y T, podemos construir un dispositivo, conocido
como dispositivo en paralelo, cuya idea esquematica es la siguiente:

Tlcbl
o] e
e

Figura 6.1.2: Esquema de un dispositivo en paralelo.
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La idea detras del dispositivo anterior es el célculo simultaneo (en para-
lelo, de hecho) de las correspondientes acciones de los sistemas 77 y T5. Es
decir, dada la entrada ¢; € (?(N), se calculan ¢, = T1(¢;) y ¢2 = Ta(¢;). Pos-
teriormente, se ainan ambas senales, resultando ¢, = ¢1 4+ ¢2. En definitiva,
la accién “global” del dispositivo viene dada por

¢o = Th(¢) + To(¢s), ¢ € £(N).
Es decir, un dispositivo en paralelo es, esencialmente, un sistema de la
forma T': ¢*(N) — ¢*(N) dado por
T =T +1Ts.
Notese que T' también es lineal, 2-estable, invariante y causal.
Los dos ejemplos de dispositivos hasta ahora introducidos (serie y para-
lelo) son relativamente sencillos: pueden verse como un nuevo sistema, algo

mas complejo que los originales. Este no es el caso, en general, del siguiente
tipo de dispositivo.

Ejemplo 6.1.3. Sean T, Ty: (*(N) — (?(N) dos sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. A partir de 77 y T, podemos construir un dispositivo, conocido
como loop, cuya idea esquematica es la siguiente:

ﬂ + ¢1 T1 ¢o

L T2 T1

®3 b2

Figura 6.1.3: Esquema de un dispositivo loop.

La idea detras del dispositivo anterior es la de “retroalimentar” (del inglés,
feedback) las correspondientes acciones de los sistemas T; y Ty. Es decir,
dada la entrada ¢; € (*(N), esta se atina con la senal de salida ¢3 de Tj
para dar ¢; = ¢; + ¢3. Esta senal es la senal de entrada de T}, cuya accion
es ¢, = T1(¢1). Este calculo, en un modelo realista, consume cierto tiempo
(digamos, de procesado computacional, por ejemplo). Esto es lo que simboliza
la presencia del operador shift 71, que da lugar a la senal ¢o = 71(¢,), siendo
esta la senal de entrada de Ty, por lo que ¢35 = T5(¢2). En definitiva, la accién
“global” del dispositivo viene dada por

o1 = @i + @3,
¢o - T1(¢1>
¢2 = Tl(¢o)7

T5(¢2)-
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En particular,

b0 = T1(91) = Th (i + ¢3) = T1 (@i + Ta(2)) = Ti (@i + To(11(90))),

es decir, la senal de salida ¢, es la solucién de

(I — T\Tom) () = Ti(¢i), @i € LA(N),
donde I denota el operador identidad.

Concretamente, si el operador I — T Ty es invertible, entonces el loop
se reduce de nuevo a un sistema de la forma 7': ¢*(N) — ¢*(N) dado por

T = (I—-TTyr) 1.
Merece la pena dar un ejemplo explicito de un loop.

Ejemplo 6.1.4. Consideremos el loop formado a partir de los sistemas
Ty, =Ty, = I: (*(N) — (*(N), el operador identidad. Con las notaciones
del problema anterior, dado una senal de entrada ¢; € ¢*(N) cualquiera, la
senal de salida ¢, viene descrita por la ecuacién

(I - 7—1)9250 = (bz

Es decir,

bo (TL) =0, n <0,

60(0) = 6:(0),

bo(n) — Po(n — 1) = ¢;(n), n > 0.
Notese que el sistema anterior corresponde a lo que, en dimension finita,
conocemos por sistema triangular: posee una ecuacion inicial facilmente re-
soluble (n = 0), y el resto pueden resolverse de manera iterativa, con un
algoritmo en cascada (la ecuacion (n + 1)-ésima es facil de resolver si se ha
resuelto la n-ésima).

Se puede dar, también, una visién de este loop gracias al espacio H*(D).
Para ello, identificamos a los sistemas involucrados en el loop con sus corres-
pondientes sistemas sobre H?(ID). Dado que todos ellos son sistemas lineales,
2-estables, invariantes y causales, vienen dados por operadores de multipli-
caciéon, como indica el Teorema |3.6.1] En particular,

(1 —=2)ho(z) = hi(z), zeD,
donde h, = Z¢, y h; = Z¢;. Entonces




Por tanto, h, es una funcién holomorfa sobre ID. En ese caso, si h, viene dada
por
ho(z) = g a,z", ze€D,
neN
entonces

bo(n) = an, mneN.

Por ejemplo, por explicitar atin mas la situacion, supongamos que ¢; = dy.
En ese caso, h;(z) = 1 para z € D. Por tanto,

1
hO(Z):lTZ:ZZn, z € D.

neN

Asi,
¢o(n) =1, meN.

Visualmente,

6 = (..,0,0,[1,0,0,0,0,0,..), o =(..,0,0,[T,1,1,1,1,1...),

donde hemos puesto en una “caja” la coordenada que ocupa el lugar cero de
cada sucesion.

En particular, nétese que, en este caso, ¢, € ¢*(N). Esto es consecuencia
de que I—7; no es invertible como operador de ¢?(N) en sf mismo (es inyectivo,
como demuestra el sistema triangular hallado, pero no es sobreyectivo, como
demuestra el dltimo ejemplo propuesto). Esta es, en general, la situacion que
concierne a los loops.

El ejemplo anterior, aunque sencillo de formular, reproduce de manera
fiel el caso general de los loops. Para verlo, sean T, Ty: ¢(*(N) — (*(N) dos
sistemas lineales, 2-estables e invariantes cualesquiera. Sea T'= [ — 11151 el
operador generado por el loop de los sistemas anteriores. Como hemos visto
en el ejemplo anterior, si consideramos 7' como un operador de ¢*(N) en sf
mismo, puede que, dado ¢; € £2(N), no exista ¢, € £?(N) que sea solucién de

T¢o = T1¢z

Para definir, entonces, la sefial de salida de un loop se hace uso de H*(D).
En concreto, nétese que todos los operadores que dan lugar a 7" son lineales,
2-estables e invariantes. Por tanto, T también lo es. Con esto en mente, sea
U: H*(D) — H?*(D) dado por ¥ = ZTZ~'. Nétese que, por construccion,
U también es lineal, continuo e invariante. Por tanto, en virtud del Teorema
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U es un operador de multiplicacién con simbolo en H*°(ID). De hecho,
noétese que

U =2T7"
=Z(I1 -T\Tor)Z !
A VA A A VAR A LY AR A VAR

De nuevo, en virtud del Teorema[3.7.7] los operadores anteriores de la forma
Z - Z~ ! son todos de tipo multiplicacién. En particular,

ZI1Z7Nf) = ZnZ7(f)=n(f)==f, fe€H D)
Por tanto, existe h € H*(D) de manera que
U(f)=(1-h)f, feHD)
En particular, supongamos que

h(z) = Zhnz”, f(z) = anz”, z € D.

neN neN

Entonces
U(f)=(1-z2n)f

- Z fnzn - Z hkzk_H Z fmzm

neN keN meN
n—1
- § fn - § hkfn—k—l 2",
neN k=0

En particular,
To, =Ty ~— VZo, = ZT10,

es decir, si y solo si

Z <¢O(n) - i h’k¢o(n —k— 1)) 2" = Zquﬁl(n)z"

neN neN
Notese que, de hecho, lo anterior es equivalente a
{ $o(0) = T1¢i(10)7
¢0(n) - Z;O hk¢0(n —k— 1) = Tld)i(n)a n > 1

En este escenario, podemos dar un sentido generalizado a las soluciones
de la ecuacién original,

T¢o = Tl ¢2
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Definicién 6.1.5. Sean T),Ty: (*(N) — (*(N) dos sistemas lineales, 2-

estables e invariantes. Sea T = I — T1Tom el operador generado por el loop
de los sistemas anteriores. Sea ¢; € (*(N). Se dird ¢, € ((N) es solucion del
sistema de ecuaciones generado por

T¢o = T1¢1
st se verifica que

{ $0(0) = T1¢:(0),
Po(n) — Z;é hipgo(n —k — 1) = Ti¢i(n), n>1,

donde (hy) son los coeficientes de Taylor del simbolo h € H>®(D) del operador
de multiplicacion Z—'TZ.

Sobre las soluciones de estos sistemas de ecuaciones pueden darse los
siguientes resultados.

Teorema 6.1.6. Sean T}, Ty: (*(N) — (2(N) dos sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. Sea T = I — TY Ty el operador generado por el loop de los
sistemas anteriores. Se verifica:

(a) T es inyectivo en (*(N).
(b) Dado ¢; € (*(N), el sistema de ecuaciones generado por
Too =T,
posee solucion unica sobre ¢(N).

(c) SiT es invertible en (*(N), entonces la solucidén del sistema de ecua-
ciones anterior es ¢, = T 1T ;.

Demostracion. (a) Para ver que T es inyectivo basta ver que el operador que
T induce sobre H?(ID) es inyectivo. Es decir, sea ¥: H*(D) — H*(D) dado
por ¥ = ZTZ~1. Como Z es una biyeccién, T es inyectivo si y solo si ¥ lo es.

Ahora bien, hemos comentado en la introduccién al teorema que este
operador es de la forma

U(f)(z) = (1 = 2h(2))f(2), zeD,
donde h € H*(D) y f € H*(D).
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Sean, por tanto, f,g € H?(D) con ¥(f) = ¥(g). En ese caso, para cada
z € I se tiene que

(1= 2h(2))f(2) = (1 = zh(2))g(2).

Noétese que de aqui se deduce que f(z) = g(z) para todo z € D, salvo en
aquellos puntos que verifiquen que 1 — zh(z) = 0. Pero esta ultima igualdad
solo puede verificarse en un conjunto discreto de D (nétese que z — 1 —zh(z2)
no puede ser la funcién nula porque no se anula en z = 0). Por tanto, como
f v g son funciones holomorfas que coinciden salvo en un conjunto discreto,
ha de ser que f = g. Este argumento muestra la inyectividad de ¥, como se
querta.

(b) Basta notar que el sistema de ecuaciones

{ $o(0) = T16i(0),
¢O(n) - Z;(l) hk(bo(n — k- 1) = T1<bi(n), n>1,

es lo que, en dimension finita, llamamos triangular. Entonces la solucion
¢, € L(N) existe y es unica.

(c) Supongamos que T es invertible. En ese caso, con las notaciones ante-
riores, ¥ también es invertible. Sea, entonces, f = U1 (2T ¢;). Es claro que
U(f) = (1 —zh)f = ZT¢;. Esto es equivalente, como ya se ha visto, a ver
que se satisface el sistema de ecuaciones

{ fo="T¢;(0),
fo = S0 hifoi1 = Ti(n), n>1.

Por tanto, por definicién, ¢, = Z~1f = T~'Ti¢; es una solucién el sistema
de ecuaciones generado por

T¢o = T1¢z

6.2. Operadores polinédmicos y racionales

En general, resolver los sistemas dados en la Definicién[6.1.5]puede ser una
tarea dificil. No obstante, esta tarea se facilita si muchos de los coeficientes
hy se anulan. Este es, de hecho, el caso de la mayoria de sistemas usados
en la Ingenieria. Es interesante, por tanto, caracterizar esta situacion, tal y
como se realiza en el siguiente resultado.
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Teorema 6.2.1. Sea T: (*(N) — (*(N) un sistema lineal, 2-estable e in-
variante. Sea W: H?*(D) — H?*(D) el operador de tipo multiplicacidn con
stmbolo h € H*(D) dado por W = ZTZ~'. Sea m € N. Son equivalentes:

(1) h es un polinomio de grado m.

(2) Para todo n € N y toda ¢ € (*(N) se verifica que Té(n) solo depende
de gb(n); ¢(n - 1)7 c Qb(n - m)

Demostracion. Por el Teorema [3.6.1] el sistema 7" es de la forma
T(¢)=kx*¢, ¢ecl*(N),
donde k = T'(dg). Siguiendo la notacién del enunciado, es facil comprobar

h=Zk € H®(D).

En particular, dados n € Ny ¢ € £2(N), nétese que
T(@)(n) =) k(n—1o(l).
1=0

Por tanto, T'¢(n) solo depende de ¢(n), ¢(n —1),..., ¢(n —m) siy solo si
k(l) = 0 para todo [ > m.

Pero esta tultima propiedad es equivalente a que h = Zk sea un polinomio de
grado m. O]

Notar que, desde el punto de vista matemadtico, un sistema T': (*(N) —
(%(N) lineal, 2-estable e invariante puede ser tal que, dadon € Ny ¢ € (*(N),
se verifique que T'¢(n) dependa de ¢(n), ¢(n — 1), ..., ¢(0). Un ejemplo de
ello es el operador dado por

To=kxo, ¢cl*(N),
donde k € ¢*(N) queda determinada por

Zk(z)zsz:Z(g)”, 2 eD.

neN

Sin embargo, desde el punto de vista préactico, este operador no es “efec-
tivo”. Pensando computacionalmente, para calcular T'¢(n) es necesario tener
acceso (digamos, porque estén guardados en la memoria de un ordenador) a
los n+1 valores ¢(n), ¢(n—1), ..., $(0). Cuanto n es grande, esto plantea un
problema computacional. Es por ello que, en base al Teorema damos
la siguiente definicién.
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Definicién 6.2.2. Sea T': (*(N) — (*(N) un sistema lineal, 2-estable e in-
variante. Sea W: H?*(D) — H?*(D) el operador de tipo multiplicacidn con
simbolo h € H*(D) dado por ¥ = ZTZ . Diremos que T es polindmico si
h es un polinomio.

Es facil ver que, si se trabaja con sistemas polinémicos, los dispositivos
en serie y en paralelo también resultan polinémicos, como sugiere el siguiente
resultado.

Lema 6.2.3. Sean Ty, Ty: (*(N) — (*(N) dos sistemas lineales, 2-estables e
wnvariantes. Sea Ty = Tom Ty el sistema generador por el dispositivo en serie
de los sistemas anteriores y sea T, = Th + T4 el andlogo paralelo. Si T\ y T
son polindmicos, entones Ty y T, también lo son.

Demostracién. Dado i € {1,2}, definimos el operador ¥;: H*(D) — H?*(D)
dado por ¥; = ZT,Z~'. Estos dos sistemas son lineales, continuos e invarian-

tes, por lo que en vitud del Teorema han de ser de tipo multiplicacién,
con simbolo h; € H*(D).

En ese caso, se cumple
ZT.Z Nf) = hizhof, ZT,Z ' f) = (b1 +ho)f, f€ H*(D).

Si hy v hg son polinomios, entonces hizhy v hy + hs también son polino-
mios. Esto justifica que, bajo esas condiciones, T y T}, son polinémicos. [

Desde este nuevo punto de vista los loops son dispositivos “patologicos”,
puesto que en general sistemas polindmicos dan lugar a loops que no actian
de manera polinémica. Un ejemplo de esto es el siguiente.

Ejemplo 6.2.4. Sea T} = I: (*(N) — (*(N) el operador identidad. Sea
Ty, = 1/2. Nétese que ambos sistemas son lineales, 2-estables e invariantes.
Mas aun, ambos son polinémicos. Sea T' = I — T1Tor; = I — 11/2. Sea
U: H*(D) — H*(D) el operador correspondiente a T, es decir, ¥ = ZTZ ™.
Es facil ver que, dado f € H?(ID), se verifica que

U(f) = (1 _ %z) 3

Es decir, ¥ es un operador de tipo multiplicacién, con simbolo h € H*(ID)
dado por

1
h(z)zl—iz, z€D.
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Nétese, que h es una funcién holomorfa no solo en I, sino en un disco
abierto mayor, y ademds no se anula sobre D. Por tanto, 1/h € H*(D). De
esa manera, ¥ es un operador invertible, y su inverso viene dado por

V) = —f =

1
1— -2
2

s— ) feH D).

Nétese que T'= Z~1WZ. Por tanto, como Z es invertible (es un isomorfismo
isométrico), entonces 7' también lo es. En ese caso, en virtud del Teorema
dada ¢; € /(N) la sefial de entrada del loop, su salida es

bo =T '"Tip; =T ' ¢s.

De la ecuacién anterior se deduce que el loop es, en definitiva, un sistema,
dado por T7!. Sin embargo, 7! no es polinémico, como ya se vié en la
introduccién a la Definicién [6.2.2]

Para seguir avanzando en la estructura de los sistemas que generan los
loops, damos la siguiente definicién, en vista al ejemplo anterior.

Definicién 6.2.5. Sea T': (*(N) — (*(N) un sistema lineal, 2-estable e in-
variante. Sea W: H*(D) — H?*(D) el operador de tipo multiplicacidn con
simbolo h € H*(D) dado por W = ZTZ™'. Diremos que T es racional si h
es una funcion racional.

El siguiente resultado caracteriza, bajo ciertas condiciones, los sistemas
que generan los loops.

Teorema 6.2.6. Sean T1, Ty: (*(N) — (?(N) dos sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. Sea T = I — T\ Ty . Supongamos que T es un operador inver-
tible, y que T) y Ty son polinémicos. Entonces, el operador Ty = T—YT, que
genera el loop de los sistemas T y Ts es racional y no polinomico.

Demostracién. Dado i € {1,2}, definimos el operador ¥;: H*(D) — H?*(D)
dado por ¥; = ZT,Z~'. Estos dos sistemas son lineales, continuos e invarian-

tes, por lo que en vitud del Teorema han de ser de tipo multiplicacién,
con simbolo h; € H*(D).

Sea W = ZTZ . En ese caso, se cumple que
ZTZ7Nf) = (1 — hahe2)f, f € H*(D).

Ahora bien, como Z es un isomorfismo isométrico, entonces 1" es invertible
siy solo ¥ lo es. Pero, como V¥ es un operador de tipo multiplicacion, este es
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invertible si y solo si su simbolo esta inferiormente acotado sobre D. En ese

caso,

1

Ul = —
(f) 1— hthZ

Definamos ahora el operador dado por

[, feHD).

U, =207 '=27"1Z77'7z1nZ7 = v 1y,.

Notese que ¥, es un operador de multiplicacién dado por

n 1— hl hQZ
En concreto, si hy y hy son polinomios, entonces el simbolo de ¥; es una

funcién racional. Por tanto, bajo las condiciones anteriores, 7; es un operador
racional.

Uy(f) f, fe H*D).

Maés aun, notese que los ceros de hy; en C no son ceros de 1 — hihoz. Por
tanto, el simbolo de ¥; nunca puede ser un polinomio. Se justifica, asi, que
T; nunca es polinémico. n

6.3. Teoria de Pick

El objetivo de las secciones anteriores a esta era, en definitiva, mostrar la
nocion de operador racional, su relacién con los dispositivos loops, y la natu-
ralidad con la que estos surgen en el area de la Ingenieria. Las propiedades de
estos operadores son interesantes desde el punto de vista de la aproximacién,
tal y como nos enfocamos a ver en esta seccion.

Concretamente, supongamos dados dos dispositivos Dy y D», vistos como
sistemas de £%(N) en si mismos (i.e., pueden ser dispositivos en serie, en pa-
ralelo, o loops en el caso invertible). Supongamos que tenemos la posibilidad
de disenar un tercer dispositivo D, visto una vez mas como un sistema de
¢*(N) en si{ mismo, de manera que el sistema D; DDy sea “lo mds parecido
posible” a un sistema objetivo, digamos, T'. Es decir, buscamos resolver el
problema de minimos dado por

HlDfD HT — DlDDQH i

donde la norma utilizada ha de ser una norma de un espacio de operadores
convenientemente escogida, de manera que se pongan de manifiesto las pro-
piedades de los sistemas involucrados.
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En concreto, queremos afrontar el problema anterior cuando todos los
sistemas involucrados sean lineales, 2-estables e invariantes, siendo Dy y Dy
operadores racionales. En ese caso, la norma con la que se resuelve el proble-
ma anterior puede tomarse, con la formulacién adecuada, como la de H*(D).
Es decir, definamos el operador T' = ZTZ~': H2(D) — H?2(D), y notemos
que el Teorema [3.6.1| muestra que este es un operador de tipo multiplicacién
con simbolo, digamos, hy € H*(ID). Algo andlogo ocurre con los operadores
Dy, Dy y D, siendo ademés hp, y hp, funciones racionales. En ese caso, el
problema anterior puede reformularse como

wplin |hr — hp hphp, || e ) -

En general, este tltimo problema no posee solucién (i.e., el minimo pue-
de no existir). No obstante, es facil obtener una condicién necesaria para la
existencia del minimo, basado, de nuevo, en las propiedades de las funciones
en espacios de Hardy. Para verlo, observamos lo siguiente:

Nétese que hp,hp, € H*(D) es una funcién racional. Sea, por tanto,
hp,hp, = Bg su factorizacién a través de su factor de Blashcke B, donde
g € H*(D) no se anula en D (véase el Teorema [1.2.5)). Notar que, por
construccién, el producto de Blashcke B es un producto de Blaschke finito.
Digamos que Aq,..., A, € D son los ceros de B. Definamos, ademas,

h = hr — hp,hphp, = hy — Bf € H*(D),
donde f = hpg € H*®(T). Obsérvese que
h(X;)) =hr(X;), j=1,...,n
Por tanto, definimos
pi=nhr(A;), j=1,...,n
Con estas notaciones, se puede probar el siguiente resultado.

Lema 6.3.1. Se verifica la siguiente igualdad entre conjuntos:
{hr — Bu:ue H*D)} ={v e H®D) : v()\j) = p;}.
En particular, suponiendo que los siguientes minimos existen, se verifica que

Jnin lhr — Bul| oo () = Uerg;jg%m{HvHHoo(D) (X)) = pt-
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Demostracion. Notese que el hecho de que ambos minimos (si existen) son
iguales es consecuencia de que los conjuntos sobre los que se minimiza la
norma son los mismos, como queremos probar. Para ello, definamos

A:={hy —Bu:ue H*D)}, B:={ve H®D):v(\) = p,;}.
El resultado se sigue si vemos que A = B.

Sea h € A. En ese caso, ha de existir u € H*(D) con h = hy — Bu. Nétese
que h € H*(D), pues este espacio es estable por sumas y multiplicaciones
(recuérdese que, por construccién, todos los factores que aparecen son de
H>(D)). Ademds, como todo \; es un cero de B (y, por tanto, de Bu), se
tiene que

h(A;) = hr(A;) = ;.
Notese que de aqui se sigue que h € B.

Reciprocamente, sea v € B. Sea h = hy — v. Nétese que, de nuevo,
h € H*(D). Mas atn, todo A; es un cero de h, por construccién. Pero estos
son todos los ceros de B sobre el plano complejo. En ese caso, la funcion
u = h/B es holomorfa y acotada sobre D (pues h y B lo son, B solo se anula
un numero finito de veces en I, y precisamente h se anula sobre los ceros de
B, con un orden mayor o igual). Es decir, u € H*(ID). Ademads, ndtese que

puede escribirse que
v:hT—h:hT—Bu.

Esto justifica que h € A. n

En el lema anterior hemos reducido el problema del diseno 6ptimo del
dispositivo D a un problema de minimizaciéon de la norma de una funcién de
H>(D) que tiene algunos ceros prefijados. En particular, si h es la solucién
de este ultimo problema, entonces el dispositivo D se relaciona con la funcién
hp = l~z/ g. Como g no tiene ceros en D, entonces hp es holomorfa en D. Sin
embargo, en general esta funcion no estd acotada en D, como ya adelanta-
mos. En lo que resta de capitulo veremos que la existencia de los minimos
del lema anterior garantiza su acotacion.

El nuevo problema de interpolacién que surge es, precisamente, el cono-
cido como problema de Pick, el cual posee, como ya dijimos, una condicién
suficiente de existencia de solucién, la cual presentamos en la siguiente defi-
nicion.
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Definicién 6.3.2. Se dice que Ay, pi1, ..., A, iy € D cumplen la propiedad
de Pick si la matriz A = (a;; : 1 <1i,j <n) dada por

Ajj = k/\j()\z‘)(l — Hift;)

es semidefinida positiva, donde dado w € D, se define k,, € H*(D) dada por

Basandonos en la definiciéon anterior, podemos dar el siguiente resultado.

Proposicién 6.3.3. Sean Ay, ..., N\, € D ysean uq, ..., u, € C. Supongamos
que f € H>®(D) es la solucion de

min {2l oo () : () = 115}

heH> (D)

Sea R > ”f”Hoo(]D)- Entonces Ay, py, ..., An, b, satisfacen la propiedad de

Pick, donde
I o

1 T 7=1,...,n.

Demostracion. Definamos h = f/R. Nétese que h € H*(D) con ||A|, < 1.
Sea T: H*(D) — H?*(D) el operador de tipo multiplicacién con simbolo h, es
decir,

T(g) = hg, g€ H*D).

Es facil ver que
1T < [Allo < 1.

En particular, si notamos por T* al operador adjunto de 7', se tiene que
[T =Tl < 1.

Més atin, nétese que dado g € H%(D) arbitraria y w € D, se verifica que

donde hemos usado el Teorema Se deduce, asi, que

T (kw) = Wkw'
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Ahora, sean ay, ..., a, € D. Sea g = arky, +- - -+ayky, € H>*(D). Usando
las propiedades anteriores, nétese que

I7*(9)ll5 < llglly -

Pero

= Z a;T*(ky,)
j=1

= a;h(\)ks
j=1

_ iajf%j)k%'

= Z (l] ] ]{/’)\

Por tanto, se verifica que

0< gl = IT*(g)ll3
2

7j=1 =1 R
SR ALY ( ary
7j=1 =1
il
=30 gy, (00 (1- 582
7j=1 i=1
n n B —,
=D @ajky, (A (1 — pir)
j=1 i=1
Notese que, como aq,...,a, era complejos cualesquiera, la desigualdad
anterior muestra que Ay, py, - -+, Ap, i), satisfacen la propiedad de Pick. [

La relevancia de la teoria de Pick radica en que la condicién necesaria
para la existencia del minimo vista en la proposicién anterior es también una
condicién suficiente, como se deduce del siguiente resultado.
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Teorema 6.3.4 (Teorema de Pick). Sean Ay, piq, ..., A\, i, € D. Son equi-
valentes:

(a) Eziste una solucion f € H*(D) del problema

min {2 ooy : () = 15}

heH> (D)
Ademds, || f || ooy < 1.

(b) Existe una solucion racional r € H>*(ID) del problema

min {2 ooy : () = 15}

he Ho= (D)
Ademds, ||7| ooy < 1.
(c) Ai,pi1, -y An, pin Satisfacen la propiedad de Pick.

Demostracion. Es claro que la condicién (b) implica la condicién (a). Ademas,
en la Proposicién hemos visto que la condicién (a) implica la condicién
(c). Por tanto, para demostrar el teorema serd suficiente ver que la condicion
(c) implica la condicién (b).

Para ello, definamos el conjunto
A ={h € H*D) : [|hll goopy < 1, h(Aj) = pj, g =1,...,n}.
Noétese que el problema dado en (a) es equivalente al dado por

i || 2] oo ) -

Supongamos que 7 no es vacio. En ese caso, 7 es una familia de funciones
holomorfas uniformemente acotada en todo ID. Por tanto, el Teorema de
Montel (puede consultarse en el Teorema 14.6 de [8]) asegura que 27 es una
familia normal. En particular, tomando una sucesion minimizante de .27 que
converja a

inf ||h

inf [ o)
podemos escoger una subsucesién convergente (en la topologia que da la
convergencia uniforme en compactos). Es un argumento esténdar ver que,
entonces, la funcién holomorfa a la que converge dicha subsucesién es una

solucién de (a). Esto demuestra que el problema dado en (a) posee solucién
si y solo si &7 es no vacio.
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Maés ain, vamos a ver que, bajo las condiciones de (c), hay al menos una
funcién racional en o7 que es solucién del problema dado en (b). Esto mos-
trara justo lo que queremos.

La prueba de esto ultimo es extensa, por lo que damos algunas indicacio-
nes previas. Vamos a comenzar viendo que, efecticamente, .27 es no vacio. De
hecho, vamos a ver que contiene al menos una funcién racional. Para hacer
esto, vamos a relacionar el conjunto .« con otro conjunto .2/’ donde, formal-
mente, se asume que i, = 0. Esto permite relacionar el conjunto <7 con otro
conjunto «7* donde solo se prefijan n — 1 valores de las funciones de H*(D).
Veremos que, a partir de una funcion racional de .7*, puede construirse otra
de o7, que también es racional. Por tanto, la prueba de que hay al menos
una funcién racional en o7 (y, por tanto, este conjunto es no vacio) se seguira
con un simple argumento de induccién sobre n.

Asi, mostramos que se verifica (a). Posteriormente, un argumento de nor-

malizacién sobre el valor del minimo dado en (a) nos llevard a ver que se
verifica (b).

Comenzamos, entonces, suponiendo que n = 1. Obsérvese que A\j, uy € D
siempre cumplen la propiedad de Pick, puesto que

1 - |Nz‘|2

x ) (1= Fripti) = —— AP

> 0.
Mas ain, dado a € D, denotemos por ¢, : D — D uno de los automorfis-
mos de D que lleva a en 0, por ejemplo,
zZ—a

a = ’ D.
0 1—az °C

Recuérdese, ademés, que ¢,;!' = ¢_,. En ese caso, es claro que si tomamos
h = ¢_u, © ¢, se tiene que h es holomorfa sobre D, con |[Al| e < 1,y
cumpliendo h(\1) = py. Por tanto, h € &7. Més atin, la funcién h es racional.

En definitiva, para n = 1, se verifica que (c) es cierto y &/ contiene una
funcién racional.

Tomemos, ahora n > 1. Vamos a reducir la demostracion al caso en el
que A\, = u, = 0. Para ello, con las notaciones anteriores, definimos

X =00 () = b)), G=1n.
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Supongamos que existe h € H*(D) con ||| yoo ) < 1 satisfaciendo que

h()\j):/ﬁj, jzl,,n

Definamos g: D — D dada por ¢ := ¢,,,0oho¢_j,. Notese que g es holomorfa
con [|gl ooy < 1. Ademds,

9(Nj) = (¢, 0 h o ¢, )(N))
= (P 0 h 0o d-x,) (2. (N)))
= O, (R(A)))
= (bun(ﬂj)
=y, Jj=1,...,n

Como las funciones ¢, para a € D son biyecciones, lo anterior mues-
tra que existe solucién para el problema de interpolacién relacionado con
ALy [1y -y Any fbn ST Y sOlo si existe solucién para el problema analogo con
A Wy ey ALy, donde N = = 0. En definitiva, esto justifica que el
conjunto .27 es no vacio si y solo si el conjunto

A ={h€ H*D): ||hllgomy < 1, M(X)) = pj, j=1,...,n}.

es no vacio. Mas atn, si &’ contiene una funcion racional, entonces .7 tam-
bién, puesto que cada ¢, es racional.

Podemos ver que se tiene, de la misma forma, una equivalencia analoga a
la anterior para la propiedad (c). En particular, sea A = (a;; : 1 <i,5 < n)
la matriz dada por
agg = kx; (A) (L — Tipey).-
Recuérdese que se dice que Ay, pu1, ..., An, i1y, satisfacen la propiedad de Pick
si A es semidefinida positiva. Por analogia con lo realizado hasta ahora, sea
A" = (aj; 1 1 <d,j <n) la matriz dada por

;= b (X)(1 = 112,

Vamos a ver que A es semidefinida positiva si y solo si A’ lo es. Para ello,
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apreciamos que:

L= MM 1= 00, (A)ér, O0)
1— A\ 1— A\
Lo AT B
1= 1= Ay
1— Mg
(=) = M) = (4 = A) Ok = Aa)
(1= A A0 (1 = AnAr) (1 = Ay )
1+ )\j>\_k|>\n|2 - )\j>\_k - |)‘n|2
1= 25) (1= XA (1 = AjAe)
_ E—Mfﬂ;%ﬁ)_
(1= X)) (1 = A A) (1 = A )
1— |\

— — — 1<5,k<n.
(1= X)) (1= AAg)

(

Por tanto, si definimos

a»::—‘l__‘)\n|27£0

T I =N

) j = PAR 7n7
se tiene que o
L — N, _
1=

Anélogamente, si definimos

vzl

Iy

07187°8

Bj =

Y j: 7""”7
se tiene que o
1 — iy,

— = 53 B
1 — e
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Con lo anterior en mente, sea v = (y; : 1 <1i < n) € C". Se verifica que
’Y*A/’Y: i 1_’LL1’LLJ
.j 11— XX

_ Z 1_lu1:uj1 ,uz/ij )\)\
T il L= Ay L= AV

,j=1

Z L s 7-7
Jll—AM ’

£ 2 ()

INES 1
=" AY,

donde v = (Bia; 'y : 1 <i < m) € C.

Como la aplicaciéon T': C* — C" dada por T'(vy) = 7' es una biyeccion,
se tiene lo que ya adelantamos: A es semidefinida positiva si y solo si A" lo es.

Lo probado hasta ahora permite reducir la demostracion al caso en el que
An = pn, = 0. Por induccion, sabemos que el conjunto

" ={h € H*(D) : |hllyooiy <1, (X)) =45, 5 =1,...,n = 1}

es no vacio para cualquier coleccién {Aj, uf, ..., Af_;, pus_} C D que satisfa-
ga la propiedad de Pick. Notemos que existe f: D — D holomorfa con

f(o):()a f()\j)::uja jzlv"'an_L

si y solo si existe g: D — D holomorfa con

oo
g()\]):)\—], ]:1,,77,—1
J

Para verlo, basta dar la relacién f(z) = zg(z). No6tese que f es racional si y
solo si lo es g.

Por tanto, ver que .o/ contiene una funcién racional se reduce a ver que
A1, /L1>\I1, U W Y 1)\ ~, satisfacen (c). Pero esto es sencillo de compro-
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bar puesto que, con las notaciones anteriores, se tiene que:

* & 1 ”leT
Y Ay=)y — Ly

52 I =N\
n—1 1— 11 ,U/ n—1

=Y =W+ 2Re | YW |+ hal
ij=1 1= )‘ i=1

Ahora bien, nétese que

2 el |2
=1

i=1 j=1
n—1 n—1

= [l* + 2Re (Z %%) + D W
i=1 i,j=1

Por tanto,

n—1 —
V*AVIZ(i:—I[;\z/;\L—j_ >’7@7j 271

ij=1

Observamos ahora que

_ e
Lol Nl Ay
1— M\ 1=\ DY VR

Esto justifica que si A= (a;j: 1 <1,7 <n—1) es la matriz dada por
~ Hi Hy
Q;5 = /{ . )\z 1 ——— s
1= Ry () < Ai )\j)
entonces se tiene que

2

+ 4 A7,

n

Z Vi

i=1

YAy =

donde ¥ = (A\y; : 1 < i < n—1). Estaigualdad justifica que A es semidefinida
positiva (i.e., A1, f1, ..., Ay, tin satisfacen la propiedad de Pick) si y solo si
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A lo es (ie, A, AT oo A1, e A, 1 satisfacen la misma propiedad).
Para verlo, ndtese que si A es semidefinida positiva entonces es claro que A
también lo es. Para la otra implicacién, para cada 4 € C*! basta tomar

Y= (:Yaﬂyn) € (Cna
donde )
Vi = — Z’}/j e C.
=1

Con esto, se verifica que
VAT =" Ay 2 0.
Esto es exactamente lo que restaba por probar.

Nétese que en lo demostrado hasta ahora hemos justificado que siempre
existe una funcion racional que es solucion del problema de interpolaciéon con
norma menor o igual que uno. En particular, &/ es no vacio, y por tanto (a)
posee solucion.

Nos encaminamos a probar (b). Con lo anterior en mente, sea ¢ € [0, 1]
el valor del minimo del problema dado en (a). Si ¢ = 1, cualquier funcién
de &7 es solucién de (a). Por tanto, acabamos de ver que podemos tomar
como solucién del problema una funcién racional. Es decir, se verifica (b).
Si ¢ = 0, entonces estamos ante la solucién constantemente nula, que es un
caso degenerado de una funcién racional (notar que esto solo es posible si

Si por el contrario se tiene 0 < ¢ < 1, entonces definimos el problema de
hallar f € H>°(ID) solucién de

min {2l ooy : () = p5/cts

he Ho (D)

con || f|| ge(m) < 1. Notar que una solucién de este problema es f = f/c, don-
de f es una solucién de (a). Asi, || f] mee@) = 1. Ademads, como el nuevo pro-
blema posee solucion, la Proposicion asegura que Ay, (41/¢, ..., Ap, fn/C
satisfacen (c). En ese caso, ya hemos visto que existe una funcién racional 7
que es soluciéon del mismo problema que f . Por tanto, podemos tomar como
solucion del problema original a r = ¢, que es una funcién racional. O
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Teorema 6.3.5. Sean T, Dy, Dy: (?(N) — (*(N) sistemas lineales, 2-estables
e invariantes. Supongamos que D1 y Do son racionales. Para i = 1,2, sea
h; € H*(D) la funcidén racional tal que el operador ZD;Z ="' es el operador de

tipo multiplicacion con simbolo h;. Sean A1, ..., X\, € D los ceros de hihy. Sea
hr € H*(D) tal que el operador ZTZ~! es el operador de tipo multiplicacion
con simbolo hp. Sea pi; == hrp(X\;) para j =1,...,n. Son equivalentes:

(a) Existe D: (*(N) — ¢*(N) lineal, 2-estable e invariante, con ||D]|| < 1,
solucion de
HlQin HT — DIQDQH s

donde la norma es la de los operadores lineales sobre (*(N) en si mis-
mo, y el minimo se toma entre todos los operadores Q: (*(N) — (*(N)
que son lineales, 2-estables e invariantes.

(b) Eziste D: (*(N) — ¢*(N) lineal, 2-estable, invariante y racional, con
|D|| <1, solucion de

min |7~ DiQD;|

donde la norma es la de los operadores lineales sobre (*(N) en si mis-
mo, y el minimo se toma entre todos los operadores Q: (*(N) — (*(N)
que son lineales, 2-estables e invariantes.

(¢) My p1y .y Ao,y iy Satisfacen la propiedad de Pick.
Demostracion. Ya comentamos que el problema dado en (a) es equivalente
al problema de interpolacién dado por

herg;jon(D){|IhI|Hoo<D) h(Aj) = pj}

Por tanto, el Teorema [6.3.4] asegura que existe una soluciéon D del pro-

blema dado en (a) con ||D|| < 1 siy solo si se cumple (c). Nétese, ademas,
que (b) implica (a). Resta ver que (a) implica (b).

Para ello, recordamos que el Teorema asegura que si existe una
solucion del problema de interpolacion, entonces también existe una solucion
racional al mismo problema. Denotemos por f a dicha solucién. Ya discutimos
que, en ese caso, una solucién del problema dado en (a) viene dada por

D(¢) =27 (fZ¢), ¢ < *(N).
Este operador se relaciona, por tanto, con el operador ¥: H*(D) — H?*(D)
dado por ¥ = ZDZ~'. Notar que ¥ es un operador de tipo multiplicacidn,
con simbolo f que, recordemos, es una funcién racional. Esto asegura, por
tanto, que D es racional. Asi, se verifica (b). O
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