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Resumen

Este trabajo de fin de grado consiste en una introduccién a la matematica inversa. En
¢l introduciremos la aritmética de segundo orden y nos centraremos en el estudio de los
subsistemas RCAy, WKLy, ACAg, ATR y I1}-CAy, los llamados “Big Five”. En RCA,
desarrollaremos una codificacion de la matematica y usaremos RCAy como teoria base
para demostrar la equivalencia de ciertos teoremas de las matematicas con alguno de
los restantes subsistemas. Ademads, estudiaremos la parte de primer orden de los tres
primeros subsistemas y hablaremos de como usar la matemética inversa para obtener una
realizacion parcial del programa de Hilbert.

Abstract

This final degree project is an introduction to reverse mathematics. We will introduce
second order arithmetic and we will focus on the study of the subsystems RCAy, WKLy,
ACAy, ATR and IT}-CAj, which are called the Big Five. We will develop a coding of
mathematics inside RCAy and we will use RCAq as a base theory to prove equivalences
between some mathematical theorems and the other subsystems. In addition, we will
study the first order part of the first three subsystems and we will explain how to use
reverse mathematics to obtain a partial realization of Hilbert’s program.
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Introduccion

El programa de la matemética inversa es un programa de investigacion bien establecido
en el campo de la légica matematica y de los fundamentos de la matematica iniciado en
los anos 1970 por H. Friedman y S. Simpson. La pregunta central que inicia el area de la
matematica inversa es la siguiente:

., Qué axiomas de existencia de conjuntos son necesarios para hacer matematicas?

Para ser mas especificos, nos referimos al proceso siguiente. El objetivo primordial es usar
las herramientas de la l6gica matematica para calibrar la potencia ldgica de un determi-
nado teorema de las matematicas, A. Para ello, escogemos ciertas teorias que, mediante
codificaciones adecuadas, permitan desarrollar la matematica en ellas.! Necesitamos tam-
bién fijar una teoria base, llamémosla Ty, que sea una subteoria de todas las teorias
consideradas. El problema central es el siguiente: dada la codificacién de un teorema ma-
tematico A en el lenguaje de la teoria base T}, encontrar una teoria 7" que cumpla que
i) THA yii) To + A T. Esto es, sobre Ty, el teorema A y los nuevos axiomas nece-
sarios para demostrarlo son equivalentes. De esta manera, se tendria que los axiomas de
existencia que conforman la teoria T no se pueden evitar en una prueba de A y, en este
sentido, son los axiomas “correctos” para demostrar el teorema mateméatico A. Estamos
invirtiendo pues el proceso estandar en matematicas al demostrar un axioma a partir de
algin teorema. Esto da el nombre de matemdticas inversas al tema.

Distintas elecciones de las teorias T),Ty y del tipo de resultados matematicos A consi-
derados dan a lugar a distintas aproximaciones al problema central arriba descrito. En
el caso de la matemética inversa, las matematicas ordinarias del dia a dia (es decir, las
que tratan con objetos numerables o separables, independientes del desarrollo de con-
ceptos abstractos elevados de la Teoria de Conjuntos) se formalizan en el lenguaje de la

'La teoria de conjuntos ZFC' es la eleccién estdndar para desarrollar las mateméticas en la actuali-
dad. Mas, mediante codificaciones adecuadas, pueden usarse otras teorias para este proposito. De hecho,
notemos que en ZFC también se estd llevando a cabo una codificaciéon de los conceptos matematicos,
puesto que serfa extrafio pensar que, por ejemplo, el ntimero natural 1 es realmente el conjunto {@} o que
realmente 1 € 2; y no, que esos hechos son consecuencias de estar realizando una determinada codificacién
de esos conceptos.
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aritmética de segundo orden Zs (un sistema formal diseniado para tratar con nimeros na-
turales y subconjuntos de niimeros naturales) y, a continuacién, los teoremas centrales de
las matematicas ordinarias se demuestran en subsistemas convenientes de la aritmética
de segundo orden. Estos subsistemas se axiomatizan tipicamente sobre una determina-
da teorfa base mediante formas restringidas del Axioma de Comprension (C'A) u otros
principios de existencia de conjuntos.

Forman parte pues del campo de estudio de la matematica inversa las matematicas que
tratan con objetos numerables o con objetos que pueden ser caracterizados por objetos
matematicos numerables. Un ejemplo de esto ultimo serian los espacios métricos separa-
bles, ya que podemos recuperar los puntos de ese espacio métrico tomando las sucesiones
de Cauchy de los elementos del subconjunto denso numerable. Asi, por ejemplo, la rec-
ta real R entraria dentro del campo de estudio de la matematica inversa. De manera
andloga, resultados fundamentales de geometria, teoria de ntimeros, calculo, ecuaciones
diferenciales, andlisis real y complejo, algebra numerable, topologia de los espacios métri-
cos separables, 16gica matematica o computabilidad estan representados en el estudio de
la matematica inversa.

Cabe destacar que, aunque la matematica inversa se suela centrar en esas teorias y en esos
teoremas arriba mencionados, el problema central descrito anteriormente es mas general,
y, por ejemplo, Friedman [2] propuso un programa que llamé “Strict Reverse Mathe-
matics” donde una de las ideas que plantea es cambiar los subsistemas de Z, por unas
teorfas “puramente matematicas” (como hemos mencionado, los subsistemas de Z estan
caracterizadas por principios logico-matematicos, como la comprension para cierto tipo
de conjuntos, y Friedman propone considerar en su lugar teorias con axiomas puramente
matemadticos). No entramos en més detalle pues esta aproximacién esta fuera del alcance
de este texto.

Los subsistemas “Big Five”

Habiendo descrito las particularidades habituales en la matematica inversa, destaquemos
uno de sus hechos méas sorprendentes. A priori uno podria pensar que, con la variedad de
teoremas existentes en las matematicas, seria necesario tener muchas teorias para poder
encontrar equivalentes a los teoremas y que muchas de esas teorias resultarian ademas
incomparables entre si. Aunque esto sea en parte cierto, la investigacién en el campo ha
puesto de manifiesto que solo unos pocos axiomas especificos de existencia de conjuntos
surgen repetidamente en este contexto (las llamadas teorias “big five”de la Matemética
Inversa), a saber, RCA, (axiomatizada por Axiomas de Comprension Recursiva), el Lema
Débil de Kénig WKL, Comprensién Aritmética ACA(, Recursién Aritmética Transfinita
ATRj y comprensién para conjuntos en el nivel I} de la Jerarquia Aritmética IT}-CAy.

Tomando como base RCAy, gran parte de los teoremas de la matematica no-conjuntista
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resultan o bien demostrables en RCA( o bien equivalentes sobre RCAg a alguna de las
otras cuatro teorias. Por eso se les dio el nombre de los “Big Five”; y su descripcion y
la demostracién de algunos de sus equivalentes mas importantes sera la parte central de
este texto (en particular, para las tres primeras teorfas, RCAg, WKLj, ACAy).

Cabe senalar también que los Big Five forman una jerarquia lineal estricta, esto es:
RCAO C WKL, C ACAO C ATRO C Hi—CAO

donde cada sistema es estrictamente mas potente que el anterior. Como consecuencia, una
gran parte de los teoremas de las matematicas numerables del dia a dia pueden clasificarse
en alguna de estas cinco categorias y resultan por tanto, desde el punto de vista de su
potencia légica, comparables entre si.

Como indica Simpson en [8], cada uno de estos subsistemas se puede identificar con di-
versos programas de fundamentos de las matematicas. Resumidos en una tabla, quedaria:

Teorfa ~ Programa Impulsor(es)
RCA, Constructivismo Bishop

WKLy Reduccionismo finitista Hilbert

ACAy  Predicativismo Weyl, Feferman
ATR, Reduccionismo predicativista Friedman, Simpson
[1}-CAy Impredicativismo Feferman y otros

También sale fuera del contenido de este trabajo el entrar en detalle en cada una de
estas corrientes, pero es importante saber que el estudio de la matematica inversa puede
ayudarnos a entender mejor cada uno de estos programas.

Contenidos del trabajo

Este trabajo consta de la presente Introduccion, seis capitulos y unas conclusiones. Ex-
ponemos brevemente de qué tratard cada uno de los capitulos.

En el capitulo 1, Lenguaje de la aritmética de segundo orden, introduciremos el
lenguaje formal donde estaran cada una de las teorias de los Big Five, ademas definiremos
su semantica y hablaremos de la aritmética de segundo orden, introduciendo la jerarquia
aritmética.

En el capitulo 2, de titulo RCA,, definiremos la teoria que usaremos como base, RCA,.
Ademas veremos como codificar las matematicas en él, desde pares de ntimeros, funciones
o conjuntos cocientes hasta los sistemas numéricos Z, Q y R. Al igual que RCA es nuestra
teoria base, este capitulo sera nuestra base para todo el desarrollo posterior. Como ejemplo
de teorema matematico demostrable en RCA,, veremos que el teorema de categorias de
Baire es demostrable en esta teoria.
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En el capitulo 3, de titulo WKL, definiremos la teoria WKL y nos encontraremos
con nuestro primer resultado estrictamente de matematica inversa, la equivalencia de
WKL con el teorema Heine-Borel en [0, 1]. Veremos también que WKL es equivalente
al principio de X{ separacién, lo que nos servird en el capitulo 6.

En el capitulo 4, de titulo ACA, definiremos la teoria ACA, y demostraremos varios
equivalentes a ella, centrandose en los nimeros reales (estudiaremos propiedades de com-
pletitud secuencial en R en ACAg) y en la combinatoria infinita (estudiaremos el lema
de Koning y el teorema de Ramsey en ACA,).

En el capitulo 5, de titulo ATRg y II;-CAy, introduciremos estas dos teorfas para com-
pletar los “Big Five”. Nos centraremos en la definicion de AT R y sus propiedades basicas.
Un analisis detallado de estas teorias excede los contenidos del presente trabajo.

Finalmente, en el capitulo 6, Algunos resultados metateoricos, hablaremos de la
parte de primer orden de las tres primeras teorias RCAy, WKLy vy ACAy; y daremos
una idea detallada de un prominente resultado de conservacion para WKLy: WKL es
conservativa sobre la aritmética primitivo recursiva PRA para formulas IlI;. Ademas,

explicaremos como este resultado de conservacion relaciona WKLy con el programa de
Hilbert.

Desde el punto de vista bibliografico, la principal referencia en la que se basa el presente
trabajo es el libro de S.G. Simpson [8], la referencia estdndar para el estudio de los
subsistemas de la aritmética de segundo orden en la actualidad. Se han consultado también
otras monografias sobre el tema ([10],[3]), asi como otras referencias mas particulares para
recabar informacion sobre algiin aspecto concreto del trabajo.

Sobre las demostraciones

Como se apreciara mas adelante, gran parte de las demostraciones de este texto se han
procurado hacer en un estilo mas formal que de costumbre. Esta decisiéon ha sido mo-
tivada por la importancia actual de los asistentes de la demostracién (se puede ver en
los mensajes en FOM [9] en los meses de Mayo de 2020, Febrero de 2021 y Marzo de
2021) y por un articulo de Leslie Lamport [6]. En particular, se ha seguido los consejos
de este articulo para hacer demostraciones estructuradas. Para que se entienda este estilo
de hacer demostraciones, sigamos el mismo ejemplo que se sigue en [6] demostrando un
colorario al teorema del valor medio. El corolario es el siguiente:

Corolario. Si f'(x) > 0 para toda x es un intervalo entonces f es creciente en el intervalo.

La demostracion sin estructurar (tomada del libro Calculus de SPIVAK) es:

DEMOSTRACION: Sean a, b dos puntos en el intervalo tales que a < b. Entonces existe un
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x en (a,b) tal que

Pero f’(x) > 0 para todo z en (a,b), por tanto
£0) ~ fla) _
- .
Como b — a > 0 concluimos que f(b) > f (a()l. d

Ahora estructuraremos la demostracién. Para ello intentaremos desgranarla en varios pa-
sos, probandolos uno a uno de forma que un paso sélo dependa de los anteriores (o de
teoremas ya demostrados). Cuando se crea conveniente, se podré crear una subdemostra-
cién para un paso, que tenga pasos propios, creando asi varios niveles en la demostracion.
Cada paso tendré una etiqueta de la forma (n)m con n,m € N la primera indica el nivel
de profundidad de la demostracion y la segunda el ntimero del paso en la demostracion.
Asi por ejemplo si estamos en un paso con la etiqueta (2)3 y creamos una nueva demos-
tracion, el primer paso de la nueva demostracién serd (3)1, pues es el primer paso de una
demostracén en un nivel mas profundo. Permitiremos a un paso depender de los pasos
anteriores, siempre que estos estén en la misma demostracién o en las demostraciones en
las que el paso estd anidado. Para que quede mas claro, pongamos un ejemplo. Suponga-
mos que tenemos una demostracién de la forma (a cada paso le hemos puesto una letra
para poder referirnos a ellos):

DEMOSTRACION:
(H1. A
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Por ejemplo el paso E claramente puede depender del paso D (pues es uno anterior
en la misma demostracién), pero también del paso A (pues es un paso anterior en una
demostracion a la que estd anidado). En particular E' puede depender de A, By D (no
puede depender C' pues se supone que D, E, F es lo que demuestra C'). Siguiendo los
mismos razonamientos, el paso M puede depender de lo demostrado en A, B, J, L, no
puede depender ni de I ni de K porque K se demuestra con L'y M,y I con J, K (que
incluye a M) y N. Tampoco podra depender de los pasos C, D, E, F,G, H, pues todos
pertenecen a demostraciones a la que no esta anidada M (son demostraciones que ya han
terminado, sus pasos no deben ser ya mencionados, lo que aportan esos pasos es que han
demostrado B). Esto nos permite que aunque haya dos etiquetas (2)1, una para el paso
C' y otra para el paso J, si en la demostracién de M hacemos referencia al paso (2)1
sabemos que nos referimos a J, pues C' ya no se puede usar en M. Por dltimo tomaremos
el convenio de que cada tltimo paso de una demostracion sea de la forma Q.E.D. y lo
que afirma es que lo que se queria demostrar ha sido demostrado. Asi el esquema anterior
quedaria como:

DEMOSTRACION:
(1H1. A
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Finalizamos la introduccién viendo cémo se estructuraria la demostracion del colorario
anterior:

DEMOSTRACION:

(1)1. Sean a y b puntos del intervalo tales que a < b.
Es suficiente probar que f(b) > f(a).

DEMOSTRACION: Por definificion de funcién creciente.
b) —
(1)2. Existe z en (a,b) con f'(x) = ﬂl))f(a).
—a
(2)1. f es diferenciable en [a, b].
DEMOSTRACION: Por (1)1, ya que f es derivable en I por hipétesis.
(2)2. f es continua en [a, b].

DEMOSTRACION: Por (2)1 y porque derivable implica continua (probado en un teo-
rema anterior).

(2)3. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por (2)1 y (2)2 y el teorema del valor medio.
(1)3. f'(x) > 0 para todo z en (a,b).
DEMOSTRACION: Por hipdtesis del corolario y el paso (1)1.
f(b) = f(a)
14, —————=
(1) —
DEMOSTRACION: Por (1)2 y (1)3.

>0

(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: (1)1 b—a > 0, por tanto (1)4 implica que f(b) — f(a) > 0, por tanto
f(b) > f(a). Por (1)1 esto demuestra el corolario.

O
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Capitulo 1

Lenguaje de la aritmética de
segundo orden

Puesto que vamos a trabajar en subsistemas formales de la aritmética de segundo orden, a
partir de ahora Z5, necesitamos definir primero el lenguaje formal de Z5, al que llamaremos
Ls.

Definiciéon 1.1. El lenguaje de la aritmética de sequndo orden, denotado Lo, consiste en
los siguientes simbolos:

= Una cantidad infinita numerable de variables numéricas.

= Una cantidad infinita numerable de variables de conjuntos.
= Los operadores logicos =, \,V, —.

= Los cuantificadores V, 3.

» La igualdad =.

= Los simbolos de constante 0, 1.

= Los simbolos de funcion +,-.

= Los simbolos de relacion =, <, €.

Al conjunto de las variables numéricas lo denotaremos Vary y al de variables conjuntis-
tas, Varc. A la union de ambos lo denotamos Var = Vary U Varc y a sus elementos los
llamamos variables.

Notemos que al haber dos categorias distintas de variables, estamos trabajando en un
lenguaje con dos tipos de términos, los que representaran nimeros (en un sentido amplio
de la palabra) y los que representaran conjuntos de dichos nimeros. [
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Notacién. Usaremos, con o sin subindices, las siguientes variables sintacticas:

1. z,y, z,... para designar variables numéricas.
2. X,Y, Z ... para designar variables de conjuntos.

3. v para designar cualquier tipo de variable.
[ |

Definimos ahora la nociéon de modelo de Lo, porque asi luego podremos definir los términos
y las férmulas no solo para L, sino para Ls ampliado con constantes de cualquier modelo.

Definicién 1.2. Un modelo de Ly es una 7-tupla ordenada
M = (M7 89377 +on, o, 09)?7 ]-93?) <9JT)
donde

1. M es un conjunto no vacio.

2. Son es un conjunto de subconjuntos de M no vacio y disjunto de M.
3. 49, - son operaciones binarias en M.

4. Ogn, 1oy son elementos de M.

5. <o es una relacién binaria en M.

Nota. Para distinguir sintaxis de seméantica acostumbraremos a escribir los elementos del
modelo, ya sean los de M o los de Sgy, en negrita, i.e. a,b,c, ... [ |

Nota. Notemos que € es tanto un simbolo de nuestro lenguaje objeto como de nuestro
metalenguaje. Intentaremos usarlo sin crear confusion, y aclararlo en los momentos donde
pueda ser ambiguo. [ |

Vamos a definir ahora los distintos conjuntos de expresiones asociados a L,. Para la
definicién asumiremos que Ls ha sido expandido con constantes que hagan referencia
a los elementos en un conjunto B, contenido este conjunto en un modelo. Si queremos

unicamente las expresiones asociadas a Lo nos podemos olvidar del modelo y escoger
B=g.

Definicién 1.3. Sea 9t un modelo de Lo, sea B C M U Spy. Definimos el lenguaje Ly(B)
como el lenguaje Ly extendido con una nueva constante c, por cada elemento a € B. El
lenguaje Lo(M U Sgi) serd denotado como Lg(9N). |



Definicién 1.4. Sea 2t un modelo, y B C M U Sopy. Definimos los siguientes conjuntos
de expresiones de Ly(B):

1. Términos numéricos: El conjuntos de los términos numéricos, denotado como TNum(B),
se define recursivamente como:

a) 0 € TNum(B) y 1 € TNum(B).
b) Vary C TNum(B).
c) Para todoa € BN M, ¢y € TNum(B).
d) Sity,ts € TNum(B), entonces +t1ty € TNum(B) y -ty € TNum(B).
2. Términos conjuntistas: El conjunto de los términos conjuntistas, denotado como
TSet(B), se define como:
a) Varg C TSet(B).
b) Para todo a € BN Sy, ca € TSet(B).

3. Términos: El conjunto de los términos, denotado como Term(B), se define como
Term(B) = TNum(B) U T'Set(B).

4. Foérmulas atémicas: El conjunto de las férmulas atémicas, denotado por Atom(B),
se define como:
a) Sity,ty € TNum(B), entonces = t1to € Atom(B) y < t1ty € Atom(B).

b) Sit; € TNum(B) y t2 € TSet(B) entonces (€ t1t2) € Atom(B) (los paréntesis
son Unicamente para notar donde empieza y acaba la formula y no es parte de
esta, ya que nuestro lenguaje no contiene paréntesis).

5. Férmulas: El conjunto de las férmulas, denotado por Form(B), se define recursiva-
mente como:
a) Atom(B) C Form(B).
b) Si p € Form(B), entonces = € Form(B).

¢) Si p, ¢ € Form(B), entonces Vo € Form(B), Apyp € Form(B),
— 1 € Form(B).

d) Si¢ € Form(B) es una formula y v es una variable, entonces Vv.¢ € Form(B),
Jv.p € Form(B).

Notacién. En el caso de que estemos trabajando con las expresiones asociadas a Ly no
sera necesario afiadir & al final de cada conjunto. Por ejemplo, los términos numéricos de
Ly se denotan como TNum, no como TNum(@). |



Lenguaje de la aritmética de segundo orden

Nota. Usaremos = para denotar la igualdad sintactica de expresiones. Cuando estemos
definiendo una férmula (o una notacién para una férmula) serd habitual escribir := en
lugar de =. [ |

Notacion. Estableceremos los siguientes convenios de notacién para hacer las férmulas
mas legibles:

1.

9.
10.

Aunque oficialmente nuestra notaciéon es la notacién polaca, realmente escribire-
mos ¢ VY, p Ay ¢ — 1, usando paréntesis cuando sea necesario para evitar la
ambigtiedad.

(Siy sélosi) <> = (p = V) A (W — ).
Como es habitual, A,V y — asociaran a la derecha.

Establecemos una prioridad para los simbolos logicos, siendo de mayor prioridad a
menor:

. A,V
.
V. 4
Asi por ejemplo
o == (mp) > U
Ve.o A Jy.p — 0 =Vr.(p Ay.(v — 0)).
(Bloques de cuantificadores) Vay, ..., T, :=Vay. - - VI,.0,
dxy, .. e =y - dg, .
(Cuantificadores alternados) Vay, ..., 2,.3Y1, -, Ym0 = V21, .., T TY1, - o Ym0,
dx, .Yy, Y = 3T T Y, YO
(Existe un tinico) 'z := .o AVy.plr — y] > 2 =1y.
(Desigualdad) t; # ty := —t; = ts (en general si tenemos un simbolo de ralacién
binario ~, primitivo o definido, t; % ty := =ty ~ t3).

(Contenido) X CY :=Vnne X - neY.
(Igualdad de conjuntos) X =Y :=Vnn e X < neY

Senialar que usaremos paréntesis innecesarios para ayudar a la legibilidad de algunas
férmulas, por ejemplo escribir (¢ A 1)) — 6 en lugar de p A1) — 0 para férmulas largas
nos ayudara a leerlas mejor.
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1.1. Sustitucion

En esta seccion supondremos que M es un modelo de Ly y B C M U Spn. Recordemos que
si no tenemos modelo y B = & las definiciones siguen siendo validas.

Definicién 1.5 (Variables libres). Definimos recursivamente la funcién V1 : Term(B) —
2Var - como:

1. VI(v) = {v} si v es una variable.
2. Vl(c) = @ si ¢ es una constante.

3. Vl(tl + tg) = VI(tl . tg) = Vl(t1> U Vl(tz), donde tl, tg € TNUHI(B)

De la misma manera, definimos V1 : Form(B) — 2V recursivamente como:

1.

<

1(t; = ) Vl(tl < t2> Vl(tl) U Vl(tz), donde t1,10 € TNum(B)
2. VI(t; € tg) Vl(tl) U Vl(tg) donde t; € TNUIH(B) y tg € TSGt(B)

N

. V1 ) = VI(p V1) = V(e = ¢) = VI(p) UVI(¥), donde ¢, € Form(B).

9) = VI(Iv.¢) = VI(¢) \ {r}, donde ¢ € Form(B) y v una variable.

(
(
3. VI(—¢) = VI(¢), donde ¢ € Form(B).
(e A
5. VI(Vv

Dado ¢ € Form(B) decimos que v es una variable libre de ¢ si v € V(). [

Notacién. Dada un férmula ¢, usaremos las notaciones:

1. ¢(v,...,vy), para indicar que V1(¢) C {vy,..., v}
2. ¢[n1, ..., v, para indicar que V1(¢) = {v1, ..., v}

3. ¢{v1,...,vn}, para indicar que V1(¢) D {v1,..., vy}

Definicién 1.6. Definimos los siguientes conjuntos, relacionados con las variables libres
de una expresion:

= Los términos ntmericos cerrados seran los elementos del conjunto

TNumy(B) = {t € TNum(B) | VI(t) = &}.
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» Los términos conjuntistas cerrados seran los elementos del conjunto

TSeto(B) = {t € TSet(B) | VI(t) = &7}

= Los términos cerrados seran los elementos del conjunto

Termg(B) = TNumg(B) U TSeto(B).

» Las férmulas cerradas o sentencias seran los elementos del conjunto

Sent(B) = {¢ € Form(B) | Vl(¢) = @}.
|

Queremos ahora definir la sustitucion de variables libres por un término. Sin embargo,
como tenemos términos de dos tipos nos tenemos que asegurar que las sustituciones estan
bien tipadas, es decir, que no sustituyen una variable numérica por un término conjuntista,
ni una variable conjuntista por un término numérico.

Definiciéon 1.7 (Sustitucién bien tipada). Definimos el conjunto de sustituciones bien
tipadas (con pardmetros en B) como

WSust(B) = {h : Var — Term(B) | h(Vary) € TNum(B) y h(Varc) C TSet(B)}.

Con esto definimos la sustitucién:

Definicién 1.8 (Sustitucién). Definimos la funcién Sust : Term(B) x WSust(B) —
Term(B) recursivamente como:

1. Sust(v, h) = h(v), con v € Var.
2. Sust(c, h) = ¢, donde ¢ es un simbolo de constante.
3. Sust(ty + to, h) = Sust(ty, h) + Sust(te, h) y Sust(ty - ta, h) = Sust(t1, h) - Sust(ta, h),

con ty,ty € TNum(B).

Notemos que para todo h € WSust(B), t; € TNum(B), t» € TSet(B) se tiene que
Sust(ty, h) € TNum(B) y Sust(ts, h) € TSet(B).

De la misma manera, definimos Sust : Form(B) x WSust(B) — Form(B) recursivamente
como:
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1. Sust(t; = ta, h) = Sust(ty, h) = Sust(ta, h), con t1,ty € TNum(B).
Sust(t; < to, h) = Sust(ty, h) < Sust(ta, h), con ti,ts € TNum(B).

Sust(t; € to, h) = Sust(ty, h) € Sust(ta, h), con t; € TNum(B) y t2 € TSet(B).

Sust(p A1, h) = Sust(g, h) A Sust(y, h) con ¢, € Form(B).

(

(

(
Sust (-, h) = = Sust(p, h) con ¢ € Form(B).

(
Sust(¢ V1, h) = Sust(p, h) V Sust(y, h) con ¢, 1) € Form(B).
(

R e T

Sust(p — 1, h) = Sust(yp, h) — Sust (1), h) con ¢, € Form(B).

8. Sust(Vv.p, h) = Vv.Sust(p, h,) conv € Var, ¢ € Form(B) y h, (V)

{h(y’), siv #v

v, siv/

9. Sust(Iv.pp, h) = Jv. Sust(p, h,) con v € Var, ¢ € Form(B) y h, (V) S% V/ #v
siv =v

I
——
X =
—~
Q\
N~—

Usaremos unas notaciones tutiles para la sustitucion:

Notacién. Cuando la sustitucién sea finita, es decir, h : Var — Term(B) cumple que
existe {v1,...,v,} tal que Yv & {v1,...,v,}.h(v) = v, denotaremos Sust(p,h) como
o, vn = h(n), ... h(vn)].

Notemos que esta notacién no se confunde con ¢[vy, ..., v,] ya que esta notacién no tiene
—.
Ademas si introducimos una férmula con la notacién ¢(vy, . . ., v,), denotaremos Sust(p, h)

como @(h(v1), ..., h(v,)) (de igual manera cambiando () por [| o por {}).
[

Notemos que no nos interesan todas las sustituciones, ya que algunas cambian el signifi-
cado de las formulas. Por ejemplo, intuitivamente la férmula

dry #x

quiere decir que hay algin elemento distinto de y. Sin embargo, la formula

(Fry#2)y—x]=3ex #x

quiere decir que hay un elemento distinto de si mismo. Mientras que lo primero se cumple
en cualquier modelo con 2 elementos, esta no se cumple nunca. El problema aqui es que al
sustituir hay féormulas del término nuevo que se han ligado a un cuantificador. Definamos
esta nocién formalmente.
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Definicién 1.9 (Sustitucién correcta). Sea ¢ € Form(B) y h € WSust(B). Diremos
que h correcta en ¢ si la aplicacién de h no genera la aparicién de estancias ligadas nuevas
en la formula.

A partir de ahora, siempre que hagamos una sustitucion (salvo que se especifique lo
contrario) asumiremos que la sustitucién es correcta. |

1.2. Semantica

En esta seccion 9N serd un modelo de L.

Dado un modelo y un término cerrado de Lo(9N), ese término denotard un elemento de
M U Sgy. Es importante que el término no tenga variables libres, pues estas variables no
tienen significado seméantico. Definimos asi la funcion que dado un término cerrado nos
da el elemento del modelo que representa.

Definicién 1.10. Definimos la funcién 9(_) : Term(9) — M U Spy recursivamente
como:

1. M(ca) = a, para todo a € M U Syy.

2. M(0) = Oup

3. M(1) = Loy

4. M(ty + to) = M(t1) +on M(t2), donde t1,t; € TNum(2A).
5. M(ty - ta) = M(t1) - M(t2), donde t1,ty € TNum(2A).

Notemos que D(TNumg(9)) C M y M(TSeto(M)) C Son.
[

Notacion. Para simplificar la notacion, dado a € M U Spy escribiremos directamente a
en lugar de c,. [ ]

Analogamente a los términos cerrados, las sentencias también tendran interpretacion en
el modelo. Asi cualquier modelo separara el conjunto de sentencias en dos, las verdaderas
y las falsas (no verdaderas).

Definicién 1.11. Por recursién en ¢ € Sent(9), definimos si ¢ es verdadera en N,
denotado M F ¢, como

1. MEt; =ty siy sélo si M(¢y) es igual a M(ty) donde ¢y, ty € TNumg(9N).
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2. MEL < ty si y sélo si m<t1) <o m(tg) donde ti,t9 € TNumo(im)

3. M E t1 € ty siy s6lo si M(ty) pertenece a M(ty) donde t; € TNumgy(IMN),ts €
TSeto(IN).

M E —p siy solo si M ¢, donde ¢ € Senty(IMN).

ME @A siysélosiME py ME ), donde p, 1) € Senty(M).
ME pVhsiysolosi ME @ o ME Y, donde p, 1) € Senty(IN).

ME @ — 1 siysolosi ME ¢ o ME Y, donde ¢, € Senty(IMN).

© N o ot

M E Vr.p siy solo si para todo a € M, M E ¢[z — a], donde ¢ € Senty(IM) y
x € Vary.

9. M E Jz.p siy solo si existe a € M, M E p[z — a], donde ¢ € Senty(IM) y z € Vary.

10. M E VX.p siy sblo si para todo A € Sy, M E ¢[X +— A], donde ¢ € Senty(IM) y
X € Varc.

11. M E IX.p si y solo si existe A € Sy, M F p[X — A], donde ¢ € Sento(IM) y
X e Val"c.

Podemos extender la semantica al conjunto de todas las formulas (no necesariamente
cerradas) si las variables libres son interpretadas de todas las formas posibles. Esto es:

Definicién 1.12. Sea 9 un modelo de Ly y sea ¢[xq,...,2,, X1,... X;n] € Form(9M),
decimos que ¢ es valida en 91, denotado 9 F ¢, si para cualesquiera ai,...,a, €
M,Ay,... A, €S, ME play,...,an, Ay, ..., Ayl [ |
Para entender la semantica de las formulas definamos la clausura universal.

Definicién 1.13. Sea ¢[vy,...,v,] € Form(B). Entonces la clausura universal de ¢,
denotado cl(y), se define como la sentencia Vv, ..., v,.@v, ..., vyl [ |
La seméantica asociada a una féormula es entonces la de su clausura universal, como se ve

en el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea MM un modelo y ¢ € Form(IM). Entonces son equivalentes:
= ME .
= ME cl(y).

DEMOSTRACION: Es una simple induccién (en la metateoria) en el ntimero de variables
libres de ¢. U
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1.3. Sistema deductivo

Definicién 1.14 (Teoria). Entenderemos que una teoria viene dada por:

Un lenguaje, con un subconjunto de las expresiones del lenguaje que seran las férmu-
las.

Un conjunto de férmulas llamadas axiomas logicos.

Unas reglas de inferencia.

Un conjunto de férmulas llamados axiomas (no 16gicos).

Asi definiremos una demostracién en T como una sucesion finita de férmulas en el lenguaje
de la teorfa tal que cada formula en la sucesién o bien es un axioma (l6gico o no 16gico) de
la teoria o bien es la conclusion de una regla de inferencia aplicada a elementos anteriores
en la sucesion. Escribiremos T+ ¢ para indicar que hay una demostracion tal que ¢ es
parte de la sucesion, y se dird entonces que ¢ es un teorema de 7'. Para un conjunto de
formulas I', escribiremos T F I para indicar que cada elemento de I' es un teorema de T

En todas nuestras teorias (ya sean de segundo orden o de primer orden como en el capitulo
6) asumiremos que el aparato 16gico es el de légica clasica (con el tercio excluso), asi que
podremos identificar a una teoria por sus axiomas no légicos (y el lenguaje al que estos
pertenezcan, que salvo en el capitulo 6 serd Ls). Es decir, a partir de ahora entenderemos
que si T" es una teoria, entonces T vendra descrita por el conjunto de axiomas no logicos.

Notacion. Cuando anadamos formulas a los axiomas de una teoria serd habitual denotar
la unién como +, por ejemplo 7'+ ¢ para T U {p} o T + T para T UT. |

Definicién 1.15. Sea T una teoria en Ly y y 99 un modelo de Ls. Decimos que 991 es un
modelo de 7' si para toda ¢ € T', M E . Se denotard M E T

Sea ¢ € Form, entonces decimos que T F ¢ si para todo 9 modelo de T' se cumple que

ME . [

El siguiente teorema es un resultado fundamental en el estudio de la 16gica matematica:
el teorema de completitud para la légica de primer orden (demostrado por primera vez
por Kurt Godel en 1929).

Teorema 1.2 (Validez y completitud). T+ ¢ si y sdlo si T F ¢.

Por el teorema de completitud de Godel aplicado al lenguaje Ly (es importante destacar
que, aunque con 2 tipos de variables, Ly es equivalente a un lenguaje de primer orden),
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se tiene el siguiente principio de capital importancia: una férmula cerrada ¢ del lenguaje
Lo es un teorema de una teoria T si, y solo si, todos los modelos de T satisfacen la
formula . Usaremos ampliamente este resultado a lo largo del presente trabajo. Para
demostrar que una cierta férmula ¢ es un teorema de un subsistema de la aritmética de
segundo orden, consideraremos un modelo arbitrario de dicho subsistema y justificaremos
que dicho modelo arbitrario satisface la férmula .

1.4. Aritmética de segundo orden

Procedemos ahora a definir qué es la arimética de segundo orden. Empezamos con unos
axiomas que tan sélo reflejan el comportamiento del 0,1, la adicién, la multiplicaciéon y
el menor que.

Definicién 1.16 (Axiomas basicos). Definimos los axiomas basicos de la aritmética
como las clausuras universales de las férmulas:

1.n+1#0

2 m+l=n+1—-m=n

3. m+0=m

4. m+n+1)=m+n)+1
5. m-0=0

6. m-(n+1)=(m-n)+m
7. m<0

8 m<n+lssm<nVm=n

Denotamos el conjunto de estas sentencias como BASIC. |

Ahora, otro de los principios basicos de la aritmética, el de induccion.

Definicién 1.17 (Axioma de induccién). Definimos el axioma de induccién, denotado
IND, como la clausura universal de la férmula:

0eXA(VnneX —-n+1eX)—VnneX.
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Y, por ultimo, el axioma que permite definir conjuntos de ntimeros, el axioma de com-
prension.

Definicién 1.18 (Axioma de comprension). Definimos el axioma-esquema de com-
prension como las clausuras universales de las féormulas:

AXVn.n € X < p{n},

donde X € Varc,n € Vary, p{n} € Form tal que X ¢ VI(¢). El conjunto de todos estos
axiomas se denotara COMP. [

Que sea un axioma esquematico tan solo quiere decir que cada vez que cambiemos ¢ por
una féormula que cumpla las condiciones tendremos un axioma. Por ejemplo, tomando
¢1[n] = Jy.n =y -y, obtenemos el axioma

JXVnne X < Jyn=y-vy,

que expresa la existencia del conjunto de los cuadrados perfectos. Tomando ¢y[n, Y, Z] =
n €Y Vn € Z, obtenemos el axioma

VYVZAXVnne X <neY VneZ,

que expresa la existencia de la uniéon de dos conjuntos dados.

Definicién 1.19. La teoria de la aritmética de segundo orden, denotada Zs, es la teoria
en el lenguaje Ly con los axiomas:

Zy = BASIC + InD + COMP.
[ |

Un subsistema de la artimética de segundo orden serd una teoria 7' en el lenguaje Lo
“contenida en Z,”, esto es, tal que todos los axiomas de dicha teoria 7' sean teoremas
de Z5. A lo largo del presente trabajo, estudiaremos los ejemplos mas prominentes de
subsistemas de la aritmética de segundo orden, los llamados “Big Five”.

El modelo pensado para Ly de manera natural es
(w7 p(W), +, Oa 17 <)

donde w son los niimeros naturales, p(w) los subconjuntos de nimeros naturales y el resto
de operaciones y relaciones son las tipicas de los ntimeros naturales. Es claro que dicho
modelo satisface todos los axiomas de la aritmética de segundo orden Zj,.

En el capitulo 6 introduciremos la nocién de w-modelo, que a grandes rasgos consiste
en un modelo (w, S,+,-,0,1, <) igual al anterior salvo que @ # S C p(w), es decir los
conjuntos que sirven para interpretar las variables de conjuntos no tienen porque ser todos
los subconjuntos de los niimeros naturales.
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1.5. Jerarquia aritmética

Para obtener los subsistemas de Z, serd habitual restringir los axiomas de comprension e
induccion. La manera de hacerlo serda permitir que se usen solo para ciertos conjuntos de
formulas. Para ello definimos la jerarquia aritmética. Empezamos introduciendo la nociéon
de cuantificador acotado, que nos permitira definir la base de esta jerarquia.

Definicién 1.20 (Cuantificadores acotados). Sea ¢ € Form,n € Vary,t € TNum tal
que n & VI(t). Definimos

Vn<to:=Vnn<t—o

In<to:=dnn<tNo
Los cuantificadores Vn < t y dn < ¢ se llaman cuantificadores acotados. [ |
Notacion. Introducimos una notacion para cuando tengamos varias variables acotadas

por un mismo término en el mismo bloque de cuantificadores:

Vg, ...,ng <t :=Vng <t---Vng < t.p.

Ing,.ooong <t :=3dng <t---dng <t

En general, usaremos estas notaciones y las de la definicién 1.20 para cualquier simbolo
de operacion binario, primitivo o definido. Por ejemplo Ve € X.p =Vrx € X — . N

Ahora definimos la base de la jerarquia, el conjunto de férmulas acotadas 9.

Definicién 1.21 (Férmulas acotadas). Se define ¥ C Form como:

1. Las férmulas atémicas estdn en 339.

2. Si p € XY entonces —p € 0.

3. Si p, 1 € 39 entonces p A, p Vb, p — b € 39,

4. Sip e X ne Vly,t € TNum con n &€ VI(t) entonces Vn < t.o,In < t.p € XJ.

5. Los elementos de ¥ son tan s6lo los exigidos por 1-4.

Y finalmente cada escalén de la jerarquia.
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Notacién. Usaremos la notacién T € Vary; para indicar que Z = 4, ..., z, para algin
n > 0y los x; € Vary. Asi por ejemplo tenemos que:

Jrx.p=dxy,...,xp.0 =3dzy -+ - 0.

[
Definicién 1.22. Definimos para k € w:
She1 = {370 | ¢ € I}
M = (VT | p € 23}
donde I := %, T € Vary;. |

Ahora bien, como estamos trabajando en un sistema de segundo orden, es decir, no tinica-
mente con nimeros también con conjuntos de niimeros, podemos establecer otra jerarquia
encima de la anterior.

Definicién 1.23 (Férmulas aritméticas). Definimos el conjunto de férmulas aritméti-
cas como X} = {p € Form | ¢ no tiene cuantificadores de conjuntos}. |

Definicién 1.24. Definimos para k € w:

Si = {3X0 | p € I}
M = {VX.p | p € 54}
donde IT} = XJ. [
Definicién 1.25. Sea T una teoria de Lo, definimos para i € {0,1}, k € w
AL(T) ={p | ¢ € i y existe 1 € I}, tal que T F ¢ <> 9}

En el caso de escribir A} nos referimos a A} (@). De manera andloga se define A (1)
donde 9N es un modelo de L. [ |

Veamos como extender el concepto de la jerarquia aritmética a un lenguaje extendido
por parametros en B, la idea es simple, seran las féormulas de la jerarquia reemplazando
algunas variables por los parametros.

Definicién 1.26. Sea I' C Form y 9t un modelo de Ly tal que B C M U Spy. Entonces
definimos el conjunto de férmulas de I" con pardmetros en B como

Ig={p{vi,...,ve} | {v1,....,x} €Ty, ... v € B}

Como es habitual si B = M U Sy lo denotaremos por [gy. [ |
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El lema importante aqui es el siguiente:

Lema 1.3. SiT T y M es un modelo de T entonces M E Tyy.

Esta sera la jerarquia de formulas que utilizaremos. Introducimos un poco de notacion
que nos sera util mas adelante.

Notacién. Usaremos las siguientes notaciones para el orden:

1. t;1 <ty :=t; <ty + 1 donde t1,to € TNUHI(B)

2. t; >ty :=ty < t; donde ti,t9 € TNU.II](B)

3. tl Z tg = tQ S tl donde tl, t2 € TNUHI(B)
Notemos que Vo < t; donde x ¢ VI(t1) es un cuantificador acotado, y de la misma manera,
E'LL’ S tl.

[ |

Como hemos dicho antes, vamos a limitar nuestro uso de ciertos principios tnicamente a
ciertas formulas de la teoria. Sin embargo, muchas veces querremos usarlos para férmulas

fuera de la jerarquia (en el sentido de que sintacticamente no pertenecen a la jerarquia).
Vamos a ver como esto es posible mediante el concepto de formulas equivalentes.

Definicién 1.27. En una teoria T, decimos que dos férmulas del lenguaje de la teoria
@, son equivalentes en T si T'F ¢ <> 1. Si la teorfa no tiene axiomas no logicos, i.e.
T = @, diremos simplemente que son equivalentes.

Si en lugar de una teoria tenemos un modelo M y B C M U Syy, diremos que dos férmulas
0,1 € Ly(B) son equivalentes si M E ¢ <> 1. [
El resultado importante sobre la equivalencia es el siguiente:

Lema 1.4. Sean T una teoria y @, 1, x tres formulas de la teoria tales que T F 1) <+ x.
Sea ' una formula obtenida al cambiar algunas apariciones de la formula 1 en ¢ por la
formula x, entonces T E ¢ <> .

Lo mismo ocurre cambiando la teoria T por un modelo N.

Entonces, a un conjunto de férmulas estara asociado otro conjunto de féormulas que nos
interese, el conjunto de formulas equivalentes.

Definicién 1.28. Dado un conjunto I' C Form y una teoria T definimos

I'" = {¢ € Form | existe ¢ € I tal que T I ¢ < 9}

En caso de que T' = @ escribiremos I' en lugar de I'?. [
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El lema importante sobre la equivalencia es claro:

Lema 1.5. Si T F T, entonces T - T'7T.

Veamos algunos resultados basicos que nos ayudaran en el manejo de la jerarquia aritméti-
ca. (Aviso para el lector, los siguientes teoremas son faciles y bastantes ajenos a la ma-
tematica inversa, se incluyen tinicamente porque seran usados sin menciéon para el razona-
miento de a qué escalén de la jerarquia pertenece una féormula, o mejor dicho, su férmula
equivalente).

Lema 1.6. 5i T C AT entonces TT C AT,

DEMOSTRACION: Sea ¢ € I'T. Entonces existe ¢’ € ' tal que T F ¢ « ¢'. Como
¢ €T C AT, existe ¢ € A tal que T+ ¢’ <+ 1) vy, por transitividad de <+, T F ¢ <> 1),
como queriamos. O

Lema 1.7. Sean k € w,i € {0,1}. Entonces

1. Sip € I} entonces —~p € Xt .
2. Si p € X entonces —p € TIL.
3. Sip e Al entonces ~p € Al.

DEMOSTRACION: 3. se sigue de 1. y 2., y como 1. y 2. son andlogos veamos tan sélo 1.
Podemos suponer que ¢ = 0, ya que para ¢ = 1 el procedimiento es totalmente analogo.
Asi sea ¢ = VT - - - QT o, con gy en LY. Por tanto

(VT QTk-p0) ¢ (3T1.73T2 - - QTk.pp) > -+ > AT1 -+ - Q'Tr.—pp,
donde los cuantificadores han pasado a ser 3 si eran V y V si eran . La férmula méas a la
derecha de las equivalencias pertenece a X2, por tanto —¢ € X9. O

Lema 1.8. Sean k € w e i € {0,1}. Entonces se tiene que:
1. AL CTIE.
2. AL C 3¢
3. 10, € Afy
4. 551 C AL

DEMOSTRACION: 1. y 2. son triviales por la definicién de A%. 3. y 4. son analogos, asi
que veamos 3. Supongamos que ¢ = 0, si ¢ = 1 es andlogo. Sea ¢ € II;. Entonces
© = VT QTp.0, donde Q es V o Ty g € 0. Sea y & Vl(p), entonces = g <>
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(Vy.00) <> (Fy.po). Por tanto - (VT - - - QTk.0) <> (VT1 - - - QT Q'y.po) donde Q' es V si
QesJyesIsiQesV. As (VTy,...,QT,Qy.¢0) € I}, ,, por tanto ¢ € Hg+1. Por otro
lado, como y & V1(yg), y € VI(¢) y asi k¢ < (Jy.p) y y.p € X, por tanto ¢ € 37 ;.
Asi ¢ € A4, como queriamos. O

Veamos ahora que los escalones de la primera jerarquia aritmética estan cerrados bajo V.

Lema 1.9. Sea k € w, entonces

1. @, € IS implica o V¢ € TID.
2. ¢, € X0 implica p V¢ € Y.
3. o, € AY implica p Vb € AY.

DEMOSTRACION: La demostracion es estandar (se hace mediante las equivalencias légicas
habituales, al igual que las anteriores) y la omitimos aqui para ahorrar espacio. 0

Nota. El hecho de que F (pAY) <> =(—pV ) y F (p — ) <> (¢ V1)) nos permite usar
los lemas 1.7 y 1.9 para férmulas con esas conectivas (adaptédndolos de forma adecuada).

Como consecuencia directa si ¢ € TNum, = ¢ VI(t) y ¢ € II}, por el lema anterior
(x <t = p) € IIY y asi (Vo < t.p) € II2. Andlogamente si p € X tenemos que
(Fz < t.p) € L.

Notacion. Sera muy habitual para aplicar los axiomas el buscar primero una férmula
equivalente que esté en la jerarqui aritmética y luego sustituir sus variables por parame-
tros. Por ello introducimos la notacién siguiente: escribiremos (I'")g como T'%. |

1.6. Axiomas-esquemas importantes

Ahora veamos los axiomas esquemas que usaremos en los subsistemas de Z,. Primero
induccion tnicamente para un conjunto de férmulas.

Definicién 1.29 (I'-induccién). Para I' C Form el axioma-esquema de I'-induccién
consiste en la clausuras universales de las férmulas:

{0} A (Vn.p{n} — o{n + 1}) — Vn.p{n},

donde n € Vary, p{n} € I'. Al conjunto con todos los axiomas de ['-induccién lo llamare-
mos [-IND. |
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Ahora comprensién para un conjunto de férmulas.

Definicién 1.30 (I'-comprensién). Para ' C Form el axioma-esquema de I'-comprension
consiste en las clausuras universales de las férmulas:

AXVn.n € X < p{n},

donde X € Varg,n € Vary, p{z} € I'y X &€ VI(¢). Al conjunto con todos los axiomas de
[-comprension lo llamaremos I'-COMP. [

Definicion 1.31 (A%-comprensién). Para k € w el axioma-esquema de AY-comprensién
consiste en las clausuras universales de las formulas:

(Vn.p{n} <> Pp{n}) - IXVn.n € X < p{n}

donde X € Varg,n € Vary, p{n} € 20 v{n} € 112 y X & VI(p). Al conjunto con todos
los axiomas de AY-comprensién lo llamaremos A?-COMP. |

Nota. Gracias a los lemas 1.5 y 1.3 tenemos un resultado bésico pero que usaremos
constantemente. Si T" es tal que T'F I' y 9 es un modelo de T" entonces no soélo M E T,
sino que M E 'k, Por ejemplo, si T+ X9-IND, entonces M F X9-IND;j; y en particular
M E (X9)L-IND. |

Nota. A lo largo de la memoria apareceran ciertos conjuntos sin justificacion de su exis-
tencia. Sera sencillo encontrar una férmula que los defina y que cumpla el axioma de
comprension necesario para la teoria, por tanto no se desarrollaré explicitamente. [ |



Capitulo 2

RCA,

En este capitulo introducimos el primero de los subsistemas de la aritmética de segundo
orden que estudiaremos, la teoria RCAy. Dicha teorfa fue introducida (con una axiomati-
zacon diferente) en Friedman [1] y su nombre es el acrénimo de recursive comprehension
aziom (axioma de comprensién recursiva). Eso expresa que en RCA( se demuestra la exis-
tencia de cualquier conjunto A que sea recursivo en unos conjuntos By, ..., By ya dados.
Ademas, hay una estrecha correspondencia entre RCAq y lo que se suele denominar ma-
tematicas computables, siendo el w-modelo minimo (no tendria por qué existir w-modelo
minimo pero en este caso existe) de RCAg, REC, un modelo que tiene exactamente los
conjuntos recursivos como su parte de segundo orden. No es de extranar lo relacionado
con la computabilidad que esta este sistema, ya que se sabe que los conjuntos recursivos
(de w) son los AY-definibles en el modelo estdndar (sin pardmetros de segundo orden).

RCA, sera fundamental para el desarrollo del texto ya que serd la teoria base, donde las
equivalencias de los teoremas matematicos con los otros subsistemas seran demostradas.
En el capitulo X de Simpson [8], se plantea la posibilidad de cambiar la teoria base
RCA por RCAy, que, al ser mas débil que RCAy, nos permitirfa hacer mateméatica
inversa de RCAj. RCA] es la teorfa resultante de quitar 2{-IND, afiadir un sfmbolo
primitivo para la exponenciacién y Y)-IND. Notemos que para poder demostrar que la
exponenciacion es total es fundamental tenerla como simbolo primitivo, ya que por el
teorema de Parikh sabemos que la 33-IND no es suficiente para demostrarlo. En ambos
casos (RCAy y RCA() la presencia de la exponencial es importante ya que ella nos
permite un tratamiento natural para la codificacién de los conjuntos finitos.

Tras estos comentarios previos definimos RCA,.

Definicién 2.1 (La teoria RCAy). Definimos la teoria RCA, como:

RCA( = BASIC + X{-IND + A}-COMP.
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Gracias a ¥)-comprension se puede demostrar la existencia de un conjunto que contiene
a todos los elementos:

Lema 2.1. RCAy + 3'X.Ve.x € X < x = x. Llamaremos N a ese conjunto tnico.
Ademds (n € N) € (B9)F0 y RCA - Vn.n € N.

DEMOSTRACION: La existencia se tiene por ¥3-comprensién y la unicidad por la definicién
de igualdad de conjuntos. Por otro lado, n € N es equivalente en RCAgy a n = n, que es
¥0. La ultima afirmacién es trivial. O

Nota. A partir de ahora distinguiremos N, que dado un modelo de RCA sera el conjunto
de todos los elementos, de w que serd en conjunto de los naturales en la metateoria.
Ademas, fijado un modelo 9, y aunque Sgy no sea un conjunto de la teoria objeto sino
de la metateoria, puesto que denotamos a M por N, escribiremos a veces también (N)

para denotar a Spy (que, por supuesto, en general no serd el conjunto de las partes de N).
[ |

El resultado que nos permite ver la similitud (que no igualdad) entre N y los ntmeros
naturales usuales (w) es el siguiente:

Lema 2.2. SiT es una teoria tal que T+ BASIC + X3-IND entonces T demuestra que
N, +,-,0,1, < es un semianillo conmutativo ordenado con cancelacion.

DEMOSTRACION: Es una prueba estdndar por induccién en la férmula que expresa cada
una de las propiedades requeridas. Véase, por ejemplo, el lema I1.2.1 de [Simpson]. U

Como consecuencia se tiene que:

Lema 2.3. RCA, demuestra que N, +,-,0,1,< es un semianillo conmutativo ordenado
con cancelacion.

2.1. Pares de ntiimeros

Sera muy importante disponer en la teoria RCAg de una funcién que codifique cada par
de ntimeros naturales mediante un ntimero natural.

Notacién. Para cada k € w v ¢t ntiimero definimos la notacién t* como:

t9.=1
thtl = ¢ . 4P,
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Como es habitual, vamos a hacer una codificacién de los pares de niimeros en los niimeros,
pudiendo codificar asi tuplas de longitud un ntimero de w con un solo ntimero.

Definicién 2.2 (Funciéon de emparejamiento). En RCAy, definimos la funcién de
emparejamiento como

(i,7) = (i +4)* +i.
|

La primera propiedad importante de los pares ordenados es que sus componentes pueden
ser acotadas por el par, lo que nos permitira muchas veces demostrar que féormulas con
pares ordenados son equivalentes a férmulas en 3.

Lema 2.4. RCA Vi, j.i < (i,5) Aj < (i, 7).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sean 2 un modelo de RCAy y i,j € N.

(1)2. RCAg - Vn.n < n?

2)1. Sea M un modelo de RCA,.

2)2. ME0 < 0%
DEMOSTRACION: Como 90t = BASIC tenemos que 9t = 02 = 0 y por tanto M = 0 <
0%.

(2)3. MEVn.(n+1) < (n+1)%
DEMOSTRACION: Sea n € N. Entonces tenemos que 9t F 1 < n+1. Por el lema 2.3 y
gracias a que M E n+1 # 0, tenemos que MENn+1=(n+1)-1<(n+1)-(n+1) =
(n+1)%

(2)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por el lema 2.3 dado n € N tenemos que o bien 9 F n = 0 en
cuyo caso usamos (2)2 o bien que existe m € N tal que 9t F m + 1 = n, en cuyo
caso usamos (2)3.

(
(

(3. MEI< (i+j)2+1i.
2)1. ME(i+j)?=0—-i<(i+j)?+1i
DEMOSTRACION: Pues MEi=0+i=(i+j)%+1i.
(2)2. ME(i+j)*=n+1—-i<(i+j)?*+1i
DEMOSTRACION: Por (1)3 y el lema 23 MEFi<n+1+i=(i+j)?+i.
(2)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por el lema 2.3 dado i € N tenemos que o bien 9 £ (i + 1)
en cuyo caso usamos (2)1 o bien que existe m € Ntal que MFEFm+1=(i+1)
cuyo caso usamos (2)2.

=0
2
, en
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(1)4. MEF<(i+j)?+i

DEMOSTRACION: Tenemos que 9 F j < i+j y por (1)3 tenemos que M F i+j <
(i+j)? < (i+j)*+1i, como querfamos.

(1)5. Q.E.D.

La segunda propiedad es que RCAy demuestra que efectivamente los pares ordenados se
comportan como esperariamos de un par ordenado: dos pares ordenados son iguales si sus
elementos lo son componente a componente.

Lema 2.5. RCAq Vi, j,7,j'.(i,j) = (i',j) > i=iNj=j.

DEMOSTRACION:
(1)1. RCAy Vi, j3'm.m? < (i,7) < (m + 1)2.
(2)1. Sean M un modelo de RCAq y i,j € N cualesquiera.
(2)2. Existencia, M E Im.m? < (i,j) < (m + 1)
DEMOSTRACION: Basta tomar m = i+ j ya que M F (i,j) = (i +j)*+i por definicén
yME (i+j+1)>=(i+j)> 423 +j)+1 por ser semianillo ordenado (en particular
hemos usado la propiedad distributiva), y las desigualdades se obtienen otra vez por
ser semianillo ordenado.
(2)3. Unicidad
(3)1. RCAyFVYm,n.m <n — m? < n?
DEMOSTRACION: Sean m,n € N tales que 9T E m < n. Si M E n = 0 trivial, pues
M E BASIC. Supongamos entonces que 2 F n # 0. Ahora bien, si M F m =0
vuelve a ser trivial (pues 9 F m? = 0 pero M £ 0 < n ya que M £ n # 0), por
tanto podemos suponer que 9t E m # 0. Usando el lema 2.3 y la hipétesis de que
2N E m < n tenemos que
MEM’=m -m<m-n<n-n=n’
(3)2. Sean m; € N tales que M F m? < (i,j) < (m; + 1)? para i € {1,2}.
(3)3. ME m; £ my.
DEMOSTRACION: Si 9 F m; < my entonces M F m; +1 < my y asi M F
(m; +1)% < m2. Pero por (3)2, M m3 < (i,j) < (m; +1)?, por tanto M F m3 <
(m; + 1)? absurdo.
DEMOSTRACION: Andlogo a (3)3.

(3)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por (3)3 y (3)4 y tricotomia de < por el lema 2.3.

(2)4. Q.E.D.
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(1)2. RCAgFVi,j,mm? < (i,5) < (m+1)> = i+m?=(i,j) Ni+j=m.

DEMOSTRACION: Por la demostracién de la existencia y unicidad en (1)1 sabemos que
dado un modelo de RCAq, 9, y dados i,j,m € N que cumplan eso, necesariamente
(por unicidad) 9 F m =i+ j y de ahi se concluye facilmente.

(1)3. Sea Mt un modelo de RCA( y i,j,1,j € N tal que MFE (i,j) = (i',§).
(1)4. MEi=1Aj=].

DEMOSTRACION: Por (1)1 sabemos que existe un m € N tal que que MM F m? <
(i+j) < (m+ 1)? ademds el mismo m cumplird lo mismo para (i,j’) ya que son
iguales. Por (1)2 eso quiere decir que M F i +m? = (i,j) = (I',j/) = i + m?, y por
semianillo ordenado con cancelacién se concluye 9 i = i’. Otra vez por (1)2, se tiene
queMEi+j=m=1i+j ypor MFEi=1iy ser semianillo ordenado con cancelacion
obtenemos que M E j=j'.

(1)5. Q.E.D.

2.2. Funciones

Vamos a introducir las definiciones y resultados necesarios para definir el concepto de fun-
cion en RCAy. Primero introducimos algunas notaciones ttiles para hablar de conjuntos:

Notacién. Introducimos las siguientes notaciones:

» X ={n|p{n}t}:=vnneX < p{n}.

s X ={tlyy,...,v) |} =X ={n|3v,...,vp.n=tAp} donde n & VI(t) U VI(p).
|

Veamos que en RCA( se puede demostrar la existencia del producto cartesiano de dos
conjuntos (recordando que los pares ordenados de nimeros son tan sélo una codificacién
en los nimeros).

Lema 2.6 (Producto de dos conjuntos).

RCA VX, Y3 Z.Z ={(i,j) |ic X AjeY}).

A ese unico Z lo llamamos el producto de X e Y, y lo denotamos como X x Y.
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DEMOSTRACION: Sean 9t un modelo de RCA(y y X,Y € Syr. La existencia se tiene por
Y0-comprensién en la férmula 3i, j < k.k = (i,j) Ai € X Aj € Y, que es equivalente por
el lema 2.4 a 3i,j.k = (i,7) Ni € XA j € Y. La unicidad sale de la definicién de igualdad
de conjuntos. 0

Nota. A partir de ahora sera usual no indicar explicitamente la acotacién de los cuanti-
ficadores cuando estos hagan referencia a variables de un par ordenado, como se ha hecho
en la demostracion anterior, ya que estos siempre se pueden acotar por la variable que sea

igual al par ordenado. [ |
Notacion. Tomaremos el convenio de que X asocia a la derecha, i.e. N x N x N =
N x (N x N). De la misma forma (i, 7, k) = (4, (J, k)). |
Lema 2.7. Sean (x € t1), (y € ty) € (X9)F0 con t1,t, € TSet. Entonces (z € t; X ty) €

(zg)res.

DEMOSTRACION: Sean ¢,1 € 39 que son equivalentes a (x € t1) y a (y € t3) en RCA,
respectivamente. Basta con usar la formula Jz,y.2 = (z,y) A ¢ A que serd equivalente
en RCAg a z €t Xt O

Corolario 2.8. (r € Nx N), (z € N x N x N) € (X9)Fo,

Ahora como es habitual definimos las funciones como ciertos conjuntos de pares ordenados.

Definicién 2.3 (Funciones). Definimos

fiX —Y = fCXxYAN,j k.(i,5) € [AGK) € f— j=k)AVi € XTj.(, ) € f).

Se dice que f es una funcion de X en Y. Se demuestra facilmente que
RCAGFVf X, Y.f: X —Y =Verec X3'ycY.(ry) € f,
a ese y se le denotard f(z). O

Notacién. Usaremos la notacion Vf : X — Y.¢ para denotar Vf.f : X — Y — ¢. De
la misma forma, 4f : X — Y.¢p denotarda 4f.f : X — Y A ¢. |

Veamos como establecer igualdad de funciones.

Teorema 2.9 (Igualdad de funciones).
RCA) VX, X0, Y1, YoVf - X — ViV Xo — Vi

fi=foer (Xi=XoNVr e Xy fi(z) = fo(x)).
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DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCAg v Xi,Xs, Y1, Yo, fi,f2 € p(N), tales que M E £ :
X1 —>Y1ym':f22X2—>Y2.

<]_>2 M E f1 = fg — (Xl = XQ AVx € lel(flf) = fg(ﬂf))
(2)1. Supongamos que M F f; = .
(2)2. X, C X,

DEMOSTRACION: Sea x € X;. Como f; es una funcién por (1)1, existe y € Y; tal
que M F (x,y) € fi, gracias a (2)1 eso quiere decir que M F (x,y) € f. Ahora
como por (1)1 fy es una funcién, en particular MM F f5 C Xy x Yy, y gracias a que
ME (x,y) € fy tenemos que M F x € Xo.

(2)3. Xy C X;.
DEMOSTRACION: Andlogo a (2)2.
(2)4. Xy = Xo.
DEMOSTRACION: Gracias a (2)2 y (2)3.
(2)5. Vo € X;.f1(x) = fa(x).
DEMOSTRACION: Sea x € X;. Como por (1)1 f; y f; son funciones y por (2)4 M E x €
X, tenemos que existen y; € Yq,y2 € Yy tales que M E (x,y,) € f1 A (x,y,) € f5.

Ahora por (2)1, ME (x,y1) € f2 A (x,y2) € f5, y por ser f5 un funciéon M E y; = yo,
como queriamos.

(2)6. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Gracias a (2)4 y (2)5.

(2)1. Supongamos que M F X; = Xy AVe € Xy.f(x) = fr(z)

(2)2. ME £, C £.

DEMOSTRACION: Sea a € f;. Por (1)1 f; es una funcién y asi existen x € X,y € Y4
tales que M F a = (x,y) € f;. Pero por (2)1, particularizando la parte derecha de la
conjunciéon con x obtenemos que M F (x,y) € £y, como queriamos.

(2)3. ME £ C £,

DEMOSTRACION: Anélogo a (2)2 (para este apartado necesitamos la parte izquierda
de la conjuncién de (2)1 para usar la parte derecha)

(2)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Gracias a (2)2 y (2)3.
(1)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Las dos direcciones quedan probadas con (1)2 y (1)3.
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Definimos el concepto de funcién inyectiva, ya que nos sera util mas adelante.

Definicién 2.4 (Funcién inyectiva). Definimos

INY[f] :=3X,Y3f: X — YVz,y.f(x) = fly) — z=y.

Teorema 2.10 (Composicién).
RCA FVX,Y, ZVf: X — YVg:Y — Z3'h: X — ZVi € X.h(i) = g(f(i)).
A esa unica h se le llama composicion de f y g y se le denota gf o go f.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de RCAy, X,Y,Z,f,g € p(N) talesque MEf: X — Yy
MeEg: Y — Z.
(1)2. MEIh: X — ZVi € X.h(i) = g(f(7)).
(2)1. ME (Fj.(1,7) e £N(J, k) eg) < (1 € XAV).(i,5) € £ — (5, k) € g).
DEMOSTRACION: Por (1)1.
(2)2. ME (Fi,k <cec=(i,k)N(Fj.(4,5) e fN(j,k) €g)) <
(Fi,k <cec=(i,k)N(1 € XAVj.(i,7) € f = (5,k) €8))
DEMOSTRACION: Por (2)1, sustituyendo férmulas equivalentes.

(2)3. Existe h € p(N) tal que
MEVeceh« (Fik<cc=(i,k)NTj.(i,j) €A (j, k) €8).
DEMOSTRACION: De (2)2 se demuestra que la formula es A?, ya que gracias la parte

izquierda de la equivalencia es ¥? y la derecha I1%. Por tanto para demostrar (2)3
s6lo hace falta aplicar A%-comprensién.

(2)4. MEL: X — Z.
DEMOSTRACION: Se demuestra usando (2)3 y las hipétesis de f, g de (1)1.

(2)5. Sea i€ N tal que M F i € X cualquiera, entonces M F h(i) = g(f(i)).

DEMOSTRACION: Se sigue de que f, g, h son funciones por (1)1y (2)4 y de la definicién
de h de (2)3.

(2)6. Q.E.D.
(1)3. Unicidad

DEMOSTRACION: Se sigue del teorema 2.9 de igualdad de funciones.

(1)4. Q.E.D.
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Lema 2.11 (Funcién caracteristica). RCAg - VX3'f : N — {0,1}Vii € X «
f(@) = 1. La dnica funcidn que cumple eso se llama funcion caracteristica de X y se
denota x x.

DEMOSTRACION: Sea 9t un modelo de RCA y sea X € p(N). La existencia se tiene por
¥0-comprensién en la formula:

en| =3, jn=(>i,j))N(ieX—=j=)ANI¢g€X—>75=0).
Es sencillo probar que es una funciéon y la igualdad sale del teorema de igualdad de
funciones. O

Lema 2.12 (Proyecciones).
RCAyFF'f:NxN-—N3'g:NxN-— Nvn e NxNn=(f(n),gn)).
A f la llamaremos fst y a g la llamaremos snd.

DEMOSTRACION: Basta con definir los conjuntos por L)-COMP:
(Pf[n] = E'Z,jn = ((273)72)7

Lema 2.13 (Funcién producto).
RCAF VX, Xo, V1,5V f1 1 Xy — Y, fo: Xo — Yodlg 1 Xy X Xp — Vi X V)

\Vllfl € Xl\V/ZL'Q < Xg.g(l’l,l'g) = (f($1)7 f(l’Q))
Esta funcion se llama funcion producto de fy y fo y se denotard como fi X fs.

DEMOSTRACION: Sea 91 un modelo de RCAg y sean X;,X5, Y, Y, CNyf : X; —
Y, £, : Xo — Y,. Para demostrar la existencia, usamos ES—COMP en la férmula:

en] == Fz1, 20, y1, 920 = (21, 22), (Y1, 92)) A (21, 91) € £1 A (22,92) € fo.
Se demuestra sin problemas que es una funciéon y que cumple lo pedido. La unicidad viene
de la igualdad de funciones. U

Lema 2.14 (Restricciéon de funciones).

RCAFVX, X' YVf: X —YX' CX = 3f : X — XVz e X'.f'(z) = f(2).

A esta unica funcion la llamaremos f | X'.

DEMOSTRACION: Basta usar 3)-COMP en la férmula
o[n] :=3i,jn=(i,j)Nie X' A(i,j) € f.
Probar que cumple lo pedido es facil. O
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Lema 2.15 (Funcién diagonal).
RCAgFF'f: N — N x NVi.f(i) = (4,4).

A esta funcion la llamaremos diag.

DEMOSTRACION: Basta con usar L)-COMP en la férmula
o[n] == Jin = (i,19).
O

Nota. Cabe destacar que la restriccién de los principios inicamente a ciertos escalones
de la jerarquia y el uso de funciones definidas (que no estan en el lenguaje) puede causar
cierta preocupacion. Una forma de resolver tal conflicto es el siguiente. Supongamos que
tenemos una variable que representa una funciéon f : N — N y consideramos la férmula
f(i) < j. Esta féormula es una abreviatura de Jz.(i,x) € f A x < j, pero por ser f una
funcién serd equivalente a Vz.(i,7) € f — x < j y por tanto la formula serd AY. Puesto
que tenemos tanto A-COMP como X-IND en RCAy, todos los principios se pueden
aplicar a esta formula sin ningin problema.

Otra forma de solucionarlo seria la siguiente. Se puede demostrar por Z5-COMP que
las funciones primitivas +, - tienen cada una un conjunto que cumple nuestra condiciéon
de funcién. Ademas de la misma forma se demuestra que las relaciones primitivas =, <
tienen un conjunto (subconjunto de N x N) que representa la relacion, y por el lema 2.11,
estos conjuntos tienen funciéon caracteristica. Por tanto, cuando tengamos algo de la for-
ma R(tq,...,%,), donde R es una relacién (primitiva o definida) y 1, ..., ¢, son términos
(con funciones y constantes primitivas o definidas), podemos ver que R(%y,...,t,) es una
férmula X3 con un pardmetro. La idea serfa usar la funcién producto y el teorema de
la composicién, para que al final la férmula atémica sea equivalente a una de la forma
x € X. Veamos un ejemplo, sean f; : X; x Xo — Y., f: Y — Y, f3:Z — Y R C
Y x Y y escribimos la férmula R(f5(f;(x1,22)),f3(2)). Esta férmula se entiende como
(((z1,72),2),1) € xr o ((f2 0 f;) x f3) y notemos que esta férmula es 3J con un pardme-
tro xr o ((f2 o f;) x f3), donde este conjunto existe gracias a los teoremas demostrados
anteriormente. Por lo dicho antes lo mismo ocurriria si no solo aparecen simbolos no pri-
mitivos, sino si aparecen +, —, =, <, € Asi cualquier férmula que sea de esta manera serd
considerada ) con pardmetros. Esta forma tiene la desventaja que se necesita que las
funciones estén interpretadas, no se podria hacer si por ejemplo f; fuera una variable. B

2.3. Algunos principios que se deducen de la induc-
cion

En esta seccién veremos algunos principios que se siguen de la X9-IND, ya que nos serd,
ttil razonar con ellos méas adelante. El primer principio que vamos a ver es la I1{-IND,
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ya que vamos a usar el concepto de funciéon definido en la secciéon anterior.

Lema 2.16 (Resta truncada).
RCAyF 3'f : NxN — NVn,m,r.f(m,n) =7 < (n <m — nt+r = m)A(n >m —r = 0).
A f(m,n) lo denotaremos como m = n.

DEMOSTRACION: Mediante una Y)-COMP se prueba la existencia, el resto de propieda-
des son féaciles de comprobar. O

Con esta operacién definida ya podemos probar la TI9-IND.
Teorema 2.17. RCA, + II9-IND.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea p{n} € IV, v1,..., v = Vl(p{n}) \ {n} y M un modelo de RCA,.

(1)2. Definimos ¢ := {0} A (Vn.p{n} — p{n + 1}) — Vn.p{n}.
(1)3. VI(v) = {w1, ..., v}

DEMOSTRACION: Se comprueba facilmente por definicién de variable libre y las hipdtesis
de (1)1 y (1)2.

(1)4. Sean vy, ...,y € NU p(N) denotemos ¢[n] := ¢[n, vy, ..., ;). Entonces:
P =Y[vy, .. v = @[0] A (Ynopn] — ¢[n + 1)) — Vn.pn]
y es suficiente probar que 91 F 1.

DEMOSTRACION: Que sean iguales es gracias a la definicién de sustitucién y que sea
suficiente probar eso es gracias a la completitud.

(1)5. Supongamos que M E p[0] y M E Vn.p[n| — ¢[n + 1] pero que M E =Vn.p[n].
(1)6. Existe n € M tal que M = —p[n].
DEMOSTRACION: Por la tltima hipétesis de (1)5.
(1)7. M E —p[n = 0].
DEMOSTRACION: Ya que M En—0=mny (1)6.
(1)8. ME Vm.—pn ~m|] — —pn = (m+1)].

DEMOSTRACION: Sea m € N y probemos el contrapuesto, i.e. M E pn - (m +1)] —
¢[n = m)]. Ahora bien, si M F n -~ m = 0, entonces también MFEn - (m+1) =0y la
implicacién a probar es trivial. En caso contrario, es facil ver que MM F (n—(m+1))+1 =
n — m y por tanto la implicacién se deduce de (1)5.
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(1)9. M £ —|0)].

DEMOSTRACION: Sabemos que —p[n=m] € (X9), por ser la negacién de una férmula
en 119, por tanto le podemos aplicar X-IND a (1)7 y (1)8 para obtener que I F
Vm.—p[n = m], el resultado se obtiene escogiendo m = n.

(1)10. Q.E.D.

DEMOSTRACION: (1)9 se contradice con la hipdtesis de (1)2 que dice que M E ¢[0], por
tanto hemos llegado a un absurdo y 9 E Vn.p[n].

0

Veamos ahora el principio de acotacion. Este lo usaremos mas adelante fuera de RCA,,
asi que no lo probamos sélo para RCA o extensiones de esta, sino para cualquier modelo
de Ly que cumpla los axiomas bésicos y L{-IND.

Definicién 2.5 (I'-acotacién). Sea I' C Form. Definimos el conjunto de los axiomas de
acotacion para ', denotado I'-BOUND), como el conjunto de todas las férmulas

(Vn < tIm.p{n,m}) — (Ip¥n < tIm < p.p{n,m}),
donde n,m,p € Vary, t € TNum, p{n,m} € ', n & VI(t), p € VI(¢) U VI(¢). [ |
Teorema 2.18. Sea M un modelo de Lo tal que M = BASIC + X9-IND. Entonces
M = BV-BOUND.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de Ly tal que 9 F BASIC + X0-IND.

(1)2. M E $-BOUND.

(2)1. Sea p{n,m} € X3, t € TNum y p € Vary cualesquiera tales que {vy,... v} =
(Vi(p{n, m}) UVI(£)) \ {n,m}, n & VI(t), p & VI(p) U VI(t).
(2)2. Definamos
Y= (Yn < tIm.p{n,m}) — (Ip¥n < tIm < p.p{n,m}).
(2)3. VI(¢0) = {v1,..., v}
DEMOSTRACION: Gracias a la definicién de V1 y a las hip6tesis de (2)1 y (2)2.
(2)4. Sean vy..... v, € NU p(N) denotamos ¢[n,m| := ¢[n,m,vy,..., 0] v t =
tlvy, ..., vg]. Entonces
P =Y, .. v = (Y < tImepln,m]) — (IpVn < tIm < p.p[n,m]),
es suficiente probar M F .
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DEMOSTRACION: Que sean iguales es gracias a la definicién de sustitucion y que sea
suficiente probar eso es gracias a la completitud.

(2)5. Supongamos que M E Vn < tIm.p[n, m|.
(2)6. M E Va.(IpVn < aIm < p.p[n,m]) Va > t.

(3)1. Sea 0[a] := (IpVYn < adm < p.p[n,m]) Va > t.
(3)2. M E [0].
DEMOSTRACION: Trivial.

(3)3. M EVa.Ola] — Ola + 1].
DEMOSTRACION: Sea a € N tal que 9 F fa]. Si M E a+ 1 > t entonces hemos
terminado pues se cumple la segunda parte de la disyuncién. Asi supongamos que
MEa+1<typortanto MF a < t, asi que como M F fla] tenemos que existe
p € N tal que M F Vn < adm < p.p[n, m]. Ahora, por (2)5 sabemos que existe
m € N tal que 9 F p[a, m] asi que tomando como p’ el mayor entre p y m + 1
tenemos que
MEVn <a+13m < p'.p[n,m,
de donde se sigue que M E Hla + 1].

(3)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por Y0-IND, siendo (3)2 el caso base y (3)3 el paso inductivo.

(2)7. Q.ED.
DEMOSTRACION: Se sigue de (2)5 tomando a = t.

(1)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Para ver que se tiene X9-BOUND), basta notar que, dada ¢[n, m] €
¥ (podemos suponer ya que las otras variables libres han sido sustituidas por constantes
del modelo), existe 8(n,m,y) € (39)m tal que p[n,m] = Jy.0(n,m,y). Por tanto, de
M E Vn < tIm,y.0(n,m,y) se sigue que M F Vn < tIz.3m,y < z.z = (m,y) A
0(n,m,y), pues gracias a las propiedades del par ordenado son férmulas equivalentes.
Pero a esta formula se le puede aplicar ¥-BOUND vy, por tanto,
ME Ipv¥n < t3z < p.Im,y < z.z = (m,y) AN 0(n,m,y).

Por las propiedades del par ordenado (en particular que 9t E m < (m,y)) tenemos que
por tanto

M E Ipvn < tIm < pFy.0(n,m,y) = IpVn < tIm < p.p[n, m|
como queriamos.

Corolario 2.19. RCAy + X?-BOUND.

Gracias a este teorema podemos demostrar algunas propiedades mas sobre la jerarquia
aritmética que nos seran tutiles mas adelante.
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Lema 2.20. Sean t € TNum, = & VI(t).

1. Si @ €11y, entonces Ix < t.p € (I19)EC40,
2. Sip €XY, entonces Vo < t.p € (X9)FC 0,

DEMOSTRACION: Claramente 1. se sigue de 2. usando que b (3 < t.@) +> (=Vz < t.mp).
Para probar 2. basta usar el corolario anterior (en particular £-BOUND). O

Nota. Esto se podria generalizar a que X?-IND (con BASIC) demuestra ©{-BOUND
y eso implica el lema 2.20 para férmulas en I1{ y 9.

Con esto podriamos probar (siempre que nuestra teorfa tenga un principio de induccién
suficientemente fuerte) que toda férmula ¢ € X}, | es equivalente a otra férmula X, de
la forma 3z.0 con 6 € IIY. La clave es que ¢ = 3x1,...,2,.¢’ con ¢’ € IIY, por definicién
de XY, asf que basta con construir formula 3z.3z,...,2, < 2.2 = (z1,...,2,) A ¢
donde z es una variable nueva. Claramente las formulas son equivalentes y Jxq, ..., z, <
2.2 = (x1,...,2,) A ¢ es equivalente a una en IT} (por ser el lema 2.20 cierto para ITY).
Si 6 es la formula a la que es equivalente, entonces la formula buscada serd 3z.6.

Asi, cuando la teoria en la que estemos trabajando lo permita, sera habitual hacer el
siguiente razonamiento: sea ¢ € 3, ;, entonces existe ¢ € II) tal que ¢ = Jz.1). Realmente
detras de este razonamiento se esconde todo el proceso anterior y estamos abusando de
notacion, ya que no son iguales sintacticamente, atin asi cuando este razonamiento se use
eso no supondra ningtin problema. Obviamente si ¢ € IT9 41 €l proceso es andlogo. [ |

Gracias a esto podemos probar el principio de induccion fuerte.

Definicién 2.6 (I-induccién fuerte). Sea I' C Form. Definimos el conjunto de los
axiomas de induccién fuerte para I', denotado I'-SIND, como el conjunto de todas las
formulas

(Vn.(vVm < n.p{m}) — ¢{n}) — ¥n.p{n}
donde n,m € Vary, p{n} € T',m & VI(yp). |

Teorema 2.21. RCAy+ X — SIND y RCAq - 119 — SIND.

DEMOSTRACION: Es fcil aplicando X-IND (o II{-IND) en n sobre la formula
Vm < n.p{m},
donde p € 3¥ (0 ¢ € T1?). Podemos aplicar la induccién gracias al lema 2.20. U

Probamos ahora el principio de existencia del elemento minimo, que definimos a conti-
nuacion.
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Definicién 2.7 (I'-elemento minimo). Sea I' C Form. Definimos el conjunto de los
axiomas del elemento minimo para I', denotado I'-MIN, como el conjunto de todas las
formulas

(Fn.p{n}) — In.p{n} A =3Im < n.p{m},

donde n,m € Vary, p{n} € ', m & VI(p). |
Teorema 2.22. RCA( + X0-MIN y RCA, + II{-MIN.

DEMOSTRACION: Se prueba como es habitual usando el principio de induccién fuerte. [

2.4. Conjunto cociente

Primero definimos qué es una relaciéon binaria sobre un conjunto.

Definicién 2.8 (Relacién binaria). Definimos
BINREL[R, X] = RC X x X

y en ese caso decimos que R es una relaciéon binaria en X o sobre X.

Si R es una relacién binaria sobre X y # € X x X escribiremos R(x) directamente en
lugar de x € R, y = R(z) en lugar de z &€ R. [

Definimos ahora la nocién de relacion de equivalencia.

Definicién 2.9 (Relacién de equivalencia). Definimos
EQuiv|R, X] := BINREL[R, X| A (Vx € X.R(z,z)) A (Vz,y € X.R(z,y) = R(y,z))A

(Vz,y,z € X.R(z,y) N R(y, z) = R(x, 2))

y en ese caso se dice que R es una relacion de equivalencia sobre X. [ |

Como de costumbre, cuando tenemos una relacién de equivalencia nos interesa identificar
los elementos equivalentes como el mismo. Sin embargo, no podemos proceder con la
construccion habitual de clases de equivalencia, ya que para ello seria necesario usar
conjuntos de conjuntos, es decir, trabajar en la aritmética de tercer orden. Sin embargo,
podemos usar la seccion anterior ya que dada una férmula con ciertas condiciones podemos
encontrar un elemento minimo que la cumpla (si existe alguno que la cumple). Asi, en
lugar de trabajar con clases de equivalencia tomaremos un representante de cada clase, el
minimo respecto al orden <.
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Lema 2.23 (Conjunto cociente).
RCAy FVXVYR.EQUIVIR, X] = 3'VY ={y |y € X A =3r < y.R(z,y)}.

A este unico conjunto Y lo denotamos X/R y lo llamamos cociente de X sobre R.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA( y X, R € p(N) tales que 9 F EQuiv[R, X].

(1)2. Existencia

DEMOSTRACION: Se obtiene de ¥)-COMP aplicada a la férmula
oly =ye XA-Jz<y.(z,y) €R
donde X y R son parametros.

(1)3. Unicidad
DEMOSTRACION: Se obtiene a partir de la definicién de igualdad de conjuntos.

(1)4. Q.ED.

La siguiente propiedad expresa que cada clase de equivalencia tiene un tinico representante
en X/R (aunque lo expresa sin usar clases de equivalencia).

Lema 2.24. RCA - VX, R.EQuIVIR, X] = Vz € X3'y € X/R.R(x,y).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCAq con X, R € p(N) con M E EQUIVIR, X] y x € X.

(1)2. M E Jy.R(x,y)
DEMOSTRACION: Basta con poner y = x.
(1)3. Existe un tnico y € N tal que M F R(x,y) A 3z < y.R(x, 2)
DEMOSTRACION: Basta con aplicar 2)-MIN a (R(x,y)) € 30.
(1)4. Iy R(x,y) A3z < y.R(y, 2)

(2)1. MER(x,y) A3z <y.R(y,2)

DEMOSTRACION: Sea z € N tal que MM F z <y A R(y,z), como M F R(x,z)
por (1)3 y M E EQuIV[R, X] por (1)1 obtenemos M F z <y A R(x,z), lo cual
entra encontradiccién con (1)3. Por tanto 9 F -3z < y.R(y,2) y por (1)3, M F
R(x,y) A -3z < y.R(y, 2).

(2)2. MEVY R(x, i) A-Tz <y R(y,2) >y =1y



2.4 Conjunto cociente 35

DEMOSTRACION: Sea y’ € N tal que M E R(x,y') A 73z < y'.R(y’, 2). Eso implica
que ME R(x,y) A —-Fz <y R(x,z) ypor (1)3MFy=y"

(2)3. Q.E.D.
DEMOSTRACION: (2)1 da la existencia y (2)2 da la unicidad.
(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Ya que por definicién de X/R,
ME 3y € X/RR(x,y)) < 3lyy € XA (32 <y.R(z,9) AR(x,y)) «
& (Fyy e XAR(X,y) A (m32 < y.R(y, 2))) < (Fy.R(x,9) A (=32 < y.R(y, 2)))
donde la segunda equivalencia es por conmutatividad de A y de R y la utlima gracias
aque MFE (r € XAR(z,y)) <> R(x,y), por ser R una relacién binaria sobre X.

O

Con este lema podemos probar varias cosas que se usan normalmente en el razonamiento
de conjuntos cociente. El primer ejemplo es que si z,y € X/R cumple que R(z,y) entonces

x=71.
Lema 2.25. RCAF VX, R.EQUIVIR, X] — Vz,y € X/R.R(x,y) » = =y.

DEMOSTRACION: Trivial por lema 2.24 usando que X/R C X por su definicién. O

También podemos construir una funcién que dado un elemento de X nos dé su represen-
tante en X/R.

Lema 2.26. RCAy VX, R.EQUIVIR, X| — 3'f : X — X/RVz € X.R(z, f(x)).

A esta funcidén la denotaremos Tx/g.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA(, X, R € p(N) tales que M F EQuIV[R, X].

(1)2. Existencia

DEMOSTRACION: Basta usar X)-comprension en la férmula con pardmetros
olz] =dr,y<zz=(r,y) Ny e X/RA(z,y) € R.
Cumple que es una funcién gracias al lema 2.24.

(1)3. Unicidad

DEMOSTRACION: Sean fi,f; funciones que cumplan la propiedad. Usando lema 2.9
para demostrar igualdad de funciones, ya que tienen el mismo dominio basta ver que

M E Ve € X fi(z) = fr(z). Sea x € X, como M F R(x, f;(x)) A R(x, f2(x)), al ser R
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de equivalencia tenemos MM F R(f;(x), f5(x)) y como ambos son elementos de R/X se
tiene por lema 2.26 que son iguales, como queriamos.

(1)4. Q.E.D.

2.5. Algo de teoria de nimeros elemental

Nuestro objetivo es ser capaces de codificar conjuntos finitos mediante elementos de N.
Para ello primero necesitamos desarrollar dos conceptos de teoria de ntimeros, el de divi-
sibilidad y el de coprimalidad.

Definicién 2.10 (Divisibilidad). Definimos m | n := 3¢.mq = n y se dice que m divide
an o que n es divisible por m. [ |

Lema 2.27. (m | n) € (£3)Fo.

DEMOSTRACION:
(1)1. Vamos a probar que RCAgFm | n < (3¢ < n.mq =n).
(1)2. Sea Mt un modelo de RCAy, m,n € N cualesquiera.
(3. MEI <nm¢ =n—m|n.
DEMOSTRACION: Es trivial.
(4. MEmM |n— 3¢ <nmg =n

DEMOSTRACION: Sea q € N tal que 9 F mq = n. Lo hacemos por casos:

Si M E m = 0 entonces M F 0 = mq = n y basta escoger q' =0 ya que M F 0 < n.
Si M FE m # 0, entonces M F 1 < m y multiplicando por q se tiene que M F q <
mq = n, asi tomando ¢’ = q se tiene lo pedido.

(1)5. Q.ED.

A continuacién enunciamos un par de lemas que usaremos mas adelante.

Lema 2.28. RCAyFVn # 1.-(n | 1).

DEMOSTRACION: Sean 9t un modelo de RCAg y n € N tal que 9t E n # 1. Supongamos
que M E n | 1. Por la demostracién de la propiedad anterior, existe un q € N tal que

MEq<1A1=nq, lo cual es facil ver que es imposible distinguiendo casos sobre
MEq=0Vvq=1. O
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Lema 2.29. RCAyFVm,n,pp|m+nAp|n—p|m.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCAy y m,n, p € N. Ademads supongamos que M F p | m+n
y que MEDp | n.

(1)2. Existen q;,q2 € N tales que ME pq; =m+ny ME pgs = n.

DEMOSTRACION: Gracias a la definicién de | y (1)1.

(1)3. Suponemos que M F m # 0.

DEMOSTRACION: Si 9 F m = 0 entonces tendriamos trivialmente que 9t E p | m = 0.

(1)4. Existe q3 € N tal que M F q; = q2 + qs.

Como 9 F m # 0 se tiene que ME pqy, =n < m+n = pq; y como M E p # 0 (por
ser m no nulo y MM F pq; = m + n) se tiene que M F gy < q; (gracias a ser semianillo
ordenado con cancelacién). Por ser semianillo ordenado con cancelacion se obtiene (1)4.

(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Multiplicando (1)4 por p obtenemos que 9 E pq, = pq, + pq; i.e.
por (1)2 M E m+n = n + pqg,. Por ser un semianillo ordenado con cancelacion se
obtiene que M F m = pqy, como queriamos.

O
Definiciéon 2.11 (Numeros coprimos). Definimos
COPRIMES|my, ma] :=mq # 0 Amg # 0 AVn.my | min — my | n
y decimos que m; y ms son coprimos. |

Como resulta natural, que m; y mso sean coprimos es equivalente a que ms y m; sean
CcOpTrimos.

Lema 2.30. RCA( + Vmy, my. COPRIMES|my, my| — COPRIMES[msy, my].

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA(y y m;, my € N, tales que 9t F COPRIMES|m;, my].

(1)2. ME My #0Amy # 0.
DEMOSTRACION: Por definicion de COPRIMES y (1)1.
(1)3. MEVn.m,; | men — my | n.

(2)1. Sea n € N cualquiera tal que 9t F m; | myn.
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(2)2. Existe un q € N tal que 9t F m;q = myn.
DEMOSTRACION: Por definicion de | y (2)1.

(2)3. Existe un r € N tal que mor = q.

DEMOSTRACION: Por la igualdad (2)2 se tiene que 9 F my | m;q y como 9 F
COPRIMES|[mj, my] se obtiene que 9t F my | q.

(2)4. ME mr =n.

DEMOSTRACION: Por las igualdades vistas hasta ahora 9t F m;myr = m;q = myn
y usando que M F my # 0, cancelamos my de la igualdad y nos queda 9t F m;r = n.

(2)5. Q.E.D.
(1)4. Q.E.D.

Ahora probamos que para cada nimero k existe un nimero que es divisible por cada
1 < k.

Lema 2.31. RCAgF Vk3dm > 0Vi < ki+ 1| m.

DEMOSTRACION: La demostracion es una simple L9-IND en k. 0

Finalmente demostramos el lema que nos permitira la codificacién de conjuntos finitos
como elementos de N, usando esa especie de “factorial’que nos da el lema anterior.

Lema 2.32.
RCAg FVEkVYm > 0.(Vi < ki+1|m)—

(Vi,ji < j <k — CoPRIMES[m(i + 1)+ 1,m(j + 1) + 1]).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCA,, sean k, m € N tales que M EF m > 0 y que
ME Vi <ki+1|m. Sean ademéds i,j € N tales que MEi < j < k.

(2. MEmM@A+1)+1#4#0Am@G+1)+1#0.
DEMOSTRACION: Gracias a que 9t E BASIC.
(1)3. MEVRm@i+1)+1|(m@+1)+)n—-m@i+1)+1|n.
)1 MEVRm |m(i+1)n+n—m|n.
DEMOSTRACION: Gracias al lema 2.29.

(2)2. M E CoPRIMES/m, m(i+ 1) + 1].
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DEMOSTRACION: Aplicando el lema 2.30 y que 9t F COPRIMES[m(i + 1) + 1, m]
gracias a que M F m # 0 por ()1, M F m@i+ 1)+ 1 # 0 por (1)2 y la dltima
conjuncién es (2)1.

(2)3. SeaneNtalquee MEFmM@E+1)+ 1| (m@(G+1)+ 1)n.

(2)4. Existel e Ntal que MEFi+1+1=]j.
DEMOSTRACION: Gracias a que M E i < j por (1)1.

(2)5. MEmM@i+1)+1| m(l+ 1)n.
DEMOSTRACION: Se tiene que

MEM@F+1)+)n=mli+1+1+1)+1)n=m@{i+1)+)n+m(l+1)n

gracias a (2)4 y a ser un semianillo. Ahora usando (2)3 obtenemos que
MEmM@E+1)+1| (m@i+1)+1)n+ml+ 1)n y por el lema 2.29 obtenemos lo
pedido.

(2)6. MET+1| m.
DEMOSTRACION: Por (2)4 M E1 < k y por (1)1 m era divisible por todo nimero
no nulo menor o igual que k.

(2)7. MEmM(@i+1)+1|n.
DEMOSTRACION: Por (2)2 y por (2)5 se sigue que M Em(i+1)+1 |
de (2)6 se tiene que M E m(i+ 1) + 1 | mn, y usando otra vez (2)2
MEmM@E+1)+1|n.

(2)8. Q.E.D.

Por (1)2 y (2)7 tenemos que M F CoPRIMES[m(i+ 1) + 1, m(j + 1) + 1] y usando el
lema 2.30 deducimos (1)3.

(I14+1)n. Ahora
llegamos a que

(1)4. Q.E.D.

2.6. Conjuntos finitos

Nuestra definicién de conjunto finito serd la de conjunto acotado. Notemos que, en nuestra
metateoria, en w ser acotado y ser finito es lo mismo.

Definicién 2.12 (Conjunto finito y conjunto infinito). Definimos

» FINSET[X]:=3kVii e X — i < k.

» INFSET[X] := -FINSET[X].
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Nota. Esta definicién de conjunto finito no implica que en el modelo la interpretacion de
un conjunto finito sea lo que en ZF (' llamamos un conjunto finito. En particular, si hay
elementos no estandar k en el modelo N, i.e. si la parte de primer orden de 9t contiene
propiamente a (una copia isomorfa de) w, el modelo estandar de la aritmética de primer
orden y w < k, entonces el conjunto {i € N | i < k} serfa finito segiin la definicién anterior
pero no es finito (segin ZFC) en la metateoria. [

Ahora definimos una féormula que nos dice que un conjunto finito X esta codificado por
k,m,n.

Definicién 2.13 (Codificacién de pertenencia y conjunto finito). Definimos

IN[i,k,m,n] :=i<kAm@+1)+1]|n

SETCODIFY[X, k, m,n] :=Vi.i € X + IN[i, k,m,n].

Nota. Si un conjunto esta codificado entonces el conjunto es finito, ya que ¢ € X implica
IN[i, k,m, n] y eso implica i < k.

Notemos que aunque a priori estemos codificando el conjunto con tres elementos de N esto
no es un problema, ya que una terna de elementos de N es codificable como un elemento
de N (gracias a que los pares ordenados son codificables como un solo elemento). Por
tanto, podemos expresar un conjunto finito con un solo niimero.

|
Teorema 2.33. RCAq F VX.FINSET|X| — 3k, m,n.SETCODIFY[X, k, m,n].

DEMOSTRACION:
(1)1. Sean M un modelo de RCAy y X € p(N) tal que 9 E FINSET[X].

(1)2. Existe un k € N tal que MEViie X — i < k.

DEMOSTRACION: Por definiciéon de FINSET y (1)1.

(1)3. Existeunm € Ntal que M E Vi, j.i < j <k - COPRIMESm(i+1)+1, m(j+1)+1]
yIMEmM > 0.

DEMOSTRACION: Por lemas 2.31 y 2.32.
(1)4. Definimos ¢[j] :=j>kVaInVi<km(i+1)+1|n+ic XAi<j.
(1)5. M E Vji.0[j].

(2)1. M E ¢[0].
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DEMOSTRACION: Tomamos n = 1. Como ningtn i puede ser menor que 0, tenemos
que ver que M E Vi <k.=(m(i+ 1)+ 1] 1). Eso se tiene gracias a que 9 = m # 0,
por tanto para todoi € N9t F m(i+ 1)+ 1> 1y aplicamos el lema 2.28

(2)2. Sea j € N cualquiera tal que 9t F ¢[j], probemos que M = ¢[j + 1].
(2)3. Podemos suponer que M Ej+ 1 < k.

DEMOSTRACION: Si no, se tendria que M E j+ 1 > k y por tanto M E ¢[j + 1] por
cumplirse la primera parte de la disyuncion.

(2)4. Existen € Ntal que MEVi <km(i+1)+1|n+ieXAi<]j.

DEMOSTRACION: Gracias a la hip6tesis de induccién de (2)2 y a que M E j < k por
(2)3.

(2)5. Definimos n’ =n(m(j+1)+1)sije Xyn'=nsij¢ X.

(2)6. MEVi<km(i+1)+1|n < (i=jAjeX)Vvm(i+1)+1]|n.

DEMOSTRACION: Este paso se tiene distinguiendo casos sobre si 9 & j € X y usando
(1)3.

2)7. MEVi<km(@+1)+1|n" < (e XANi<j+1).
DEMOSTRACION: Usando (2)4 en (2)6.
(2)8. M E ¢[j+ 1].
DEMOSTRACION: Juntando los pasos anteriores salvo (2)1.
(2)9. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por X9-IND en ¢[j].
(1)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Gracias a (1)5 se tiene que 9t F ¢[k|, como queriamos.

Notemos entonces que con 3 ntimeros codificamos un conjunto finito. Asi podemos crear
una relacion de equivalencia en N x N x N que relacione las ternas que representan el
mismo conjunto.

Lema 2.34.
RCAy+ 3'R.BINREL[R,N x N x N] AVk,m,n, k',m',n.

R((k,m,n), (K',m',n")) < (Vi.IN[i, k,m,n] <> IN[i,k",m’ n']).

A la relacion anterior la denotaremos en esta seccion =.
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DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCA,.

(1)2. Existe R, tal que
9 E BINREL[R,N x N x N| AV(k,m,n), (K',m',n).
R((k,m,n),(K',m',n")) < (Vi < k + k" IN[i, k,m,n] > IN[i, k', m’, n'])
DEMOSTRACION: Se tiene por Yj-comprensién en la férmula:
olz] =Tk, m,n, k', m' ;n’ <xz.x=((k, (m,n)), (K, (m' n)))A
Vi < k+ K IN[i, k,m,n] < IN[i, &',m/, n].
(1)3. Existencia
(2)1. 9 F BINRELIR,N x N x NJ.
DEMOSTRACION: Directamente de (1)2
(2)2. Sean k,m,n, k’, m’ . n’ € N arbitrarios.
(2)3. ME R((k,m,n), (k',m’,n’)) — (Vi.IN[¢,k, m,n < IN[;,k/, m’, n']).
DEMOSTRACION: Supongamos que 0% F R((k,m,n), (k’,m’,n")) y que i € N. Si
M F i<k+k sesigue de (1)2, asi que supongamos que MM F i >k +k'. Eso

implica que M F i > k, por tanto M E —IN[i, k, m,n] y que M F i > k' por tanto
M E —IN[i, k', m’, n’], como queriamos.

(2)4. ME (Vi.IN[i, k,m,n <> IN[;, k', m’, n']) = R((k,m,n), (k' m’,n")).
DEMOSTRACION: Obvia por (1)2.

(2)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: De (2)1 se obtiene que es relacion binario y de (2)2 y (2)3 que
cumple la equivalencia.

(1)4. Unicidad
DEMOSTRACION: Se tiene por la igualdad de conjuntos.

(1)5. Q.E.D.

I

Lema 2.35. RCA( - EQuiv[= N x N x N], denotaremos al conjunto (N x N x N)/
como FINCODE.

DEMOSTRACION:
Se sigue directamente del lema anterior, usando las propiedades de reflexividad, simetria

y transitividad de <.
OJ
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Lema 2.36. (x € FINCODE) € (X8)F¢4o,

DEMOSTRACION: Se ve sin problemas que
RCA( - (x € FINCODE) «+ (Fk,m,n < z.x = (k, (m,n))A
—Jy < z. 3K, m/ n'.y = (K,(m',n)) AVi < k+ K.IN[i, k,m,n| + IN[i, &',m’ n']),

que es 9. O

Notacién. Escribiremos
SETCODIFY[ X, z| := 3k, m,n < z.x = (k,(m,n)) A SETCODIFY[X, k, m, n],
donde el SETCODIFY de la derecha del := es el codifica que ya teniamos definido. |

Corolario 2.37. RCA( - VX.FINSET[X] — 3'z € FINCODE.SETCODIFY[X, x|, ademds
a este niumero lo llamaremos codigo de X y se denotard como Cod(X).

DEMOSTRACION: Para la existencia basta notar que
RCAy - VXVz,y € Nx N x N.SETCODIFY[X, z] A z = y — SETCODIFY[X, y].
Una vez visto esto, la existencia se tiene por el lema 2.24 y por el teorema 2.33. La unicidad

viene de que si existieran 2, estarian relacionados y por el lema 2.26 serian iguales.
O

Corolario 2.38. RCA( + Vz € FINCODE3' X.FINSET|X| A SETCODIFY[X, x]. Al con-
junto se le llama conjunto codificado por x y se le denotard Set(x).

DEMOSTRACION: Sea 9t un modelo de RCA( y sea (k, (m,n)) € FINCODE. La existencia
es sencilla, basta con usar 33-COMP en la férmula con pardmetros k, m, n:

oli] = IN[i,k, m, n].
Por construccion claramente (k, (m, n)) codifica el conjunto. Ademaés, la unicidad se tiene

porque si codificase otro conjunto, por la definicion de SETCODIFY estos serian iguales.
O

Corolario 2.39.
RCA( - Vx € FINCODEVX.FINSET[X| — (z = Cod(Set(z))) A (X = Set(Cod(X))).

Nota. Estos tres tltimos colorarios nos establecen una biyeccién (en la metateoria) en
cualquier modelo entre los conjuntos finitos y el conjunto de sus codigos, que ademas
respeta la tnica relacion primitiva en la que aparecen los conjuntos, la pertenencia. Esto
nos permite dejar de distinguir entre los conjuntos finitos y sus cédigos, lo que tiene dos
ventajas:

1. Podemos ser ambigiios a la hora de decir si estamos usando conjuntos finitos o sus
representantes. Asi, usaremos la misma notacién en ambos casos, por tanto a partir
de ahora en lugar de IN[i, k, m, n] escribiremos i € (k,m,n).
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2. Hemos bajado la complejidad sintactica de férmulas en la jerarquia aritmética; por
ejemplo, (z € FINCODE) € (X3)R“0 mientras que FINSET[X] € (X9)RCA0,

Gracias a lo visto en esta seccion dejaremos de distinguir entre los conjuntos finitos y
sus codigos y por ejemplo si x € FINCODE con z = (k,m,n) expresaremos IN[i, k, m, n|
directamente como i € z (que también es XJ). |

Finalmente veamos algunos resultados que nos permiten saber que un conjunto es finito
sabiendo que otros lo son.

Lema 2.40. RCAy - VX,Y.FINSET[X|\Y C X — FINSET[Y].

DEMOSTRACION: Sea 2t un modelo de RCAy y X, Y € p(N) tales que ME X C Y
y M E FINSET[X]. Por tanto existe k € N tal que MM F Vo € X.z < k, pero como
MEVy € Y.y € X tenemos que M E Vy € Y.y < k, como queriamos. O

Lema 2.41. RCA( - VX,Y.FINSET|X| A FINSET]Y| — FINSET[X x Y.

DEMOSTRACION: Sea 91 un modelo de RCAy, y ki, ks las cotas de X y Y respectiva-
mente. Entonces una cota de X x Y serd (ki, ks). O

Lema 2.42. RCAq - Vz € FINCopE3'Y.Y = {y |y € FINCODE Ay C x}.

A este conjunto lo llamaremos p(x).

DEMOSTRACION: La demostracion es sencilla usando $3-COMP (recordemos que x C y
es una férmula acotada, pues x, y son codigos de conjuntos finitos y por tanto son nimeros,
asi que x C y serd equivalente en RCAg a Vi < z.i € © — i € y) y la igualdad de
conjuntos. ]

Lema 2.43. RCAyF Vz,y € FINCODE.x Cy — = <y.

DEMOSTRACION:

(1)1. RCAy - Vx € FINCODEVi.x \ {i} < z.
(2)1. Sea M un modelo de RCAq y x,i € N tal que M F x € FINCODE.
(2)2. Podemos suponer que M F i € x.

DEMOSTRACION: Si M E i € x, entonces M £ x \ {i} = x y por tanto se cumple lo
pedido.

(2)3. Existe k,m, n tal que M F x = (k, m,n) A SETCODIFY[Set(x), k, m, n].
DEMOSTRACION: Por hipdtesis en (2)1.
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(2)4. Existe n’ tal que MM F n’ < n A SETCODIFY|[Set(x \ {i}), k, m,n’].

DEMOSTRACION: Por (2)2 M E m(i+ 1) + 1 | n, por tanto existe n’ tal que MM F
(m(i+ 1) + 1)n’ = n. Claramente 9 F n’ < n, ademés es facil comprobar que
M F SETCODIFY[Set(x \ {i}), k, m,n’]. Notemos que a priori s6lo hemos dividido n
entre m(i+ 1) + 1 una vez, y podria ser divisible por ese niimero més veces. Pero si
fuera divisible mas veces por m(i+ 1)+ 1 entonces n no seria el nimero mas pequeno
y lo tiene que ser por la definicion de codifica.

(2)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)4, M F x \ {i} < (k,m,n’), pues ambos codifican el mismo
conjunto pero x \ {i} tiene que ser el menor que lo codifique. Ademéds, por (2)4 otra
vez, como 9 E n’ < n tenemos que M F (k,m,n’) < (k,m,n) = x y componiendo
las dos desigualdades llegamos al resultado.

(1)2. Sea 9t un modelo de RCA,.

(1

)
)
)

3. Definimos ¢[z]| := = € FINCODE — Yy € FINCODE.y C 2z — y < z.

(Y4, MEVe.(Vz < z.9[z]) = ¢[z].

(2)1. Sea x € FINCODE tal que MM F Vz < x.p[z].
(2)2. Supongamos que MM F x € FINCODE y sea y cualquiera tal que 9 F y €

FINCODE Ay C x.

(2)3. Podemos suponer que M Fy C x.

DEMOSTRACION: Si 9 E x = y entonces no habria nada que probar.

(2)4. Existei € Ntal que MEy Cx\ {i} Ax #x\{i}.

DEMOSTRACION: Gracias a (2)3 tiene que haber un i € x que podamos quitar.

(2)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)1 tenemos que M F x \ {i} < x — (x\ {i} € FINCODE —
Vy € FINCODE.y C x \ {i} — vy < x\ {i}). La primera suposicién se tiene de que
por (1)1, M E x \ {i} < x y como por (2)4, M F x # x \ {i}, podemos concluir que
MEx\ {i} <x. Que ME x\ {i} € FINCODE es obvio, y poniendo y =y, gracias
a (2)4 concluimos que M Fy < x \ {i} < x, como querfamos.

(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por II{-SIND aplicado a (1)3 gracias a que p[x] € (I19)

RCAy
m

Corolario 2.44. RCA( - Vx € FINCODE.FINSET[p(x)]

DEMOSTRACION: Usando el lema anterior. O
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2.7. Sucesiones finitas
Con los conjuntos finitos definidos y codificados, podemos ahora definir y codificar las
sucesiones finitas como un tipo especial de conjunto finito:

Definicién 2.14 (Sucesidn finita). Definimos la formula:

FINSEQ[f] :=3l.f : {0,...,1 -1} — N.

Lema 2.45. RCAgFVIVf :{0,...,l —1} — N.FINSET[f].

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCAy, I € N, f € p(N) tales que M =f:{0,...,1-1} — N.

(1)2. M E Vi < 135.6(i) = j.
DEMOSTRACION: Por (1)1 al ser f funcién de dominio {0,...,1—1}.
(1)3. Existe n € N tal que M E Vi <135 < n.f(i) = j.
DEMOSTRACION: Por Z)-BOUND aplicado a (1)2.
(1)4. Q.ED.

DEMOSTRACION: Sea x € f, por ser funcién existen i,j € N tales que MM E x = (i, j)
ademds por el dominio de f, M EFi <1 Por (1)3, MEj<nyasi ME (i,j) < (I,n).
Asi hemos demostrado que 9t F Vx € f.x < (I, n), como queriamos.

O

Con esto tenemos que toda sucesion finita es un conjunto finito, por tanto tiene un cédigo
y por tanto la podemos entender como un niimero. Como dijimos anteriormente, confun-
diremos el uso y la notacién de la sucesion finita cuando es un conjunto y cuando es un
nimero. Como son numeros, lo primero es ver que el conjunto de sucesiones finitas existe
en cualquier modelo:

Lema 2.46 (Cddigos de sucesiones finitas).
RCAgF3'X.X ={s|s€ FINCopEA.5s:{0,...,1 —1} — N}.
A este conjunto lo llamaremos N<N | y es el conjunto de cédigos de sucesiones finitas.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCA,.
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(1)2. (s:40,...,1—1} — N) € (£§)RC40,

DEMOSTRACION: En RCA, es equivalente a

(Ve <szes—ax<ONVi,jk<s.(i,]) € sA(i,k)€es—j=kAVi<lTdj <s.(,])) € s).
(1)3. (A.s:{0,...,1—1} — N) € (X9)RA0

DEMOSTRACION: En RCAj es equivalente a

A<s+1s:{0,...,0—1} — N.
Para ver la equivalencia tan solo es necesario darse cuenta de que dado 91 un modelo
cualquiera de RCAy, como existe j € N tal que MTE (1—1,j) € s, entonces ME1-1 < s
y por tanto M F 1 < s+ 1 (para ser exactos, habria que hacer casos sobre si l es 0 o no,
ya que 1 — 1 como tal no existe).

(1)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: El conjunto existe por £3-COMP y la unicidad viene de la igualdad
de conjuntos.

O

A continuacién damos la primera definicién importante para sucesiones finitas, la longitud
de una tal sucesion.

Lema 2.47 (Longitud). RCAy Vs € NNIUVii < 1+ 35.(i,j) € s, a este nimero lo
llamaremos longitud de s.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M modelo de RCAgy y s € N tal que MM F s € NN,
()2, ME JVii <l <« 3Fj.(i,7) € s.
DEMOSTRACION: Gracias a que la definicién de N<Y implica que existe 1 tal que
MEsC{0,...,1-1} x Ny queME Vi <135.(¢,5) € s.
(1)3. Unicidad
(2)1. Sean I € N tales que M E Vi.i < 1 <» 35.(4,4) € s con k € {1, 2}.
(2)2. MEL £ 1o
DEMOSTRACION: Supongamos que 9t E 1; < 1y, entonces por (2)1 se tendria que
M F Jj.(l1,7) € s. Pero otra vez por (2)1 y que M F 1; £ 1; se tiene que M F
—=3j.(Li,j) € s, absurdo.
(2)3. MEL £1;.
DEMOSTRACION: Anélogo a (2)2.

(2)4. Q.E.D.
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DEMOSTRACION: Por tricotomia y (2)2; (2)3.

(1)4. Q.E.D.

No sélo tenemos la longitud para cada sucesion finita, ademés existe una funcién que
asocia a cada sucesion su longitud.

Corolario 2.48.
RCAyF 3'f : NN — NVs € NNWI.(s,1) € f <+ (Viii <1< 35.(4,7) € s).
A esa funcion la denotaremos 1h.

DEMOSTRACION: Basta con usar Y-comprensién en la férmula
olr] =35, 1 <wax=(s,)) A\s NN A (Vi <1 — Fj <5.(i,5) € 5)A
(Vi <s.(35 <s.(1,5) €s) =1 <1).
Sea 9 un modelo de RCA y f el conjunto definido por esa férmula. Esta claro que f

cumple la propiedad, que sea una funcién es consecuencia del lema anterior.
O

Nota. Notemos que RCAq F Vs € N<N.1h(s) < s, ya que si no habria un j tal que
(s,j) € sy por tanto s > s, absurdo. Asi Jz < s.x < lh(s) A ¢ es equivalente a dr <
Ih(s),p y Vo < s.x < lh(s) — ¢ es equivalente a Vo < lh(s).¢. Por tanto trataremos
Jz < Ih(s) y Va < lh(s) como cuantificadores acotados, aunque a priori no lo sean ya que
lh(s) ¢ TNum. |

Vamos a introducir una funcién que dada una sucesiéon finita y un niimero menor que la
longitud de dicha sucesién nos devuelva el elemento de la sucesion finita en dicha posicion.

Lema 2.49.
RCAoF 3'f : {(s,i) | s e NN Ai < 1h(s)} — NVs € NVWi < 1h(s).5(7) = f(s,1).

A estd funcion la denotaremos como s(i), es decir, es igual a la aplicacion en el punto i
de la funcion s.

DEMOSTRACION: Sea 9t un modelo de RCAy. Notemos que, como s € NN A4 < Th(s)
es equivalente a una férmula 39 en RC A, efectivamente define un conjunto y, por tanto,
puede ser el dominio de la funcién. Para definir la funcién basta con usar L)-COMP en
la férmula:

olr] :=3s,4, 5.0 = ((5,4),5) As € NV A4 < 1h(s) A (i, §) € s.
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Veamos para qué queremos esa funcién. Supongamos que tenemos un modelo de RCA,
M y sea la formula f(i) < j. Cuando fijamos el significado de f e 4, es decir, cuando
ponemos f(i) < j, sabemos que esta formula es 39, pues es un simbolo de relacién binario
(<) aplicado a una constante (f(i) es una constante al estar fijado el significado de la
funcién y del punto donde se aplica). Sin embargo, supongamos que queremos ver de
manera rapida que f(i) < j es equivalente a una férmula %), como expusimos en la
nota del final de la seccion de funciones. Esto se puede ver notando que la féormula es
equivalente a la férmula ((7,7),1) €< o(f x id). La clave para usar esto es que lo que
hay a la derecha del € es un elemento del universo de conjuntos (una constante), puesto
que el significado de f esta fijado y el de id tambien (en cualquier modelo sélo hay un
conjunto que sea la funcién identidad) entonces el de f x id lo estard y por tanto el
de la composicién con < también (pues en cada modelo s6lo hay un conjunto que sea
el “grafo”de <). El problema surge cuando consideramos la férmula f(i) < j. A esta
formula ya no se le puede aplicar lo de antes, pues como f no esta fijado, no tenemos una
constante que represente < o(f x id). Notemos que, estrictamente hablando, esa férmula
serfa 3k.(i,k) € f A k < j o equivalentemente Vk.(i, k) € f — k < j. Por tanto, a priori
parece que lo mejor que podemos aspirar es a que sea A?. Sin embargo, supongamos que
f fuera una sucesion finita. Entonces, gracias al lema anterior, esa formula volveria a ser
Y0 ya que serd equivalente a la formula (((f,17),7),1) €< o(g x id), donde g es la funcién
definida por el lema anterior, es decir la que recibe una sucesién finita y un niimero menor
que la longitud de dicha sucesion y devuelve el elemento en dicha posicion. Para eso sirve
dicha funcién, y nos serd 1til, por ejemplo, si quisiésemos expresar que Vf € N<N_ f(i) < j,
ya que al cuantificar sucesiones finitas estamos cuantificando sobre una variable numérica.

Introducimos una notacién muy comun para las sucesiones finitas:

Notacion. Sera habitual usar

(5(0),...,s(Ih(s) — 1))

(s(7) | © < 1h(s))

para denotar variables ntimericas que vayan a usarse para representar sucesiones finitas.
Por tanto, si tenemos (p; | i < [), entonces intuitivamente esa variable se va a usar para
representar una sucesion finita de longitud [, aunque hay que expresarlo en la férmula. En
tal caso s; seria una notacién para expresar (p; | ¢ < [)(i), definido en el lema anterior. B

Lema 2.50 (Concatenacidn).
RCAyF 3'f : NN x NN 5 N5y 55t € NN f(s1,85) =t <>
(Ih(s1) +1h(se) = 1h(t) A (Vi < 1h(ty).s1(2) = t(i))A
(Vi < 1h(tg).s9(2) = t(lh(t1) + 0))).

Serd habitual denotar f(s1,S2) como s1” Sa.
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DEMOSTRACION: Por X)-COMP en la férmula
olx] == sy, 89, t.x = ((51,52),t) Asp € NN A sy € NN AL € NNA
(Ih(sy) +1h(se) =1h(t)) A (Vi < 1h(t;)3Fr < s1.51(2) = & A t(i) = x)A
(Vi < 1h(t2)3z < $9.89(1) = 2 At(1h(ty) + 1) = x).
U

Definicién 2.15 (Segmento inicial). Dadas dos sucesiones finitas s,t si s C ¢ diremos
que s es un segmento inicial de ¢t. Notemos que

RCA( Vs, t € NNs Ct ¢ (Ih(s) < Th(t) AVi < 1h(s).s(i) = t())

¥ que como s es un conjunto finito, (s C t) € (XY)RCA0, |

Nota. Notemos que si s,t son sucesiones finitas, Vs C t.p es equivalente en RCAg a
Vs <t.s Ct— ¢y por tanto el cuantificador cuenta como acotado. [ |

Lema 2.51.

RCAGFVYX3AYY = {s|s € NNAVi < Ih(s).s(i) € X}

RCA - VEYX3YY = {s|s € NN Alh(s) =k AVi < k.s(i) € X}
Al primer conjunto lo notaremos como X<N vy al sequndo X*.

DEMOSTRACION: Se tiene por %)-COMP.

Notemos que, por ser la férmula que define a los conjuntos equivalente en RCAq a un
formula 39, tenemos que z € X <N y x € X* serdn equivalentes en RCA; a una férmula
¥9.

Nota. Esto nos permite hablar de funciones de N* en N, y también hablar de una sucesién
finita (f1,..., fm) de funciones N¥* — N identificindola con la funcién correspondiente en
N*¥ — N™. Asi mediante el teorema 2.10 se demuestra que si g : N — Ny f; : N¥ —
N para 1 < i < m, entonces tenemos h : N¥ — N definida como h({ni,...,ng)) =
g((fillny, ..o smi)), - fm((ny, o mg)))) (sif : NF— N™ es la funcién que codifica los
fi, entonces h = go f). [ |

Notacion. Serd habitual cuando tengamos funciones f : N¥ —s X denotar f((z1,...,z))
directamente como f(x1,...,x;) como es habitual.
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Lema 2.52. RCA( F VXVk.FINSET[X] — FINSET[X*].

DEMOSTRACION: Sea 91 un modelo de RCAy y X € p(N),k € N tales que M F
FINSET[X]. Notemos que MM F X*¥ = {s | s € FINCODE A s : {0,...k — 1} — X} C
©({0,...,k — 1} xX). Notemos que {0, ...,k — 1} x X es finito por lema 2.41 (pues X es
finito por hipétesis y {0, ...,k — 1} es claramente finito), por tanto ({0, ...,k — 1} x X)
serd finito por lema 2.44. Concluimos que XX es finito gracias al lema 2.40. 0J

2.8. Recursién primitiva

Ya vimos antes como definir el concepto de funcién y que, sobre RCA, las funciones son
cerradas bajo la composicion. Trataremos ahora los otros dos métodos basicos para definir
funciones de forma recursiva, la recursién primitiva y la minimizacion.

Teorema 2.53 (Recursién primitiva).
RCA(FVE e NVf:N¥ — NVg : N**2 5 N3'h : NFFL 5 N

(Fss- . ) € N s omi) = Flmn,. o m)A
(Ym € NV{ny,...,ng) € NC.h(m +1,ny,...,n5) = g(h(m,ny, ..., ), m,ny,...,ng)).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCAy, k € Ny f,g € p(N) tales que MEf : Nk — Ny
MEg: N2 - N

(1)2. Definimos
O[s,m, (ny,...,nk)| =
s € N AS(0) = f(n, ..., ) AVE < ms(i + 1) = g(s(i), im0, . .., ).

(1)3. MEV(n, ..., ne) € NVmIs.0[s,m, (ny, ..., ny)]

(2)1. Sea (ny,...,ny) € Nk,

(2)2. M E Vm3s.O[s,m, (ny, ..., ng)]

DEMOSTRACION: Mediante ¥9-IND sale directamente.
(2)3. Si m,s,s’ € N tales que M F O[s,m,(ny,...,ne)] y M E 0[s',m,(n;,... ny)]
entonces M F s =s'.

DEMOSTRACION: Se demuestra facilmente que 9 F Vi < m.s(i) = s/(i) usando
Y0-IND (en 7). La igualdad sale entonces del teorema 2.9, ya que las sucesiones
finitas son funciones.

(2)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: La existencia se tiene por (2)2 y la unicidad por (2)3.
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(1)4. Existencia

DEMOSTRACION: La existencia viene de que gracias a la existencia y unicidad que
demuestra (1)3 se tiene que para cualesquiera (ny,...,nx) € N¥ m, j € N,
ME (Fs.0[s,m, (ny,...,n)] As(m) =j) <> (Vs.0[s,m, (ni,...,ng)| A s(m) =j).
Y de la AY-comprensién se sigue la existencia de un h € p(N) tal que
MELh={((m,ny,...,nx),J) | 3s.0[s,m, (n1,...,n)]) A s(m)=j}.
De (1)3 se sigue que h : Nkt — N y cumple lo pedido.

(1)5. Unicidad

DEMOSTRACION: Bastaria usar el teorema 2.9. Sean entonces h;,hy, : Nkt — N
que cumplan lo pedido. Claramente tienen el mismo dominio por hipétesis, faltaria
ver que 9 F Vs € N&*tLh)(s) = hy(s). Notemos que eso es equivalente a que dado
(ny,...,n,) € N¥ arbitrario tengamos que 9 F Vi.hy(i,ny, ..., ny) = hy(i, 0y, ..., ny),
lo cual se demuestra por 3 — IND.

(1)6. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por (1)4 y (1)5. O

Teorema 2.54 (Minimizacién).
RCAyFVEYf : N — N.(V(ny,...,ng) € N¥Gm € N.f(m,ny,...,ng) = 1) —

Fg NV — NY(ny,...,n0) . f(g(ng, ..., ng),n, ... ng) = 1A

—-Im < g(ny,...,nk).f(m,ng,...,n,) = 1.

FEsta funcion serd denotada como pm.f(m,ny, ..., ng).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA( y k € N, f : Nk*! — N donde
MEVY(ng,...,ne) € NGm € Nf(m,nq,...,m) = 1.

(1)2. Existe g € p(N) tal que
MEg={((ny,....,n),m) | (ng,...,n) € NSA({m,nq,...,m), 1) € £A
_El.] < m(<]7 Ny, ... 7nk>7 1) S f}

DEMOSTRACION: La existencia se tiene aplicando Y-comprension.
(1)3. MEg: N — N.

DEMOSTRACION: Por (1)2 claramente 9 F g C N¥ x N. Que 9 F V(ng,...,ny) €
NkIm.g(ny,...,nk) = m se tiene gracias a que dado (ny,...,ny) € N¥ podemos usar
la hipétesis (1)1 y 3§ — MIN en la férmula

f(m,ny,...,ng) =1A-Fj <mf(jng, ..., ng) =1



2.9 Aplicaciones de la recursion primitiva 53

Que MEV(ng,...,m)Vm,m'.({ny,...,nK),m) € gA((ny,...,nx),m') €g—m=m',
se sigue también de la 3)-MIN ya que nos da la unicidad aparte de la existencia.

(1)4. Sea (ny,...,ny) cualquiera. Entonces
MEf(g(ng,...,ng),ng,...,nK) =1A-Im < g(ng,...,ng).f(mng, ... ng) =1

DEMOSTRACION: Se sigue de (1)2.
(1)5. Unicidad

DEMOSTRACION: Se sigue facilmente de la igualdad de funciones y de la unicidad
cuando existe un elemento minimo.

(1)6. Q.E.D.
O

Nota. Serd muy habitual usar um.p[m], donde ¢ es una férmula. La idea es que ¢ siempre
sera una férmula de la cual se puede construir el conjunto de elementos que la cumplen,
y por tanto también su funcién caracteristica. Entonces estamos aplicando minimizacion
a la funcion caracteristica. [ |

2.9. Aplicaciones de la recursion primitiva

El primer lema que es consecuencia de la recusion primitiva nos dice que en un modelo
de RCA, todos los conjuntos infinitos tienen una enumeracion en el modelo (es decir,
con los ntimeros del modelo, no con los nimeros naturales de w) y ademés (gracias a la
infinitud) serd creciente (y por tanto inyectiva). En la demostracién se aprecia cémo se
usa la recursion.

Lema 2.55.
RCAy - VX.INFSET[X] — 3'f : N — N,

(VE,m.k <m — f(k) < f(m)) A (Yn.n € X < Im.f(m) =n).

A esta funcion la denotaremos mx.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCAq y X tal que M F INFSET[X].

(1)2. Existe vx : N — N tal que vx(m) = pn.n € X An > m.

DEMOSTRACION: Gracias a la minimizaciéon y que por (1)1 9 F INFSET[X], es decir
MEVmInn >mAne X.

(1)3. Existencia

(2)1. Existe mx : N — N tal que mx(0) = vx(0) y 7x(m + 1) = vx(mx(m) + 1).
DEMOSTRACION: Usando recursién primitiva.
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(2)2. MEVEk,m.k <m — mx(k) < mx(m).

DEMOSTRACION: Se prueba por X9-induccién que M F Vm.mx(m) < 7x(m + 1).
Sea k € N arbitrario. Claramente 9t - k < 0 — 7x(k) < 7x(0). Supongamos
ahora que m € N arbitrario y M F k < m — 7x(k) < 7x(m). SiMEF k <m o
M E k > m tenemos trivialmente que M EF k < m + 1 — 7x(k) < mx(m) y para el
caso M F k = m se cumple porque tenemos que M F mx (m) < mx(m+1). Por tanto
usando Y)-induccién obtenemos que M F Vm.k < m — mx(k) < mx(m) y como k
era arbitrario, tenemos que M E Vk, m.k < m — mx(k) < mx(m)

(2)3. MEVnn e X & Im < nax(m)=n.

DEMOSTRACION: Por ¥-induccién.

(2)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Que sea una existencia de la funcion y creciente se tiene por (2)1
y (2)2. La ultima parte de la conjuncion se tiene por (2)3.

(1)4. Unicidad

(2)1. Sean f, g € p(N) que cumplen la propiedad.
(2)2. ME £(0) = g(0).

DEMOSTRACION: Si M E £(0) < g(0), como M E £(0) € X, existe m € N tal que
M E g(m) =£(0). M E m #£ 0, pues si no M E £(0) = f(m) = g(0), pero entonces
MEO<myasi ME g(m) =f(0) < g(0) y g no seria creciente. Si M F g(0) < £(0),
entonces es analogo asi que por tricotomia nos queda que son iguales.

(2)3. Sea n € N cualquiera, entonces M F f(n) =g(n) - f(n+1) =gn+1).

DEMOSTRACION: Supongamos que M E f( ) = g(n). Supongamos que M F f(n +
1) <gn+1) (siMEf(n+1) > g(n+ 1) es andlogo). Como M E f(n+ 1) €
X, tenemos que existe m € N tal que MM F g(m) = f(n + 1). Por un lado M F
gn)=f(n) <f(n+1) = g(m), y por otro M F gm)=Ff(n+ 1) < g(n+1), es
decir M F g(n) < g(m) < g(n + 1), lo cual no es posible, pues g creciente. Por
tricotomia nos queda que MEf(n+1) =gn+1).

(2)4. Q.E.D.

Por igualdad de funciones, por hipédtesis el dominio es el mismo, por lo que bas-
ta probar que Vn.f(n) = g(n). Pero eso se obtiene por X)-induccén en la férmula
((n,n),1) €= of x g), cuyo caso base es (2)2 y el paso inductivo es (2)3.

(1)5. Q.ED.

Un corolario es que todo conjunto finito tiene una sucesion finita con todos sus elementos,
que ademds estan ordenados segin <.
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Corolario 2.56.
RCAy VX € FINSET's € N<N,

(Vi,j <1lh(s).i < j—s(i) < s(j)) A (Voe.x € X <> Fi <1h(s).s(i) = x).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCAy y X € p(N) tal que 9 F FINSET[X].

(1)2. Existe 1 tal que MEVzr e X -z <1
DEMOSTRACION: Por (1)1.

(1)3. Existe mxuqii41,..}-
DEMOSTRACION: Por el lema 2.55.

(1)4. Existe m tal que M F mxyq141,.3(m) = L.
DEMOSTRACION: Ya que ME1e XU{L1+1,...}.

(1)5. Existencia

(1)6. Unicidad

DEMOSTRACION: Si existiesen dos sucesiones finitas distintas cumpliendo los requeri-
mientos del corolario, se podrian extender a sucesiones infinitas crecientes que enume-
rasen X U {l,14 1,...} distintas, lo cual es imposible por el lema 2.55.

(1)7. Q.E.D.

Otro uso de la recursion es, dada una funcién, poder definir la sucesiéon finita de sus
primeros n elementos.

Lema 2.57.
RCAyFVf:N— NI'h: N — Nn.h(n) e N* AV < n.f(i) = (h(n))(i).
A una tal funcion le llamamos f[].

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA( y f € p(N) tal que MEf: N — N.

(1)2. Existencia

DEMOSTRACION: Gracias a la recursién, existe una funciéon h : N — N tal que

h(0) = ().
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h(n+1) =h(n)"(f(n)).
Por Y)-induccién se demuestran las propiedades.

(1)3. Unicidad

DEMOSTRACION: Por igualdad de funciones.

(1)4. Q.E.D.

El siguiente lema nos permite ver que, para toda férmula X9, la clase que define es o bien
un conjunto finito o bien la imagen de una funcién inyectiva (en RCAg no es cierto que
la imagen de un conjunto bajo una funcién sea necesariamente un conjunto).

Lema 2.58. Sea p{n} € X tal que X, f & V1(¢{n}). Entonces
RCAy - (3X € FINSETVn.n € X < p{n})V(3f : N — N.INY[f]AVn.o{n} <> Im.f(m)

DEMOSTRACION:
(1)1. Supongamos que I es un modelo de RCAg y {vy,..., v} = VI(p{n}) \ {n}.

(1)2. Denotamos ¢ := (IX € FINSETVn.n € X < ¢of{n}) v (3f : N — NINY[f] A
Vn.p{n} <> Im.f(m) = n).
<1>3 VI(w> = {Vlv R Vk}'

DEMOSTRACION: Por la definicién de variable libre y (1)1.

(1)4. Sean vy, ..., vy y denotamos ¢[n| :=
VP =
(3X € FINSETVn.n € X < ¢[n])Vv(3

es suficiente probar que 91 F 1.

vi). Entonces

] =
N —> N.INY[f]AVn.p[n] <> Im.f(m) = n)

o(n, vy, ...
vy,

W
[

DEMOSTRACION: La igualdad es por la definicién de sustitucion y que sea suficiente es
por completitud.

(1)5. Podemos suponer que MM E =(3X € FINSETVn.n € X < ¢[n]).
DEMOSTRACION: En caso contrario habriamos terminado.

(1)6. p[n] = 3j0(j,n) donde 6(j,n) es (39)m
DEMOSTRACION: Pues p{n} € 39.

(1)7. Existe Y tal que MEY = {(j,n) | 0(5,n) A —Fi < j.0(i,n)}.
DEMOSTRACION: La existencia se tiene por 35-COMP.

(1)8. M F INFSET[Y].

:n)
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DEMOSTRACION: Supongamos que 9 F FINSET[Y], sea 1 tal que M E Ve.xr € Y —
x < 1. Entonces existe X tal que MM F Vn.n € X «+» 35 < 1.(j,n) € Y por 3-COMP y
es facil comprobar que este X es finito y tiene todos los elementos que cumplen ¢|[n],
contradiciendo (1)5.

(1)9. Q.ED.

DEMOSTRACION: Por (1)8 y el lema 2.55 existe my, y definimos f = ps o 7y, donde
po es la proyeccion de la segunda coordenada, ya que los elementos de Y son pares
de nimeros. Ademas por definicién de Y, f es inyectiva y enumera los elementos que
cumplen @[n], como queriamos.

U

Un lema importante, las sucesiones finitas de n + 2 elementos con todos los elementos
menores que n+ 1 necesariamente tienen un elemento repetido (es decir, no son inyectivas).

Lema 2.59.
RCA FVnVf e NP2 (Vi <n+2.f(i) <n+1) = 3i,j <n+2i#5AfE) = f(5).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCA,.

(1)2. Definimos
on] =VfeN"2(Vi<n+2.f(i)<n+1)—3i,j<n+2i#jAfi)=f(j).
(1)3. M E 0]

DEMOSTRACION: Sea f € p(N) tal que M E £ € N? A (Vi < 2.f(i) < 1). Por tanto
MELF0)=0=1£(1), y como ME BASIC, M E 0 # 1, como queriamos.

(1)4. M E Vn.p[n] — ¢[n + 1].
(2)1. Sea n € N arbitrario tal que 9 F ¢[n].
(2)2. Sea f € p(N) tal que MEF € NP AVi <n+3.£(i) <n+2.
(

2)3. Podemos suponer que M F 3 < n+ 3.£(i) =n + 1.

DEMOSTRACION: Si no hay dos alternativas, la primera que MM F —3i < n+3.£(i) =
n + 1. En tal caso consideramos f [ {0,...,n + 1}, que cumple las condiciones
necesarias para aplicarle ¢[n]| (la hipétesis de induccién) y asi tendriamos los dos
valores buscados. La segunda alternativa es que existan al menos i,j € N distintos
que cumplan que M F f(i) = f(j) = n+ 1, que era lo que buscabamos.

(2)4. Sea ng € N el tinico tal que MFEng <n+3Af(ny) =n+1.

(2)5. Existe g € p(N) tal que
MEgeN"PAVi<n+3.(Vi<n+3i#ngAi#n+2—g(i)=~f())A
g(ng) =f(n+2) Ag(n+2) =f(ny).
DEMOSTRACION: Es una simple 33-COMP.
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(2)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Es facil ver que g [ {0,...,n + 1} cumple las condiciones para
aplicarle p[n], asi que existiran dos valores que cumpliran lo pedido. Es tambien facil
ver que esos dos valores de g son 2 valores de f que cumplen lo pedido, ya que g no
es mas que f intercambiando los niimeros de dos posiciones.

(1)5. Q.ED.

DEMOSTRACION: Se sigue de II{-IND en la férmula ¢[n], dénde (1)3 es el caso base y
(1)4 el caso inductivo.

O

La principal aplicacion de los dos resultados anteriores sera demostrar que RCAq permite
el uso de cierto tipo restringido de ¥.9-comprensién. Por supuesto, el principio general de
Y0-comprensién no estd disponible en RCAg: RCAy mas X{-comprensién es equivalente
a la teoria ACAq (como veremos en el capitulo de ACAy), la cual es estrictamente mas
fuerte que RCAy. Sin embargo, en el siguiente teorema demostraremos que RCAq prueba
Y0-comprensién acotada.

Definicién 2.16 (X9-comprensién acotada). Sea I' C Form. Definimos el conjunto de
los axiomas de comprension acotada para I', denotado I'-BCOMP, como el conjunto de
todas las formulas

VndXVii e X < i <nAe{i}
donde n,i € Vary, X € Varg, of{i} € T tal que X & VI(¢). |
Teorema 2.60. RCA, - X{-BCOMP.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sean n,i € Vary, X € Varc y p{i} € 3¢ tal que X & VI(p{i}). Sea 9 un modelo
de RCAg y {v1,...,u} = VI(p{i}) \ {i,n}.

(1)2. Definimos ¢ :=Vn3XVii € X <> i <n A p{i}.
(1)3. VI(¢) = {v1,..., v}
DEMOSTRACION: Por definiciéon de variable libre.

(1)4. Sean vy, ... v, € NU p(N), denotamos ¢(i,n) := ¢(i,n, vy, .. .,v). Entonces
P =Yvy, .., =VRIXVii e X i <nAp(i,n)
y es suficiente probar que 91 F 1.

DEMOSTRACION: Por la definicién de sustitucion y el teorema de completitud.

(1)5. Sea n € N. Denotamos ¢[i| := ¢(i,n) y supongamos que
ME -IX.X = {i | i <nApli]}.
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(1)6. Existe f € p(N) tal que M F f : N — N A INY y ademds M F Vm.f(m) <
n A plf(m)].

DEMOSTRACION: Por (1)5 y por lema 2.58 tenemos la existencia de la funcion.
(1)7. Existen m;, my € N tales que M F m; # my A f(m;) = f(my).

DEMOSTRACION: Sabemos que 9 F fln + 2] € N*™2 y por (1)6 M F Vm < n +
2.f[n + 2](m) < n+ 1. Por el lema 2.59 tenemos que existen m;, my € N tales que
M Em; #my Afn+2)(m;) = f[n+ 2](my), de donde se sigue el resultado.

(1)8. Q.ED.

DEMOSTRACION: Asumiendo (1)5 hemos llegado a una contradiccién, ya que por (1)7
f no seria inyectiva.

O

2.10. Sistemas numéricos

Introducimos una notacion que utilizaremos en esta seccién para hacer las féormulas mas
legibles.

Notacion. Cuando definamos una férmula como
G115 s Timy )y ooy (Thedy - o s Thomy,)) = V(T11, oo, Tamgy - o s Thids - - - 5 Thomy, )

realmente estamos definiendo la férmula

A1,y k) =300,y Ty, < T1T e TTh1, - Ty, < T
1= (T11, -, Ty ) A - AT = (Tpets - o Thony, ) AV(T11, o0, Thmgs - o s Thds -+ s Thimy, ) -
Lo mismo ocurre con la formula ¢[(z11,. .., Zimys-- -5 (Th1s - -+, Thm, )] ¥ con la férmula
(115 s Ty )s -« (Th1y - -+, Thomy, ) - Por ejemplo
O[(x1,12)] = 11 = 29

define la férmula
olz] = vy, 20 < xw = (21, 22) N 21 = 9.

Notemos que si ¢ € ¥ entonces ¢ € 2. |

En esta seccion vamos a definir los distintos sistemas numéricos, Z,Q y R dentro de
RCA,. Debido a nuestra elecciéon de trabajar en la aritmética de segundo orden, los dos
primeros (Z y Q) se podran definir como subconjuntos del modelo, pero el ltimo, R,
tendra que ser tratado de forma diferente, como veremos mas adelante.

Necesitamos la definicién de operacién binaria:
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Definicion 2.17. Definimos la f6rmula

BINOPER[ X, Y] =X : Y XY — Y.

2.10.1. Z

Definicién 2.18. Definimos las siguientes férmulas (inicamente para esta subseccion):

¢-[(m,n),(p,q)] =m+q=n+p,

o<[(m,n), (p,q)] =m+q<n+p,
¢+[(m,n), (p, @), (r,s)] :==r=m+pAs=n+q,
¢-_[(m,n), (p,q), (r;s)] =r=m+qAs=n+p,

¢.[(m,n), (p,q),(r;s)] :=r=m-p+n-gAm-q+n-p.

Notemos que todas son %J.

Notemos que, por ser 30, estas formulas definen conjuntos; es més, las dos primeras definen
relaciones binarias sobre N x N y las otras tres, operaciones binarias sobre N x N, como
nos dice el siguiente teorema.

Lema 2.61.

1. RCAyF I XVex € X + (F,) <zx=(1,5) A =i, J]).

(
2. RCAyF3'XVz.x € X + (Fi,j <wzx = (1,7) N d[i, j]).
3. RCAoF3'XVex € X « (Fi, 5,k <zx=((i,7),k) N by [i, ], k]).
4. RCAg ' XVax € X < (Fi, 5,k <zx=((1,7),k) No_[i, 7, k]).
5. RCAoF ' XVoxr € X « (3,5, k <zx=((i,7),k) ANd.[i,7,k]).

Y los llamamos EQy, LEyz, SUMy, MINUS;, y PRODy, respectivamente. Ademads

1. RCAy+ EQuiv[EQz,N x NJ.
2. RCA, - BINREL[LEz, N x NJ.
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3. RCAy F BINOPER[SUMz, N x N]J.
4. RCAy F BINOPER[MINUSz, N x NJ.
5. RCAy F BINOPER[PRODz, N x NJ.

Ademds LEz respeta EQy y las 3 operaciones binarias repetan EQy.

DEMOSTRACION: Inmediato a partir de las definiciones dadas. U

Definicién 2.19 (Nuimeros enteros). Gracias al lema anterior, podemos definir Z como
el cociente de N x N por la relacion EQy.

La relacién binaria en Z, <z, es la resultante de restringir LEz al cociente (ya que Z C
N x N)

Las operaciones binarias en Z, +7, —z, z; son las resultantes de restringir el dominio de
SuMyz, MINUSz y PRODy, (respectivamente) a Z y luego componer con 7.

=z sera la misma relacién binaria sobre Z que =, 0z sera (0,0) y 1z serd (1,0), que se
pueden demostrar que pertenecen a Z. [ |

Nota. Como es habitual podemos ver N dentro de Z, ya que dado n € N lo podemos
identificar con (n,0). Esto nos define una funcién de N en Z, aunque nunca la escribiremos
explicitamente, pero entenderemos que la estamos usando siempre que un natural esté
donde deberia haber un entero. [ |

El teorema importante para que podamos trabajar con naturalidad con los enteros es el
siguiente:

Teorema 2.62. RCA, demuestra que el sistema

Z: +Z: ANA OZ? 1Za <z

es un dominio integral, que ademds es euclidiano, etc.

DEMOSTRACION: Es directa usando el teorema 2.3 y usando la nota anterior para ver N

dentro de 7Z. ]
Notacién. Usaremos —zn como una notacion para 0 —z n. [ |
2.10.2. Q

Lema 2.63. RCAo - 3'X.X = {i |i € ZA0 <y i}.

A este conjunto tinico lo llamaremos 7.

DEMOSTRACION:

Como es habitual, la existencia es por £3-COMP y la unicidad por igualdad de conjuntos.
O
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Definicién 2.20. Definimos las siguientes férmulas (inicamente para esta subseccion):

o=[(a,b),(c,d)] =a-zd=z7bzec,
¢<((a,b),(c;d)] :==a-zd <zbzc,
d+l(a,b), (c,d),(r,s)] :=r=ga-zd4+zb-zcNs=zbzd
o-[(a,b),(c,d),(r,s)] :==r=za-zd—zbzcNs=zb-zd,
(¢, d), (

¢.[(a,b), (c,d), (r,s)] =r=ga-zcNs=zbzd.

RCAy

Notemos que, dado un modelo 9, todas son (X9)g; *°, por la nota 2.2.

Veamos que estas formulas definen conjuntos; es mas las dos primeras definen relaciones
binarias sobre Z x Z" y las otras tres, operaciones binarias sobre Z x Z", como nos dice
el siguiente teorema.

Lema 2.64.
1. RCAgFF'XVazx € X + (Fi,j <z = (4,7) AN o=[i, J]).
2. RCAyF 3'XVaa € X < (3, j = (i,5) A o<lis §]).
3. RCAg+3'XVr.x € X + (3i,j v.x = ((4,7), k) A oi[i, 4, k]).
4. RCAg ' XVax € X < (Fi, 5,k <z.x=((1,7),k) AN o_[i, 7, k]).
5. RCAoF ' XVox € X « (Fi, 5,k <zx=((i,7), k) ANd.[i,7,k]).

Y los llamamos EQq, LEg, SUMg, MINUSy y PRODg, respectivamente. Ademds

1. RCAy - EQUIVIEQq, Z x 7).
RCA( - BINREL[LEg, Z x Z*].
RCAy + BINOPER[SUMg, Z X Z7].

RCAy + BINOPER[MINUSg, Z X Z7].

S

RCAy + BINOPER[PRODg, Z x Z™].
Ademds LEqg respeta EQq ¥y las tres operaciones binarias respetan EQq.

DEMOSTRACION:
Inmediato a partir de las definiciones dadas. U
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Definicién 2.21 (Numeros racionales). Gracias al lema anterior, podemos definir Q
como el cociente de Z x Z* por la relacién EQg.

La relacién binaria en Q, <g, es la resultante de restringir LEg al cociente (ya que
QCZxZ")

Las operaciones binarias en Q, +q, —@, -g; son las resultantes de restringir el dominio
de SumMmg, MINUSp vy PRODg al cociente (respectivamente) y luego componer con 7 :
7 x 7T — Q.

=@ serd la misma relacién binaria sobre Q que =y Og serd el representante de (0z, 1z) y
1 serd el representante de (17, 1z). |

Nota. Como es habitual podemos ver Z dentro de Q, para ello basta identificar z € Z
con el representante de (z,17). Esto nos define una funcién de Z en Q, aunque nunca la
escribiremos explicitamente, pero entenderemos que la estamos usando siempre que un
entero (o un natural, que como vimos antes se puede entender como un entero) esté donde
deberia haber un racional. [ |

Ademas, RCA( prueba el siguiente resultado fundamental sobre Q.

Teorema 2.65. RCA, demuestra que el sistema

Qa +Q7 —Q Qs OQ’ 1@’ <Q

es un cuerpo ordenado.

Ademés invertir un racional no nulo es una funcion.

Teorema 2.66 (Funcién inverso). RCAg - 3'f : Q\ {0} — Q\ {0g}Vr € Q\
{0g}-f(r) @7 =¢ 1o

A esta funcién la llamaremos -~ y expresaremos -~1(q) como ¢ *.

DEMOSTRACION: Por X3-COMP existe el conjunto X € p(N) tal que
MEX={(p.q) |peQ\{0g} Apqq=lg}

Por 2.65 @ es un cuerpo tenemos que ese conjunto define la funcién buscada y la unicidad
es por igualdad de funciones. O

Notacion. Usaremos las notaciones:

= —p:=0—qp.
n E:qu_l
q

n 271g = 1/2k
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Por dltimo, nétese que también disponemos de la funcién valor absoluto en Q.

Lema 2.67 (Valor absoluto).

RCAF3'f:Q— QVq € Q.(q > 0g = f(q) =g @) A (¢ <g Og = f(q) =g —)-

A esta funcion la llamaremos | - | y expresaremos | - |(a) como |al.
DEMOSTRACION: Usando X3-COMP e igualdad de conjuntos. O
2.10.3. R

Los reales ya no pueden ser tratados de la misma manera que los enteros y los racionales.
Para definir a los reales, usaremos a los conjuntos como representantes de los reales. En
lugar de definir un representante tinico de cada real, lo que haremos sera no trabajar con
la igualdad, sino con otra relacion binaria definida que dird cuando dos conjuntos que
representan a nimeros reales representan el mismo ntimero real.

Siguiendo la construccion clasica de Georg Cantor, usaremos sucesiones de Cauchy de
nuameros racionales para definir los niimeros reales. Para ello, damos primero la definicion
de sucesion de ntimeros racionales.

Definicién 2.22 (Sucesién). Definimos f € XY := f: N — X y en ese caso decimos
que f es una sucesion de elementos de X. [ |

Notacion. Igual que con las sucesiones finitas, serd habitual el uso variables de la forma
(x) : k € N) para denotar sucesiones de elementos de X, y en ese caso escribiremos z; en
lugar de (zj : k € N)(4).

Como caso particular, escogiendo X = Q, tendremos las sucesiones de racionales, con las
que vamos a definir R. En particular, los elementos de R serdn sucesiones de Cauchy con
cierto ratio de convergencia.

Definicién 2.23 (Ntimeros reales). Definimos
(g keN)eR = (g : k €N) € QVAVE,igr — qrus] <o 27F.

Y en ese caso se dice que (gx : k € N) es un ntmero real. |

Por supuesto, R no es un conjunto en nuestro lenguaje y solo escribiremos, por abuso
de notacién, x € R como una abreviatura de la férmula anterior. Sera usual hacer este
tipo de notaciéon cuando queramos hablar de conjuntos que realmente no son conjuntos
en nuestras teorias (entendiendo siempre que son notaciones).
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Notemos que a priori podriamos definir los niimeros reales como sucesiones de Cauchy, sin
la imposicion de que tengan un ratio de convergencia ya establecido. Sin embargo como
aparece en el libro de Simpson [8], para trabajar con esos ntimeros reales necesitamos al
menos la teorfa ACA, (que veremos posteriormente). Como RCA es més débil necesi-
tamos este enriquecimiento de la definicion habitual de nimero real donde exigimos ese
ratio de convergencia.

Definicion 2.24 (Igualdad en R). Ahora definimos la igualdad de reales como la formu-
la:

(gr :k€N) =g (¢, :k€N):=(qx : k €N) € RA(q}, : k € N) € RAVE.|qp — qu| <g 277
u

Notacién. Sera importante distinguir entre 3'z € R.p{x} y 3'z € QV.p{z}. La primera
formula se interpretara como

dr.x e RAp{z} AVy € Rip{y} = 2 =r v,
mientras que la segunda sera
JrzcQVAz e RAp{z} AV e QVy e RA{y} — 2 =1,
donde y & V1(¢p{x}).

Es decir, la primera formula interpreta la unicidad como unicidad en R (es decir, mediante
=g), mientras que la segunda férmula interpreta la unicidad como unicidad en QY (es
decir, mediante la igualdad de conjuntos). [

Lo primero de todo, podemos ver Q dentro de R como dice el siguiente lema.

Lema 2.68. RCAq Vg c Q3'z € QV.x € RAVE.w, = q. De esta forma podemos ver Q
como subconjunto de R (no en sentido literal, ya que R no es un conjunto).

DEMOSTRACION: La existencia es por )-COMP, la unicidad por la igualdad de funciones
y comprobar que es un real es trivial. [l

Notacién. Cuando una variable que sea racional ¢ aparezca en una férmula se distinguira
por contexto cuando la usemos si nos referimos al niimero racional o al nimero real (que
serd la sucesién con valor constante ¢), pero denotaremos ambas por q. [ |

Notemos que un real que sea racional no es necesariamente de la forma del lema anterior,
ya que no estamos tomando la igualdad como igualdad de reales (y no como la igualdad
del sistema l6gico). Para que un ntmero real = sea racional basta con que cumpla que

dg € Q.x =g q.
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Lema 2.69 (Suma en R).

RCAoFY(q: k €N), (g, : k€ N) e R (p : k € N) € Q".{py : k € N) € RAVE.py = Groy 10 s -

Si llamamos x = (g, : k € N) ey = (q), : k € N) entonces el unico real que cumple eso se
llamard © +r y.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de RCAg y (qr : k € N),(q, : £ € N) € p(N) tales que
ME(qp:keN)eRAq,:keN) eR.

(1)2. Existencia
(2)1. Existe (py : k € R) € p(N), tal que
ME (pr.: k €R) € QV AVE.PL =0 Qrs1 +0 Dpsr-

DEMOSTRACION: Gracias a lema 2.13 existe (qx : ¥ € N) x (q}, : ¥ € N) : N x
N — Q x Q, basta componer DiAG : N — N x N con esa funcién y luego con

+0: 0 xQ — Q.
(2)2. ME (qr : k€ N) e R.

DEMOSTRACION: Sean k,i € N, entonces

M E [Prt1 —o Prriv| <o [(Arr1 +0 dks1) —0 (Uit +o dieyirn)] <o
|Gkt =@ Ak+ir1] +o U —@ Derign | S 27 g 27 =g 27
(2)3. Q.E.D.
(1)3. Unicidad

DEMOSTRACION: Por igualdad de funciones.

(1)4. Q.E.D.

Lema 2.70 (Opuesto en R).
RCAyFY{(gy : k€ N) e RF(pp : k€ N) € Q".(py : k € N) € RAVk.pp = —qqs-

Si llamamos x = (q : k € N) entonces el inico conjunto que cumple eso se denotard
—RZT.

DEMOSTRACION: Andloga a la anterior, pero siendo ahora la demostracién de que la
sucesion es un real trivial. 0]

Notacién. Si z,y € R, z —g y denotard x +g (—gry). [
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Definicién 2.25 (Desigualdad en R). Definimos

(qr : k €N) < (¢, -k €N) = (g, : k € N) € RA{q}, : k € N) € RAVk.q, <g qp+02 "

También definimos = <g y :=y Lg . [
Teorema 2.71. RCA, prueba que el sistema

R, +gr, —r, Or, Ir, <w,=r
cumple los axiomas de grupo abeliano ordenado.

Nota. Suponiendo que x,y € R entonces formulas como z <g ¥,z =g ¥, +r Y =r 2, . . .
son (IT9)RCA0 v 7 <p 4, & #g O, ... son (X9)RCA0,

Lema 2.72 (Producto en R).
RCAoFY(qy: k€N), (g, : k€ N) e R (py, : k € N) € Q" {py : k € N) € RAVE.pr = Grsk 0T in

donde n es una abreviatura de pm.2™ >q |qo| +q || +o 2-

Si llamamos v = {(qx : k € N) ey = (q;. : k € N) entonces el unico real que cumple eso se
llamara x R y.

DEMOSTRACION: Similar a los anteriores. O

El teorema fundamental de los reales en RCA( es el que sigue.
Teorema 2.73. RCA, demuestra que el sistema
R7 +]R7 —Ry'Ry ORa 1R7 <R, =R

cumple los axiomas de un cuerpo arquimediano ordenado.

Definimos tambien el valor absoluto de ntimeros reales (el cual escribiremos igual que el
de ntimeros racionales y distinguiremos por contexto).

Teorema 2.74 (Valor absoluto en R).
RCA,FVz e Ry € QV.y € RA

(x>r0—=y=2)A(x <g0—y=—pa).
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DEMOSTRACION: La demostracién es sencilla usando que todo ntimero real tiene opuesto
y usando el tercio excluso. O

Vamos a necesitar hablar de sucesiones de ntimeros reales. A priori esto no es posible, ya
que una sucesion de niimeros reales seria una funcién f : N — R, sin embargo R no es
un conjunto y por tanto ello no es expresable tal cual en nuestro lenguaje. El truco serd
definir las sucesiones de reales como funciones f : Nx N — Q, donde si fijamos el primer
valor del par ordenado, la funcién resultante es un real.

Lema 2.75.
ROAFVX,Y,ZVf : X x Y — ZV¥z € X3 1Y — ZV¥y € Y.f'(y) = f(x,y).
Ademdas a esta unica funcion f' la llamaremos (f)z.

DEMOSTRACION: Basta con usar el lema 2.14 definiendo ' = f [ {a} x Y. O

Definicién 2.26 (Sucesiones en R). Definimos

feERYN:=f:NxN-—=QAVneN.(f), €R.

Usaremos notaciones como (x,, : n € N) para la sucesion f donde (f), = . |

Definicién 2.27 (Limite). Definimos

T =g liyrlnq:n =(x,:neN)e RY Az € RAVe >p 03InVi.|z —r Tpii| <gr €.

Seremos algo laxos con el uso de la notacién para esta formula, por ejemplo nos permiti-
remos escribir lim,, z,, =g = 0 x =g lim,, x,, =g lim,, y,,, asumiendo que el lector entiende
el significado. |

Esta claro que no se puede hablar de completitud de R, pues para ello haria falta conjuntos
de nimeros reales y eso es algo que no tenemos. Sin embargo, podriamos pensar en la
completitud de las sucesiones de ntimeros reales, sin embargo (como veremos demostrando
la equivalencia de este teorema a ACA) esto no se puede probar en RCAy. Lo que si es
capaz de probar es la completitud de intervalos encajados.

Teorema 2.76 (Completitud de intervalos encajados).
RCAg b ¥(a, :n € N), (b, :n € N) € RY.(Vn.a, <p api1 <g bpi1 <g bp)Alim [a,—gby| =g 0 —

dr € Rx =g ligbn a, =R H}Ln b, ANVn.a, <g x <g b,.
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DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9 un modelo de RCA con (a, : n € N) = (qux : n,k € N), (b, : n € N) =
(q);, : n, k € N) sucesiones de reales tales que
M = Vn.a, <g li}Ln Tnant1 <r bpi1 <g by,

M E HTILH |an —R bn’ =R 0.

(1)2. ME (Vm,n.a,, <g b,) A (Vm,i.a,, <g ani) A (Ym,i.b, >r b,;).
(2)1. Sean m,n € N.
(2)2. ME Viay, <g ami-
DEMOSTRACION: Por I1%-induccién y ser <g transitiva.
(2)3. M E Vi.bm >z b
DEMOSTRACION: Por IT%-induccién y ser < transitiva.
(2)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por casos. Si 9t F m < n, sabemos que existe r € N tal que
M E m+r =n, por tanto usando (1)1 y (2)2 obtenemos:

ME ay, <p Am+4r = An <R bn-
El caso 9 F m > n es andlogo, usando ahora (1)1 y (2)3.
(1)3. MEVEIn > k + 2./qnn —g d,| <o 27772

(2)1. Sea k € N.

(2)2. Existe m € N, tal que M F Vi.|Qmtim+i —0 Ampimpdl < 2752 +g 2707
DEMOSTRACION: Por (1)1 sabemos que 9 F ImVi.|a, i —r bmyi| <g 27573, es
decir, por definicion de <g, tenemos:

M = EImW,j.]qurm —Q q;n-i-i,j| SQ 27k73 +0 97+
Sea m que cumpla lo anterior, basta con fijar j = m + ¢ para obtener lo pedido.
(2)3. Caso 1: SiMFm < k+4.
DEMOSTRACION: Cogemos n =k + 4 y por (2)2 (como MM E m < k + 4 se tiene que
ME Irm+r =k +4y se puede aplicar (2)2):
M E |t ajers =0 ierapra| o277 +0277° <o 2772
(2)4. Caso 2: SiMEmM >k + 4.

DEMOSTRACION: Cogemos n = m, y por (2)2
M= ’qm,m —Q q;7m| SQ 2_k_3 +Q 2—m+1 SQ 2—k—3 +Q 2—k—3 =0 2—k—2'

(2)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: (2)3 y (2)4 cubren todas las posibilidades.

(1)4. Existe x = (Qe) £x) : k£ € N) donde £(k) = pn.n > k4 2 A |Gy —g Q| <@ 27572
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DEMOSTRACION: f existe gracias a minimizacién y a (1)3, x existe por composicion de
funciones.

(1)5. MEx e R.

(2)1. MEx € QN
DEMOSTRACION: Por (1)4.

(2)2. M E VE, i.|Qew) £6) —0 De(k+i) £ <o 275
(3)1. Sean k,i € N.
(3)2. M E [de(a).£00 —0 et et | <o [Aeo,£00 —0 Deeri),fa0 | 0 27572
DEMOSTRACION:
ME |01f(k) k) —QUf (k+i),f k+1)| =Q |Qf K),f (k) ~QUf (k+i),f (k) TQUf (k-+i),f (k) ~QUf (k+i) f(k+1)| <o
| Qe 1), £ (1) — QU (k+1),£ (k) | 0| A (1e-+1),£ (1) — QA (1), £ (1e+1) | <<% |t 200 — 0 (e th) £ 00| 02T <q

|Ae(),£(k) —Q D (ieti).f (k)| +q 2
usando que M F agy) € R en la penidltima desigualdad (ademés de que f es no
decreciente por (1>4) y que M E f(k) > k + 2 por (1)4 en la dltima desigualdad.

(3)3. Caso 1: |de().£00) —Q Af(eti) £ =0 (k) £(k) —Q e (eti).£(k)
DEMOSTRACION: Como por (1 )2 im F agk) <r af@k+i), POIr tanto
M E A £) <0 qf(k+1), (1) + 27T

Se deduce entonces que

M E (), £(k) — QU (k+i),£ (k) <Q Af(k+i).f(k)T02

Juntando esta cota a la de (3)2 nos queda
M E |deao) 00 —0 eeri) feri)] <o 2 % '+ 2 X2 <g2 ¥ g27F =g 27K

—f(k)+1 —f(k)+1 <q 9—k-1

—QUf(k+i),f(k) =Q 2

(3)4. Caso 2: |ge(),£(c) —Q e ke+i)f(k)| =Q Af(k+i),£00) —Q e (k) £(k)-
DEMOSTRACION: Como por (1)2 9 F aguciy <r bg), por tanto
M F degeri) e <0 e 0 T 2ACARS
Usando (1)4 se deduce que
M E dp o), e00 —Q i), £00) =0 |9ec).£00) —Q (k). £()] <0
Con las dos desigualdades anteriores obtenemos

9 k=2

M E ety £ —0 e £ <0 Deqio) £(k) T0 275 g Qe pae) <@ 2 N P 4@ 27K
Juntando esta cota a la de (3)2 nos queda
M E |dew).e00 —0 Deeri) e <o 2752 027 +g 27 =g 27X
(3)5. Q.E.D.
Gracias a que (3)3 y (3)4 cubren todos los casos.
(2)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)1 y (2)2.
(1)6. M F x =g lim, a,, =g lim, b, A Vn.a, <g x <g b,.

(2)1. MEVn.x <g b,.

(3)1. Es lo mismo que que M F Vn, k.Qew) k) <o i +0 2—k+1
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(3)2. Sean n,k € N.
(3)3. M F deao.£00 <0 Uppa) @ 27°

DEMOSTRACION: Como por (1)2 M E agu) <g by implica que

M F dro).£00) <0 Un ) T 2~ f0H < £ 0 27k,
DEMOSTRACION: Usando (3)3 obtenemos:
M E Aro.£00 < Do + 27 <o dpye +275H

(3)5. Caso 2: Si M F dy, ¢4 >0 Ank-

DEMOSTRACION: Como 9 E b, € R tenemos que

ME qil,f(k) —Q q;,k —Q ’q;,f(k) —Q q;,k’ <Q Q_ka
y aplicando la desigualdad a (3)4 obtenemos
M E Qe £ <O Dngo + 27 <o dnge 02 +0 2% =g dlyy +0 275
(3)6. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Gracias a que (3)4 y (3)5 cubren todos los casos.
(2)2. MEVn.a, <g x
(3)1. Basta probar que M EVn, k.qnr <g dek)£k) +0 Q—k+1,
(3)2. Sean n,k € N.
(3

13- ME dnta) <0 i) e T 27k
DEMOSTRACION: Gracias a ( )2 M E a, <g bgn y por tanto

ME dnra0 <0 e T2 27 fll)+1 S@ Qe ra0 T0 27
(3)4. ME Qe rao T 27" <Q de(i),£(0) +0 276

DEMOSTRACION: Si M F q ) rae) S0 dr(k) f(k), entonces es trivial.
Si no, M F q;(k),f(k) >0 Gek)fk) Y por (1)4 M F ‘(ﬁ(k) (k) —Q df(k el <o
27572 pero M Qo) £ —0 Af0).£) | =@ Do) £0) —Q A (k) £(k)» asi que usando la

desigualdad anterior y (3)3 llegamos a lo pedido.

(3)5. Caso 1: Si M F dnx <@ Unfk)-
DEMOSTRACION: Usando (3)3 y (3)4 tenemos:
M FE Aok <0 Anfe) <o ek £ 0 275 <o drao.ra) o 275
(3)6. Caso 2: Si M F dnk >q Un,f(k)-
DEMOSTRACION: Como 9 F a, € R tenemos que

M E dnk —0 Un,f(k) =0 |Ank —0 An.fx)| <o 27K,
es decir
M F dnk <o Anfr) +0 2 %
Uniendo esa igualdad a la que queda de unir las de (3)3 y (3)4 (sumando 27¥ a
cada lado) obtenemos:

M E dnk <g Anfao T0 27 <o Arao.ra0 +o 27 0 27 =g arao.ra0 o 27



72 RCA,

(3)7. Q.E.D.
Gracias a que (3)5 y (3)6 cubren todos los casos.

(2)3. M E Vn.a, <g x <g b,.
DEMOSTRACION: Por (2)2 y (2)1.
(2)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Sea € € p(N) con M E € € RA e > 0. Por (1)1 existe n tal que
M E Vi.|an+z~ —R bn+i| <R €.

Pero como por (2)3 para cualquier i se tendra que 9 F a,,; < x < by, en particular
M F |anti—rX|+r|bnri—rX| =r X—RrAn4i+rPuti—rX =g bnyi—ranti =r [bPnii—raAn4yi| <r €
Asi

ME |anyi —» X| <g |anti —r X| +& [Pati —r X| <r €

ME [bnyi —rX| <r |anti —r X| +r [Pati —r X| <r €
Por tanto

M E (Ve > 0InVi.|x — anyi| < €) A (Ve > 0InVi.|x — byy| <€),

como queriamos.

(1)7. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Juntando (1)5 y (1)6.

Usando la completitud en intervalos encajados, podemos probar que R no es numerable,
en el sentido de que dada una sucesion de reales, existe un real que no pertenece a la
sucesion. La forma de demostrarlo es una especie de diagonalizacion, dada la sucesion
de reales (z, : n € N) podemos la de los racionales que la define (g, : n,m € N) y
ahora para cada n definimos usando recursién unos intervalos (encajado en los anteriores)
que (cogiendo una aproximacién racional suficientemente buena para estar en ¥, ya que
comparar reales se nos va a %} o a I1{) no contenga a z,.

Teorema 2.77 (R no es numerable).
RCA FV{(z, :n € N) € Ry € RVn.z,, #g ¥.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sean 9 un modelo de RCAy vy (x, : n € N) = (qux : n,k € N) € p(N) tal que
ME (x,:neN)eRN.

(1)2. Existe ((a,, b,) :n € N) € p(N) tal que
ME ((an,b,) :neN)eN— QxQA (ag,bg) = (0,1)A
V. (Qn2nts <o (an +o bn)/2 = (ani1, bui1) = ((@n +¢ 3bn) /4, by))A
(qn,2n+3 >Q (an +o bn)/2 - (anJrla bn+1) = (ana (33% +Q bn)/4)) :
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DEMOSTRACION: La existencia se tiene por recursiéon y a que al cambiar los reales por
aproximaciones con racionales estamos en férmulas 3.

(1)3. M E lim,, |a, —g bn| == 0.
(2)1. Definimos p[n] := |a, —g b,| =¢ 272"
(2)2. ME ¢[0)].
DEMOSTRACION: Sale directamente de la definicion en (1)2.
(2)3. ME Vn.p[n] — pln+1].

DEMOSTRACION: Sea n € n € N tal que M F |a, —g bn| =¢ 272". Por casos, si
M E gnonts <o (an + bn)/2, entonces

M F |ani1 —q bny1] =¢ [(@n +q 3bn)/4 —¢ bu| =¢ |(an —q bn)/4| =¢

|(an —g bn)|/4 =¢ 2777272 =g 27201,
El caso M E M E qnants >o (an + bn)/2 es andlogo.
<2>4 M E Vn\an —Q bn‘ =Q 272n,

DEMOSTRACION: Sale por YL)-IND en la férmula ¢[n] donde (2)2 es el caso base y
(2)3 es el paso inductivo.

(2)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Sale directamente de (2)4.

(1)4. Existey € p(N) tal que M Ey € RAy =g lim, a,, =g lim,, b, AVn.a, <g y <g b,.
DEMOSTRACION: Del lema 2.76 usando (1)3 y verificando
M E Vn.a, <g an+1 <q bn+1 <g by,
lo cual es facil por su definicién en (1)2.
(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Sea n € N arbitrario, por casos. Si MM F qnonts <o %(an + by),
entonces

1
M = Xn SR i(an +Q bn) +Q 2—2n—3 <R An+1 S]R y.
Si M FE gnonts >0 %(an + b,), entonces
1
M E Xy >R i(an +gbn) =02 ™ >g bay >R Y.

Por tanto se deduce que M F x, #r y.
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2.10.4. El teorema de categorias de Baire en RCA,

Como ya hemos explicado anteriormente, la teoria RCA( se usa tipicamente como teoria
base para obtener resultados de Matematica Inversa. Esto es, para calibrar cémo de fuerte
es un cierto teorema de las matematicas ordinarias, A, (o mejor, su formalizacién en el
lenguaje de la aritmética se segundo orden) se considera un cierto principio de existen-
cia en la aritmética de segundo orden, ®, y se ha de probar que: i) ® implica A, y ii)
RCA( +A implica ®. La investigacién en Matematica Inversa ha puesto de manifiesto que
RCA| es una teoria adecuada para este propdsito: por una parte, es suficientemente débil
como para ser una teoria base y, por otra parte, permite ciertos métodos de razonamiento
basicos (X{-induccién, recrsiéon primitiva, ... ).

A pesar de que este es su uso principal, cabe destacar que existen ciertos teoremas impor-
tantes de las matematicas ordinarias que ya son demostrables en la propia teoria RCA,.
Cerraremos el presente capitulo con un ejemplo de ello: el teorema de categorias de Baire.

Veamos que RCA| es suficiente para demostrar el teorema de categorias de Baire en R¥:
esto es, toda familia numerable de abiertos densos de R¥ tiene interseccién no vacia. Para
demostrarlo, necesitamos antes algunas definiciones.

Definicién 2.28 (R*). Definimos

fERF:=f:{0,....k—1} xN—QAVn < k.(f), €R.

En ese caso diremos que f es un punto de R*. Usaremos notaciones como {(x, : n < k)
o (xg,...,Tx_1) para la sucesién finita de longitud k, f donde (f), = x,. Escribiremos

feRN:=3k.f e R~ [
Definicién 2.29 (Abiertos béasicos y abiertos de R*). Definimos
BASIC[’C, <CLO, bo, oy Q—1, bk,1>] = <CL0, bo, e, Qp—1, bk,1> € QQk AV < k.ai <Q bi,

decimos que {ag, by, - . ., ap_1,bp_1) es un (coédigo de un) abierto bésico de RE.

OPEN|k, U] :=Vu € U.BASIC[k, ul,

decimos que U es un abierto de R*. Si (x,...,x,) € R* y OPEN[k, U], definimos:

<{L‘0, ... ,l’k_1> el .= 3(@0,60, .. ,ak_l,bk_1> e UVi < k.a; < x; < b;.

Que un abierto sea denso:
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Definicién 2.30 (Abierto denso en R¥). Definimos
DENSE[k, U] := (OPEN|k, U|)AV(ag, bo, . - ., ag—1, bk—1).BASIC[k, (ag, by, . . ., ag—1, bp—1)] —

3<l‘0, ce ,ZEk_1> S Rk.<l‘0, . ,l‘k_1> S <6L0, bo,...,ap 1, bk_1> A <$0, R ,{L‘k_1> eU.

O
Notacién. Dados (ag, bo, . . ., ag—1,bk—1), {co, do, . . ., Ck—1, dr—1) abiertos basicos definimos:
(ag,bo, - .. ak_1,bp_1) < {co,do, - .., Ch_1,dp_1) :=Vi < k.a; < ¢; Nd; < b;.
Dados (ao, by, - - ., ag_1,bx_1) abierto basico y U un abierto definimos:
{ag, by, ... ,a5_1,b_1) < U :=3Ju € Ulag, by, ..., a5_1,bp_1) < u.
|

Por 1ltimo, antes del teorema tenemos que ver como se codifica en RCA, la sucesiones
de conjuntos. La idea es que una sucesion de conjuntos (U; : i € N) estara representada
por un conjunto U = {(i,j) | j € U;}. Para ello probamos el siguiente lema:

Lema 2.78. RCAy - VYUVEI'Y.Y = {(k,n) | (k,n) € U}. A este conjunto lo llamaremos
Us.

DEMOSTRACION: La existencia es por $)-COMP y la unicidad por la igualdad de con-
juntos. 0

Asi todo conjunto puede ser intepretado como una familia de conjuntos, pero cuando
tengamos en mente que un conjunto estd codificando a una familia de conjuntos sera
habitual en lugar de escribir U para el conjunto escribirlo como (U; : i € N) y U; serd el
1-ésimo miembro de la familia.

Finalmente podemos probar el teorema de categorias de Baire en RCA,.

Teorema 2.79 (Teorema de categorias de Baire).
RCA, - VYEY(U, : n € N).(Vn.DENSE[k, U,)]) — 3z € R*Vn.2 € U,,.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9 un modelo de RCA, y sea k € N, (U, : n € N) una sucesién de conjuntos
tal que 9 F Vn.DENSE[k, U,,].

(1)2. Definimos
(,0[717 <a0a bO) sy AK—1, bk—1>7 <CO7 dOv <oy Ck—1, dk—l)] =
BASIC[k, <CL0, bo, ..., ax_1, bk_1>] A\ BASIC[k, <C(), do,...,C_1, dk_1>]/\
(VZ <ka <cANd; < bz> A <Co,d0, R ,Ck_l,dk_1> <U,AVi < k’Cl —Q dZ’ <Q 27"
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(1)3. Existe 0(n, (ag, bo, - - -, @1, bx_1), (Cos doy - - -, Ck—1, dxc—1),7) € (X3)am tal que

ME @ < Ird.
DEMOSTRACION: Ya que ¢ € (X9)5*" cada una de las férmulas de las conjunciones
son (X salvo (co, do, . . ., ci—1, di—1) < Uy, que es (B9)m

(1)4. Existe (po,qo;---,Pk-1,qk-1) € N tal que
M = Basiclk, (po, o, - - -, Pk—1, Ak—1)]A(Po, do; - - -, Pk—1, k1) < UpAVi < k.|pi—qai| <g 1.

DEMOSTRACION: Como Uj es denso serd no vécio, ahora podemos coger cualquier
bésico suyo y reducir los intervalos los (p;, q;) lo suficiente para que sean menores de 1.

(1)5. Existe una funcién f : N — Q% tal que

ME f(O) = <p07 0, - - -, Px—1, qk—1>
MEVnf(n+1) = prIu,rae = (u,r) AN0(n+ 1, st(f(n)), u,r).

DEMOSTRACION: La existencia es por recursion, y que la funcén que da el minimo esté
bien definida se tiene gracias a la densidad de los U,, (y a la densidad de Q en R).

(1)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Basta aplicar la completitud para intervalos encajados para cada
1 < k usando la sucesién de intervalos que nos da f. Asi que tendremos unos reales x;
tal que (X, ...,Xk_1) pertenecerd a todos los U,, por (1)5.

O

2.11. Resultados adicionales de RCA,.

A titulo informativo, cerramos este capitulo enunciando otros teoremas importantes que
son demostrables en nuestra teorfa base RCAj. Omitimos los detalles (en particular,
habria que desarrollar un inmenso trabajo de codificaion en el lenguaje de la aritmética
de los objetos mateméticos correspondientes) y remitimos al lector al capitulo IT del libro
de Simpson [8] para méas informacién al respecto.

Teorema 2.80. Los siguientes teoremas son demostrables en RCAy.

1. (El teorema del valor intermedio) Si ¢(x) es continua en el intervalo unidad
0<z<1yo¢(0) <0< (1), entonces eziste x tal que 0 <z <1 y ¢p(x) = 0.

2. (El teorema de extension de Tietze) Sea X un espacio métrico completamente
separable. Dado (el cédigo de) un cerrado C C X y (el cédigo de) una funcion
continua f : C — [—1,1], es posible dar de manera efectiva (el codigo de) una
funcion continua g : X — [—1,1] tal que f(x) = g(x) para todo x € C.
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3. (Existencia del cierre algebraico de un cuerpo) Todo cuerpo numerable K
tiene un cierre algebraico.

4. (Adecuacion de la légica de primer orden) Si X es un conjunto de formulas
cerradas y eziste un modelo numerable M tal que M(o) = 1 para toda 0 € X,
entonces X es consistente.

5. (Completitud débil de la légica de primer orden) Si X es un conjunto de
formulas cerradas consistente y completo, entonces existe un modelo numerable M
tal que M (o) =1 para toda o € X.
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Capitulo 3

WKL

En este capitulo estudiaremos el segundo de los subsistemas de la aritmética de segundo
orden que abordaremos en este trabajo, la teoria WKL concida como Lema Débil de
Koning ( Weak Koning Lemma). Dicha teoria fue introducida por Friedman [1] y la prin-
cipal motivacién para su consideracién fue precisamente una cuestion del programa de la
Matematica Inversa: la existencia de importantes teoremas de la matemaéatica del dia a
dia cuya potencia logica se situaba estrictamente entre la teoria base RCA y la teoria
dada por el esquema de X{-comprension ACA,. De hecho, la posterior investigacién en
este campo ha puesto de manifiesto la relevancia de la teoria WKL y muchos teoremas
importantes de la matematica ordinaria han resultado ser exactamente equivalentes a este
principio combinatorio (véase el final de capitulo para mas informacién al respecto).

La teoria WKL consiste en anadir a RCAj el lema débil de Koénig como axioma. Dicho
resultado habla sobre arboles binarios, asi que lo primero sera ver como se codifican los
arboles en RCA,.

Recordemos que N<N denota el conjunto de (los codigos de) sucesiones finitas. Ademés,
variables numéricas del tipo o, 7 se supondran que denotaran sucesiones finitas. Un arbol
T sera un conjunto de sucesiones finitas tal que cualquier segmento inicial de una sucesion
finita o € T también estd en T'. Una rama o camino de T sera una funciéon f : N — N tal
que para todo k € N se tiene el segmento inicial f[k] = (f(0), f(1),..., f(k—1)) pertenece
a T. Mas formalmente:

Definicién 3.1. (Arboles y caminos)

TREE|T] =T CNINAVo, 70 e NNANg CrATEeT w0 €eT.

PatH[p,T] :=p: N — NAVn.p[n] € T.
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Notacién. Usaremos la notaciéon 2<N := {0, 1}<N y 2V .= {0, 1}V, [

Finalmente, WKL, serd RCA, mas el axioma que expresa que “todo arbol binario (i.e.
T C 2<V) infinito tiene una rama”. El concepto de arbol binario no debe confundirse con
el de arbol 2-Ario, que quiere decir que todo nodo tiene a lo sumo 2 sucesores, pero que
no tienen por qué ser 0 o 1 como en el caso del binario.

Definicién 3.2. (La teoria WKL) Definimos el subsistema WKL como:

WKL = RCA¢+VT.TREE(T) AT C 2<% A INFSET(T') — 3p.PatH[p, T7.
|

Como ya hemos mencionado, esta teoria desempena un papel muy relevante para el estudio
de la Matematica Inversa. Ademas, en el capitulo 6 de la presente memoria, veremos que
también estd estrechamente relacionada con el programa de Hilbert y los fundamentos de
las Matematicas.

3.1. X{-SEP

En primer lugar veremos que WKL es equivalente sobre RCAq al principio de 2} sepa-
racion, que introducimos justo a continuacién.

Definicién 3.3 (I'-separacién). Sea I' C Form. Definimos el conjunto de axiomas de
separaciéon en I', denotado I'-SEP, como el conjunto de las formulas:

(=3In.po{n} A p1{n}) — IXVn.(po{n} - n € X) A (p1{n} - n & X),

donde n € Vary, X € Varc y go{n}, p1{n} €I tal que X € Vl(po{n}) U Vl(p1{n}). N

Veamos la primera direcciéon de la mencionada equivalencia.

Lema 3.1. WKL, - X{-SEP.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de WKLy y po{n},o1{n} € X9 tal que X ¢ Vl(pg{n}) U

VI(gi{n}). Sean {11, ..., 1n} = (VI(go{n}) U VI(¢:{n})) \ {n}
(1)2. Sea ¢ := (—=3n.po{n} N p1{n}) — IXVn.(po{n} = n € X) A (p1{n} = n & X).

(1)3. VI(v) ={v1,..., v}

DEMOSTRACION: Por definiciéon de variable libre.
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(1)4. Sean vy, ..., v, € NUp(N), denotamos po[n] := @oln, v, ..., vy p1[n] .= o1[n, v, ... 0.
Entonces

P =Yy, .., v = (0Inpe[n]Api[n]) = AXVYn.(poln] = n € X)A(p1[n] = n & X)
y es suficiente probar que 91 F 1.

DEMOSTRACION: La igualdad es por definicién de sustitucién y que sea suficiente es
por el teorema de completitud.

(1)5. Supongamos que MM E =3In.pg[n| A ¢1[n].

(1)6. Para i = 0,1 existen 6;(m,n) € (X9)a tales que ;[n] = Im.0;(m,n).
DEMOSTRACION: Por (1)1 p;{n} € XY, por tanto p;[n] € (X9)gn, de donde se obtiene
lo pedido.

(1)7. Existe T € p(N) tal que

MET = {t|tec2NAVm,n <1h(t).(0(m,n) = t(n) = A6 (m,n) — t(n) = 0)}.

DEMOSTRACION: Por %)-COMP.

(1)8. M E TrEE[T].

DEMOSTRACION: Trivial por la definicién de TREE.

(1)9. Mt E INFSET[T].

(2)1. ME3Ir € 2N Ih(r) =0AT € T.
DEMOSTRACION: Es claro que 9 E () € T.
(2)2. MEVR.(Ar € 2N Ih(r)=nATeT) - 3re2NIh(r)=n+1AT€T).

DEMOSTRACION: Sean n, T € N tal que 9 E lh(7) = n A 7 € T. Distingamos casos
sobre si M E p;[n + 1].
SiME pon+ 1] y M ¢1[n + 1], entonces M E 77(0) € T/\T (1) e T.
SiME @on+ 1] y ME ¢1[n + 1], entonces M E 77(1) €
Si M po[n+ 1] y ME ¢1[n + 1], entonces M E 7 7(0) €
El caso M E ¢go[n+ 1] y M FE ¢1[n + 1] es imposible por <1>5.
(2)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por Y9-IND aplicada a (2)1 y (2)2 tenemos que 9 E Vnir €
2<N1h(r) =n AT €T, lo cual demuestra que 9 F INFSET|T].

(1)10. Existe g: N — {0, 1} tal que 9t F PaTH|g, T].
DEMOSTRACION: Por el lema débil de Konig y (1)8, (1)9.

(1)11. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por ¥)-COMP existe X € p(N) tal que
MEX={n|gh)=1}
Es claro que tal X cumple lo pedido.
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Y finalmente la otra direccién de la equivalencia.

Lema 3.2. RCAy+X0-SEP - WKL, .

(1)1. Sean 9t un modelo de RCA( +X9-SEP y T € p(N) tal que
M E T C 2N A TREE[T] A INFSET[T).

(1)2. Definimos
On,o] :=3r € 2N Ih(r)=nATE€TAT D0,
plo,i] .= In.bn,o (@) A =0[n,o (1 —3)].
(1)3. ¢lo,d] € (B -

(2)1. Definimos
O'n,o,c]:=3r<cte2Alh(r)=nAT€TAT Do,
¢'lo,4] :==Fe,n.b'[n, 0" {(i), ] A =0'[n, o (1 — i), c].
(2)2. 0" € ()™ y por tanto ¢ € (B9,
(2)3. ME '[o,i] — ¢lo,i].
DEMOSTRACION: Basta con olvidarse de la cota c.
(2)4. ME plo,i] — ¢'[o,i].
DEMOSTRACION: Sean o,% € N arbitrarios y supongamos que 9 E ¢lo,i]. Sea
entonces n € N tal que M F On,o " (i)] A =0[n,o (1 — i)]. Como {0,1}™ es un
conjunto finito sea ¢ = {0,1}" (el cédigo de dicho conjunto). Como pertenecer al

conjunto finito implica ser menor que su c6digo, tenemos que M F O'[n, o (i), c| A
—0'n,o (1 —1i),c|]yasi ME ¢'[o,1].

(2)5. Q.E.D.

(1Yd. M E —Jo.p|o, 0] A ¢[o, 1].
DEMOSTRACION: Trivial por la definicién de ¢.

(1)5. M E (=Fo.¢[o,0] A po,1]) = IXVo.(¢[0,0] = 0 € X) A (¢[o,1] = 0 € X).
DEMOSTRACION: Por X9-SEP.

(1)6. Existe X tal que M E Vo.(p[o,0] = 0 € X) A (¢[o, 1] — o € X).

DEMOSTRACION: Por (1)4 y (1)5.

(1)7. Existe (o : k € N) : N — 2N tal que
MEoy=()AVn.(op, € X = 0opr1 =0, () Ao, € X = 0,11 = 0, (0)).

DEMOSTRACION: Por recursién primitiva.
(1)8. Vk,n.or C Ogin.

DEMOSTRACION: Por X)-IND en n.
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(1)9. 9M E Vk.1h(oy,) = k.

DEMOSTRACION: Es una L3-IND sencilla.

(1)10. M E VnVk < n.O[n, oyl
(2)1. Sea n € N, definimos
Y[k] :== Vk < n.f[n, oyl

(2)2. M E [0].
DEMOSTRACION: Basta ver que 9 F 0[n, o], lo cual es cierto ya que 9t F INFSET[T.

(2)3. M EVEYIK] — [k + 1].
DEMOSTRACION: Sea k € N tal que 9 E ¢ [k]. Pordemos asumir que 9 F k < n,
ya que si no M F k+ 1 > n y el resultado se sigue trivialmente. Como M F
On,ox] y M E k < n se tiene que M F On, o, ~(0)] V d[n, ok ~(1)], ademas si
M E O[n, ok ~(0)] A fO[n, ok~ (1)] entonces es claro que M F O[n, oy1] pues M F
ori1 = ok (0) Vo1 = o " (1). SiM E —0[n, oy ~(0)], entonces M E O[n, oy ~(1)],
por tanto M E ploy, 1], y asi M E o ¢ X. Eso quiere decir que M F o1 = oy ~(1),
y por tanto MM E O[n, oy41]. El caso M E —0[n, o ~(1)] es andlogo.

(2)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por Y3-IND siendo (2)2 el caso base y (2)3 el paso inductivo.

(1)11. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por ¥)-COMP tenemos la existencia de un f tal que 9 & Vi.f(i) =
o+1(i). Por (1)8 y (1)10 se tendra que 9t F PATHIf, T, como queriamos.

Finalmente lo unimos todo en un solo teorema.

Teorema 3.3. En RCAq se demuestran equivalentes:

1. WKL.
2. Y0-SEP.

3. Vf,g: N— NINY[f] A INY[g] A (Vm,n.f(m) # g(n)) —
AXVm.f(m) € X Ag(m) € X.

DEMOSTRACION: La equivalencia de 1. y 2. se tiene por los lemas 3.1 y 3.2. La de 2. y 3.
se obtiene facilmente por el lema 2.58. O
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La anterior equivalencia es una reformulacién muy 1til para trabajar con WKILj. Ademas,
también nos servird mas adelante, cuando veamos la relacion del programa de Hilbert con

WKL,

3.2. Heine-Borel en [0, 1]

En esta seccién damos con detalle la prueba de un resultado tipico de la matematica
inversa de WKLjy: la teorfa WKL es equivalente al teorema de Heine-Borel para [0, 1] C
R sobre RCAq. Esto es, al principio que declara que todo recubrimiento de [0, 1] por
abiertos basicos tiene un subrecubrimiento finito.

Lo primero es demostrar algunos lemas auxiliares en RCAg. En particular, vamos a pro-
bar que sobre las sucesiones finitas (que no necesariamente son sucesiones finitas en la
metateoria ZF'C') se puede iterar una funcién binaria.

Lema 3.4.
RCAyFVg:NxN— NVno3'f: NV - N.

F(0) =no AVs € NSWn.f(s(n) = g(f(s),n).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA( y g € p(N),ny € N tales que MFg: Nx N — N.

(1)2. Existencia

(2)1. Existe h € p(N) tal que
MEDh:Nx N — NA (Vs € NV h(0,5) = ng)A

(Vs € NNi.(i < 1h(s) — h(i+1, s) = g(h(4,s),5(1)))A(i > lh(s) = h(i+1,s) = 0)).

DEMOSTRACION: Existen los conjuntos hg, h; € p(N) tales que

MEhy: N— NAVs.h(s) =n,.
M E h; : N° — N AVacum, i, s.(s € NV vi > 1h(s) — hy(acum,i,s) = 0)A
(s € NN A4 < Ih(s) = hy(acum, i, s) = g(acum, s(i))).
Ambas funciones se definen por X5-COMP. La recursiéon primitiva nos da la exis-
tencia de una funcién h’ : N x N — N, la restriccién de esa funciéon a N x N<N es la
funcién buscada.

(2)2. M E YnVs € NN h(lh(s),s " (n)) = h(lh(s), s).
DEMOSTRACION: Gracias a II?-IND se obtiene que
M E VkVnVs € NN, Ih(s) = k — h(lh(s),s " (n)) = h(lh(s), s).
El resultado es consecuencia de esto.

(2)3. Q.E.D.
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DEMOSTRACION: Finalmente, por composicién de funciones, existe la funcion f :
N<N — N tal que

MEf =ho (lhxid) o (diag | N<V).
Se comprueba sin dificultad que cumple las propiedades, usando (2)2.

(1)3. Unicidad

DEMOSTRACION: Sean fy,f, : N — N que cumplen lo pedido. Por TI%-IND se
cumple que:

M E VkVs € NN 1h(s) = k — fi(s) = fy(s).
Por tanto se tiene la unicidad.

Como corolario, podemos particularizar un poco los conjuntos donde se hacen las defini-
ciones.

Corolario 3.5.
RCAGFVYX,YVg: Y x X — YVyo e YI'f: XN — V.

F() =y AVs € XWn € X.f(s™(n) = g(f(s).n).

DEMOSTRACION: La idea es extender la funcién g a todo N x N, ddndole el valor 0 a los
elementos fuera de Y x X. Entonces usamos el lema anterior para probar la existencia de
un ' : N¥ — N y ese lo restringimos a X<V, O

Finalmente con este resultado podemos definir la suma de una sucesion finita de racionales
y el minimo de una sucesién finita de racionales (y, por tanto, de un conjunto finito de
racionales, ya que como vimos anteriormente todo conjunto finito tiene una sucesion finita
que lo enumera).

Corolario 3.6.

RCAyF3'f: Q<" — Q.f(()) =g 0A Vs € Q<"Vg € Q.f(s " (q)) =g f(s) +a ¢
A esta funcidn la llamaremos 3 q.

Notacién. Dada (p; : i < k) € Q<N serd habitual denotar

Z((pZ 1< k)) = Zpi.

Q i<k

Se entendera que hablamos de suma de racionales por ser la sucesion de racionales. W
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Corolario 3.7.
RCAoF3'f: Q<" {()} — Q.(v¢ € Q.f({g)) =0 )AVs € Q=g € Q.f(s"(9)) =q min(f(s), q).

A esa funcion la llamamos ming.

DEMOSTRACION: Gracias al colorario 3.5, fijado q € Q podemos definir ming(q, s) que
dada la sucesién vacia devuelve q y si la sucesiéon no es vacia itera la funcion minimo.
Claramente dada s € Q<N no vacfa tenemos que ming(s(0), s) es el minimo de la sucesion.
Esto justifica que el siguiente conjunto, que existe por 25-COMP,

f={(s,n)|s€ QN As#()A(Fi<Ih(s).s(i) =n) A (Vi <1h(s).n <g s(i)},
define una funcion. 0

Corolario 3.8. RCA( I Vs € Q<"Vi < lh(s). ming(s) < s(i).

DEMOSTRACION: Por IT9-IND en la longitud de s. O

Los corolarios anteriores se pueden reproducir de manera analoga para obtener la funcion
maxg, que aplicada a una sucesion finita de racionales nos devuelva su maximo.

Ahora definimos la codificacién del teorema Heine-Borel [0, 1] en RCA,. También intro-
ducimos una versién para el caso cuando los intervalos del recubrimiento son racionales,
pues nos servira luego en la demostracion.

Definicién 3.4 (Heine-Borel ). Definimos:

HEINE-BOREL :=V(c; : i € N), (d; : i € N) e RY.(Vz e RO <gp 2 <g 1 — Ji.c; <p = <g d;) —

dnVer e RO<pxz <gl—Ji<n.c <pzx<pd.

HEINE-BORELQ :=V(¢; ;i € N),(d; :i e N) e QV.(Vz e RO <p 2 <p 1 = Fi.c; <p = <g d;) —
dnVer e RO<gpax <gl— Ji<nc <px<pd.

Veamos en primer lugar una prueba del hecho de que WKL demuestra Heine-Borel. El
truco va a ser probarlo primero para el caso en el que los intervalos son de extremos
racionales, para asi poder manejarlos mejor (recordemos que los racionales son nimeros,
mientras que los reales son conjuntos). Después se observa que, gracias a la densidad de
Q en R, basta con el caso racional para probar el real.
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Lema 3.9. WKL, - HEINE-BOREL.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de WKLy.

(1)2. Mt F HEINE-BORELQ.
(2)1. Sean (c; : i € N),(d; : i € N) € Q" cualesquiera tal que
MEVe e RO<gpx <gl— TJic; <gpz <g d,.
(2)2. Existen funciones a,, b, : 2<% — Q tales que:

as = Z ;z(—ll-)l

i<lh(s)

1
b, = a, +o m
Intuitivamente le estamos asignando a cada s un intervalo (as, by) tal que (como
veremos en el siguiente paso) tomando todos los s de una misma longitud, obte-
nemos intervalos de la misma longitud que recubren [0, 1] y, ademaés, al terminar

un intervalo comienza otro.
(2)3. MEVz e R(0<gx <g 1) —Vnis €{0,1}".a, <g z <g bs.
(3)1. Existe sig € p(N) tal que
M E sig : 2°N — 2<NAsig(()) = ()Asig(s ~(0)) = s (1) Asig(s " (1)) = sig(s) ~(0).
Es decir, si vemos cada s como el intervalo (as, bg), sig(s) nos dara el intervalo
de la misma longitud que empieza donde acaba s, volviendo al primero si s es
el intervalo més a la derecha.
DEMOSTRACION: Por recursién primitiva.
(3)2. M EVnVs € {0,1}".sig(s) € {0,1}"
DEMOSTRACION: Por TI{-IND.
(3)3. M E VnVs € {0,1}".b; #g 1 = by = agg (i.e. el siguiente empieza donde
acaba el anterior, siempre que no estemos en el tltimo).
DEMOSTRACION: Se obtiene por IIY-IND en n. En el paso inductivo, cuando es-

temos con s~ (1) serd necesario usar que M F Vs.a, = a,~) A by = by, lo cual
se deduce directamente de la definicion.

(3)4. Seax € p(N) tal que MEXx e RAO<gx<glyneN.
(3)5. M E FINSET[{0, 1}"], sea k su cota superior.
DEMOSTRACION: Por lema 2.52.
(3)6. Existe Y € p(N) tal que MEY ={s|se€ {0,1}" Na, <g X} # @.
DEMOSTRACION: Por $Y-BCOMP, se tiene la existencia de
MEZ={s|s<kAsec{0,1}" Na; >r x}
y entonces por 29-COMP existe Y tal que
MEY ={0,1}"\ Z.
Es facil ver que ese Y es el buscado y que gracias la hipdtesis de (3)4
ME0,...,0) €Y.
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(3)7. Existe s € Y tal que ME Vs € Y.a, <g as.
DEMOSTRACION: Como MM EY C {0,1}" y este tltimo es finito, tenemos que Y
también lo sera, asi que por el corolario 2.56 tendremos una sucesién finita con
todos sus elementos. Por ser finita, tenemos que existe s tal que ag sea el maximo
de la sucesién.

(3)8. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Veamos que MM E ag <g x <g bs. Por (3)7 se tiene que M F
as <g x. Supongamos que M F by <g x, entonces por (3)4 se tiene que M F by #g
1y por tanto por (3)3 M E bg = agig(s). Pero entonces M F aggs) = bs <p X y por
(3)2 M E sig(s) € {0,1}", por tanto M F sig(s) € Y. Asi M F agig(s) = bs >q as,
absurdo por (3)7.
(2)4. Existe T € p(N) tal que
MEVs.s €T (s€2NA=3i <lh(s).c; <g as <g bs <g dy),
y ademds MM F T C 2<N A TREE[T].
DEMOSTRACION: La existencia se tiene por L3-COMP y las propiedades salen di-
rectamente de su definicién.
(2)5. M E —Ip.PaTHp, T].
(3)1. Supongamos lo contrario, sea f € p(N) tal que 9t F PATHIf, T).
(3)2. Sabemos que existe x € p(N) tal que
MExeRAX =R HTILH af[n] =R HTILH bf[n] N Vn.af[n} SR X S]R bf[n}
DEMOSTRACION: Por la completitud de intervalos encajados (i.e. el teorema 2.76).
(3)3. Existe i € N tal que M F ¢; <g x <g d;.
DEMOSTRACION: Por el paso (2)1.
(3)4. Existe n tal que M F ¢; <g agm) <g brm) <o di-
DEMOSTRACION: Por (3)2 sabemos que MM F x = lim,, ag,) = lim,, bgp,, asi que
podemos buscar un intervalo tan cercano como se quiera.
(3)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por (3)4 llegamos a un absurdo, pues 9t E f[n] ¢ T, pero por
(3)1 se tiene que M F PaTHIf, T).
(2)6. 9 F FIN1TE[T).
DEMOSTRACION: Usando (2)4, (2)5 y el lema débil de Konig.

(2)7. Existe n € N tal que M E Vs € T.1h(s) < n.

DEMOSTRACION: Por (2)6 existe un 1 tal que 9t E Vs € T.s < 1, como M F Vs €
N<N.1h(s) < s, obtenemos lo pedido.

(2)8. Q.ED.

DEMOSTRACION: Por (2)7 tenemos que ninguna rama de longitud n pertenecerd a
T, por tanto M F Vs € 2<N.1h(s) = n — Ji < n.¢; <g a, <g by <g d;. Ahora
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dado x tal que M F 0 <p x <g 1, por (2)3 tenemos que existe s € 2<N tal que
M E lh(s) = n Aas <g x <g bg, por tanto juntado con lo anterior tenemos que
ME F < n.c; <g x <r d;, como queriamos.

(1)3. Sean (c; : i € N),(d; : i € N) € RN cualesquiera tal que
MEVE e RO<pax<gl— di.c; <gx <pd,.

(1)4. Definimos la féormula ¢[g, 7] :=¢ € QAr € QA Ji.c; <g g <g 7 <gr d;.

(1)5. Existe una funciéon f : N — Q x Q tal que
MEVYg,rplg,r] < 35£0) = (¢,7)-

(2)1. Supongamos que existe X tal que 9t F FINSET[X] y
MEVnn € X+ (Fg,r <nn=I(q,r)Aeplgr]).

(2)2. Existe q € Q tal que M = Ir.(q,r) € X A -3¢ <@ qIr.(¢,r) € X.

DEMOSTRACION: Por ser X finito y gracias al lema 2.56, sabemos que existe una
sucesion finita que enumera sus elementos, luego nos quedamos con las primeras
coordenadas de esa sucesién y despties tomamos el minimo (en Q) de la sucesion.

(2)3. ME -IX.FINSET[X]ANX ={(q,7) | g€ QAT € QA pg,r]}.

DEMOSTRACION: Por (2)2 sear € Q y i € N tales que M E ¢; <g q <g r <g d;.
Como 9 F ¢; <g q, sabemos que tiene que existir q' € Q tal que M F ¢; <r q' <r q,
por tanto ME q' € Xy M E ¢’ <g q, absurdo. Como suponiendo (2)1 hemos llegado
a un absurdo, podemos concluir lo contrario.

(2)4. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Aplicando el lema 2.58 ya que ¢, < n.n = (q,7) A ¢[gq,r] es
equivalente a férmula en 2.

(1)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Podemos aplicar HEINE-BORELQ (probado en (1)2) a las sucesiones

(q; :i € N), (r; i € N) € Q. Eso nos da un n € N tal que
m#VIEROSRISRlﬁalquz <p T <R I;j.

Por (1)5 eso nos da que

m':VI'GROSRI'SR]_—)HZSNCZ <Rx<Rfi
(ya que (c;,d;) contiene a (q;,r;)).

Para probar la otra direcciéon, y asi la equivalencia, utilizaremos el conjunto de Cantor
C C [0,1]. Empezamos definiendo una funcién que asocia una sucesiéon de {0,1}" a
los extremos izquierdo y derecho de un intervalo del conjunto de Cantor en su n-ésima
iteracion.
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Definicién 3.5. RCA, demuestra la existencia de funciones LC,RC : 2<N — Q tales
que

25(1)
: il

LC(s) = >

i<lh(s

1
RC(s) = LC(s) +q FTOR

Veamos un par de propiedades importantes de las funciones LC y RC.
Lema 3.10. RCA( F Vt € 2<Ns C ¢. LO(s) <g LC(t) <g RC(t) <o RC(s).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de RCAj y s € N tal que M ks € 2N,
(1)2. Vt € 2Y. LC(t) <g RC(#).

DEMOSTRACION: Trivial por definicién.

(1)3. Definimos
oln] ==Vt € 2V 1h(t) =n As Ct — LO(s) <o LC(t) ARC(t) <g RC(s).
(1)d. M E »[0].
DEMOSTRACION: Sea t € 2N tal que MM E 1h(t) =0As C t, por tanto MFEs =t = ()
y el resultado se sigue trivialmente.
(1)5. M E Vn.p[n] — pln+ 1].
(2)1. Sea n € N tal que M F ¢[n].
(2)2. Sea t € 2V tal que METh(t) =n+1AsCt.
(2)3. Existen to € 2¥)i € {0,1} tal que M E t = to " (i).
DEMOSTRACION: Ya que I E 1h(t) # 0.
(2)4. Podemos suponer que M F s C t,.
DEMOSTRACION: En caso contrario 91 E s = t y se tendria el resultado trivialmente.
(2)5. M E LC(s) <g LC(ty) A RC(tg) <g RC(s).
DEMOSTRACION: Ya que como M E s C ty por (2)5 y M E ty = n podemos aplicar
M E p[n] para obtener lo pedido.
(2)6. M ELC(s) <g LC(tr ~(0)) ARC(tp ~(0)) <g RC(s).
DEMOSTRACION: Usando (2)5 tenemos que
M E LC(s) <g LC(tg) =g LC(to (0)).



3.2 Heine-Borel en [0, 1] 91

Y también . .
M = RC(to ~(0)) =g LC(to (0)) +o ErsEa LC(to) +q 3l S0

1

(2)7. MELC(s) <g LC(tp (1)) ARC(to (1)) <o RC(s).
DEMOSTRACION: Anélogo a (2)6.
(2)8. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Distinguiendo casos sobre el valor de i y gracias a (2)6 y (2)7.
(1)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por ITI{-IND en ¢[n], siendo (1)4 el caso base y (1)5 el paso inductivo,
obtenemos que M F Vn.p[n]. Sea s € 2V cualquiera tal que M E s C ¢, como M =
©[lh(s)] se cumple lo pedido.

O

Lema 3.11. RCAyF Vs, t € 2Ns Z t At € s — RC(s) <g LC(¢) V RC(t) <g LC(s).
(1)1. Sea M un modelo de RCAyy s, t € Ntales que M Es € 2NAt € 2NAs Z tAt € s.

(1)2. Supongamos sin pérdida de generalidad que 9t F 1h(s) < lh(t), el otro caso es
analogo cambiando los papeles de s y t.

(1)3. M E Ti < Th(s).s(i) # t(i).

DEMOSTRACION: En caso contrario 9t E Vi < lh(s).s(i) = t(i) y por tanto M E s C t,
absurdo por (1)1.

(1)4. Existe i € N tal que
MEi<Ih(s)As(i) #t(i) AT < i.i <1h(s) As(d) # t(4).

DEMOSTRACION: Aplicando X-MIN a (1)3.

(1)5. Sean s’ =s [ {0,...,i},t' =t [ {0,...,i}, entonces
M E RC(s") <g LC(t") V RC(t') <g LC(s).
DEMOSTRACION: Como por (1)1 ni s ni t son la cadena vacia (pues si no, una si estaria
contenida en la otra) tampoco lo seran s’ ni t’. Por tanto existen sy, ty, iy, i; tales que
M E s = s (ip) ANt/ =t (i1). Es mds, por (1)4 tenemos que M F s; = t, y que
M E iy # i1; es facil demostrar lo pedido distinguiendo casos en los valores de iy, i;.

(1)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (1)5 supongamos que 9 F RC(s") <g LC(t") (el otro caso es
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analogo). Notemos que M F s’ C sAt' C t, por tanto aplicando el lema 3.10 obtenemos
que:
M = RC(S) S@ RC(S/) <Q LC(t/) SQ LC(t)

Tomando el limite, es decir, un camino del arbol binario completo (o dicho de otro modo,
una funcién de N en {0, 1}) obtenemos los elementos del conjunto de Cantor.

Lema 3.12. RCAy - Vf € 283'z € RVn.LC(f[n]) <g = <g RC(f[n]). Llamaremos
Cantor(f) a tal real.

DEMOSTRACION: Por la completitud de intervalos encajados de R. U

La idea es que C' sea el conjunto de Cantor, aunque como es un conjunto de ntimeros reales
no sera realmente un conjunto. Eso no sera un problema, ya que podemos introducir una
formula que diga que un nimero real es de Cantor.

Definicién 3.6 (Conjunto de Cantor). Definimos z € C := 3f € 2.2 = Cantor(f).
|

Aunque sea facil ver con los lemas ya establecidos, el siguiente resultado es importante, y
es la base de la demostracién de la direccién que nos falta. Lo que nos dice es que (aunque
no haya una funcién en la teorfa que exprese esa correspondencia) hay una correspondencia
1 a 1 entre los nimeros de Cantor y los caminos del drbol binario completo (las sucesiones
de 0’s y 1’s).

Lema 3.13. RCA( F Vr € C3'f € 2V.x =g Cantor(f).

DEMOSTRACION: La existencia es por definicién, la unicidad es consecuencia del lema
3.11.
O

Otro resultado importante: si un ntimero real entre 0 y 1 no esté en el conjunto de Cantor,
entonces esta en uno de los conjuntos intermedios que se van eliminando en cada iteracion
del proceso de creacién del conjunto de Cantor. Pra esta demostracion probaremos el
contrareciproco, asi que crearemos una funcién f tal que z = Cantor(f). Para ello sera
necesario coger una aproximacion racional suficientemente buena (que dado el intervalo
que vamos a partir en 3 nos distinga si x esta en el intervalo de la izquierda o en el de
la derecha, no estard en el centro por hipétesis del contrareciproco) en cada paso, para
poder definir f por recursion, ya que si nos quedaramos en los racionales la férmula estaria
demasiado alto en la jerarquia aritmética.
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Lema 3.14.
RCAFVr e RO<pr <glAz&(C —

35 € 2N RC(s7(0)) <g # <g LC(s7(1)).

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de RCAg y x = (q, : n € N) € p(N) tal que
MEx e RAOD<pgx <pl

(1)2. Es suficiente probar que

M E (Vs € 2N x <g RC(s(0)) VLC(s (1)) <p x) = x € C.
Por tanto supongamos que 9 F Vs € 2<N.x <g RC(s7(0)) vV LC(s (1)) <g x.
DEMOSTRACION: Es suficiente por ser el contrarreciproco.

(1)3. Existe una funcién f : N — {0, 1} tal que
M E Vn.(gants <g (LC(f[n]) +¢9 RC(f[n]))/2 — f(n) = 0)A
(Q2nt3 >q (LC(f[n]) +¢ RC(f[n]))/2 — £(n) = 1)
DEMOSTRACION: Por recursiéon primitiva (notemos que f[n] depende tinicamente de los

valores anteriores i.e. f(0),...,f(n — 1), por tanto se puede usar para la recursién), y
es una funcién bien definida por la hipétesis de (1)2.

(1)4. M E Vn. LC(f[n]) <r x <g RC(f[n]).
(2)1. M E LC(f[0]) <g x <g RC(f]0]).
DEMOSTRACION: Notemos que 9 E LC(f[0]) = LC({)) = 0 y 9 E RC(f[0]) =
RC(()) = 1, por tanto el paso se cumple por hipdtesis de (1)1.
(2)2. M E Vn.LC(f[n]) <g x <g RC(f[n]) — LC(f[n + 1]) <g x <g RC(f[n + 1]).
DEMOSTRACION: Sea n € N tal que 9 F LC(f[n]) <g x <g RC(f[n]). Supongamos
que M = qants <g (LC(f[n])+oRC(f[n]))/2 =¢ LC(f[n])+ 3

ya que esto es que x estd en el intervalo izquiedo y el otro caso que esta en el derecho)
y por tanto M F f[n] = 0.
Tenemos que probar que
M E LC(f[n + 1)) =g LC(f[n] ~(0)) =g LC(f[n]) <g x,
lo cual es trivial por hipdtesis y que
M E x <g RC(f[n + 1]) =g RC(fIn"(0)]).
Por (1)2 tenemos que M F x <g RC(f[n] ~(0)) vV LC(f[n] ~(1)) <g x.

Si M E LC(f[n] ~(1)) <g x entonces M F LC(f[n]) +¢ I <g X y por tanto

2 1
M = LC(f[n]) +o 37 SQ don+3 T0 m,

(si > es andlogo,

equivalentemente
2 1

M = LC(fn]) +o (37 —Q W) <@ Q2n+3-
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1 2 1 tant
SPET <@ (B—U—Qm) por tanto

M E LC(f[n]) +q

Pero M E

< d2n
2. 3" 92n+3

absurdo por hipotesis anterior, por tanto como uno de los casos de la disyuncion
anterior es imposible concluimos que M F x <g RC(f[n] ~(0)).

(2)3. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por Y0-IND, donde (2)1 es el caso base y (2)2 el paso inductivo.

(1)5. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (1)4 y el lema de 3.12 tenemos que 9 E x = Cantor(f), por
tanto 9 F x € C', como queriamos.

O

Finalmente, estamos ya preparados para demostrar la direccién que nos faltaba.
Lema 3.15. RCAy+HEINE-BOREL -+ WKL,.

(1)1. Sea 99t un modelo de RCAy+HEINE-BOREL y T C 2<N tal que 9 F TREE[T] A

—3Jp.PATH[p, T|.
(1)2. Existen funciones a,, b, : 2<% — Q tales que:
2, = LO(s) ~a gy
bs = RC(s) +¢ FTOEE

(1)3. MEVs,t € 2Ns Zt At L s — by <ga; Ab; <g a,.
DEMOSTRACION: La demonstracion se puede hacer como las demostracién del lema
3.11.
(1)4. Existe T tal que
MET ={u|uc2NAugTAVtCutecTh

DEMOSTRACION: Por %)-COMP.

(1)5. MEVEe TIu e Tt C w

(2)1. Supongamos lo contrario, sea t € T tal que 9 F —3Ju € Tt C
(2)2. MEVse Tt Cs— (s7(0) e TAs™ (1) e T).
DEMOSTRACION: Supongamos que s € T pero M E t C sAs”™(0) € T. Entonces esté

claro que M E s~ (0) € i‘, pero M E t C s(0), absurdo por (2)1. SiMEs~(1) ¢ T
analogo.
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(2)3. Existe f € p(N) tal que

METF: N — NAVi.(i <lh(t) — £(i) = t(i)) A (i > lh(t) — £(i) = 0).
DEMOSTRACION: Por %3-COMP.
(2)4. 9 E PaTH[f, T].
DEMOSTRACION: Directo por ¥)-induccion, gracias a que MEt € T y a (2)2.

(2)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Hemos llegado a un absurdo con (1)1 y (2)4.

(1)6. M E FINSET[’i‘}.

(2)1. ME Vo € CJu € T.a, <g = <g by,

DEMOSTRACION: Sea f : N — N tal que 9 F x =g Cantor(f). Como M E
—=PATH[f, T] tenemos que M E In.f[n] € T y por L)-MIN existird ny el minimo

que cumple eso. Seau = f | {0,...,n0}, es facil ver que M F u € T por la definicién
de T y
ME a, <g LC(u) <g x <g RC(u) < by,
pues M E x =g Cantor(f).
(2)2. MEV2,0 <gz <g 1 — (Jue T.a, <pz <g b,)V(3s € 25. RC(s ~(0)) <g = <g
LC(s~(1))).

DEMOSTRACION: Sea x tal que M EF 0 <g x <g 1. Si M E x € C usamos (2)1 y si
ME x & C usamos el lema 3.14.

(2)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Como 9 F HEINE-BOREL, lo usamos en (2)2 y por tanto hay
una cantidad finita de esos intervalos. Ahora bien, estd claro que los intervalos
RC(s7(0)) <g = <g LC(s7(1)) no contienen elementos de C' y C' no puede ser
cubierto por cualquier subconjunto propio de los intervalos a, <gr = <g b, con

u € T, asi todos esos intervalos estan en el subrecubrimiento finito y por tanto T es
finito.

(1)7. M E FINSET|T].

DEMOSTRACION: Directamente de (1)5 y (1)6 (recordemos que si s,t € N<N entonces
MEs Ctimplica MEs <t).

(1)8. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Hemos probado un contrareciproco del tinico axioma de WKLy que
no es axioma de RCA,.

O
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Finalmente hemos demostrado las dos direcciones.

Teorema 3.16. EFn RCAq son equivalentes:

1. WKLg.

2. HEINE-BOREL.

DEMOSTRACION: Gracias a los lemas 3.9 y 3.15. O

3.3. Otros resultados de la matematica inversa de
WKL,

Cerramos el capitulo enumerando otros teoremas de las matematicas del dia a dia que se
demuestran equivalentes a WKLy sobre RCA(. Omitimos los detalles (tanto las demos-
traciones como las codificaciones nuevas) y remitimos al lector al capitulo IV del libro de
Simpson [8] para méas informacién al respecto. En todo caso, estos resultados ponen de
manifiesto que WKL es mucho méas potente que RCA, desde el punto de vista de las
matematicas que se pueden formalizar en el sistema, y que WKLj es lo suficientemen-
te fuerte como para demostrar resultados matematicos fundamentales que se saben no
constructivos (y, por tanto, no demostrables es RCAy).

Teorema 3.17. En RCAq son equivalentes:

1. WKLy.

2. Toda funcidn real continua en [0, 1] es uniformemente continua.

3. Toda funcion real continua en [0, 1] es acotada.

4. (El principio del mdximo) Toda funcion real continua en [0, 1] tiene mdzimo.
5. (Continua en intervalo cerrado implica integrable) Toda funcion real con-

tinua en [0,1] es Riemann integrable.

6. (El teorema de completitud de Godel para la légica de primer orden)
Todo conjunto numerable consistente X de formulas cerradas tiene un modelo, i.e.
existe un modelo numerable M tal que Vo.o € X — M (o) = 1.

7. (El teorema de compacidad para la légica de primer orden) Si cada sub-
conjunto finito de X tiene un modelo, entonces X tiene un modelo.

8. (Existencia de ideales primos) Todo anillo conmutativo numerable contiene un
ideal primo.

9. (Unicidad del cierre algebraico) Todo cuerpo numerable (de caracteristica 0)
tiene un unico (salvo isomorfismo) cierre algebraico.



Capitulo 4

ACA,

Pasamos al estudio del siguiente subsistema de la aritmética de segundo orden que consi-
deraremos en el presente trabajo, ACA, un sistema que resultara de enorme importancia
desde el punto de vista del programa de la mateméatica inversa. El nombre proviene del
término arithmetical comprehension, ya que el principio que caracteriza a dicho sistema es
la comprension para las formulas aritméticas (i.e. para la clase 3j). Esto es, los axiomas
de ACA, garantizaran la existencia de los subconjuntos de N que sean definibles a partir
de conjuntos dados usando para su definicion férmulas sin cuantificadores de conjuntos.
Como veremos a lo largo del capitulo, este principio de existencia resultara lo suficiente-
mente fuerte como para poder formalizar una gran cantidad de resultados fundamentales
de diversas areas de las matematicas.

Por su parte, el principio de induccién se podra aplicar a todos los conjuntos que existan
en el modelo, esto es, se incluye también el axioma IND.

Definicién 4.1. (La teoria ACA,)

ACA, = BASIC + IND + £;-COMP.

Obsérvese que hemos pasado directamente del principio de AY-comprensién presente en
RCA( o en WKL, al principio de comprensiéon para toda la jerarquia aritmética XJ.
Es natural preguntarse qué sucede si en lugar de admitir directamente comprensién sobre
todas las férmulas aritméticas solo lo permitiésemos para un cierto nivel ¥ con k € w\{0}.
El siguiente lema nos muestra que obtendriamos una teoria equivalente a ACA,.
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Lema 4.1. RCAy+X9-COMP + $i-COMP.

DEMOSTRACION:
(1)1. RCA(+X-COMP E 29-COMP.

DEMOSTRACION: Trivial.

(1)2. SiRCA(+X)-COMP E X)-COMP entonces RCA( +3-COMP E ¥, ,-COMP.

2)1. Sea M un modelo de RCA(+X{-COMP tal que M F X-COMP.
2)2. Sea p{n} € X0, ,, X € Varc tal que X & VI(p) {v1,...,v} = Vi(p) \ {n}.
2)3. Definamos 0 := 3XVn.n € X < ¢{n}.
2)4. VI(0) = {v1,..., v}
Por las hipétesis en (1)2 y (2)3.
(2)5. Sean v, ...,v, € NU p(N), denotamos p[n| := ¢[n, v,. .., v,]. Entonces
0 :=0[vy,...,v,] =3IXVnn € X < ¢n),
es suficiente probar 9N F 6.

(
{
{
{

DEMOSTRACION: Que sean iguales es gracias a la definicién de sustitucién y que sea
suficiente probar eso es gracias a la completitud.

(2)6. p[n] = Jj.b(n,j) con ¥ € (II))gm. (Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que el bloque 35 consta de un solo cuantificador)
(2)7. Existe Y € p(N) tal que MEY = {(n,7) | "¢(n,j)}.
DEMOSTRACION: Por ¥)-COMP.
(2)8. Existe X € p(N) tal que ME X ={n|Jj.(n,j) € Y}.
DEMOSTRACION: Por ¥0-COMP.
(2)9. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Es facil comprobar que X es el conjunto deseado.

(1)3. Q.E.D.

DEMOSTRACION: El resultado se sigue de que: por induccién en la metateoria, para
cualquier k € w, RCA(+X9-COMP E X2-COMP; y cualquier férmula 33} es equiva-
lente a una férmula en XY para algtin k (poniéndola en forma normal prefija si fuera
necesario).

0

Por otra parte, es importante observar que, al incluir el axioma de inducciéon y la compren-
sién aritmética, ACA( también nos proporciona el esquema de induccién para cualquier
formula aritmética. Por tanto, ACAg es una extensién de la Aritmética de Peano PA
(véase la definicién 6.2).



4.1 Completitud secuencial 99

Lema 4.2. ACAy+ X}-IND.

DEMOSTRACION: Sean un modelo 9 de ACA y una férmula p[x] € X} con pardmetros en
NUp(N) (realmente estamos cogiendo una férmula arbitraria y sustituyendo las variables
libres por parametros cualesquiera, pero como ya hemos hecho muchas veces este proceso
anteriormente nos lo ahorramos) tal que MM F ¢[0] A Vn.p[n] — ¢[n + 1]. En 9t existe el
conjunto M F X = {z | p[z]} por TE-COMP y podemos probar que M F Vr.x € X por
IND. De ahi se concluye el resultado. U

Enunciamos las primeras equivalencias a ACAq sobre RCAy, estas nos permitiran esta-
blecer los resultados de matematica inversa.

Teorema 4.3. En RCA, se demuestran equivalentes:

1. ACA,.
2. 29-COMP.
3. Vf:N— NINY(f) = 3X.X = {n | Im.f(m) =n}.

DEMOSTRACION: Que 1. implica 2. es trivial y que 2. implica 1. se sigue del lema 4.1 y
de Y9-IND implica IND. Que 2. implica a 3. es trivial y que 3. implica a 2. es gracias al
lema 2.58. U

4.1. Completitud secuencial

Como hemos mencionado, ACA, es una subsistema de enorme importancia desde el punto
de vista de la matematica inversa y una gran cantidad de teoremas de las matematicas
han resultado ser exactamente equivalentes a este principio.

En este seccién, elegimos uno de esos teoremas fundamentales de la matematica y proba-
mos con detalle su equivalencia a ACAy: el teorema de Bolzano-Weierstrass (toda sucesion
acotada de reales contiene una subsucesion convergente). Mas ain, veremos que ACA, es
lo suficientemente fuerte para desarrollar una buena teoria de completitud secuencial.

Empezamos definiendo el concepto de limite superior de una sucesién de ntimeros reales.

Definicion 4.2 (Limite superior). Definimos

¢ =g limsupz, = (z, :n € N) e RN Az € RA

(Ve >g 0ImV¥n > m.z, <g = +g €) A (Ve >g OVman > m.|z —g x,| <g €).
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Al igual que cuando definimos la nociéon de limite, seremos algo laxos con la notacién de
esta formula, permitiendo escribir lim sup,, ,, =g * 0 x =g lim sup,, x,, =g lim sup,, ¥, que
se entienden de forma natural. [ |

En ACA, se puede demostrar la existencia del limite superior de una sucesién y con eso
probar que toda sucesiéon pose una subsucesion convergente, que en particular converge
al limite superior.

Teorema 4.4.
ACAyFV(z, :n€N) e RY.(AIM € RVn.|z,| <g M) —
3z € R.(limsupxz, =g ) A (F(ng : k € N) € NV (VEng < npy1) Az =g liin Tn,)

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de ACAy y sea (x, : n € N) € RN tal que existe M € R tal que
M = ‘v’n|xn| <r M.

(1)2. Podemos suponer que M E Vn.0 <g x,, <g 1.

DEMOSTRACION: Gracias a que lim y lim sup se conservan mediante transformaciones
lineales y por tanto podemos considerar la sucesion ((x, +gr M)/2M : n € N) y suponer
que esta era la original.

(1)3. Existe f : N — N funcién tal que
M EVE,i.f(k) =i <28 ANp[i, k] A=3j > i), k],
donde ¢[i, k] := Vm3n > m.i27% <g x,, <g (i + 1)27%, es decir, ¢[i, k] quiere decir
que hay infinitos elementos de la sucesién (x, : n € N) en el intervalo
[i27%, (i + 1)27F].

DEMOSTRACION: Por 3j-COMP.

(1)4. Existe x = (qx : n € N) € Q" con q; = f(k)27".
DEMOSTRACION: Por composicién de funciones.

(1)5. ME x € R y ademés M F Vk.£(k)27F <g x <g (f(k) +1)27*
DEMOSTRACION: Por la completitud de intervalos encajados de R.

(1)6. M E x =g lim sup,, x,,.

(2)1. ME Ve > 0ImVn.m <n — x, <g X+ €.
(3)1. Sea € > 0.
(3)2. Existe k € N tal que M F 27% <p €.
(3)3. Existe un m tal que MM F Vn > m.x,, <g (f(k)+ 1)27.



4.1 Completitud secuencial 101

DEMOSTRACION: Por la definiciéon de f en el paso (1)3 gracias a que —3;5 >
f(k).p[j, k| (es decir, no hay un intervalo por encima del escogido con infinitos
valores de la sucesion, por tanto a partir de un punto todos los valores de la suce-
sién estan debajo del intervalo escogido, que es lo que se afirma).

(3)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Como por (1)5 9 F f(k)27% <p x, entonces M F f(k)27% +
27K = (f(k) +1)27% <g x +27% < x + €, usando también (3)2. Juntando esa
desigualdad con la de (3)3 obtenemos lo pedido.

(2)2. ME Ve > 0VmIn.m < n A |x —x,| <€

(3)1. Sean € > 0 y m € N cualesquiera.

(3)2. Existe k € N tal que M F 27% < €.

(3)3. Existe n tal que 9 F n > m tal que f(k)27% <g x,, <g (f(k) + 1)27.
DEMOSTRACION: Por la definicién de f en (1)3.

(3)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Gracias a (1)5 y a (3)3 tanto x,, como X pertenecen al intervalo
[f(k)27%, (f(k) + 1)27¥], cuya longitud es 27¥ menor que € por (3)2. Por tanto
basta escoger n = n ya que gracias a (3)3 también n > m.

(2)3. Q.E.D.
(1)7. Ing : k € N) € NV .(VEk.ny, < ngyr) Ax = limy x,,, .
DEMOSTRACION: Basta con definir recursivamente ny:

ng = m,

Ny = pn.n >0 A|x —x,| <g 27572

donde m = un.|x — x,| <g 27'. Estd bien definida gracias a (1)6 y a que por estar en
ACA, tenemos 3}-COMP (y por tanto la férmula a la que estamos aplicando minimo
tiene funcién caracteristica). Sin problema se demuestra que x = limy, Xy, .

(1)8. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Gracias a (1)6 y (1)7.

Veremos a continuacién que este resultado puede mejorarse a una equivalencia. De hecho,
aprovecharemos para demostrar la equivalencia de ACA, con diversos teoremas clasicos
sobre sucesiones de niimeros reales.

Empezamos definiendo el concepto de supremo, pero como no tenemos conjuntos de reales
definimos el supremo de una sucesién de reales.
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Definicién 4.3 (Supremo). Definimos
T =g supz, = (r,:n € N) e RY Az € RA

(Vn.x, <g ) A (Vy.y <g = — In.y <g x,).
|

Ahora definimos las formulas que expresan teoremas habituales de sucesiones de reales.
Vamos a probar que todas son equivalentes a ACAy en RCA,.

Definicién 4.4. Definimos las siguientes féormulas cerradas.

Toda sucesién acotada (de reales) posee una subsucesion convergente:

ExisTSCONVSUB := V(z, : n € N) € RY.(IM € RVn.|z,| <g M) —
o € RI(ny 1 k € N) € NV .(Vhkng, < npy1) Az =g lim 2, .

= Toda sucesion de Cauchy es convergente:

CAUCHYCONV := V(z, : n € N) € RN.(Ve > 0ImVn.m < n — |2, —r Tn| <g €) —
dr € R.x =g limx,,.
n
» Toda sucesion acotada tiene supremo (aproximacion de todo conjunto no vacio aco-

tado superiormente tiene supremo, pero como no tenemos conjuntos trabajamos con
sucesiones).

EXISTSSUP := Y(z,, : n € N) € RY.(IM € RVn.|z,| <g M) — 3z € Rz =g sup z,,.

» Toda sucesion creciente acotada superiormente es convergente (toda sucesién monéto-
na acotada es convergente):

MONCONV := VY(z, : n € N) € RY.(AM € RVn.z,, <g M) A (Vk.2p <g Tpy1) —

dr € R.x =g limz,,
n
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Enunciamos ahora algunos lemas que nos permitiran establecer el teorema como conse-
cuencia directa de estos.

Lema 4.5. ACAy+ ExisTSCONVSUB.

DEMOSTRACION: Es consecuencia trivial del teorema 4.4. O

Lema 4.6. RCAy +Ex1sTSCoNVSUB+ CAUCHYCONV.

DEMOSTRACION: En RCAj se puede emular la demostracién tipica. O

Lema 4.7. RCAy+CAUuCcHYCONV = MONCONV.

DEMOSTRACION: En RCAj se puede emular la demostracién tipica. O

Lema 4.8. ACAy+ EXISTSSUP.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de ACAg vy (x, : n € N) € RN tal que 9 F IMVn.|x,| <g M.

(1)2. Podemos suponer que M E Vn.0 <g x,, <g 1.

DEMOSTRACION: Gracias a que sup se conserva mediante transformaciones lineales y
por tanto podemos considerar la sucesién ((x, +r M)/2M : n € N) y suponer que esta
era la original.

(1)3. Existe f : N — N funcién tal que
MEVEif(k) =i i< 2PN (Fni27% <p x,) A (=3 > iIn.j27% <p x,).

DEMOSTRACION: Por Z}-COMP.
(1)4. Existe x = (qi : k € N) € Q" donde q; = f(k)27*.

DEMOSTRACION: Por composicion de funciones.
(1)5. MExeR.

DEMOSTRACION: Por la definiciéon de nimero real y los pasos (1)3 y (1)4.
(1)6. M E sup,, X, =g X.

(2)1. ME Vn.x, <g x.

DEMOSTRACION: Por reduccién al absurdo, supongamos que existe n tal que 9 &
X <R Xn. Como los reales son sucesiones de Cauchy con ratio de covergencia de 27*
eso quiere decir que existe k € N tal que

ME q +¢ 2% <g Xn.
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Por (1)4 eso quiere decir que 9 F f(k)27% +¢ 275 < x,, y por tanto
M E (f(k) +1)27% <p %y,
lo cual es absurdo por (1)3 (por la tercera conjuncién para mayor exactitud).

(2)2. ME Vy.y <g x = In.y <g X,.

DEMOSTRACION: Seay = (q}, : k € N) € R tal que M F y <g X, es decir existe k
tal que M F qj, +o 27 <g qx =g f(k)27¥. Pero por (1)3 tenemos que existe n tal
que M E f(k)27¥ < x,, por tanto:

M E qp +0 2 M <g (k)27 <g x,,
lo que implica (usando que M E |y —qj| <r 27%) que M E y <g Xn, como queriamos.

(2)3. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Gracias a (1)6.

Lema 4.9. RCAy+EXIsTsSur+ MoNCONV.

DEMOSTRACION: En RCAj se puede emular la demostracién tipica. O

Finalmente, obtenemos el resultado deseado de matemaética inversa probando que ACA,
puede recuperarse sobre RCA( a partir del principio de convergencia mondétonona.

Lema 4.10. RCAy+MoNCoNV = ACA,.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de RCAy +MONCONV.

(1)2. Es suficiente probar que
MEVS:N— NINY(f) = IXVn.n € X < Im.f(m) =n.

DEMOSTRACION: Por teorema 4.3.

(1)3. Sea f : N — N, tal que 9t F INYIf].
(1)4. Existe (c, :n € N) € Q" tal que
M E Vn.c, =g Z 2t

i=0
DEMOSTRACION: Por la composicion de funciones.
(1)5. Existe ¢ € R tal que M F ¢ =g lim,, c,.

(2)1. ME Vn.c, <g Cpyi1-
DEMOSTRACION: Por Zg—IND en n se demuestra que 9 F Vn.c, <g €41, de donde
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se sigue lo pedido.
(2)2. Vn.c, <g 2.

DEMOSTRACION: Por ¥J-IND se prueba que MM E Vn. Y " (27" =¢ 2 —g 27" <g 2.
Notemos que M E Vn.c, <g 3127, por tanto M E Vn.c, <g 2, lo que implica lo
pedido.

(2)3. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Usando que por (1)1 9t = MONCONV y que (c, : n € N) es una
sucesién monétona gracias a (2)1 y (2)2.

(1)6. M E (Fi.f(i) = k) < (Vn.|c, —rc| <g 27% — Fi < nf(i) = k).

(2)1. Sea k € N cualquiera.

(2)2. ME (Fi.f(i) = k) = (Vn|c, —r ¢| <g 27% — Ji < n.f(i) = k).
DEMOSTRACION: Supongamos que existe i € N tal que 9 E f(i) =k y sean € N
tal que M F |cp —r ¢ =r T52p1 27T <g 27K, veamos que M F i < n y habremos
terminado. Si M F i>n, entonces M F Y%, 27F0 >p 275 va que estamos

sumando 27X a otras cosas positivas, ya que 9t £ 2~ =g 27¥. Sin embargo eso es
absurdo con lo anterior, por tanto M F i < n.

(2)3. ME (Vn.|c, —rc| <g 27% = i < n.f(i) = k) — (Fi.f(i) = k).
DEMOSTRACION: Supongamos que 9 F Vn.|c, — c| <g 27% — Ji < n.f(i) = k. Por
(1)5 sabemos que M E Ve > 03InVi.|c — cpyi| <g €. Tomando € = 27% e i = 0 nos

queda que existe n tal que MM F |c—rcy| < 275, que por la hipétesis de este apartado
quiere decir que M F Fi < n.f(i) =k y por tanto M F Ji.f(i) = k.

(2)4. Q.E.D.
(1)7. QE.D.

DEMOSTRACION: Por (1)6, la formula o[k] := Ji.f(i) = k es Al. Basta pues usar
AY-COMP (disponible en RCAy).

O

Con todos estos lemas podemos probar el resultado que queriamos como una consecuencia
directa.

Teorema 4.11. En RCA, se demuestran equivalentes:

1. ACA,.
2. ExX1ISTSCONVSUB.

3. CaucHYCONV.
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4. EXISTSSUP.

5. MoNCONV.

DEMOSTRACION: Se demuestra que 1 — 2 — 3 — 5 usando los lemas 4.5, 4.6, 4.7 y que
1 — 4 — 5 con los lemas 4.8, 4.9. Finalmente 5 — 1 gracias al lema 4.10. U

Cabe destacar que este resultado se puede generalizar a espacios métricos completos y
separables, el lector interesado es remitido al capitulo III del libro de Simpson [§].

4.2. Algo de combinatoria infinita

En esta seccién vamos a estudiar la equivalencia de ACAq con dos teoremas basicos de
combinatoria infinita, el lema de Konig y el teorema de Ramsey.

4.2.1. Lema de Konig

El lema de Konig afirma que todo arbol infinito con ramificaciones finitas tiene (al me-
nos) un camino. Se trata por tanto de una generalizacién del lema débil de Kénig que
estudiamos en el capitulo anterior. Veamos las definiciones asociadas a él.

Definicién 4.5 (Arboles finitamente ramificados y el lema de Ko6nig). Conside-
ramos las siguientes definiciones:

= El concepto de arbol con ramificacion finita, esto es, cada nodo tiene una cantidad
finita de hijos:

FINBRANCH[T] := TREE[T]| AVo € TInVm.oc “(m) € T — m < n.

= El concepto de arbol k-ario, esto es, cada nodo tiene a lo mas & hijos:

k-ARY[T) := TREE[T| AVT € T3s € N*Ym.r ~(m) € T — i < k.m = s(i).

= El lema de Konig:

KONIG := VT € NN TREE[T] A INFSET[T] A FINBRAN[T] — 39.PATH[g, T).
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= El lema de Konig restringido a arboles 2-arios, es decir, a arboles tales que cada
nodo tiene a lo mas 2 sucesores inmediatos:

KONIG2 := VT € NN TREE[T] A INFSET[T] A 2-ARry|[T] — 3g.PaTH][g, T).

Un resultado técnico que usaremos més adelante es que en ACA( la unoén finita de conjun-
tos finitos es finita. Veamos primero la existencia de la inion de los n primeros elementos
de una familia de conjuntos (lo probamos para cualquier conjunto en general, pero nos
interesa el caso de que U sea una familia de conjuntos).

Lema 4.12. RCAq - VaVUI'WV.V = {i | 3k < n.(k,i) € U}.

Si denotamos a U como (U; : i € N), entonces este unico conjunto lo llamamos U?;(} Us;.

DEMOSTRACION: La existencia es por $J-COMP y la unicidad por la igualdad de con-
juntos. 0]

Veamos que si la familia es de conjuntos finitos, podemos coger los n primeros y su unién
seréd finita (otra vez lo probamos para el caso donde U es un conjunto cualquiera, pero
nos interesard usarlo con familias de conjuntos).

Lema 4.13 (Unién finita de conjuntos finitos).
n—1
ACAy - Y(U; : i € N).(Vi.FINSET[U;]) — Vn.FINSET[ ] U;].

1=0

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de ACAy y (U; :i € N) C N x N tal que 9 F Vi. FINSET[U;,].

(1)2. Definimos p[n] := FINSET[U!Z, Uj].
(1)3. M E ¢|0].

DEMOSTRACION: Es fAcil ver que 9t E U,;lo U, = g, por tanto el resultado es trivial.
(1)4. M E Vn.p[n] — pln+1].

DEMOSTRACION: Sea n € N tal que 9 E ¢[n]. Sea por tanto k tal que M F Vz €
U™y Uiz < k. Por (1)1, tenemos que existe k' tal que MM F Vz € Uy,.x < k. Nos basta
tomar el méas grande entre k y k'.

(1)5. Q.E.D.
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DEMOSTRACION: El resultado se sigue de usar 3}-IND en ¢[n], donde (1)3 es el caso
base y (1)4 el paso inductivo.

O
Con esto probamos la primera parte de la equivalencia de ACA, y KONIG.
Lema 4.14. ACA, - KONIG.
DEMOSTRACION:
(1)1. Sea Mt un modelo de ACAy y T € p(N) tal que M F TREE[T] A INFSET[T] A
FINBRAN[T].

(1)2. Existe T* € p(N) tal que MET* = {7 |1 € TAVndo >no € TAT Co}.
DEMOSTRACION: Por ©}-COMP.
(1)3. ME () € T*.
DEMOSTRACION: Ya que por (1)1 9t E INFSET[T].
(1)Yd. MEVr € T*In.t~(n) € T*.
(2)1. Sea T € N tal que M F 7 € T* y supongamos que M E Vn.7 " (n) ¢ T*.
(2)2. Existe k tal que M EVn.r " (n) € T - n < k.
DEMOSTRACION: Por (1)1 9t F FINBRAN[T].
(2)3. MEVRT(n) € T = ImVor " (n) CoNoceT — o <m.
DEMOSTRACION: Consecuencia de que por (2)1 9 F Vn.7 ~(n) ¢ T* y de la defini-
cién de T* en (1)2.
(2)4. Existe (U, : 1 € N) C N x N tal que
ME(U;:1eN)={(i,0) | 77(i) CoNno €T}
DEMOSTRACION: Por %)-COMP.
(2)5. M E FINSET[UX) Uy).
DEMOSTRACION: Que 9 F Vi. FINSET[U;] es consecuencia directa de (2)3, por tanto
basta con aplicar el lema 4.13.
(2)6. MEIMVo e TT Co— o0 <m.

DEMOSTRACION: Por (2)5 sea m’ € N tal que I F Vo € U Uj.c < m'. Sea
m el mayor entre 7 + 1 y m’, entonces si 9M E 7 C o tenemos dos opciones.
M F o = 7 y claramente entonces M F o < m o bien M F lh(7) < lh(o) v
por (2)2 M E o € Uy U, por tanto M F o < m.

(2)7. Q.E.D.
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DEMOSTRACION: Suponiendo lo contrario en (2)1, i.e. que M E Vn.r~(n) ¢ T*
hemos llegado a que M F ImVo € T.7 C 0 — 0 < m por (2)6, lo cual contradice
que M F 7 € T*, hipotesis de (2)1.

(1)5. M E Jg.PAaTH[g, T|.

DEMOSTRACION: Por recursiéon primitiva tenemos la existencia de una funcién g :
N — N<N_tal que

g(0) = ()
g(k+1) = pn.glk] ~(n) € T".
Claramente es una rama infinita de T.

(1)6. Q.E.D.

Para probar la direccion inversa, primero consideramos un paso intermedio bien simple:
Lema 4.15. RCA, - KONIG — KONIG2,

DEMOSTRACION: Es trivial, pues en RCAq se prueba facilmente que
RCA( VT € NN TREE[T] A 2-ARY[T] — FINBRAN|T].

Finalmente probamos la otra direccién de la equivalencia:

Lema 4.16. RCA,+ KONIG2 — ACA,.

DEMOSTRACION: )
(1)1. Sean Mt modelo de RCA; +KONIG2y f € p(N) tal que M F £ : N — NAINY[f].

(1)2. Existe T € p(N) tal que
MET = {r |7 NNA(Ym,n <Ih(r).f(m) =n < 7(n) =m+1)
A(Vn < 1h(r).7(n) >0 — f(7(n) — 1) = n)}.

DEMOSTRACION: Existe por X)-COMP.
(1)3. M E TrREE[T].

(2)1. ME T C NN,
DEMOSTRACION: Trivial por definicién de T en (1)2.

(2)2. Sean o, 7 € N arbitrarios, entonces MEF o e NNANaeg CrATeT >0 eT.
(3)1. Supongamos que ME o e NYAg CrATET.
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(3)2. ME o € NV,
DEMOSTRACION: Hipétesis de (3)1.

(3)3. Vm,n < lh(o).f(m)=n<o(n)=m+1
DEMOSTRACION: Sean m, n € N arbitrarios tales que 9 F m < lh(o) An < lh(0o).
Como M E o C T, se tiene que M EF m < lh(7) An < lh(7), y como ME T €T
se tiene que MEf(m) =n<< o(n) =7n)=m+ 1.

(3Y4. MEVn <lh(o).o(n)>0—f(o(n)—1)=n).
DEMOSTRACION: Sea n € N tal que M E n < lh(o)Ao(n) > 0. Como MEo C T
tenemos que M F n < lh(7) A 7(n) > 0, y como M E 7 € T tenemos que
MEf(on)—1)=Ff(r(n)—1) =n.

(3)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: De (3)2,(3)3,(3)4 tenemos que M o € T.

(2)3. Q.ED.
DEMOSTRACION: (2)1 y (2)2 son las dos condiciones para ser un arbol.

(1)4. M E 2-ArY[T].

DEMOSTRACION: Dado 7 € T, sabemos que a lo més existe un tinico m tal que 9 E
f(m) = lh(7), pues por (1)1 M F INY[f]. Sea m ese tal m si existe y si no, 0. Veamos
que M EVn.r(n) € T —n=0Vn=m, por lo que M F 2-ARY[T]. Sea entonces n
tal que M E 77 (n) € T, si M F n = 0 hemos terminado y si no, por definicién de T
tenemos que M F f(n) = lh(7) = f(m) y por ser inyectiva MM F n = m.

(1)5. M F INFSET[T).

(2)1. Sea k € N.
(2)2. Existe Y € p(N) tal que MEY ={n |n <k AIm.f(m)=n}.
DEMOSTRACION: Por 2¢-BCOMP.
(2)3. Existe o € N tal que
MEo c N AR <k.(n €Y — o(n) = 0A(Vm.n € YAf(m) =n — o(n) = m+1).
DEMOSTRACION: Por ¥3-COMP existe un conjunto f tal que
ME{(n,m)| (n<kAng€YAm=0)V(neYAf(m—1)=n)}.
Que define una funcién se sigue de la definicién de Y en (2)2 y de que por (1)1 f es
inyectiva. Es facil comprobar que cumple las condiciones.

(2)4. ME o € T.
(3)1. ME o € NN,
DEMOSTRACION: Pues M £ o € Nk
(3)2. MEVmM,n <kf(m)=n<«+o(n)=m+ 1.
DEMOSTRACION: Sean m,n € N tales que M Fn <k Am < k.
SiMEf(m) =n entonces MEnNn €Y y por tanto M F o(n) =m + 1.
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Si M E o(n) = m + 1, por definicién de o tenemos que M F f(m) = n, como
queriamos.
(3)3. MEVn <k.o(n)>0—f(o(n)—1)=n.
DEMOSTRACION: Sea n € N tal que M E n < kAo (n) > 0, por tanto M En €Y,
asi existe m € N tal que M E f(m) = n y por definicién de o, M F o(n) = m+ 1.
(3)4. Q.E.D.
(2)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Esta claro que 9 F o > k pues M F o € NX y por (2)4 tenemos
lo pedido.

(1)6. Existe g € p(N) tal que M F PaTH[g, T| A (Ym,n.f(m) =n <> g(n) =m +1).

DEMOSTRACION: Gracias a que 9t F KONIG2 y a (1)3,(1)4 y (1)5 tenemos la existencia
del camino, por la definiciéon de T en (1)2 tenemos que cumple la propiedad.

(1)7. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por X{-COMP existe X € p(N) tal que
MEX={n|gn) >0}
Por (1)6 se tiene que M E Vn.(Im.f(m) =n) < n € X.

O
Reuniendo todos los resultados en un teorema nos queda que:
Teorema 4.17. En RCA, se demuestran equivalentes:
1. ACA,.
2. KONIG.
3. KONIG2.
DEMOSTRACION: Basta con aplicar los lemas 4.14, 4.15 y 4.16. 0

Nota. Como consecuencia directa del teorema anterior, se obtiene que ACA demuestra
el lema débil de Koning y, por tanto, ACA, extiende a la teoria WKLj,. Obtenemos pues:

RCA, Cc WKL, C ACA,

Ademas, es bien conocido que cada una de las inclusiones anteriores es estricta y que las
tres teorias pueden separarse por w-modelos. Esto es, existen Sy, Sy C p(w) tales que
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(CU, Sl, +, -, 0, 1, <) ): RCAO +- WKLO
(W, SQ, +,-,0,1, <) IZ WKLy +- ACAO
De hecho, como S; basta tomar la clase REC C p(w) formada por todos los subcon-

juntos computables de w. (Para describir S, serian necesarias nociones de la teorfa de la
computalidad que exceden los contenidos de la presente memoria.) [ |

4.2.2. Teorema de Ramsey
En esta secciéon discutiremos la matematica inversa del teorema de Ramsey, un resultado
fundamental en el campo de la combinatoria.

Introducimos algunas definiciones que nos seran ttiles para el teorema.

Lema 4.18. RCAy - VEVXIYLY = {s|se€ XF AV < kVi < j.5(i) < s(j)}.

A ese tinico conjunto lo llamamos [X]*.

DEMOSTRACION: La existencia es por ¥)-COMP y la unicidad es por la definicién de
igualdad de conjuntos. l

Entendemos el conjunto [X]*¥ como los subconjuntos de X de tamafio k, ya que cada
sucesion creciente de longitud k representa el conjunto de los elementos de la sucesion.
Ademas cada uno de esos conjuntos tendra “cardinalidad” k por ser la sucesion creciente.

Definicién 4.6 (El teorema de Ramsey para k-tuplas). Definimos la formula:

RT[k] .=Vl € NTVf: [N]* — {0,...,1—1}3i < [3X CN.
INFSET[X] AV (my,...,mi) € [X]F.f(my,...,my) =1i.

Si entendemos el conjunto {0, ..., — 1} como “colores”, el teorema de Ramsey nos dice
que, dada una coloracion de los subconjuntos de N de tamano k, existe un subconjunto
infinito H de N tal que todos los subconjuntos tamano k formados por elementos de
H tienen el mismo color. En la literatura es comun encontrarse la notacién RT;€ , que
representa el teorema de Ramsey para conjuntos de cardinalidad k y [ colores. Aqui nos
centraremos en la matematica inversa de RT[k]. Esto no es una omisién importante, pues
es bien conocido que, fijado un k, los principios RT;C resultan equivalentes entre si al
variar el nimero de colores [ > 2.
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Lema 4.19. ACAq - RT[0] AVE.RT[k] — RT[k + 1].

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de ACA,.

(1)2. M E RT0).

DEMOSTRACION: Trivial, pues f es una funcién cuyo dominio tiene un tinico elemento,
(). Basta tomar i = f(()) y X = Ny se cumple.

(1)3. MEVERT[k] - RT[k + 1]
(2)1. Sea k € N tal que M E RT[k]. Sean 1 € NT y £ € p(N) tales que M F f :
[Nk — {0,...,1—1}.
(2)2. Definimos la férmula
olt,n, j| = (Vm < n.t(m) < j)A
Vm < n¥{my,...,my) € [{0,...,m — 1}]~.
f(t(my),...,t(mk),7) = £(t(ma), ..., t(mk), t(m)).
(2)3. Existe T € p(N), tal que
MET = {t|tcNNAVn<Ih(t).o[t,n, t(n)] A=3j < t(n).plt,n,j]}.
DEMOSTRACION: Existe por X)-COMP.
(2)4. 9 E TrEE[T].
DEMOSTRACION: Se comprueba sin dificultad.

(2)5. M E FINBRAN[T].
(3)1. Sean t,n € N tal que MFt € T Alh(t) = n.
(3)2. Existen X,Y € p(N) tales que
MEX ={m|In<lh(t).t(n) =m},
MEY ={j|t 5T}
Queremos probar que 9 F FINSET[Y].
DEMOSTRACION: Por L}-COMP.

(3)3. 9 E FINSET[[X]¥].
DEMOSTRACION: Se tiene que 9 E FINSET[X], pues todo elemento suyo serd
menor o igual que t. Por tanto, 9 & FINSET[XX] por el lema 2.52. Como I F
[X]k C [XX], tenemos lo pedido (usando lema 2.40).

(3)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Como [X]* y {0,...,1— 1} son conjuntos finitos, tendremos que
el conjunto de funciones [XJ*¥ — {0,...,1} serd finito, y por tanto podremos

definir una funcién de ese conjunto en Y, pues fijada una funcion de esas existe a
lo sumo un j tal que M F t~(j) € T, por ser un minimo. Asi podemos definir la
funcion que toma ese j si existe o da 0 si no existe. Como el dominio de la funcién
era finito, también lo sera su imagen, que era lo que queriamos.
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(2)6. M F INFSET[T].
(3)1. Es suficiente probar que 9t F Vjds € Tdn < lh(s).s(n) = j.
DEMOSTRACION: Ya que, en tal caso, dado j € N, existe s € T y n € N tales que
M E s(n) =jy por tanto M E j < (n,j) <s (siendo la tltima desigualdad cierta
por M E (n,j) € s). Por tanto M F Vjds > j.s € T, como queriamos.
(3)2. Sea j € N.
(3)3. Existe t € N tal que
MEt € TAp[t,Ih(t),j] A —-Is € T.s Dt Apls,lh(s),]]
DEMOSTRACION: Que existe algun t es trivial ({) vale); que existe uno maximal se
sigue argumentando por reduccién al absurdo.
(3)4. ME~() € T.
DEMOSTRACION: Por la definicién de T en (2)3.
(3)5. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por (3)4 hemos probado (3)1 que era suficiente.
(2)7. Existe g € p(N) tal que 9t = Patn[g, T.
DEMOSTRACION: Por (2)4,(2)5 y (2)6 usando el lema de Konig.
(2)8. Existe ' € p(N) tal que
MEF: [N* — {0,...,1—1}VmV(m4,...,m) € [{0,...,m — 1}]~.
f,(mlv SR 7mk) = f(g(m1)7 SR 7g(mk)>g(m))
DEMOSTRACION: Tan solo hay que notar dos cosas, por la definiciéon de T en (2)3 g

es estrictamente creciente, por tanto efectivamente g(m,), ..., g(my), g(m) € [NJk!
y ademas f no depende del m, por tanto f’ bien definida.

(2)9. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)1, Mt E RT[k], asi que existen i € Ny X' € p(N) tales que
M Ei < IAINFSET[X'] AV(my,...,my) € [X'[%.f(my,...,my) = i. Asi llamando
X = {g(m) | m € X'} (que existe porque estamos en ACAy), tenemos que M F
Y{my,...,my,m) € [X]®D f(my,... my,m) =i, como querfamos.

(1)4. Q.E.D.

Corolario 4.20. Dado k € w, ACAo - RT[k].

DEMOSTRACION: Usando el lema 4.19 e induccién en la metateoria (no en ACAy). O

Notemos que con esto no hemos probado que ACA + Vk.RT[k]; para esto seria necesario
poder aplicar inducciéon en RT[k] en la teoria. Sin embargo esto no es posible, ya que RT[]
no es una féormula aritmética.
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Para la direccién inversa solo necesitamos RT[3].

Lema 4.21. RCA(+RT[3] - ACA,.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea 9t un modelo de RCA(+RT[3].

(1)2. M E S0-COMP.

DEMOSTRACION:

(2)1.

(2)4.

Sean k € Varx, X € Varc y o{k} € XY tal que X & VI(p{k}) y {v1,...,vn} =
VI@{k}) \ {k}.

. Definimos ¢ := IXVk.k € X + o{k}.
. Sean vy, ...,v, € NUp(N) y llamemos (k] := ¢(k, v, ..., v,). Entonces tenemos

que
P =Yy, ., v]) =3XVEE € X« plk].
y es sufciente probar que 9 F ).

Existe 0[m,n] € (X§)o tal que ¢[m] = In.0[m, n).

DEMOSTRACION: Por (2)1 p{k} € Y, por tanto p[k] € (X9)m.

(2)5.

Existe f : [N]*> — {0, 1} tal que
M E V(a,b,c) € [N?f(a,b,c) =1+ ¥Ym < a.(In < b.0[m,n]) « (In < c.Olm,n)).

DEMOSTRACION: Por %)-COMP.

(2)6.

Existe i € N, X € p(N) tal que
ME i< 2AINFSET[X] A V(a,b,c) € [X]*f(a,b,c) =i.

DEMOSTRACION: Por RT[3].

(2)7.

MEI=1

(3)1. Es suficiente probar que 9 F 3(a, b, c) € [X]3.f(a,b,c) = 1.

DEMOSTRACION: Por (2)6, si tiene ese valor en una tupla lo tendra en todas.

(3)2. Sea a € X.
(3)3. Existe p(Y) tal que MEY = {m | m <aA In.bm,n|}.

DEMOSTRACION: X{-BCOMP.

(3)4. MEVjIkYm < jom €Y — In < k.0[m,n).

DEMOSTRACION: Por ¥9-COMP.

(3)5. Existe k tal que M EVm.m € Y — In < k.0[m,n|.

DEMOSTRACION: Por (3)3 tomando j = a.

(3)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)6 9t E INFSET[X] existen b, ¢ tales que

MEbeXAceXNa<b<cAk<b.

Por tanto 9 F (a, b, c¢) € [X]? y por (2)5, (3)5 (usando que M F k < b) tenemos
Mk f(a,b,c) =1.
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(2)8. ME (In.Olm,n]) <> (Va,bac XANbe XAm<a<b— In<bbm,n|).

DEMOSTRACION: Como 9t E INFSET[X] tenemos <, veamos —. Sea n tal que
M F Olm,n], entonces como M F INFSET[X] tenemos que existe ¢ € N tal que
MENn<cAb <cAc e X Por tanto M F f(a,b,c) = 1 por (2)7, y por la
definicion de f en (2)5 M E Vm < a.(In < b.f[m,n]) < (In < c.f)m,n]). Como
ME In < c.Om,n] y ME m < a tenemos lo pedido.

(2)9. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por A?-COMP en (2)8 existe el conjunto.

(1)3. Q.ED.

DEMOSTRACION: Por (1)2 y 4.3.

O
Con esto ya tenemos las dos direcciones para establecer equivalencias.
Teorema 4.22. Para cualquiera k € w, k > 3, RCAy demuestra equivalentes:
1. ACA,.
2. RT[k].
DEMOSTRACION: Por los lemas 4.19 y 4.21. O

Nota (Ramsey para pares RT%). Por completitud, vamos a hablar un poco de qué sucede
con RT} en general, sin entrar en detalles. En Hirschfeldt [3] en el capitulo 6 se menciona
que unicamente hay que considerar los siguientes casos del teorema de Ramsey (los otros
se prueban equivalentes a uno de estos):

1. RT3
2. RT[k] con k > 1.

3. RT :=Vk > LRTIk.

Aqui hemos desarrollado el segundo caso (aunque no al completo, pues s6lo hemos conse-
guido la equivalencia con ACA, para k > 3). Los otros dos casos son curiosos, ambos se
salen de los Big Five.

Por una parte, se puede demostrar que ACAq I/ RT. De hecho, RT sera equivalente sobre
RCAy a ACAj, un subsistema de Z» que es estrictamente méas fuerte que ACA.
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Por otro lado, el caso de RT3 ha sido mas complicado de resolver, pese a iniciarse su estudio
en 1971. De hecho, determinar la potencia logica del teorema de Ramsey para pares RT%
ha sido uno de los principales problemas abiertos en el campo de la matematica inversa en
los tdltimos anos. En la actualidad, con los resultados de Specker 1971, Seetapun-Slaman
1995, Jockusch 1972 y Liu 2012, se tiene ya un conocimiento decente de la potencia de
dicho principio. Se sabe que RT3 se sittia estrictamente entre las teorfas RCAg y ACAy; y
resulta incomparable con la teoria WKL, esto es, ni WKL, implica RT% ni RT% implica
WKLy. Ademés, se sabe que RT3 demuestra el esquema de X3-BOUND (Hirst 1987)
pero no demuestra el esquema de X3-TN D (Chong-Slaman-Yang 2017). |

4.3. Otros resultados de la matematica inversa de
ACA,

Como esta siendo habitual, cerramos el capitulo con una recopilaciéon informativa de mas
teoremas equivalentes a ACAy sobre RCAy, para que el lector pueda hacerse una idea
de la relevancia de la teoria ACAg en el campo de la matematica inversa. De nuevo,
no haremos la demostracién (ni las codificaciones adicionales necesarias) y remitimos al
lector al capitulo III del libro de Simpson [§].

Teorema 4.23. En RCAq son equivalentes

1. ACA,.

2. (Ezistencia de ideal maximal, I) Todo anillo conmutativo numerable tiene un
tdeal mazximal.

3. (Existencia de ideal maximal, II) Todo dominio de integridad numerable tiene
un ideal mazimal.

4. (Subgrupo de torsién) Todo grupo abeliano numerable posee un subgrupo formado
por los elementos con torsion.

5. (Existencia de base en e.v.) Todo espacio vectorial numerable sobre un cuerpo
numerable tiene una base.

6. (Existencia de base de trascendencia) Todo cuerpo numerable (de caracteristi-
ca 0) tiene una base de trascendencia.
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Capitulo 5

ATR) y H%-CAO

Por completitud, en este capitulo definiremos los otros dos subsistemas de la aritmética
de segundo orden m4ds importantes: ATRg y I1}-CA, aunque no vayamos a hablar mucho
de ellos. Con esto, y junto con los sistemas RCAy, WKLy y ACAg que hemos estudiado
en capitulos anteriores, ya hemos definido los Big Five.

5.1. ATR,

Trataremos en primer lugar la teoria ATRj, que es algo mas complicada de definir que
el resto de subsistemas. Intuitivamente, ATR, extiende la teoria ACAq con un principio
de recursién aritmética transfinita (Arithmetical Transfinte Recursion). Es por ello que,
en primer lugar, necesitaremos algunas definiciones sobre buenos 6rdenes en el lenguaje
de la aritmética.

Definicién 5.1 (Relaciones reflexivas). Introducimos algunas definiciones:

REFL[X] =X CNxNAVi,j.(i,j) € X — (i,1) € X A (4,])) € X.
i <x j:=REFL[X] A (i,j) € X.

i <x j:=REFLIX]A(i,)) € X A (J,i) € X.



Teorema 5.1.

RCAy FVX.REFL[X] — F'YY = {i | (i,i) € X}.

A ese conjunto unico lo llamamos {d(X). Ademds notemos que RCAqy prueba que la
formula i € fd(X) es equivalente a una férmula 39.

DEMOSTRACION: La existencia es por Y9-comprensién, la unicidad por la igualdad de
conjuntos, y la equivalencia porque RCAq prueba que i € fd(X) <> (i,7) € X.
U]

Definicién 5.2 (()rdenes bien fundamentados, 6rdenes lineales y buenos 6rdenes
numerables). Definimos

WF[X] := REFLIX] A -3f : N — fd(X)Vn.f(n+ 1) <x f(n).

Lo[X]|:= REFLIX]| A (Vi,j, ki <x jAj<x k—i<x kA
(Vi,ji<xjAj<xi—i=7j) ANijefd(X)i<xjVj<xi).

WolX] := Wr[X] A Lo[X].

Noétese que la férmula que expresa que X es un buen orden numerable, WoO[X], es una
férmula de complejidad II} con un tnico pardmetro X.

En la practica matematica habitual, una propiedad fundamental de los buenos 6rdenes es
que es posible desarrollar demostraciones mediante inducciéon transfinita sobre un buen
orden dado. Es decir, si X es un buen orden numerable y queremos obtener que una
cierta propiedad ¢(j) se cumple para todo z € fd(X), un método de prueba valido es
suponer (i) para todo i <x j y deducir ¢(j). El siguiente teorema muestra que este
principio de induccién es atin demostrable en la teoria ACA siempre que la féormula ¢(j)
sea aritmética (a diferencia del principio de recursidn aritmética transfinita, que ya no es
demostrable en ACA, y dard lugar a la nueva teoria ATRy).

Teorema 5.2 (Induccién aritmética transfinita). Sea ¢{i} € 3} tal que j & V1(y).
Entonces tenemos que:

ACAy - YX.(WO[X]AV] € td(X).(Vi € fd(X)4 <x j — o{i}) = o{j}) = Vj € fd(X).0{5}.
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DEMOSTRACION:
(1)1. Sea p(z,v1,...,1) € X} donde vy, ..., v € VI(p) \ {z} con i,j & V().

(1)2. Sea 9t un modelo de ACA y sean vy, ..., v, € NUp(N), donde denotamos p(z) :=
o, v, ..., V).
(1)3. Sea X € p(N) tal que
M E Wo[X] AV € fd(X).(Vi € fd(X)i <x § — 0(1)) — o(5).
(1)4. Existe Y € p(N) tal que MEVii € Y < i € fd(X) A —¢(i).

DEMOSTRACION: Por Y}-comprension.

()5, MEVjeYFie Yi<x ]

DEMOSTRACION: Supongamos lo contrario, i.e. sea j € Y tal que M = Vi € Y.j <x 1.
Sea entonces i € fd(X) tal que M F i <x j. Por lo anterior, M F i ¢ Y y, por tanto, por
definicion de Y, 9t E ¢(i). Hemos probado asi que M F Vi € fd(X).i <x j — (i) y de
(1)3 obtenemos que M E ¢(j). Otra vez por definicién de Y, tenemos que ME j €Y,
absurdo.

(1)6. Si M EY # & entonces existe f : N — fd(X) tal que M E Vn.f(n + 1) <x f(n).

DEMOSTRACION: Por hipétesis 9t E 3¢ € Y, por tanto, por recursién, podemos definir
£(0) = pi.i € Y y por (1)5 es correcta la definicién de f(n + 1) = pi.i <x f(n).

(1)7. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (1)6, si M E Y # & entonces tenemos un absurdo con la hipétesis
de que M F WF[X] ya que por (1)3, M F Wo[X]. Por tanto, M F Y = &, de donde
se deduce que M E Vj € fd(X).p(j).

O

El problema es que, aunque ACA, prueba el principio de induccién transfinita, ACAgy no
es capaz sin embargo de hacer definiciones por recursion transfinita; para eso necesitaremos
pasar al siguiente subsistema de la aritmética, ATRy.

La idea de la recursiéon transfinita es la siguiente. Supongamos que tenemos un buen
orden numerable X y una férmula aritmética 6(n,Y). Entonces a cada j € fd(X) le
queremos asignar un conjunto, Y;, que signifique que hemos hecho j pasos en la recursion.
Supongamos que tenemos definidos los Y; para i <x j, definimos

Y9 ={(m,i)|i<x jAmeY},

es decir, el conjunto de todos los elementos de Y; con i <y j anotando a qué conjunto



pertenecen. Tras eso definimos Y como
Y ={n]0(n,Y")},

es decir, consideramos una iteracién mas. Veamos ahora la definicién formal. Primero
veamos la definicién del conjunto Y7 a partir del parametro Y.

Lema 5.3.
RCA FVX.Lo[X] = Vj € fd(X)VYT'Z.Z = {(m,i) | i <x j A (m,i) €Y}
A este unico Z lo llamaremos Y.

DEMOSTRACION: Por %)-COMP. O

Y ahora definimos las foérmulas:

Definicién 5.3. Sea 6{n,Y} € Form. Definimos la férmulas
Hy{X,Y} = Lo[X]AY = {(n,j) | j € fd(X) A 0{n,Y7}}.

Ho{k, X, Y} = Lo[X] Ak € fd(X)AY = {(n, ) | j € fd(X)Aj <x kA O{n,YI}}.
m

La primera férmula quiere decir que Y es el resultado de iterar # a lo largo de X y
la segunda férmula dice lo mismo pero tnicamente hasta un elemento k£ del orden. Es
entonces facil ver que Ho{X,Y} v k € fd(X) implican Hy{k, X,Y*}. Algo importante
para que esta definicion tenga sentido es que, cuando se defina un conjunto, exista a lo
sumo un conjunto que cumpla la definicién. Veamoslo:

Lema 5.4. Sea 0{n,Y} € Form. Entonces
ACAy FVX.WO[X] = VY, Z.Hy{X,Y} A Ho{X,Z} > Y = Z.

DEMOSTRACION:
()1, Sea 0{n,Y} tal que VI(0) \ {n,Y} = {v1,..., v} y I un modelo de ACA,.

(1)2. Definimos v := YX.Wo[X] = VY, Z.Ho{X, Y} A Hy{X,Z} =Y = Z.
(3. VI(W) = {1, i}
DEMOSTRACION: Por definiciéon de V1 y las hip6tesis de (1)1 y (1)2.

(1)4. Sean vy,...,v, € NU p(N) y llamemos 0[n,Y] := 0[X,Y,v,...,v,], Ho|X,Y] =
Hy[X,Y,vy,...,v,], entonces
Y=Y, v, =VX.WOLX] = VY, Z.Hy[X, Y| AN Hy[X, 2] = Y = Z,
y es suficiente probar que 91 F 1.
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(1)5. Sea X € p(N), tal que M F Wo[X] v Y,Z € p(N) tales que M E Hy[X, Y] A
Hy[X, Z].
(1)6. M E V) € fd(X).Y7 = Z7.
(2)1. Sea j € fd(X) y supongamos que
MEVi € fdX).i<xj— Y =Z".
DEMOSTRACION: Sea i € fd(X) tal que M F i <x j. Por (2)1 M E Y' = Zi. Asi
MEY; = {m | 0[m, Y]} = {m | 0lm, 2]} = Z
(2)3. MEYI =7,
DEMOSTRACION: Usando (2)2 es facil obtener que
MEY ={(m,i):i<xjAmeY;}={(mi):i<xjAmeZ}="172.
(2)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por induccién transfinita, i.e. el lema 5.2.

(1)7. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Usando (1)6 y que por (1)5 M F Hy[X, Y] A Hy[X, Z], se concluye
que MEY = 7.

U

Igual que en la demostracién anterior, se prueba que:

Lema 5.5. Sea 6{n,Y} € Form. Entonces

ACAy - VX WO[X] = VEVY, Z.Ho{k, X,Y} N Ho{k, X, 2} > Y = Z.

Habiendo garantizado en ACA, la unicidad de los conjuntos necesarios, podemos anadir
las definiciones por recursién transfinita para expandir ACAy en ATRg. Notemos que lo
haremos tnicamente para férmulas aritméticas,

Definicién 5.4 (La teoria ATRy). Definimos ATR, como el subsistema de Z, dado
por
ATRg = ACA+{cl(VX.WO[X] — Y. Hy{X,Y}) | 6 € £L}.

La teoria ATR( es mas fuerte que ACAy, de hecho ATR, prueba la consistencia de la
teorfa ACA,. Mas aun, ATR es también mucho mas fuerte que ACA desde el punto
de vista de las matematicas ordinarias que se pueden formalizar en dicho sistema. Es
bien conocido que ATRy es la teoria (natural) méas débil que es capaz de demostrar que
los ordinales numerables (una vez convenientemente formalizados en el lenguaje de Z3)



estan linealmente ordenados. Este hecho explica que muchos resultados matematicos que
dependen (explicita o implicitamente) del manejo de ordinales numerables necesiten de
ATR, para su demostracion. De hecho, ATR, es ya capaz de demostrar varios teore-
mas fundamentales de la teoria descriptiva de conjuntos relativos a conjuntos de Borel y
conjuntos analiticos.

Cabe destacar que, a pesar de su elaborada definicién, el sistema ATR, puede refor-
mularse en términos del axioma-esquema de separacién (en analogia al sistema WKLy).
Enunciamos el siguiente teorema, cuya prueba excede el contenido del presente trabajo
pero puede consultarse en el teorema V.5.1 del libro [8].

Teorema 5.6. En RCAq, son equivalentes:

1. ATR,
2. Y1-SEP:
(=3In.po{n} A p1{n}) = IXVn.(po{n} - n € X) A (p1{n} - n & X),

donde n € Vary, X € Varc y go{n},p1{n} € X} tal que X & VI(po{n}) U
Vi(gi{n}).

5.2. III-CA,

El tltimo sistema por introducir, el esquema de ITi-comprensién IT-CAg, resultard mucho
mas sencillo de definir: tan solo es necesario sustituir el esquema de comprension de Z,
por uno mas débil.

Definicién 5.5. (La teoria IT}-CA,) Definimos I13-CAg como el subsistema de Z» dado
por los axiomas bésicos, el axioma de induccién y el axioma-esquema de IT}-comprension,
esto es:

I1;-CAy = BASIC + IND + II;-COMP.

La teorfa I1{-CAg es més fuerte que ATRq (prueba la consistencia de esta ultima), y
en I13-CAy es posible formalizar de manera natural las demostraciones habituales de
varios resultados clasicos de la teoria descriptiva de conjuntos sobre conjuntos de Borel y
conjuntos analiticos. En particular, el teorema de Souslin (un conjunto S es Borel si y solo
si tanto S como su complementario son conjuntos analiticos) y el teorema de Lusin (dos
conjuntos analiticos disjuntos cualesquiera pueden separarse por un conjunto de Borel)
son demostrables en I1}-CAy.

Nétese que IT{-C Ay podria haberse definido equivalentemente usando £}-COMP en lugar
de TI}-COMP, y que andlogamente podemos considerar las teorias II,-CAg con k € w.
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Definicion 5.6. (II;-CAg) Definimos el sistema II;-CAg, con k € w, como el subsistema
de Zj con los axiomas bésicos, el axioma de induccién y el esquema de ITj-comprension.
En particular, IIf-CAq es ACAg y para todo k € w,II}-CAy C II;,,-CAy. Ademads, se
tiene que
Zy =1L -CAy = |J II;-CA,.
kew

Con ello, hemos concluido la definicién de los cinco subsistemas més importantes de la
aritmética de segundo orden

RCA, C WKLy € ACAy C ATR, C IT'-CA,.

5.3. Otros resultados de la matematica inversa de
RCA, y H%-CAO

Finalmente cerramos el capitulo exponiendo (sin demostracién ni haciendo las codificacio-
nes nuevas necesarias) algunos equivalentes de ATR y IT}-CA, sobre RCAy, para que el
lector pueda adquirir una cierta intuiciéon sobre la potencia de estos sistemas. Remitimos al
lector que quiera profundizar en estos resultados a los capitulos V y VI (respectivamente)
de Simpson [8].

Teorema 5.7. En RCA son equivalentes:

1. ATRy.

2. (Comparabilidad de buenos ordenes) Dos buenos drdenes numerables cuales-
quiera son comparables (o son isomorfos o hay un isomorfismo de una seccion inicial
de uno al otro).

3. (Forma normal de Cantor, [4]) Si B es un buen orden entonces existe una
sucesion finita vo > 71 > v, de buenos dérdenes y una coleccion finita dy, ..., d, de
enteros positivos tal que

B=wdy+---+wmd,.

(w serd la codificacon del ordinal w en RCAy, no el w de la metateoria).
4. (El teorema del conjunto perfecto, I) Sea A un conjunto analitico (dado por un

codigo analitico). Si A es no numerable, entonces A contiene un conjunto perfecto
no vacio.

5. (El teorema del conjunto perfecto, II) Sea T' un drbol binario. Si T tiene una
cantidad no numerable de ramas, entonces T' contiene un subdrbol perfecto no vacio.



6. (El teorema de separaciéon de Lusin) Dos conjuntos analiticos disjuntos cua-
lesquiera pueden separarse por un conjunto de Borel.

7. (Determinacién abierta) Todo subconjunto abierto A del espacio de Baire NN
estd determinado.

Teorema 5.8. En RCAq son equivalentes:

1. TI}-CA,.
2. Para toda sucesion de drboles (Tj, : k € N) existe el conjunto {k | 3g.PATH|g,T}]}.

3. Todo drbol puede ser podado, es decir, para todo drbol T C NN eziste un subdrbol
T C T tal que T contiene, exactamente, a las sucesiones o de T que pertenecen a
alguna rama de T'.

4. (El teorema de Cantor-Bendixson para el espacio de Baire) Todo conjunto
cerrado del espacio de Baire NY es la unién de un cerrado perfecto y un conjunto
numerable.

5. (El teorema de Cantor-Bendixson para el espacio de Cantor) Todo con-
junto cerrado del espacio de Cantor 2V es la union de un cerrado perfecto y un
conjunto numerable.

6. (Determinacion Y9 A11Y) Todo subconjunto A del espacio de Baire NN que sea la
interseccion de un abierto y un cerrado estd determinado.



Capitulo 6

Algunos resultados metatedricos

En este 1ltimo capitulo, presentamos algunos resultados clave sobre las propiedades légicas
de los sistemas introducidos. En particular, estudiaremos su relaciéon con los sistemas de
la aritmética de primer orden y presentaremos un resultado de conservacion para WKL
sobre una teoria que captura el “razonamienro finitista” y, por tanto, relacionaremos este
subsistema con los fundamentos de la matematica y el programa de Hilbert.

6.1. Partes de primer orden de RCA), WKL;, ACA,

Lo primero que haremos serd relacionar las teorias de la aritmética de segundo orden
RCAq, WKLy y ACAj con las teorias de la aritmética de primer orden. Es decir, va-
mos a estudiar la parte de primer orden de estas teorias, para ello necesitamos algunas
definiciones.

Lo primero de todo es introducir el lenguaje de la aritmética de primer orden.

Definicién 6.1 (El lenguaje L;). Definimos el lenguaje de Ly, conocido como el lenguaje
de la aritmética de primer orden, como el mismo de Lo, pero eliminando las variables de
conjuntos y el simbolo €. Entonces, un modelo 9t de L; sera tinicamente una 6-tupla:

M = (M7 +on, o, OWI: 19)?; <9ﬁ)
Igual que con Lo, definimos los conjuntos de férmulas, términos (ahora solamente numéri-
cos), etc. Para distinguirlos pondremos el subindice 1, al final de esos conjuntos.

O

Ahora introducimos las teorias en el lenguaje L; que vamos a usar.
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Definicién 6.2 (La aritmética de Peano y sus fragmentos). La aritmética de Peano,
denotada PA, es la teoria de Lq:

PA = BASIC + Formy, -IND.

Los llamados fragmentos de la aritmética 1Y, se definen como:

I3}, = BASIC + (3),-IND.

También definimos un concepto del que hemos hablado antes, el de w-modelo.
Definicién 6.3 (w-modelo). Un w-modelo es un Ly-modelo M de la forma
M = (w,SM, +,-,0,1, <).

Donde +, -,0, 1, < denotan los tipicos elementos, operaciones y relaciones de w. Por tanto

para determinar un w-modelo basta con dar la correspondiente familia Sgy de subconjuntos
de w. [ |

Definimos ahora de forma precisa a qué nos referimos con parte de primer orden, ya sea
de un modelo o de una teoria.

Definicién 6.4 (Parte de primer orden). Sea 9t = (M, Sy, +om, -om, O, Lon, <on) un
modelo de Ls. Llamamos parte de primer orden de 9t al modelo de L:

(M7 +93T7 My 09317 193?7 <£m)

Por otro lado, si Tj es una teoria en Lo, la parte de primer orden de Tj es la teoria en L
cuyos teoremas son exactamente las formulas de L; que son teoremas de Tj. [

Como nos interesa estudiar la parte de primer orden, introducimos el concepto de w-
submodelo.

Definicién 6.5 (w-submodelo). Sean 91, 91 modelos de Ly. Decimos que 9t es un w-
submodelo de M, escrito M C,, N, si M es submodelo de N y comparten la misma parte
de primer orden. [ ]



6.1 Partes de primer orden de RCA,, WKL,, ACA, 129

6.1.1. La parte de primer orden de ACA,

Definicién 6.6 (Aritméticamente definible). Sea 9t un modelo de Ly y sea X C M.
Decimos que X es aritméticamente definible en 91 si existe ¢[n] aritmética con parametros
en M U Sy tal que

X={aeM|ME pa]}.

Ademas definimos el conjunto

Arith-Def () = {X C M | X es aritméticamente definible en 9t}.

O

La idea clave sera que para expandir un modelo con induccién en las formulas aritméticas
a un modelo de ACA, basta con anadir los conjuntos aritméticamente definibles a la
parte de segundo orden.

Lema 6.1. Sea 9 un modelo de Ly tal que M E BASIC + S}-IND. Entonces existe N
tal que ME ACAy y M C, N.

DEMOSTRACION:
(1)1. Sea M un modelo de BASIC + L}-IND.

<1>2 Definimos Ot = (M, Arith—Def(im), +, om, Oom, Lom, <9ﬁ>.
(1)3. M C, 9N,

DEMOSTRACION: Trivial por la definicién de w-submodelo.

(1)4. ME ACA,.

(2)1. ;M BASIC.
DEMOSTRACION: Trivial, pues comparte parte de primer orden con 1.

(2)2. 91 E IND.

DEMOSTRACION: Sea X € Arith-Def(91). Por definicién de Arith-Def tenemos que
existe p[n] € (X)) tal que X = {a € M | M E pa]}. Como M E T}-IND y
o[n] € (Z§)m tenemos que M E (p[0] A Vn.p[n] = ¢ln +1]) — ¢[n] y de ahi se
deduce (por la definicién de X) que

MNEOeXAVnneX >n+1eX)—VnneX

(2)3. M E I-COMP.

DEMOSTRACION: Sea ¢[n] € (X{)n (como ha sido habitual en muchos teoremas
anteriores, habria que desarrollar mas esta parte, viendo qué sucede si hay otras
variables libres aparte de m, pero como ya se ha hecho muchas veces, por ejem-
plo en el lema 2.17, lo omitimos para no extender la demostracién). Supongamos
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que Yi,...,Y; € Arith-Def(0) (I € w) son todos los pardmetros de conjuntos
que aparecen en la formula. Como pertenecen a Arith-Def(9t), tenemos que existen
pilm] € (Xg)om tales que

Y, ={ac M|ME ¢;[al}.
Sea ¢[n] el resultado de sustituir cada férmula atémica x € Y; por ¢;[x] (para
i=1,...,1), asl p[n] € (X)ax y por (1)2 tenemos que

NEIXVn.n € X < ¢[n]
(va que los conjuntos del modelo son los aritméticamente definibles en 9t). Ademas
tenemos que por la definicién de @[n]

N E Vn.pn] < @[n).

Podemos concluir que

MEIXVnn € X < p[n],

como queriamos.

(1)5. Q.E.D.
O

Teorema 6.2. Sea 9 un modelo de Li. Entonces M es un modelo de PA si y sélo si es
la parte de primer orden de un modelo de ACA,.

DEMOSTRACION: Que la primera parte de un modelo de ACA( es un modelo de PA se
tiene por el lema 4.2. Y si 2 F PA, entonces, visto como un modelo de Lo, por el lema
6.1 tenemos que es la primera parte de un modelo de ACA,. O

Corolario 6.3. PA es la parte de primer orden de ACAy, i.e. la teoria ACAq es con-
servativa sobre PA.

DEMOSTRACION: El lema 4.2 implica que PA estd incluido en la parte de primer orden
de ACAy. Veamos la otra direccion. Sea ¢ € Senty, tal que PA I/ ¢. Por el teorema de
completitud de Godel, existe un modelo 9t de PA tal que 91 & . Aplicando el teorema
6.2, se tiene que 9 es la parte de primer orden de un modelo 9t de ACA,, y, por tanto,
M . Aplicando ahora el teorema de validez, obtenemos que ACA I/ . O

6.1.2. La parte de primer orden de RCA,

Pasamos a estudiar la parte de primer orden de RCAy, el procedimiento es analogo al de
ACA,.

Definicién 6.7 (AY definible). Sea 9t un modelo de Ly y sea X C M. Decimos que
X es A? definible en 9 si existen férmulas p[n] € X9 y ¢[n] € 1Y con pardmetros en
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M U Soy tal que

X={aeM|MEypla]} ={aec M |MEY[a]}.
Adem4s definimos el conjunto AY-Def(9) = {X C M | X es A{ definible en 9} |

En el siguiente lema nos permitiremos (como es habitual) ser algo libres en la distincién
entre ser ¥.¢ o ser equivalente a una férmula X9 (de igual manera con el resto de la jerar-
quia), ya que la demostracion es suficientemente larga sin entrar en esas consideraciones.

Lema 6.4. Sea MM un modelo de Ly tal que M = BASIC + XV-IND. Entonces existe N
tal que ME RCAg y M C, N.

(1)1. Sea M un modelo de BASIC + X9-IND.
(1)2. 9 satisface 3Y-BOUND.

DEMOSTRACION: Por el lema 2.18.
(1)3. Definimos el Ly modelo 91 dado por:
N= <M7 A(1) _Def<9:n)7 +9ﬁ7 N 09)?7 19737 <§m)
(1)d. M C, M.

DEMOSTRACION: Trivial por la definicién de submodelo.
(1)5. Para toda 6 € Form(M) con VI(§) N Varc = @ y 0 € X existen s, Oy € Form (M),
tal que:
» Oy € (X9)an, O € (119)gn.
» VI(#) = V1(0s) = V1(0p).
n NEOr < O« 0.
(2)1. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que las tunicas conectivas ldgicas son

la negacién y la conjuncién y el inico cuantificador (acotado pues la férmula es
¥0)) es el universal.

DEMOSTRACION: Toda férmula es equivalente a una férmula de esas caracteristicas,
respetando variables libres.

(2)2. Por induccién en 6.

(2)3. 0=t1 =t 00 =1t < ts.
DEMOSTRACION: En ese caso 0 = Ox, = 0.

(2)4. 0 =t e X.

DEMOSTRACION: Sabemos que X € Sy, ya que no puede ser una variable por hipdte-
sis de (1)5. Como Sy = AY-Def(9M), existen p[n],v[n] € Form(IM) con ¢ € (X9)m
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vy € (1Y) tal que X = {a € M | MFE pla]} = {a € M | M E +[a]}. Entonces
definimos Oy, := ¢[t] y 0 := 9[t], claramente cumplen lo pedido.

(2)5. Caso 0 = —0'.
DEMOSTRACION: Por hipdtesis de induccién existen 0% y 6, entonces definimos
Oy, := =0 vy O = 0.

(2)6. Caso 0 =6 N0".
DEMOSTRACION: Por hipétesis existen 6%, 6f;, 0% y 0. Ademads, por las condiciones
se tiene que 05, = 3j.6(, 6%, = 35.6], 0 = V5.01, 011 = Vj.0/. Definimos:

O, := Im.(35" < m.Oylj — ') A (Fj" < m.6([j — j7])
donde m, j', j” son variables nuevas, y definimos

O = V3.0, A 6.
(2)7. Caso 6 =Vi < t.0/ coni & VI(¢t).
DEMOSTRACION: Por hip6tesis de induccion existen 0% y 0f;. Ademads 6% = 35.0;, 0f =
V4.0] (supongamos que j ¢ VI(t)). Entonces definimos
Os, := InVi < t3j < n.b;,
donde n es una variable nueva, y definimos
On = VjVi < t.6).
Para la equivalencia de fx con § usamos el principio de X{-BOUND.
(2)8. Q.E.D.
DEMOSTRACION: El resultado se sigue de la induccion.

(1)6. Sea ¢ € Form (M) con VI(p)NVarc = @y ¢ € (X9)n. Entonces existe ¢’ € Form(9MN)
tal que:

e (2.
= Vi(p) = VI(¢').
s NE Y < p.

DEMOSTRACION: Por hipétesis ¢ = 35.6, donde § € Form(M) y 6 € ). Por (1)5 existe
05, € Form(9M) tal que Oy = Im.b, con b, € 2. Definimos

¢ = 3kIj < kIm < kO,
donde k es una nueva variable. Esta claro que cumple lo pedido.

(1)7. M E RCA,.

(2)1. M= BASIC.
DEMOSTRACION: Por (1)4, 9t y 9 comparten la parte de primer orden.

(2)2. N E LI-IND.
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DEMOSTRACION: Sea ¢[n] € (X9)n. Por (1)6 existe ¢'[n] que cumple las tres propie-
dades alli enunciadas. Como 9 F X-IND tenemos que
M E ('[0] AVn.¢'[n] = ¢'[n+1]) = Vn.¢'[n],
de donde concluimos que
N E (0]0] AVn.g[n] = ¢[n + 1]) = Vn.p[n].

(2)3. N E AL-COMP.

DEMOSTRACION: Sean p[n] € (X9)y v [n] € (I19)y tales que N E Vn.p[n] <> ¥[n)].
Por (1)6 existen ¢'[n] y ¢'[n] que cumplen las propiedades alli enunciadas (notemos
que para aplicarlo a la formula ¢ € (I19)y nos basta aplicarlo a § = —): ello nos dara
un 0 y luego tomamos ¢/’ := —6’). Entonces se tiene que:

N E Vn.p[n] < ©'[n]
y

M E Vn.¢'[n] + ¢'[n].
Tomando X = {a € M | M E ¢'[a]} se tiene claramente que X € AY-Def(9), y por
tanto

MNEIXVnn e X & ¢nl.

(1)8. Q.E.D.

Teorema 6.5. Sea M un Li-modelo. Entonces son equivalentes

1. M es la parte de primer orden de un modelo de RCA,.
2. M es un modelo de 1X.

DEMOSTRACION: Trivialmente, la parte de primer orden de un modelo de RCAj es un
modelo de ;. Supongamos que 91 es un modelo de I¥;. Entonces, visto como un Ls-
modelo, satisface ¢-IND, y, por el lema anterior, es la parte de primer orden de algtin

modelo de RCA,. [l

Corolario 6.6. La parte de primer orden de RCAq es 3.

DEMOSTRACION: Completamente andlogo al caso de ACA,. O

6.1.3. La parte de primer orden de WKL,

Se puede demostrar que la parte de primer orden de WKL es la misma que la de RCA,,
i.e. I1X. Este resultado puede obtenerse como consecuencia de un resultado de conserva-
cién para WKL (que es de interés independiente) y del hecho de que la parte de primer
orden de RCAg es IX;.
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En este caso, omitimos la demostraciéon por falta de espacio, pero cabe destacar que el
argumento sigue un esquema distinto a los dos anteriores (el manejo de arboles y el uso
de una cierta técnica de construccién de tipo forcing desempenan un papel fundamental);
remitimos al lector a la seccién IX.2 del libro de Simpson [8].

Teorema 6.7 (Teorema de conservacién, Harrington 1977). Sea v una I} férmula ce-
rrada. ST WKLy - 1, entonces RCAqg - 1.

Corolario 6.8. La parte de primer orden de WKLqg es 13.

6.2. WKL y el programa de Hilbert

En esta seccion demostraremos que WKLg es conservativa sobre PRA (la aritmética
primitivo recursiva) para I19 férmulas cerradas (notemos que, por tanto, serdn férmulas
sin variables de conjuntos). Para ello nos valdremos de la seccién anterior, usando que
la parte de primer orden de WKL es I3;. Este resultado de conservacion tiene especial
interés desde el punto de vista de los fundamentos de las matematicas. Al final de la
seccion, hablaremos brevemente de cémo este resultado relaciona el programa de Hilbert
(reduccionismo finitista) con el subsistema WKLy.

Empezamos introduciendo todas la definiciones necesarias para definir la teoria de primer
orden PRA.

Definicién 6.8 (Lenguaje Lpgra). El lenguaje de la aritmética primitiva recursiva,
denotado Lpra, es un lenguaje de primer orden con igualdad (y una cantidad infinita
numerable de variables) con los siguientes simbolos no 16gicos:

s La constante 0.

= Los simbolos de funcién unarios Z, S.

= Para cada i, k tales que 1 <7 < k < w un simbolo de funcién k-ario Bf )

» Para cada simbolo de funcién m-ario g y hy,...,h,, simbolos de funcién k-arios,
C(g,hy, ..., hy,) es un simbolo de funcién k-ario.

= Para cada simbolo de funcién k-ario g y cada simbolo de funcén k+-2-ario h, R(g, h)
es un simbolo de funcion k + 1-ario.

= Para cada f simbolo de funcién k-ario un simbolo de relacion k-ario R £

Los simbolos de funcién de PRA se denominan simbolos de funcién primitivos recursivos
y los de relacién, simbolos de relacién primitivos recursivos. [ |
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Como es habitual, con los simbolos del 0 y del sucesor podemos expresar cualquier ele-
mento de w con un término cerrado.

Notacién. Dado k € w \ {0}, definimos k& como:

1=5(0),

Notemos entonces que cada funcién primitiva recursiva tiene un simbolo de funcién aso-
cidado. Serd comin (al igual que en las funciones primitivo recursivas) no explicitar la
construccion del simbolo, sino poner las ecuaciones que lo definen.

Definicién 6.9 (La teoria PRA). El modelo estindar de PRA, Mpra, es el mode-
lo de Lpgra cuyo dominio es w = {0,1,2,...}, las interpretaciénes de las funciones (y
constantes) son:

- QimPRA =0.

= ﬁzmpm (x) = x +,, 1 es la funcién sucesor.

= Zonpy, (X) = 0 es la funcién constante cero.
s PF(xy,...,X;) = X,
- C(g7h17 s -hm)mpRA(le cee 7Xk) = ngRA(hl,imPRA(Xb s 7Xk)7 s Jﬁm,impRA<X17 s 7Xk:))

» R(g,h)ompg, es la funcién definida recursivamente por las ecuaciones:
R(@ E)WPRA (07 X1y 7Xk) = gmeRA(Xh s 7Xk)
R(ga h)imPRA<y + 17X17 s Jxk) = ESRPRA(YJ R(g7h)§mPRA(Y7 X1y 7Xk)7X17 s 7Xk)'

Y finalmente, para cada simbolo de relacién R; se tiene que (Xi,...,X;) € Ryon,p, 51 Y
sélo si imPRA(Xl,...,Xk,) =1. [

Definicién 6.10. Los axiomas no légicos de PRA son los siguientes:

1. Axiomas parael 0y S:
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2. Axiomas para los Bf. Sean 1 <i < k < w, tenemos el axioma

Bf(% o Tg) = T4

3. Para cada f = C(g,hy,...,h,,), tenemos el axioma

)’ =m

[, oa) = g(hy(zy, . wk), o b (21, - ).

4. Para cada f = R(g,h) tenemos los axiomas:

SO, 21, ..., 21) = g(@1, ..., 7).

FS@W), wrs o mk) = By, fy, 21, w), 21, ).

5. Para cada f simbolo de funcion, el axioma

Ry(wr,...,m) ¢ f(ar,... o) = L.

6. Y, por tultimo, el esquema de induccién primitiva recursiva, que seran las férmulas
de la forma

(0{0} AVz.0{z} — 0{S(x)}) — Vx.0{z}.

donde #{x} € Formy,,,, libre de cuantificadores.

Nota. PRA sera la teoria con esos axiomas. Dado un modelo de PRA, llamaremos
funciones primitivo recursivas a la interpretacion de los simbolos de funcién primitivo
recursivos; y predicados primitivo recursivos, a la interpretacion de los simbolos de relacion
primitivo recursivos. [ |

Llamaremos de una forma espacial a ciertos simbolos de funcién (primitivo recursivos)
comunes.

Definicién 6.11. Llamamos + (suma) al simbolo de funcién binario definido por las
ecuaciones
z+0=rz,

r+S(y) = S(x +y).

Llamamos - (producto) al simbolo de funcién binario definido por las ecuaciones
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Llamamos P (predecesor) al simbolo de funcién unario definido por las ecuaciones
P(0) =0,
P(5(y)) = v.
Llamamos — (resta truncada) al simbolo de funcién binario definido por las ecuaciones
r=-0=0,
z=S(y) =Lz +y).

En PRA usaremos la notacién t; < ty := 1ty — t1 # 0.

Llamamos neg (negacién) al simbolo de funcién unario definido por las ecuaciones

neg(S(x)) = 0.

Dado f(y,z1,...,7x) simbolo de funcién k + l-ario, llamamos [[,.. f(y,®1,...,zx) al
simbolo de funcién g(z,z1,...,x) k + l-ario definido por:

9(0,1,...,21) =1,

Gracias a las definiciones anteriores, podemos tratar las formulas de L; como férmulas de
Lpra, mediante la llamada interpretacion canodnica.

Definicién 6.12 (Interpretacién candnica). Definimos la interpretacion canénica de
L1 en Lpra como la funciéon Canlnterp : Termy, — Termy,, , definida como:

1. Canlnterp(0)

0.
1.

(

2. Canlnterp(1l) =

3. Canlnterp(t; + t2) = Canlnterp(¢;) + Canlnterp(¢s).
(

4. Canlnterp(ty - to) = Canlnterp(t;) - Canlnterp(t,).

Y podemos extenderlo a Canlnterp : Form;, — Formy,,, si definimos

Canlnterp(t; < t9) = Canlnterp(t;) — Canlnterp(ts) # 0.
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La interpretacién candnica nos permite ademés relacionar modelos de I3; con modelos

de PRA.

Lema 6.9. Para todo 9 modelo de 1Y, existe una expansion a un modelo N de PRA
tal que

M = 0 implica N F Canlnterp(0).

DEMOSTRACION: Por el teorema 6.5, sabemos que 91 se puede expandir a un modelo
de RCAy. Una vez tengamos ese modelo, usando el lema 2.53 podemos definir funciones
primitivo recursivas dentro de RCAq y asi podemos definir las interpretaciones de los

simbolos de PRA.. O

Y como consecuencia del lema anterior:

Teorema 6.10. Sea 6 € Formy,. Si PRA F Canlnterp(6), entonces ¥, 6.

DEMOSTRACION:
(1)1. Supongamos que I%; I/ 0

(1)2. Existe 9t modelo de I¥; tal que M & 6.

DEMOSTRACION: Por el teorema de completitud aplicado a (1)1.

(1)3. Existe 9 modelo de PRA tal que 9 ¥ Canlnterp(6).

DEMOSTRACION: Gracias al lema 6.9 aplicado a (1)2.

(1)4. PRA t/ Canlnterp(0).

DEMOSTRACION: Gracias al teorema de validez aplicado a (1)3.

(1)5. Q.E.D.

Con esto hemos demostrado (que bajo la interpretacion canénica) PRA estd incluido en
I¥;. Ahora probaremos que toda II9 férmula cerrada que sea demostrable en I%; (de
hecho, en WKL) lo serd también en PRA.

En PRA podemos definir el conjunto ©) como el conjunto imagen de la interpretacién
candnica aplicada en 3.

Definicién 6.13. Definimos el conjunto de Formy,,, (férmulas X generalizadas) como
GENX) = Canlnterp(X§). |

Podemos ver que toda férmula de GENYJ es equivalente a un predicado primitivo recur-
sivo.
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Lema 6.11. Para toda 0|z, ..., xy] € GENY) existe un simbolo de funcién k-ario S, en
Lpra tal que
1. PRA I—Lg(xl,...,xk) =1«46.

2. PRAF f (x1,...,21) =0 ¢ —0.

Por tanto toda formula de GENEg es equivalente a un simbolo de relacion Ef.

DEMOSTRACION:

(1)1. Supondremos sin pérdida de generalidad que las tinicas conectivas l6gicas son la
negacion y la conjuncién y el tnico cuantificador (acotado pues la férmula es 29))
es el universal.

DEMOSTRACION: Toda férmula es equivalente a una férmula de esas caracteristicas.

(1)2. Por induccién en 6

(1)3. Caso 0 = t; = to.

DEMOSTRACION: Definimos f, (21, ..., 2x) := neg((t2 = t1) + (t1 =~ t2)).
(1)4. Caso 0 =t < ts.

DEMOSTRACION: Definimos f (71, ..., z) :

neg(neg(ts = t1)).

(1)5. Caso 6 = =0’

DEMOSTRACION: Existe f o (T1, ..., zy) por hipbtesis de induccién. Definimos
ig(‘rl) s ,l’k) = Leg(igl($17 s ,.Tk))

(1)6. Caso 0 =6 N0O".

DEMOSTRACION: Existen f, (21,...,2x) ¥ f,,(21,...,2)) por hipétesis de induccién
(en principio podrian tener menos variables libres ya que nada garantiza que las dos
subférmulas tengan todas las variables libres de la férmula, pero bastaria con coger un
simbolo de funcién k-ario que ignorase las variables que sobren). Definimos

ie(xl,...,xk) = ie,(xl,...,xk) -ie,,(xl,...,xk).
(1)7. Caso 0 =Vy < t.0'(y,z1,...,Tk).

DEMOSTRACION: Existe f,,(y,21,..., ;) por hipétesis de induccién (en caso de que y
no sea una variable libre hacemos como en (1)6). Definimos

ie(xl,...,xk) = Hie,(y,:vl,...,mk).

y<t

(1)8. Q.ED.
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Con el lema anterior hemos visto que en un modelo las férmulas 3 generalizadas son
predicados primitivos recursivos.

Definicién 6.14. Sea 9t un modelo de PRA. Un conjunto 9-finito es un conjunto
X C M tal que
X={aeM|MEa<bAR(acy,...,c)},

para algin simbolo de predicado primitivo recursivo R y algin b,cy,...,cp € M. [ |

Definicién 6.15. Sea 9t un modelo de PRA y sea X un conjunto 9i-finito, definimos
la 9M-cardinalidad de X como Cardgy(X) = Cardgy(X,b) donde X C{a|a <gm b}y

Cardan(X,0) = 0

Cardgn(X,a)+1 siae X

Cardgn(X,a+ 1) =
ardme(X, @ +1) {Cardgﬁ(X,a) sia g X

Notemos que para que esta definicién sea totalmente precisa, deberiamos usar que real-
mente es la interpretacion de un simbolo de funcion el que esta definido por esas ecuaciones
recursivas donde a X lo cambiamos por la férmula que lo define.

Igual que hicimos en RCAq, en PRA se pueden codificar los conjuntos 91-finitos mediante
elementos de M de forma primitiva recursiva. Podriamos usar otra vez el mismo estilo de
codificacion que hemos usado, pero ahora usaremos uno basado en las potencias de 2.

Definicién 6.16. Sea 9t un modelo de PRA, decimos que ¢ € M codifica el conjunto
M-finito X si y soélo si para todo a € M se cumple que

ac Xsiysélosi METu < cIv < 22.c=22" .y +22 4.

Se demuestra entonces que

Lema 6.12. Sea 9t un modelo de PRA. Entonces para todo conjunto X OM-finito, existe
un tinico ¢ € M que codifica X. Ademds X C {a|MFE a < b} siy sdlo si ME ¢ < 2P.
Con esto podemos definir el concepto de corte semirregular (introducido por Kirby y Paris
[5]) que sera fundamental para la demostracion.

Definicién 6.17. Sea 2t un modelo de PRA.

1. Un corte en 9 es un conjunto I C M,1gy € I # M tal que si a <gy b,b € [
entonces a € I.
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2. Sea I un corte de M. Un conjunto X C [ se dice que es M-codificado si existe un
conjunto X* 9M-finito tal que X* NI = X. Denotamos

Codedgn(I) = {X C 1| X es M-codificado}.

3. Sea I un corte de M. Un conjunto X se dice que esta acotado en [ si existe b €
tal que X C {a|a <gq b}.

4. Un corte I se dice semirregular si para todo los conjuntos X 9Mi-finitos con Cardgy(X) €
I se cumple que X NI esta acotado en I.

Lema 6.13. Sea 9 un modelo de PRA y sea I un corte semirreqular en M. Entonces
(I, Codedon(I), +om | I, -0 | 1, 00m, lon, <on| I)
es un modelo de WKLj.

DEMOSTRACION:
(1)1. I esta cerrado bajo +p.

DEMOSTRACION: Supongamos que b,c € I y que b +9; ¢ € I. Entonces, tenemos el
conjunto X = {a | b <oy a <gn b+ ¢} que es M-finito y cumple que Card(X) = c.
Sin embargo X NI ={a € I | b <gy a} no estd acotado en I, en contradiccién con que
sea semirregular.

(1)2. I esta cerrado bajo -gy.

DEMOSTRACION: Supongamos que b,c € I y que b 9y ¢ € I. Entonces, tenemos el
conjunto Y = {b gy a | a <o c} que es M-finito y cumple que Card(Y) = c. Sin
embargo Y N I no esta acotado en I, en contradiccion con que sea semirregular.

(1)3. Definimos el Ly-modelo Dt = (I, Codedon (1), +m [ I, -on [ I, 0o, Lon, <o I).
(1)4. 9 E SO-IND.

(2)1. Todo conjunto M-finito (no vacio) tiene un elemento minimo para <gy.

DEMOSTRACION: Gracias a que 9 es un modelo de PRA y por tanto cumple la
induccion primitiva recursiva, se puede hacer entonces la demostracion habitual de
existencia de minimo.

(2)2. Sea p|z] € (Formyp,,, )n, queremos probar que
N E (p[0] AVz.p[z] = plx + 1]) = Vo).
Por tanto supongamos que M F ¢[0] A Vz.pz] — ¢lr + 1].

DEMOSTRACION: Como es habitual, realmente tendriamos que coger una férmula
cualquiera con variable libre x y sustituir cada una de todas sus variables libres
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por parametros cualesquiera. Como hemos repetido muchas veces el proceso nos lo
saltamos (ver 2.18).

(2)3. Podemos suponer que existe ¢ € I tal que M F —pc].

DEMOSTRACION: En caso contrario se tendria que 91 E Vz.p[z] y no habria nada que

probar.

(2)4. Definimos Y ={a:a <pm cy Nk ¢a]}.
(2)5. Y es M-finito.

(3)1. Sea *[x] el resultado de sustituir cada pardmetro X € Codedgn(I) por la
férmula que describe al conjunto 9M-finito X* tal que X* N1 = X. p*[z] =
Jy.0*(x,y) con 0* € GENX) con pardmetros en M.

DEMOSTRACION: Estamos pasando una férmula de Ly a Lpgry, sustituyendo todas
las férmulas atémicas ¢ € X por una férmula X} en PRA y luego usando la inter-
pretacion canodnica para el resto de simbolos, por tanto esta claro que la formula
resultante sera GENX (pues la original era ©.9). Estamos siendo laxos con la di-
ferencia entre ser GENXJ) y ser equivalente a una férmula GENY) con pardmetros
en M, pero como es habitual esto no sera un problema.

(3)2. Sea d € M tal que d ¢ I. Definimos
Z={(a,b) | MFa<cAb<dAf(a,b) AT <b.0"(a,b)}.
(3)3. Z N1 es M-finito
DEMOSTRACION: Por el lema 6.11 y (3)2 tenemos que Z es 9M-finito. Ademas la

M-cardinalidad de Z es a lo sumo c. Por semirregularidad Z N I esta acotado en
I y asi Z N1 es M-finito.

(3)4. Q.E.D.
DEMOSTRACION: Por el 6.11 y por (3)3 tenemos que Y = {a | Jb.(a,b) € Z N1}
es M-finito.
(2)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por (2)5 Y es M-finito, ademds ¢ € Y y por (2)1 sea b el elemento
minimo para <gy tal que b ¢ Y. Por tanto b <oy ¢ y como ¢ € [ se tiene que
b € I. Ahora si b = Ogy se tendria que M E —p[0] lo que contradice (2)2. Si no es
cero, entonces b = Syn(b’) y por ser minimo 9N F b’ asi que por (2)2 tenemos que
N E p[b], absurdo.

(1)5. 9Nk ¥0-SEP.
(2)1. Sean ¢;[z] € (X)n para i =0, 1.
(2)2. Para i = 0,1 definimos
A, ={ael]|MNE yal},

y supongamos que Ag N A; = @. Es suficiente probar que Ay y A; se pueden
separan por un subconjunto de I 9-codificado.

DEMOSTRACION: Por la seméntica y la definicién de ).
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(2)3. Sea ¢f[z] el resultado de sustituir cada parametro X € Codedgy(I) por la férmula
que describe al conjunto M-finito X* tal que X* NI = X. ¢f[z] = Jy.0; (x,y) con
07 € GENX) con parametros en M.

DEMOSTRACION: Estamos pasando una féormulas de Ly a Lpgra, sustituyendo todas
las formulas atémicas ¢t € X por una férmula 39 en PRA y luego usando la inter-
pretaciéon candnica para el resto de simbolos, por tanto esta claro que la férmula
resultante serd GENXY con parametros en M (pues la original era %9).

(2)4. Sead € M tal que d ¢ I y definimos
Y ={a|MEa<dA3b<ddi(ab) AV < b-0(a,b)}.
(2)5. A; CY*y AgnY, =2.
DEMOSTRACION: Por definicién en (2)4.
(2)6. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Por lema 6.11 tenemos que Y = Y* N [ es un subconjunto de [
M-codificado. Por (2)5 separa Ag y A, pero por (2)2 eso es suficiente para demostrar
lo que queriamos.

(1)6. M E A%-COMP.

DEMOSTRACION: Sale directamente de (1)5.

(1)7. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Claramente 91 £ BASIC, por (1)4 tenemos que N F X¢-IND, por
(1)6 M £ AY-COMP y gracias al teorema 3.3 y por (1)5 tenemos que 0N serd un modelo
de WKL,.

l

Definicién 6.18. Sea 9T un modelo de PRA. Dados b, ¢ € M entonces escribimos b <y
c si para todo simbolo de funcién 1-ario primitivo recursivo f se tiene que f, (b) <m c.

La nocién anterior se usa para probar la existencia de los cortes semirregulares, aunque
no entraremos en la demostracion del teorema, ya que estd mas relacionada con modelos
de la aritmética de primer orden y excede el contenido del presente trabajo. (Se puede
encontrar una prueba en la seccién 1X.3 de Simpson [8], la cual estd basada como dijimos
anteriormente en el trabajo de Kirby y Paris [5]).

Lema 6.14 (Existencia de cortes semirregulares). Sea 0 un modelo numerable de
PRA. Sean b,c € M tales que b <oy c. Entonces existe un corte semirreqular I de I
tal que b € I peroc & I.

Y, finalmente, obtenemos el teorema que queriamos demostrar:
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Teorema 6.15. Sea ¢ € TIY N Sent. Si WKL = 1, entonces PRA + CanInterp(v)).

DEMOSTRACION:
(1)1. Supongamos que PRA I/ Canlnterp(v)).

(1)2. Existe 9V un modelo contable de PRA tal que 9 H 1.
DEMOSTRACION: Por el teorema de completitud de Godel.

(1)3. ¢ = Vy3z.0]y, 2] donde [y, 2] € 2.
DEMOSTRACION: Por ser 1) € IT5 N Sent.

(1)4. Existe b’ € M’ tal que M F —3z.0[b’, z].
DEMOSTRACION: Por (1)2 y (1)3.

(1)5. Sean b, ¢ son constantes nuevas y sea la teorfa
T =PRA + (=32.00b, z]) + {f(b) < c| f es un simbolo 1-ario primitivo recursivo}.

(1)6. Existe 9t modelo del T

DEMOSTRACION: Para cualquier subconjunto finito T, de los axiomas 7" podemos es-
coger un elemento ¢ € M’ tal que f ., (b) <aw ¢; para la cantidad finita de sfimbolos
de funcién 1-arios primitivos recursivos f que aparezcan en Ty. Asi O F Ty donde
by = b" y cop = cf,. Por el teorema de compacidad, T" tiene un modelo numerable.

(1)7. Existe 9 un modelo de PRA tal que existen b,c € M tales que b <g ¢ y
M —32.0[b, z].

DEMOSTRACION: Directamente por (1)6.

(1)8. Existe un corte semirregular I de 9t tal que b € I pero ¢ & I.
DEMOSTRACION: Gracias al lema 6.14 y a (1)7.

(1)9. M = (I, Codedon (1), +m [ I,-on [ 1,00, Lon, <on[ I) es un modelo de WKLj.
DEMOSTRACION: Por (1)8 y el lema 6.13.

(1)10. Q.E.D.

DEMOSTRACION: Como b € Iy por (1)7 tenemos que 91 E =3z.0[b, z], por tanto N H ¢
y por el teorema de validez WKL t 1.

O
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Una vez demostrado el teorema deseado, expongamos brevemente su relaciéon con el pro-
grama de Hilbert. La idea principal del programa de Hilbert era justificar la matematica
infinita mediante métodos finitistas, es decir, probar la consistencia de (una gran porcion)
de las matematicas cuya metodologia incluye métodos de construccion infinitos mediante
métodos finitistas. Idealmente, una realizacion plena del programa de Hilbert habria sido
dada por la existencia de, digamos, una prueba de la consistencia de la teoria de conjuntos
ZFC en la matematica finitista. Aunque Hilbert no dio una definicion precisa, gracias
al trabajo de Tait, se ha llegado al consenso general de que la matematica finitista estéd
caracterizada por un sistema como PRA. Entonces, para cumplir el programa de Hilbert,
seria necesario demostrar la consistencia de la teoria de conjuntos en PRA, pero es bien
sabido que por el segundo teorema de incompletitud de Godel esto es imposible (més atn,
ni tan siquiera la consistencia de la propia matemaética finistista PRA puede demostrada
en PRA).

Los teoremas de incompletitud de Godel destruyen por tanto la posibilidad de una reali-
zacion plena del programa de Hilbert. Sin embargo, no seria justo afirmar que el programa
de Hilbert fracasé en su totalidad. De hecho, varios autores han propuesto diversas reali-
zaciones parciales del programa de Hilbert.

Simpson [8] en la seccién I1X.3 propone una tal realizacién parcial del programa de Hilbert,
argumentando que una buena porcion de las matematicas numerables del dia a dia si se
pueden justificar por métodos finitistas, pues son reducibles a métodos finitistas.

Mas concretamente, Simpson propone estudiar la siguiente cuestion: ;Qué subsistemas
de la aritmética de sequndo orden son conservativos para 119 férmulas cerradas sobre
RCA(? Noétese que si un tal sistema demuestra la consistencia de una teoria, entonces
PRA también lo prueba (ya que la féormula que afirma la consistencia de una teoria es
de complejidad sintéactica I19). Simpson interpreta este hecho como un argumento a favor
de la tesis de que los teoremas demostrados en un tal sistema estarian justificada por
métodos finitistas; serian, en terminologia de Simpson, reducibles a métodos finitistas.
Esto explica la relevancia de nuestro teorema de conservaciéon 6.15. Con este teorema
hemos demostrado que WKL es reducible-finitista y, por tanto, de acuerdo a la tesis de
Simpson, los teoremas demostrados en WKL tienen una justificacon finitista.
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Conclusiones

En este trabajo hemos realizado una primera aproximacion a la matematica inversa. He-
mos estudiado los cinco subsistemas de la aritmética de segundo orden mas relevantes,
los Big Five, y hemos codificado una buena parte de la matemética en RCA( a la vez
que hemos establecido la equivalencia de diversos teoremas matematicos con alguno de
los subsistemas; por ejemplo, el teorema Heine-Borel en [0,1] con WKL o el teorema
de Ramsey para conjuntos de cardinalidad n (con n € w,n > 3) con ACA,. Esto nos
ha permitido clasificar los teoremas segun la potencia del subsistema al que son equiva-
lentes. Se ha estudiado con especial detalle la codificacion en el lenguaje de la aritmética
del conjunto de los reales R via sucesiones de Cauchy, al tratarse de la codificaciéon méas
elaborada.

Ademas hemos realizado un estudio de las partes de primer orden de RCAy, WKL y
ACA,, viendo que se corresponden con I3 (para las dos primeras teorias) y con PA
(para la tercera de ellas). Ademés, hemos demostrado que WKL es conservativa sobre
PRA para II9 féormulas cerradas y hemos expuesto la relacién que tiene este resultado
con los fundamentos de la matematica y el programa de Hilbert.

Para el futuro, podria ser interesante estudiar la matematica inversa de alto orden, que
consiste en cambiar el paradigma logico de logica de segundo orden a una teoria de
tipos simples. Esto permitiria eliminar la codificacién de muchos conceptos matematicos
y poder estudiarlos sin miedo a que la codificaciéon afecte a los resultados obtenidos.
Otra continuacién interesante seria centrarse en el estudio de la teoria de modelos de los
subsistemas, ya que este trabajo no ha desarrollado nada a ese aspecto. También seria
muy interesante estudiar la relaciéon entre la teoria de la computacion y la matematica
inversa, ya que esta proporciona una vision complementaria a la centrada en la teoria de
la demostracion y en la teoria de modelos.
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