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Resumen

El objetivo de este trabajo es introducirnos a la teoria de las funciones especiales
utilizando el método unificado propuesto por Nikiforov y Uvarov en los anos 60 del
siglo XX. Gran parte de los contenidos de este trabajo estan basados en su libro “Spe-
cial Functions of Mathematical Physics: A unified Introduction with Applications”,
el cual nos servird de guia y citaremos constantemente.

En el primer capitulo estudiaremos la ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico
generalizada,

7(z) ,, 0(2)
o(z) o*(2)

la cual conseguiremos reducir a una ecuacién mas simple,

u/l +

u =0,

o(z)y" +71(2)y + Ay =0,

que llamaremos ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico. A partir de esta tltima,
seguiremos un método que nos permitira hallar una representacion integral de sus
soluciones. Ademaés, daremos un procedimiento que nos permitira obtener relaciones
de recurrencia a tres términos y féormulas de diferenciacion para las soluciones de
dicha ecuacion.

En los capitulos siguientes, procederemos a estudiar dos grandes familias de solucio-
nes de la ecuacion de tipo hipergeométrico: las funciones de Bessel y las funciones
hipergeométricas. Durante estos, nos valdremos de los procedimientos estudiados en
el capitulo 1 para hallar diversas propiedades de dichas funciones, como por ejem-
plo: su representacion integral, relaciones de recurrencia, férmulas de diferenciacion,
etcétera.






Abstract

The objective of this work is to introduce us to the theory of special functions using
the unified method proposed by Nikiforov and Uvarov in the 1960s. Many of the
contents of this work are based on the book “Special Functions of Mathematical
Physics: A unified Introduction with Applications”, which will serve as a guide and
we will constantly quote.

In the first chapter we will study the generalized differential equation of hypergeo-
metric type,
), 90)
o(z) o*(2)

which we will be able to reduce to a simpler equation,

u” + u=0,

o(z)y" +71(2)y + Ay =0,

which we will call the differential equation of hypergeometric type. From the lat-
ter, we follow a method that will allow us to find an integral representation of the
solutions. In addition, we will give a procedure that will allow us to obtain recu-
rrence relations to three terms and differentiation formulas for the solutions of said
equation.

In the following chapters, we will proceed to study two large families of the solutions
of equation of hypergeometric type: the Bessel functions and the hypergeometric
functions. During this chapter, we will use the procedures discussed in Chapter 1
to find various properties of these functions, such as: its integral representation,
recurrence relations, differentiation formulas, etc.
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1.1. Ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico

1.1 | Ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico

Definicién 1.1. Llamaremos ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico generali-

zada a

OIS (1.1.1)

o(z)  0*(2)

donde o(z) y (z) son polinomios de grado < 2, y 7(2) es un polinomio de grado < 1.
Supondremos que z y los coeficientes de o(z), d(z) y 7(z) pueden tomar cualquier
valor real o complejo.

En esta secciéon daremos un método para reducir la ecuacién (1.1.1) a una ecuacién
equivalente, pero mas simple de estudiar. Para ello probemos lo siguiente:

Proposiciéon 1.2 ([6], §1). Dada la ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico
generalizada, las transformaciones de la forma uw = ¢(2)y, donde ¢(z) satisface

e _ me) (1.1.2)

¢(2)  o(2)

con un polinomio lineal arbitrario m(z), no cambian el tipo de ecuacion.

Demostracion. Tomamos u = ¢(z)y, para una cierta funcion ¢(z). Tras este cambio,

tenemos ;- " / =
<<§) >y+<¢;+i+ >y_o (1.1.3)

Para evitar que (1.1.3) sea mas complicado que (1.1.1), pediremos que el coeficiente
de v tenga la forma 7(z)/0(z), donde 7(z) es un polinomio de grado < 1. De este
razonamiento se deriva la condicién (1.1.2), donde

es un polinomio de grado < 1.

(D) -6

la ecuacién (1.1.3) toma la forma

Como

(1.1.4)
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donde
7(2) = 7(2) + 27 (2), (1.1.5)

5(2) = 6(2) + m(2) + 7(2)[F(2) — /()] + 7'(2)0(2).

Las funciones 7(z) y @(z) son polinomios de grado < 1y 2, respectivamente. Por lo
tanto, (1.1.4) es una ecuacién del mismo tipo que (1.1.1). O

Ahora, para que (1.1.4) sea lo mas simple posible, elegiremos los coeficientes de 7(2)
de modo que 7(z) sea divisible por ¢(z), es decir

(z) = Ao(2), (1.1.6)

donde A es una constante. Esto es posible ya que si igualamos los coeficientes de
potencias de z en ambos lados de (1.1.6), obtenemos tres ecuaciones en tres incogni-
tas, la constante A\ y los dos coeficientes de m(z). En consecuencia (1.1.4) se puede
reducir a la forma

o(2)y" +7(2)y + Ay =0. (1.1.7)

Definicién 1.3. A partir de ahora nos referiremos a
o(2)y" +7(2)y + Ay =0

como una ecuacion de tipo hipergeométrico, y sus soluciones como funciones de tipo
hipergeométrico.

Pasemos a calcular m(z) y A. Para ello reescribamos (1.1.6) en la forma
™+ (F—o)r+6—ko=0,

donde
k=X—17(2). (1.1.8)

Asumiendo que conocemos k, al resolver la ecuacién cuadratica para m(z) se obtiene

w(z) = UI;%i\/(U,;%Y—&Ma. (1.1.9)

Como 7(z) es un polinomio, la expresién bajo el signo de la raiz cuadrada debe ser
el cuadrado de un polinomio. Esto es posible solo si su discriminante es cero. Por
tanto obtenemos una ecuacion, en general cuadratica, para k.

Después de hallar k, obtenemos 7(z) de (1.1.9), y luego ¢(z), 7(z) y A usando
(1.1.2), (1.1.5) y (1.1.8). Esté claro que la reduccién de (1.1.1) a una ecuacién de
tipo hipergeométrico se puede realizar de varias formas correspondientes a diferentes
elecciones de k y del signo £ en la férmula (1.1.9).

En definitiva, esta transformacion nos permite reemplazar el estudio de la ecuacion
original (1.1.1) por el estudio de la ecuacién més simple (1.1.7).

Enrique Martin Garcia Martin 3
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Observacion 1.4. Tengamos en cuenta las siguientes observaciones.

1. A partir de ahora consideraremos solo los casos en los que o(z) en (1.1.1) y
(1.1.7) no tienen una raiz doble. En realidad, si o(z) tiene una raiz doble, es
decir, 0(z) = (z — a)? la ecuacién (1.1.1) se puede transformar en

d*u N 2—sf(a+1/s)du N s*G(a+1/s)
ds? s ds 52

uw=0 (1.1.10)

por la sustitucion z —a = 1/s.

Dado que s7(a+1/s) y s*°5(a+1/s) son polinomios en s de grado como mucho 1
y 2, respectivamente, (1.1.10) es una ecuacion de la forma (1.1.1) con o(s) = s,
que no tiene raiz doble. Esto serd de interés, por ejemplo, cuando hablemos de
forma candnica, en el capitulo 3, para el caso grado(o(z)) = 2.

2. No es posible transformar (1.1.1) en la forma (1.1.7) sio(s) =1 y (7/2)* — &
es lineal. En este caso, podemos transformar (1.1.1) en una forma mds simple
tomando w(z) en (1.1.2) para que 7(z) sea cero. Entonces o(z) serd lineal y
(1.1.4) tomard la forma

y" + (az 4+ b)y = 0. (1.1.11)
Una transformacion lineal s = az + b transforma (1.1.11) en un caso especial
de
d®y  1—2ady a? — 122
— —= T ——— |y =0 1.1.12
o2 (BT y =0, ( )

donde o, B,7y,v son constantes. Las soluciones de (1.1.12) se pueden expre-
sar en términos de funciones de Bessel. Es interesante comparar la ecuacion
(1.1.12) con la que aparece en la Observacion 2.2 del capitulo 2.

A continuacion, veamos un par de propiedades de las funciones de tipo hiper-
geométrico.

Proposicion 1.5 ([6], §2). Todas las derivadas de funciones de tipo hipergeométrico
son siempre de tipo hipergeométrico. Es decir, las funciones v,(z) = y™(2), don-
de y™ denota la n-ésima derivada de una funcidn de tipo hipergeométrico vy, son
solucion de la ecuacion

o(2)v! + 7 (2)V, + pnvn = 0, (1.1.13)
donde 1
Tn(z) = T(Z> + 710',(2)7 = A+ nt + MJN

2




Capitulo 1. Fundamentos de la teoria de funciones especiales

Demostracion. Para el caso n = 1, diferenciamos (1.1.7). Es facil ver que v(z) =
y'(z) satisface la ecuacion

o(z)v] + 11 (2)v] + pvg = 0. (1.1.14)
donde

T1(2) = 7(2) + 0'(2),
=X+ 1'(2).
Dado que 71(z) es un polinomio de grado < 1, y x; es independiente de z, la ecuacién

(1.1.14) es una ecuacion de tipo hipergeométrico. Tras este caso, el resultado se
obtiene inmediatamente por induccion. O]

Proposicion 1.6 (6], §2). Cada solucion de (1.1.14), con X\ # 0, es la derivada de
una solucion de (1.1.7).

Demostracion. Sea v1(z) una solucion de (1.1.14). Si v1(2z) va a ser la derivada de
una solucién y(z) de (1.1.7), estas funciones deben estar relacionadas de la siguiente
manera:

1
y(z) = =3 lo(2)v) + ().
Podemos demostrar que la funcién y(z) definida por esta féormula satisface (1.1.7),
y que su derivada es v;(z). Tenemos

Ny = —[o(2)v] + T (2)vy + 7(2)v1] = Avy,

es decir, ¥y’ = v1(2). Sustituyendo v; = ¢ en la expresién original para y(z), obtene-
mos (1.1.7) para y(z). O

Ademis, toda solucién de (1.1.13) para ux # 0 (k = 0,1,...,n — 1) puede ser
representado en la forma v, (z) = y™(z), donde y(z) es una solucién de (1.1.7).

1.2 | Polinomios de tipo hipergeométrico

Lo anterior nos permite construir una familia de soluciones particulares de (1.1.7)
para un cierto A dado. De hecho, cuando p,, = 0, la ecuacién (1.1.13) tiene la solucién
particular v, (z) = cte. Dado que v,(z) = y™(2), esto significa que cuando

n(n

1
A=\, = —n7 — 2>a"

Enrique Martin Garcia Martin 5




1.2. Polinomios de tipo hipergeométrico

la ecuacion de tipo hipergeométrico tiene una solucién particular de la forma y(z) =
Yn(2) que es un polinomio de grado a lo sumo n.

Definicion 1.7. A las soluciones polindmicas, y(z) = yn(2), las llamaremos poli-
nomios de tipo hipergeométrico'.

Pasemos ahora a intentar encontrar los polinomios y,(z) explicitamente. Para ello
multipliquemos (1.1.7) y (1.1.13) por funciones apropiadas p(z) vy pn(z) tales que

(apy’) + A\py = 0, (1.2.1)
(0pav)) + tnpnvn = 0. (1.2.2)

donde p(z) y pn(2) satisfacen
(op) =7p, (0pn) = Tnpn- (1.2.3)

Ahora, usando la forma explicita de 7, (z) podemos establecer facilmente la conexién
entre p,(2) y po(2) = p(2).

Tenemos
(0pn)'/pn =T +n0" = (op)'/p+nd’,
de donde
Pu/Pn=p'/p+nd'/o,

y, consecuentemente,

pn(2) =0"(2)p(z), n=0,1,2,....
Como op,, = ppt1 ¥ U, (2) = Upy1(2), podemos reescribir (1.2.2) en la forma
1

PnUn = —— (pn—i—lvn—H)

!/

Por tanto, cuando m < n obtenemos, sucesivamente

1
PmUm = _7(pm+lvm+1)/
1 1 i Am n—m
= I - m+2Um = ... = 7/ (PnUn )
( Nm) ( Mm+1> (Pmt2Umy2) A, (Pntn)

donde B
A, =(—1)" H fe, Ag=1.
k=0

Podemos obtener ahora una forma explicita para los polinomios de tipo hiper-
geométrico. Si y(z) es un polinomio de grado n, es decir y = y,(2), entonces

vm(2) =y (2), wa(2) =y (2) = cte,

1Estos polinomios ¥, (z) son las soluciones més sencillas de (1.1.7).
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y obtenemos la siguiente expresiéon para y{™(z):

m)(,y = AmnBur i mem)
(2) = By e,

donde

Amn = Am()\) |)\:)\n, Bn (n) (Z)

=4,
Por tanto, cuando m = 0, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.8. Llamaremos formula de Rodrigues a la siguiente representacion
explicita para los polinomios de tipo hipergeométrico

By,
yn(2) = a"(2)p(2)]™, n=0,1,2,.... 1.2.4
) p(z)[ )r(2)] (1.2.4)
Estas soluciones de (1.1.7) corresponden a los valores u,, = 0, es decir
-1
AzAn:—m’—”(”Q)a”, n=0,1,2,.... (1.2.5)

Ademas, una aplicacién interesante de la formula de Rodrigues es que podemos
obtener una férmula explicita de los polinomios ortogonales clasicos a partir de ella.
Aunque en este trabajo no estudiaremos dichos polinomios, es interesante dar una
muestra de algunos de ellos:

Po(z) | Ha(z) | L3(2) PoB(z) Yn(2)
o(2) 1 z 1— 22 2
7(2) | 22 | —ztatl )@+ f+2z+F-a) 2z 1)
Ao | 2n n n(n+a+pf+1) | —n(n+1)
p(2) e z%e™F (1—2)2(1+ 2)° o—2/7
a>—1 a, B> -1
pu(z) | e Zhtae? (1 =271+ 2)"F | 22re2/z

Cuadro 1.1: Ejemplos de polinomios ortogonales clasicos.

En dicha tabla podemos ver los valores de o(z), 7(z), An, p(2) v pn(z) para los
polinomios de Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel (denotados por H,(z), L%(z),
P%8(2) e y,(2) respectivamente).En el capitulo 2, durante el estudio de las funciones
de Bessel cuyo orden es la mitad de un entero impar (seccion 2.3.2), aludiremos a
los polinomios de Bessel. Para mas informacion acerca de polinomios los ortogonales
clasicos ver por ejemplo [1].

Enrique Martin Garcia Martin 7
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1.3 | Representacién integral

Ahora trataremos de generalizar la formula de Rodrigues para encontrar soluciones
de (1.1.7) para valores arbitrarios de A. Para ello, escribiremos (1.2.4) en una forma
diferente usando la férmula integral de Cauchy para funciones analiticas,

Cn / a"(s)p(s)

p(z) Jo (s =zt

donde C,, = B,n!/(2mi), C' es un contorno cerrado que rodea el punto s = z, y p(z)
es una solucién de (op) = 7p.

Yn(2) =

Esta representacion de una solucion particular de (1.1.7) con A = \,, nos permite
intuir que cuando A es arbitrario debemos buscar una solucién particular de la forma

Cp [ a"(s)p(s)
Z)=Yy\2) = dS’ 13]_
vo) =w(e) =5 | TR (1:3.1)
donde C,, es una constante de normalizacion y esta conectada con A por una ecuacion
andloga a (1.2.5)

vir—1
-1,

2
Probemos que para una elecciéon adecuada del contorno C', en general no cerrado,
nuestra conjetura es correcta.

A=—vr' — (1.3.2)

Teorema 1.9 ([6], §3). Sean p(z) solucion de la ecuacion

[o(2)p(2)) = 7(2)p(2),
v una raiz de la ecuacion A+ v’ + sv(v —1)0" =0, y
_ [ _ps) _
u) = [ P s, puls) = o"pls)

Entonces la ecuacion de tipo hipergeométrico (1.1.7) tiene una solucion particular
de la forma

(donde C, es una constante de normalizacion) siempre que

1. al caleular v'(2) y u”’(2) podamos intercambiar diferenciacion con respecto a z
e integracion con respecto a s, es decir

W@ =+ 1) [ LD b we) = e+ [ LA

c(s—2) c (s — 2)v+3
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2. el contorno C se elija de modo que

o ()p(s)][*

e (1.3.3)

S1

donde s, y so son los puntos finales de C.

Demostracion. Obtengamos una ecuacion diferencial para u(z). Con este propésito,
empecemos usando la ecuacion de p,(s),

[o()pw(5)] = T (s)pu(s),

donde 7,(s) = 7(s) +vo’'(s) (comparar con (1.2.3)). Multiplicamos esta ecuacién por
(s — 2)7¥72, integramos ambos lados sobre C'y luego integramos por partes:

+(u+2)/ ‘wp”(‘s)ds—/cn(s)p”(s)ds

C (3 _ Z)z/+3 o (5 _ Z)u+2

52

a(s)pu(s)
(S _ Z)V+2

S1

Por hipétesis, el primer sumando es 0. Desarrollemos o(s) y 7,(s) en potencias de
s — 2z

o(s) =0(z) +0'(2)(s — 2) + 30" (2)(s — 2)?,

Tu(s) = 7(2) + 7,(2)(s — 2).
Veamos que, usando las formulas para u(z), v'(z) y u”(z) que podemos ver en el
enunciando del teorema, obtenemos la siguiente ecuacion

1 v+ 2 v+ 2

S0 (2) + om0 () (2) + =" ()ulz) =
1 (1.3.4)
S (2) + m(2)ulz).

Hallemos la expresion de cada sumando del lado izquierdo de la ecuacién anterior.
Tenemos entonces

1
v+1

o("(2) = (v + 2)o(2) /C (Sp_”is))mds,
v+2
v+ 10

y usando que 30”(z) = (;’fi))z - (:,(22 - (Z/EZZ))

V(s) o) a'(z)} puls)

(W (2) = (v + 2)0’ (2) / _pols)

C (S _ Z)V+2 ?

v+ 2
2

(=2 (s=2)* (s=2)

o"(2)u(z) = (v + 2) /

C

=(r+2) [/C Mds —0o(z) /C &ds —ad'(2) /C (s,iu(;))’“r?dsl :

Enrique Martin Garcia Martin 9




1.3. Representacién integral

Luego
1 " v+2 / v+2 , —
o () + o () (2) + 0" (2)u(z) =
o()ouls) [ T)puls)
(v+ 2)/C(S_Z)u+3d8 = /C(s—z)”?ds'

Hagamos lo mismo para los sumandos de la parte derecha de la ecuacion (1.3.4).

) - /o mds —7,(2) /C (py(S)ds

v+1 S — Z)u+1 )
(o) = ey [P
T (2)u(z) = 7,(2) /O = z)“+1d8'
Luego
) L 7, () (2) + 7 (2)u(z2) —/ Mds
v+17 v o (s— 2

Si sustituimos ahora la forma explicita de 7,(2) en (1.3.4), podemos escribir la ecua-
cién anterior en la forma

-2
() + [207(2) = 7(2)]u — (v + 1) (T' 4 ”20) w=0. (1.3.5)
Ahora usamos (1.3.5) para obtener una ecuacién para y(z). Tenemos
(opy) = (op)'y +opy,
de donde se sigue que
opy = (opy)' — oy = C,[(ou) — Tu].
Después de diferenciar y usar (1.3.5), obtenemos
(opy') = C,l(ouw)" — (tu)] = C,[ou" + (20" — T)u' + (" — 7")u]
-2
= C, {(l/ +1) <7J v 5 0") + (0" — T')] u.

De lo anterior y (1.3.2), obtenemos

(opy')" = —Apy.

Esta ecuacién es la misma que (1.2.1), que es equivalente a (1.1.7). O

Observemos que la hipotesis (1.3.3) del teorema se cumplird, en particular, si los
extremos de C se eligen de modo que o (s)p(s)/(s — 2z)"*? sea cero en ambos, es

decir i1
o7 (s)ols) — 0. (1.3.6)

Consideremos algunas formas posibles de C' para las que se satisface (1.3.6).

10
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1. Sea sy una raiz de la ecuacién o(s) = 0. Si 0”"1(s)p(s)]s=s, = 0, entonces un
extremo del contorno se puede tomar en s = s.

2. Si Re(rv 4 2) < 0, se puede tomar un extremo del contorno en s = z.
3. También podemos tomar un extremo del contorno en s = oo si

v+1
S
tim 2P
5—00 (3 _ Z)I/Jr?
Observacién 1.10. Podemos entonces, gracias a la hipdtesis (1.3.3), construir mu-
chas soluciones particulares de una ecuacion de tipo hipergeométrico, correspondien-
tes a diferentes contornos C' y diferentes valores de v.

Al construir soluciones de una ecuacion de tipo hipergeométrico, nos limitaremos a
contornos simples: lineas rectas o segmentos de lineas rectas, para los cuales s1 y So
verifican (1.3.6). Los contornos de este tipo se pueden encontrar, en general, solo
bajo ciertas restricciones sobre los coeficientes de la ecuacion diferencial. Ademds,
podremos aplicar los resultados anteriores a casos mas generales utilizando la pro-
longacion analitica.

Definicién 1.11. Sea f(z) en un conjunto E perteneciente a una region D. Si F'(z)
es analitica en D y coincide con f(z) en E, entonces F(z) es una continuacion
analitica de f(z) en D.

Proposicién 1.12 (Principio de prolongacién analitica. [8], §15). Si E contiene al
menos un punto limite de D, entonces f(z) tiene una unica prolongacion analitica
de E en D.

Aqui y posteriormente, se entiende que las funciones analiticas son univaluadas; estas
funciones a veces se denominan regulares. Si una funciéon que tenemos que considerar
no es univaluada, introducimos cortes a lo largo de las lineas adecuadas en el plano
complejo para restringirnos a una rama de la funciéon. Al evaluar expresiones de la
forma (z — a)®, la expresion que se eleva a la potencia se considera que tiene el
angulo de menor valor absoluto compatible con el corte dado.

Dado que vamos a utilizar la representacion integral (1.3.1) para soluciones de una
ecuacion de tipo hipergeométrico, necesitaremos, para la prolongacion analitica de
las soluciones de la ecuacion, basarnos en el siguiente teorema sobre la analiticidad
de una integral que depende de un parametro:
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1.4. Relaciones de recurrencia y féormulas de diferenciacion

Teorema 1.13 (Analiticidad de integrales paramétricas. [3], Capitulo 6). Sean C
un arco de curva reqular a trozos de longitud finita contenida en C, y una region
D € C. Si f(s,z) es continua como una funcion de dos variables para s € C vy
z € D, y ademds es una funcion analitica en D para cada s € C fijo, entonces la
funcion

F(z)= /Cf(s,z)ds z €D,
es analitica en D, y

F(”)(z):/cngds z€D yneN.

Al estudiar representaciones integrales para varias funciones especiales, es conve-
niente usar el siguiente criterio clasico para la convergencia uniforme de integrales:

Proposicion 1.14. Si la funcion continua f(z,s) satisface |f(z,s)| < &(s) para
todos € C yz € D, ylaintegral [ ¢(s)|ds| converge, entonces [ f(z,s)ds converge
uniformemente para z en D.

1.4 | Relaciones de recurrencia y férmulas de dife-
renciacion

Consideremos un método general para obtener varias relaciones para las funciones
y,(z) definidas por la representaciéon integral (1.3.1). Comenzamos por establecer
relaciones lineales entre funciones de la forma

b= [ )

(s — z)ut1 7

que aparecen en las definiciones de v, (z) y sus derivados.

12




Capitulo 1. Fundamentos de la teoria de funciones especiales

Proposiciéon 1.15 ([6], §4). Tres funciones ¢,,,,(z) cualesquiera estan conectadas

por una relacion lineal
3

Z Az(z)¢uzuz(z) - Oa

i=1

con coeficientes polinomiales A;(z), siempre que las diferencias v; —v; y p; — u; sean

enteras
Y vo+1 S2
a1 (s)p(2)

G =0, (m=0,1,2,...), (1.4.1)

s1
donde s1 y sy son los extremos del contorno C, vy es la v; con la parte real menor

A] 9
Y o es el pu; con la mayor parte real.

., . 3
Demostracion. Consideremos la suma ;1 A;(2)y,,; (2). Mostraremos que los co-
eficientes A; = A;(z) se pueden elegir de modo que esta combinacién lineal sea cero.
Para cualquier z fijo tenemos

Y o) = [ P

donde P(s) es el polinomio

P(s) = Z Ao T0(s) (s — z)HoTH

Dado que las diferencias v; — vy y po — j1; son enteros no negativos, P(s) es un
polinomio en s. Elegimos la A; de modo que

P (s)ols) o _ d [ )o(s)
(s — z)Hotl Ps) ds [ (s — z)Ho

Q<s>] | (1.42)

donde @(s) es un polinomio (demostramos después que tal eleccion de los coeficientes
es posible). De lo anterior se sigue que

s2

o+ (s)p(s)
(s — z)Ho

Z Ai(bl/i#i(’z) = Q(S)

S1

Si usamos la condicion (1.4.1), que es similar a (1.3.3), entonces la parte derecha de
la igualdad anterior se anula y, con los A; determinados de esta manera, obtenemos
la relacion lineal

ZA%¢VZM(Z) =0. (1.4.3)

Demostremos que siempre es posible elegir los coeficientes de Q(s) y los coeficientes
A; de modo que (1.4.2) se cumple. Para esto, reescribimos (1.4.2 ) usando la ecua-
cién diferencial (op,) = 1,p, con p,(s) = o”(s)p(s), donde 7,(s) = 7(s) + vo'(s),
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1.4. Relaciones de recurrencia y féormulas de diferenciacion

obteniendo

P(s) = Q(s)[(s = 2)7(s) — poo(s)] + o (s)(s — 2)Q'(s). (1.4.4)

Si comparamos los lados izquierdo y derecho de esta ecuacién, es facil ver que el
grado de Q(s) es dos menos que el grado de P(s).

Igualando los coeficientes de las potencias de ambos miembros de (1.4.4), obtenemos
un sistema de ecuaciones lineales homogéneas en los coeficientes de Q(s) y A; (i =
1,2,3) que aparecen en el expresién para P(s). El nimero de ecuaciones es dos
mas que el nimero de coeficientes desconocidos de @(s). Por tanto, el nimero de
incognitas es al menos una mas que el nimero de ecuaciones y, en consecuencia,
uno de los coeficientes desconocidos puede asignarse arbitrariamente. En el caso de
que P(s) sea como méaximo de grado 1, la relacion que estamos considerando sigue
siendo valida si tomamos Q(s) = 0. Tras resolver el sistema de ecuaciones, como los
coeficientes de las incdgnitas son polinomios en z, los coeficientes A; que obtendremos
son funciones racionales de z. Después de multiplicar (1.4.3) por el denominador
comun de A;(z) obtenemos una relacién lineal con coeficientes polinomiales. ]

Observacion 1.16. Notese que un papel fundamental en esta demostracion lo juega
el polinomio Q(s), definido en (1.4.2). A lo largo de esta seccién, usaremos reite-
radamente dicho polinomio para determinar distintas relaciones de recurrencia. Es
conveniente recordar que, a partir de la demostracion anterior, el grado del polino-
mio Q(s) es dos menos que el grado de P(s).

En las aplicaciones préacticas del método anterior, el grado de P(s) a veces puede
reducirse integrando por partes en algunas de las funciones ¢,,,,(2). Por ejemplo,

Guu(z) = /Cffy(‘s)f’(‘s)ds

(s — z)wtl

Cla¥(s)p(s)|” 1 /nl(s)a”‘l(S)p(S) s
TR Y S PR T
donde 7,-1(s) = 7(s) + (v — 1)o’(s). Suponiendo que el primer sumando de la
expresion anterior sea cero, obtenemos
L [ 71(s)0” " (s)p(s)
u(z) = = ds. 1.45
bule) =, [ (1.4.5)

Corolario 1.17 ([6], §4). Sean las funciones ¢, ,—1(z), ¢uu(2) Y dup+1(2). Entonces
existen unos coeficientes A;(z), con i =1,2,3, tales que

A1(2)rw1(2) + A2(2)$(2) + Aa(2) b1 (2) = 0.
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Capitulo 1. Fundamentos de la teoria de funciones especiales

Demostracion. Para encontrar esta relacién entre las funciones ¢, ,_1(2), ¢, (2) v
Gu.+1(%), usaremos la proposicion 1.15 demostrada anteriormente.

En este caso vg = v, g = v+ 1, P(s) = Ai(s — 2)* + As(s — 2) + A3, Q(s) = qo
(constante); la condicién (1.4.1) para vy = v, iy =v + 1y m = 0, es equivalente a

o (s)p(s)|”

= 0.
(8 _ Z)U+1

81
La ecuacion (1.4.4) tiene la forma
Ai(s — 2)2 + As(s — 2) + Az = q@o[(s — 2)1(s) — (v + 1)a(s)].

Tomando ¢y = 1, desarrollando o(s) y 7,(s) en potencias de s — z en la ecuacién
anterior, y comparando coeficientes, obtenemos

Al:T;_V—I—la,,:T,_l_y—lg,,7
2 2 1.4.6
Ay = 1,(2) — (v + 1)0'(2) = 7(2) + o' (2), (1.4.6)

A3 =—(v+1)o(z).
Por lo tanto
A1 (2)Pup1(2) + A2(2) b0 (2) + As(2)u11(2) = 0, (1.4.7)

donde los coeficientes A;(z) estan definidos por (1.4.6). O

Gracias a este corolario podemos ver que, teniendo

C, I Y .,
Yu(2) = @%u(zﬁ bvut1(2) = U 1¢w( ),

la relacién (1.4.7) produce una representacion integral conveniente para las derivadas
de funciones de tipo hipergeométrico:

v, (2) = C.) /CUV(S>p(S)ds, (1.4.8)

donde )
1 v—
C’l(, ) = (T’—i— 5 0"> C,
La generalizacién de la relacién (1.4.8) nos permite obtener una representacion in-
tegral conveniente para las derivadas de cualquier orden de funciones de tipo hiper-
geométrico.
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De hecho, (1.4.8) se puede interpretar de la siguiente manera: una representaciéon
integral para la primera derivada de una funcién de tipo hipergeométrico

_ Gy [ )
wle) =5 [ T s = So(o) (1.4.9)

se puede obtener de la representaciéon anterior reemplazando <b,,l,( ) por ¢,,—1(2),
p(z) por pi(z) = o(2)p(z), y multiplicar por el factor adicional 7+ “3*¢”. Siguiendo
el mismo razonamiento tenemos entonces que

k
® C( )

donde y* denota la k-ésima derivada de y, y

CW) = (TIQ 1+ - ka”) CU=1 — (7” prrrze i 20") Cc k=1
14 — 2 v 14

- kl:[l (T'—i— vis— 2 10”) C,.
s=0 2

Si usamos (1.4.10) y la proposicién demostrada anteriormente, obtenemos el siguien-
te teorema.

Teorema 1.18 ([6], §4). Sean tres funciones y)(z) cualesquiera definidas por

(1.4.10). Entonces, siempre que las diferencias v; — v; sean enteras y se cumpla

que
UVO+1(8)p(S) . 52

(s—z)”OHS =0 (m=0,1,2,...),

S1

se tiene que las funciones y(k)( ) estan conectadas por una relacion lineal de la
forma

3
Z Ay(2)y(z) = 0
=1
con coeficientes polinomiales A;(z).

Aqui s1 y so son los puntos finales de C'; vy es la v; de la parte real mads pequena; y
Lo €s la v; de mayor parte real.

Observacién 1.19. Conviene remarcar que, los coeficientes A;(z) de que obtenemos
en el Teorema 1.18, no son necesariamente los mismos que los que obtenemos de la
Proposicion 1.15.
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Observemos que las ecuaciones que determinan los coeficientes A;(z) son lineales y
homogéneas en las incdgnitas e independiente del contorno C' utilizado para definir
Y, (z). En consecuencia, dos funciones y,(z) de tipo hipergeométrico que difieren sélo
por factores independientes de v y por la eleccién de C' satisfaran relaciones del tipo
considerado con los mismos coeficientes.

Notese que el teorema anterior nos asegura la existencia de los coeficientes A;, con
i = 1,2,3, pero no nos da una expresion explicita de estos. Aun asi, haciendo
uso de (1.4.6) y (1.4.10), podriamos obtener su expresion. Por ello, mostraremos
a continuacion tres ejemplos relevantes que son consecuencia directa del teorema
anterior. Dada la importancia de dichos ejemplos por sus aplicaciones practicas, los
probaremos independientemente calculando en cada caso los valores explicitos de los
coeficientes A;, con i = 1,2, 3.

Teorema 1.20 ([12], seccién 2, y [4], corolario 3.11). Dadas las funciones y,+1(2),
Y (2) e yy—1(2), existen unos coeficientes A;, con i =1,2,3, tales que

A1yy11(2) + A2(2)y(2) + Asy,—1(2) = 0. (1.4.11)

Demostracion. Para obtener (1.4.11) usaremos las siguientes representaciones inte-
grales de dichas funciones:

yu(z) _ CI/ /C UV(S)p(S) ds = CV 1/07—’/1(8)O-V_1(5)p(3)d8 (1412)

p(z) Jo (s —2) 1 p(z)v (s = 2)”

Conr [ 0" (s)pls)
o) Je oo

G 1 [ ) e(s) nlenas]als)
-k (s— 2 o

Yy+1 (Z) =

G [ s,
wa(z) =0 /C o (1.4.13)

Entonces podemos escribir el lado izquierdo de (1.4.11) en la forma

Aryo1(2) + Ay (2) + Asy1(2) = p(lz) /C UV(; ES)Z/;,(,S)P(S)CZ&

donde

_ AC

AQCV
7o)

(7o (s) + 1,(s)T_1(s8)] + T,—1(8) + A3C,_1.
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Si desarrollemos o(s) y 7,(s) en potencias de s — z,

o(s) =0(z) +0'(2)(s — 2) + 30" (2)(s — 2)*,
T,(s) = 1,(2) + 7(2)(s — 2),

podemos observar que P(s) es de grado 2 y, por tanto, Q(s) (ver observacion 1.16)
tiene que ser una constante. Teniendo en cuenta que buscamos los coeficientes A;
tales que

0" !(s)p(s) d lU”(S)p(S)

(s — 2) P(s) = ds (s—z)”lQ(S)]’

tenemos entonces que

P(s) = [r-1(s)(s — 2) — (v = 1)o(s)] Q(s).

Por tanto, si igualamos los coeficientes de las potencias de s—z en ambas expresiones
de P(s), podemos obtener un sistema de tres ecuaciones con incégnitas A;, Ay, A
y Q(s) = qo. Dado que podemos elegir el valor de una, para un determinado valor
de go obtenemos los valores de A;, i = 1, 2, 3, siguientes:

C
A =w+Dro_ 77 —_
1= ( )7'5717'1/717(1/71)/2CVJrl

o / / / rn
Ax(2) = =To 47, 1) [7’ T, +vT,_ 0 —T0 }

— —7-’%,17;_% {TLTL,lz + 7'72,(0) — Tu1-0) (O)o”} ,

/ / Cl/ / / / ’
AS == 7—%_17_ - [Ty—l (U (O)Tz/fl(o) - O—(O)Ty—l) - 7—3—1(0)0"| :
1

Teorema 1.21. Dadas las funciones y.,(z), y,(2) ey,_1(2), existen unos coeficientes
A;, con1=1,2,3, tales que

A1(2)y,(2) + As(2)yu(2) + Azy,_1(2) = 0. (1.4.14)

Demostracion. Para obtener (1.4.14) usaremos las representaciones integrales (1.4.8),
(1.4.12) y (1.4.13).
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Entonces podemos escribir el lado izquierdo de (1.4.14) en la forma

Ayl (2) + Ay (2) + Asypa (2) = p(lz) / “”(;1(_S>Zp)55>p<s>ds,

donde

T/ C
P(s) = 410, o (s) 4 A,=27, 1 (s) + A3C, 1.
( ) 1 U(Z) ( ) 2 0 1( ) 3 1
Desarrollando o(s) y 7,(s) en potencias de s — z, podemos observar que P(s) es de
grado 2 y, por tanto, Q(s) (ver observacién 1.16) tiene que ser una constante. Por
el mismo razonamiento que en la demostracién del teorema anterior, tenemos que

P(s) = [1-1(s)(s = 2) = (v = 1)a(s)] Q(s).

Por tanto, si igualamos los coeficientes de las potencias de s— 2z en ambas expresiones
de P(s), podemos obtener un sistema de tres ecuaciones con incégnitas A;, Ay, Az
y Q(s) = qo. Dado que podemos elegir el valor de una, para un determinado valor
de go obtenemos los valores de A;, i = 1, 2, 3, siguientes:

Ai(z) = T/%—lTllx—lo_(Z)a

»—1(0
Ap(z) = =T 47,4 <0”z +20'(0) — o7 ,1( )> :
Ty—1

Teorema 1.22 ([6], §4). Dadas las funciones y,(z), yo41(2) € y,(2), ezisten unos
coeficientes A;, con i =1,2,3, tales que

A1(2)Y,(2) + Asyi1(2) + As(2)y,(2) = 0. (1.4.15)

Demostracion. Para obtener (1.4.15) usamos las representaciones integrales (1.4.8)
y (1.4.9) para y,(2) e y,(2), y una transformacién preliminar de y,,1(z), usando
(1.4.5). Entonces podemos escribir el lado izquierdo de (1.4.15) en la forma

AL + a2+ A (2) = 5 [ TR Py,
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donde

C T:,_l C
- Sl GO Conti(s)
P(S) = A1 O'(Z) (S Z) + AQ 1

Dado que P(s) es un polinomio lineal, Q(s) = 0 y, en consecuencia

+ A3C, |

CyTi—s
A, Z (s—2)+ AQM

AsC, = 0.
o(z) V11 30y =0

Para determinar A;, As y A3 a partir de esta ecuacién, es conveniente tomar A; =
7/0(z), desarrollar 7,(s) en potencias de s — z e igualar los coeficientes de potencias
de s — z. Encontramos

Ay =—w+ 1)1t
2

]

Observacion 1.23. Como consecuencia de este resultado podemos obtener la si-
guiente formula de diferenciacion para los polinomios hipergeométricos

/ T;;l B,
P =~ |t (2) = (D)

que encontramos desarrollada en [12].

Observacién 1.24. Es conveniente hacer notar que, usando la relacion (1.4.11),
podemos obtener la (1.4.14) directamente a partir de (1.4.15) y viceversa.

Podemos encontrar muchos més ejemplos de este tipo de relaciones en [4]. Precisa-
mente por la diversidad de relaciones que se pueden sacar, cabria preguntarse por
qué hemos elegido centrarnos en estas. El motivo no es otro que su relevancia. Co-
mo se puede ver en [2], estas relaciones son las més eficientes a la hora de encontrar
soluciones numéricamente.

Ademas, las relaciones (1.4.14) y (1.4.15) tienen una cierta importancia en la fisica
matematica, pues son lo que se denominan operadores escalera. En particular, se
dice que (1.4.15) define un operador de subida (también llamado de creacién) y, por
otro lado, se dice que (1.4.14) define un operador de bajada (también llamado de
destruccién o aniquilacién). Un ejemplo de dicha importancia lo podemos encontrar
en el ejemplo 1 de la §9 de [6] donde, a partir de los procedimientos vistos en este
capitulo, podemos hallar las siguientes expresiones para el oscilador armonico y la
energia:

VI

Un(x) = Cne_gz/QHn(g)a r=af, o=h/(mw))?,
E:En:hw(n+;>, n=012 .
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donde
2n

Vrn!
(Los célculos para hallar C,, los podemos encontrar en [1], exactamente en 8.1.3).
Usando entonces las relaciones (1.4.15) y (1.4.14), a partir de v,,(x) podemos obtener

las funciones v, 41(x) y ¥,_1(x) correspondientes a los estados de energia E, .1 y
E, 4.

Cn =
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2.1. Ecuacion diferencial de Bessel

2.1 | Ecuacion diferencial de Bessel

Definicién 2.1. Nos referiremos a la ecuacion diferencial
2,1 / 2 2
zu" + zu' 4+ (27 — v )u =0, (2.1.1)

como la ecuacion de Bessel, donde z es una variable compleja y el pardmetro v puede
tener cualquier valor real o complejo. A sus soluciones las llamaremos funciones de
Bessel de orden v.

Observacion 2.2. Se pueden obtener muchas otras ecuaciones diferenciales a partir

de la ecuacion de Bessel mediante cambios de variable. Un ejemplo es la ecuacion

de Lommel ) -
1 -2« a®—v

v+ TUI + By + 527

que se utiliza ampliamente en aplicaciones; sus soluciones son

(&) = &, (5E7).

Aqui u,(z) es una funcién de Bessel de orden v y a, 3,7 son constantes.

v =0,

La ecuacion de Bessel (2.1.1) es el caso especial de la ecuacion generalizada de tipo
hipergeométrico para la cual o(z) = 2, 7(2) = 1 y 6(2) = 22 — 2. Podemos ver
que, al reducir (2.1.1) a una ecuacién de tipo hipergeométrico, las posibles formas
de ¢(z) son ¢(z) = 2 e**, correspondiente a diferentes elecciones de signos en la
férmula (1.1.9) para 7(z) y diferentes valores de k (Los cdlculos pueden encontrarse
en [6], §1). Consideremos, por ejemplo, ¢(z) = 2"e”* . Poniendo u(z) = ¢(2)y(2),
obtenemos una ecuaciéon de tipo hipergeométrico,

o(2)y" +7(2)y + Ay =0, (2.1.2)

donde

1
o(2) =2 71(2)=20z+2v+1, A=i2v+1), R=-—v—og,

1 . .
Tel2) = 2iz vt 2’ p(z) = 22e¥* po(z) = 22HRPE O = a, (1) 3,

Por tanto, usando el Teorema 1.9, una solucién particular de la ecuacién de Bessel
se puede escribir en la forma

u,(2) = ¢(2)y(2) = a,z Ve /C[s(z - 3)]”’%62“613,

IPara, evitar confusiones hemos reemplazado v por , ya que v se ha utilizado en la ecuacién
de Bessel original.
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donde a, donde a, es una constante de normalizacién, que determinaremos usando
(2.1.13), y C se elige de modo que

1 _3 o
§'T2(z — 5)V 7220 =0.
81,52

Sea z > 0, Rev > 3/2. Entonces los extremos del contorno se pueden tomar en
s1 = 0, s3 = z. Alternativamente, C' podria ir al infinito con Im s — 400. Entonces
C puede ser uno de los siguientes contornos

0 Cp z

Obtenemos asi las siguientes tres soluciones de la ecuacion de Bessel:

w0 (z) = aVZ—zle—iz/ [5(z — )], (2.1.3)
Co

Ul(,l)(z) _ a(yl)z—ue—iz/ [s(z — s)]”_%e%s, (2.1.4)
C1

u£2)(2> _ CLZ(,Q)Z_Ve_iz/ [S(Z . S)]V_%ems. (2.1.5)
Ca

: 1
Para tener una rama univaluada de [s(z — s)]Y"2, tomamos |args(z — s)| < 7. Los
contornos Cy, C, Cy se pueden parametrizar mediante

s=z(1+t)/2 (-1<t<1),
s=z(14+1idt/2) (0<t< o0),
s=izt/2 (0<t<00).

Entonces (2.1.3)—(2.1.5) se convierten, respectivamente, en

1 ) 1
uld)(z) = o ZV/ (1- tz)”_%emdt = &z”/ (1-— t2)”_% cos(zt)dt, (2.1.6)

- 221/ 2v

(1) v Vo 00 it v—1
0By e e (4

(2) v ] Vo 0o 't v—3
u®(z) = (i/i (;) emitemms =) [T omatyr—d (1 . ;) Tdt. (2.18)
0
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2.1. Ecuacion diferencial de Bessel

De acuerdo con la condicion |arg s(z — s)| < m, los valores de arg(1 + it) en (2.1.7)
y (2.1.8) se toman con los valores absolutos mas pequenos posibles.

Si tomamos las constantes a,,a!;al?) € R,y al?) = —a{V), vemos de (2.1.7) y (2.1.8)
que cuando z y v son reales, las funciones u( (z) y u{?)(z) son conjugados complejos.

Es conveniente introducir una funciéon que sea real para z real.

Proposicién 2.3 ([6],§14). La funcion

1
w,(2) = Sl (2) + 4 (2)], (2.1.9)
es equivalente a u¥)(z) si tomamos
a? = —alV) = 2q,. (2.1.10)

Demostracion. Para demostrarlo basta con aplicar el teorema de Cauchy al contorno
C, que es la union de Cy, Cy y Cs. Si cerramos el contorno en oo, el teorema de
Cauchy nos dice que

/C[s(z — S)]V_%e%sdg _ _/02[5(2 B S)]V—%e%sds

—l—/ [s(z — 8)]" 2e¥ds + | [s(z — s)]" 2e¥*ds = 0.
Co Cl

Teniendo en cuenta (2.1.10) y usando (2.1.3)—(2.1.5), obtenemos

u(2) = Z[ulM (2) + u@(2)], (2.1.11)

v

N | —

como queriamos probar. O

Definiciéon 2.4. Nos referiremos a la funcion ul(,o)(z), para una adecuada eleccion de
a,, como la funcion de Bessel de primera especie, denotada por J,(z). A las funciones
ulM(2) y uP(2) con la normalizacién (2.1.10) las llamaremos funciones de Hankel
de primera y sequnda especie, denotadas por H(V(z) y H?)(z). Por (2.1.11), estas
funciones estin conectadas por la ecuacion

To(2) = ;[Hgﬂ(z) +HO(2)). (2.1.12)
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

Proposicion 2.5 ([6],§14). Si elegimos a,, tal que

y 1
%\/Er (1/ n 2) _ i, (2.1.13)
la funcion J,(z) se puede expresar como la siguiente serie de potencias:

(_1)k(z/2)u+2k

. 2.1.14
KT(v+k+1) ( )

&)=Y

k=0

Demostracion. Reemplazamos cos(zt) en (2.1.6) por su desarrollo en serie de poten-
cias de zt e intercambiando suma e integral, obteniendo

a, , < (—1)F 2\v—1 2k

Calculemos la integral:
1 1 1 1
/ (1 —t2)y2t?kdt = 2/ (1 — 32tk dt
-1 0
1 1 1
= /(1—t)”*§t’“7dt:
0

(v + 2)v/m(2Kk)!
2REN(v 4+ k+ 1)

Fv+HT(k+1)
F'v+k+1)

donde hemos usado la formula de duplicacién para la funciéon gamma y la relacion
entre las funciones beta de Euler y gamma (Ver apéndice A de [6], férmulas (3) y
(10)). Por lo tanto tenemos

B a, 1 00 (_1)k(z/2)u+2k
To(z) = ?ﬁr (” - 2) ,;) ET(v+k+1)

Pero, aplicando la hipdtesis (2.1.13), obtenemos
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2.2. Propiedades basicas

Observacién 2.6. La condicion (2.1.13) se toma para que la expresion de la serie de
potencias sea lo mds simple posible. Ademds, usando el valor de a, que se desprende
de esta condicion, podemos reescribir (2.1.6)-(2.1.8) como

Jo(z) = \/EIE(ZV/ 2+)V1 7 [ 11(1 — £2)"2 cos(zt)dt, (2.1.15)

9 i(z—m5—-Z) o0 i+ y—1
HO(2) = \fw/ e~# v (1 + Z) ", (2.1.16)
s 0 2

T(v+3)

9 e il=mE=%)  roo s it
H® () = \f/ —#tr=a <1 — ) dt. 2.1.17
b (Z) - F(z/ n %) ) e 2 5 ( )

Las representaciones anteriores se conocen como integrales de Poisson para las fun-
ciones de Bessel.

Observacion 2.7. Otras representaciones utiles para las funciones de Hankel se
obtienen de (2.1.16) y (2.1.17) reemplazando t port/z:

2 zVelz=m3=%) oo 1 it \¥"z
HO() = | = [ et (1 > dt 2.1.1
v (2) mz T(v+35) Jo ‘ U ’ ( 8)

1
2
2 Zue—i(z—wg—%) 00 1 it V—%
HO () — \/>/ b3 (1 _ ) dt. 2.1.19
v (2) sy P(V—i-%) 0 ¢ i 2z ( )

2.2 | Propiedades basicas

2.2.1 | Relaciones de recurrencia y féormulas de diferencia-
cién

Las relaciones de recurrencia y las formulas de diferenciacion, para funciones de
Bessel, se pueden obtener usando el método que vimos en el primer capitulo (ver
Teoremas 1.20, 1.21 y 1.22). Aplicando entonces (1.4.11), (1.4.15) y (1.4.14), con los
coeficientes que obtuvimos en sus respectivas pruebas, obtenemos directamente el
siguiente resultado:
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

Proposicién 2.8. Se tienen las siguentes relaciones de recurrencia para las funcio-
nes de Bessel:

1
= zul, + <Z’L + 2) Uy, — 2z2u,_1 = 0,
1 1
n 22%u,_q — 2i2%u, — 3 <u2 = ) Uyiq =0,

n 2270 — (22'22 — z) Uy — (1/2 — ) Uyyq = 0.

Como se puede apreciar, estas relaciones resultan mas complejas que las que se sueles
ver en la bibliografia. Esto se debe a que, como estos métodos los aplicAbamos a las
funciones ., a la hora de obtener dichas expresiones para u, deberiamos efectuar el
cambio y,.(2) = ¢(z) 'u,(z). Esto aumenta la dificultad de los cdlculos y, por tanto,
resulta mas sencillo obtenerlas a partir de la siguiente representacion integral:

u,(2) = a,,z”’e’iz/ [s(z — s)]”’%emds.
c

Proposicién 2.9 ([6],§15). Se tiene la siguiente relacion entre las funciones
uy(2),u,(2) Y ty-1(2):

vuy,(2) + zul,(z) — zu,—1(2) = 0.

Demostracion. Encontremos una relacién de la forma
A1 (2)ul,(2) + As(2)u,(2) + Az(2)u,—1(2) =0, (2.2.1)
donde A;(z) son funciones racionales de z. Tenemos

A1 (2)u,,(2) + Az(2)uy(2) + As(2)u-1(2)
=yt /C P(s)[s(z — s)]”_%emds,

donde

1
P(s) = Aja, |(—v —iz)s(z — s) + <V — 2> zs} + Asayzs(z — 5) + Azza, .
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2.2. Propiedades basicas

Para que se satisfaga (2.2.1), A;(2), A
condiciéon

y As(z) deben ser determinados por la

v—1 9%s
[Q(s)[s(2 — s)]"2e**],
donde Q(s) es un polinomio. Como vimos en el capitulo 1, un coeficiente de Q(s) se
puede elegir arbitrariamente. En este caso, (s) es una constante y podemos tomar
Q(s) = a,. Usando la condicién en P(s) y Q(s), obtenemos la ecuaciéon
Ay [(—V —iz2)s(z —s) + (V — %) zs} + Agzs(z — s) + Azz?e=t

ay

z)
P(s)[s(z — )" 32 = jg

=2is(z —s) + (l/ — %) (z — 2s).

Si usamos los valores de a, que corresponden a J,(z) y H{"?(z), obtenemos a,_;/a, =
(v —1/2)/2. La ecuacién que determina A; es vélida para todo s. Por tanto, po-
demos encontrar A; tomando un valor conveniente para s. Tomando, por ejemplo,
s = 0, obtenemos A3 = 2/z. El valor s = z produce A; = —2/z. El coeficiente
A, se encuentra facilmente comparando los coeficientes de la potencia mas alta de
s : Ay = —2v/22%. Dejando que u,(z) represente a J,(z) o H("?(z), obtenemos la
relacion y

;u,,(z) +ul(2) = u,_1(2), (2.2.2)

que es equivalente a la relaciéon que buscabamos. O

Corolario 2.10 ([6],§15). Se tiene la siguiente relacion entre las funciones
U41(2),u(2) Y uy—1(2):

2Uy11(2) — 2vu, (2) + zu,—1(2) = 0. (2.2.3)

Demostracion. Diferenciando (2.2.2), eliminando u!/(z), u.,(z) y u,_,(z) usando la

ecuacion de Bessel y (2.2.2). Obtenemos entonces la relacién

2(v—1)

u,(z) —

que es equivalente a la relaciéon que buscabamos. O

uy,—1(2) + uy,_o(2) =0,

Observacién 2.11. Las ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) se pueden transformar en

- Y v — vl I P — —(v+1)
S W] = (), o ()] = 2 Uy 11(2).
Por tanto
1d\" 1d\"
- v _ vn e —v _ —(v+n)
(zdz) [2"u, (2)] = 2" " uy—n(2), ( zdz) [27"u,(2)] = 2 Upin(2).
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

2.2.2 | Prolongacién analitica y formulas asintéticas

Hemos definido J,(z), HV(z) y H?(2) solo para z > 0 y Rev > 3/2. Ahora sea z
un punto del plano complejo cortado a lo largo de (—o0, 0), es decir, con |arg z| < .
Esta restriccion hace que z” sea univaluada cuando v no es un niimero entero. Al usar
las representaciones integrales (2.1.15)—(2.1.17) podemos extender J,(z) y H{"?(z)
a dominios més grandes tanto para z como para v.

Proposiciéon 2.12 ([6],§15). La funcion J,(z) es una funcion analitica de z y v
para |argz| < m y Rev > —1/2.

Demostracion. La integral para J,(z) converge uniformemente en z y v para Rev >
—% +0, |z] < R, con § y R nimeros positivos arbitrarios, porque

(1 — #2)""2 cos zt| < eP(1 — ¢2)7!
y la integral f_ll(l —t2)9-1dt converge, luego se verifican las hipétesis de la Proposi-

cién 1.14. Por tanto, segin el Teorema 1.13 la funcién J,(2) es una funcién analitica
de z y v para |argz| < my Rev > —1/2. O

Proposicién 2.13 ([6],§15). Las funciones H("?(z) son analiticas en cada variable
para z # 0, |arg z| < 7, Rev > —1/2.

Demostracion. Las integrales para H(1?)(2),

o t,o—1 1 . V_%
/ e 'tz (1 + zt) dt,
0 2

son las integrales de Laplace
F(z) = / e P f(t)dt,
0

_1
con f(t) = =2 (1 + %it)y ?. La prolongacién analitica y representacién asintética
de integrales de Laplace de la forma

Flzp.g) = [ e+ at)at
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2.2. Propiedades basicas

se discuten en detalle en el Apéndice B de [6], en el ejemplo del Teorema 1. En
nuestro caso, p=q¢ =v — %, a = +i/2. Los resultados de este ejemplo nos muestran
que las funciones de Hankel H(?(z) son analiticas en cada variable para z # 0,
|larg z| < m, Rev > —1/2. O

Ademas, de las conclusiones del ejemplo citado en la prueba anterior, podemos
obtener que las funciones H("?(z) tienen la siguiente férmula asintética cuando
z— 00, Rev>—1/2y |argz| <7+ e

ngl,z)(z) _ <2>1/2 eiz’(z—ﬂ%—%) t;l) C,, (j;i)k +0 (1” ,

Tz

donde
D(v+3+k)

T PRI (v 4L — k)

Ck
los signos + se aplican a H(" y los signos - a H?.

Usando la ecuacién ]
Jz) = S[HY + HP,

obtenemos una férmula asintética para J,(2):

Jo(z) = <7T22>1/2 lnf S,fcos 2= 2 vk ;)] +0 (f:')] |

k=0

Hemos considerado la continuacién analitica de las funciones de Bessel para z # 0,
largz| < my Rev > —1/2. La condicién Rerv > —1/2 no es esencial, ya que
cuando Rerv < —1/2 la prolongacién analitica se puede obtener de la relacion de
recurrencia (2.2.3) con v disminuido en 1. Mediante la féormula de diferenciacién
(2.2.2) las derivadas de J,(2) y H("?(z) son analiticas en z y en v en la misma
region que las funciones de Bessel. Por el principio de prolongacién analitica, las
prolongaciones analiticas de las funciones de Bessel ain satisfacen la ecuacién de
Bessel.

2.2.3 | Desarrollo en serie de potencias

Ya hemos obtenido la serie de potencias

& (DA /2
To(z) = ,;) ET(v+k+1)

(2.2.5)

para z > 0 real y Rerv > 3/2. Para establecer este desarrollo para valores arbitrarios
de v y z busquemos la regién de analiticidad de (2.2.5) usando el siguiente teorema.
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

Teorema 2.14 ([9], teorema 2.3 del capitulo 2). Sea fi(z) analitica en una region
D y sea la serie

?ﬁ@,

que converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D a f(z). Luego en
D:

1. f(2) es analitica,
2 fO) = & (),
k=0

3. > f,g")(z) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de D.
k=0

(o]
Observaciéon 2.15. La serie > fr(z) convergerd uniformemente en D si hay un
k=0

m tal que para cada z € D y k > m tenemos

fi(2)
fk—l(z)

<qg<l,

donde q es independiente de z y | fm(2)] < M para z € D (M, una constante). Este
criterio cldsico de convergencia uniforme se conoce como criterio de D’Alembert.

Demostremos que (2.2.5) converge uniformemente para z y v en las regiones 0 <
d <|z] <R, |v| < N,donde Ry N son ntimeros fijos arbitrariamente grandes. Serd
suficiente utilizar la siguiente estimacién de la razén de dos términos sucesivos de la
serie:

| 2’2 R2

ue(2) | <
Telk+ o] = Wk — N

Up—1(2)

<1
)=

donde k > méx(R?, N+1). Dado que los términos de la serie son funciones analiticas
en zyvpara d < |z| <R, |argz| < my |v| < N, la serie (2.2.5) representa una
funcién analitica de z y v para todo v y |arg z| < 7.

En consecuencia, ambos lados de (2.2.5) son funciones analiticas en cada z y v para
todo v y |arg z| < m. Segin el principio de prolongacién analitica, (2.2.5) es vélido
en el dominio especificado de z y v.
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2.3. Clases especiales de funciones de Bessel

2.3 | Clases especiales de funciones de Bessel

2.3.1 | Funciones de Bessel de segunda especie

En la préactica, a menudo tratamos con soluciones de la ecuaciéon de Bessel para

v € Ry z positivo. No siempre es conveniente utilizar las funciones de Hankel, ya

que toman valores complejos. Sin embargo?, H®(z) = ,51)(2) en este caso, y

Jo(z) = 5 [HV(z) + H? (2)] = Re H (2).

DN | —

Esto sugiere tomar la segunda solucion linealmente independiente de la ecuacion de
Bessel como Im H((z), es decir

1
Yo(2) = o [H®(2) = HP(2)] . (2.3.1)

7
Las funciones Y, (z) se conocen como funciones de Bessel de segunda especie.
Podemos considerar Y, (z) definido por (2.3.1) para valores complejos arbitrarios de
vy z. La funcién Y, (z) es analitica en v excepto para v =n (n = 0,+1,£2,...) y
analitica en z para z # 0, |arg z| < 7.
Enumeramos las propiedades béasicas de Y, (z), que se derivan de las propiedades
correspondientes de las funciones de Hankel.

1. Y, (2z) expresado en términos de J,(z) y J_,(2):

Y, (2) = cosmvd,(z) — J_,(2) (v £n).

sin v

2. Férmula asintética para Y, (z) cuando z — +o00:

0= (2) (e 3 w0(2)

3. Relacién de recurrencia y férmula de diferenciacion:

Y,1(2) + Yo (2) = (20/2)Y,(2),
Yy1(2) = Yo (2) = 2Y1(2).

2En la igualdad que sigue a esta anotacion, se ha corregido una errata en el original [6].
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

1 1 I I I
0 5 10 15 20 25

Figura 2.1: Representacion grafica de la funcién J,(z) para algunos valores de v.

Figura 2.2: Representaciéon grafica de la funcién Y, (z) para algunos valores de v.

Observacion 2.16. En algunos problemas es también interesante estudiar las so-
luciones de la ecuacion

220"+ 2 — (22 + V2> u=0,

para z > 0. Esta es la ecuacion de Bessel tras reemplazar z por iz, y por lo tanto
sus soluciones se conocen como funciones de Bessel con argumento imaginario, o
funciones de Bessel modificadas. Evidentemente J,(iz) y H(V(iz) son soluciones
linealmente independientes de la ecuacion anterior. La primera solucion estd acotada
cuando z — 0 si v > 0, y la seqgunda, cuando z — oo.
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Es costumbre utilizar
L(z) = e ™2, >iz), K,(2)= iwe”r(”“)/QHlEl)(iz),
en lugar de J,(iz) y HV (iz).

Si bien nosotros no llevaremos acabo un estudio en profundidad de estas funciones,
este tema se desarrolla en [6], como tercer punto de §17.

2.3.2 | Funciones de Bessel cuyo orden es la mitad de un
entero impar. Polinomios de Bessel.

Las funciones de Bessel de orden de la mitad de un entero impar forman una clase
distinta. Son notables por poderse expresar en términos de funciones elementales.
Para ello, usemos primero (2.1.18) y (2.1.19) para ver que

(12) 2\Y? Lienp
0 ()" e

de donde
2 1/2 2 1/2
Jij2(2) = () sinz,  Yijp(z) = — () COS Z.

Tz T2

Ademas, si usamos '
HY(2) = ™ HWV(2),

HE(2) = e ™ HP(2),

que podemos encontrar como las ecuaciones (8) y (9) en §15 de [6],

1 in /2 rp(1 2\ ..
Hgf/z(z) =e /2H1(/)2<Z) = () €,

Tz
) —im/2 1) 2\'? .
H—1/2(Z> =¢€ H1/2(Z) = (m) e .
Por eso
2 1/2 2 1/2
b= (2) = (2)
1/2(2) — oS 2 1/2(2) — sin z
Tomando v = —1/2 en las férmulas (2.2.4), obtenemos
1/2 1d n )
(1,2) _ 2 n +iz
H,(2) = (m> 2 (-Zdz> &+, (2.3.2)
2 \/? 1d\"
Jn-12(2) = (m) 2" <_zdz> Cos z,
2\ /2 1d\" .
Yi-12(2) = (m) Z" <_zdz> sin z.
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Capitulo 2. Funciones de Bessel

Se deduce por induccién de (2.3.2) que

1/2 1
(1) _ (2
)= () @ ().
donde p,(s) es un polinomio en s de grado n. Del comportamiento asintdtico de
HT(L£21/2(Z) cuando z — oo se sigue que p,(0) = (—i)""!. Demostremos que p,(s) es
un polinomio de tipo hipergeométrico y se puede expresar en términos de polinomios
de Bessel (ver la tabla de polinomios de la seccién 1.2):

yn(z) = 2"62/zcgl:n (z2n€72/z) .

De hecho, de la ecuacion diferencial para las funciones de Hankel H 1(11421 /2(;:) podemos

obtener una ecuacion diferencial para p,(s):
Sn(s) +2(s + 1)y, () = n(n+ 1)pa(s) = 0.

Esta es una ecuacién de tipo hipergeométrico, por lo que los polinomios p,(s) son
polinomios de tipo hipergeométrico. Si expresamos p,(s) usando la férmula de Ro-
drigues, obtenemos o
pn(S) = BneQ/S@ (52"6 2/3) )

Entonces queda claro que los polinomios pj,(s) son, hasta un factor de normalizacién,
los polinomios de Bessel y,(s). Dado que p,(0) = (—i)"™, y,(0) = 1, finalmente
obtenemos la siguiente férmula conectando las funciones de Hankel Hr(izl /o(z) con
los polinomios de Bessel:

nt12(2) = (—i)"* <2>1/2 ey (1) .

O
Tz (74

De la misma forma,

2 -1 2 1/2 —1z ]-
Héllm(z) === () € "Un (—) :

T2 (74

Dado que el estudio de los polinomios de Bessel no entra dentro de los objetivos
de este trabajo, para saber més acerca de estos recomendaria acudir al libro [1],
especificamente a la seccién 3.8.
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3.1. Las ecuaciones de tipo hipergeométrico y sus soluciones

3.1 | Las ecuaciones de tipo hipergeométrico y sus

soluciones

3.1.1 | Reduccién a la forma candnica

Vamos a transformar la ecuacién

o(2)y" +7(2)y + Ay =0 (3.1.1)

a una forma canénica mediante un cambio lineal de variable independiente. Hay tres
casos, segun el grado de o(z).

1. 0(z) de grado 2: o(z) = (2 — a)(b — z), a # b (Podemos suponer que no tiene

una raiz doble por la Observacién 1.4). Mediante la sustitucion z = a+(b—a)s,
obtenemos

Tla+ (b—a)sly’ + Ay = 0.

1
s(1—s)y” + 7

Definicién 3.1. Siempre es posible elegir los pardmetros o, B y 7y tales que la
ecuacion anterior se pueda escribir en la forma

s(L=s)y" +[y—(a+B+1)sly’ —afy=0.

Nos referiremos a esta ecuacion como ecuacion hipergeométrica, también lla-
mada a menudo ecuacion de Gauss.

. 0(z) de grado 1: 0(2) = z — a. Usando la transformacién z = a + bs, tenemos

sy” + 7(a + bs)y' + \by = 0. (3.1.2)

Si7'(z) = 0, entonces (3.1.2) es la ecuacion de Lommel (Observacién 2.2) para
cualquier b, y sus soluciones se pueden expresar en términos de funciones de
Bessel. Si 7/(z) # 0, entonces, con b = —1/7/(2),

7(a+bs) = 7(a) + 7'(a)bs = 7(a) — s.

Definicién 3.2. Sea 7'(z) # 0, y tomando v = 7(a), o« = —Ab. Nos referire-
mos a la ecuacion
sy’ +(y—s)y —ay=0

como la ecuacion hipergeométrica confluente.

. Si o(z) es una constante podemos tomar, sin perdida de generalidad, o(z) = 1.

Cuando 7/(z) = 0, entonces (3.1.1) es una ecuacién lineal homogénea con
coeficientes constantes. Si 7/(z) # 0, podemos escribir (3.1.1) como

y" +br(a+bs)y + \b*y =0

después de la sustitucion z = a + bs.
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Definicién 3.3. FEligiendo adecuadamente a, b y v en la ecuacion anterior,
podemos ponerla en la forma

y" — 2sy’ +2vy = 0.

Nos referiremos a esta ecuacion como la ecuacion de Hermite (cuando v =n
es la ecuacion de los polinomios de Hermite).

En este trabajo nos limitaremos a estudiar las soluciones de la ecuacién hiper-
geométrica e hipergeométrica confluente. Si esta interesado en la ecuacion de Her-
mite, un estudio de esta se puede encontrar a lo largo del capitulo 4 de [6].

3.1.2 | Construccion de soluciones particulares

Las soluciones particulares de la ecuacién hipergeométrica e hipergeométrica con-
fluente, se pueden encontrar mediante el método explicado en la seccién 3 del capitulo
1. La ecuacién de tipo hipergeométrico (3.1.1) es un caso especial de la ecuacién de
tipo hipergeométrico generalizada, con 7(z) = 7(2), 6(z) = Ao (z). Por tanto, pode-
mos aumentar el nimero de dichas soluciones utilizando la sustitucién u = ¢(z)y,
siempre que ¢(z) satisfaga

¢'/o =m(2)/o(2),

W(z):UI;Ti\/<0/2_T)2—/£a (k=X—k)

es un polinomio de grado < 1. La constante x estda determinada por la condicion de
que el discriminante de la cuadratica bajo el signo de la raiz sea cero.

donde

Proposicién 3.4 ([6],§20). Dada una solucion particular, uqi(z) = f(a, 8,7, 2), de
la ecuacion
z(1=2)u" 4+ [y —(a+ B+ 1)z]u' — afu =0, (3.1.3)

podemos obtener, a partir de esta, las siguientes soluciones particulares:

u2(2> :Zli’yf(a_/y—f—laﬂ_’y_’_va_/y?Z)
US(Z) = (1 - Z)Wiaiﬁf(’y -,y = 5777 Z)
ug(2) = f(8, 0,7, 2)

Demostracion. Dada la ecuacién

2(1—=2)u" + [y — (o + B+ 1)zJu' — afu =0,
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tenemos que

<UI_T>2—/m: l1_7+<a+’8_1)2 2—/4;2(1—2).

2 2

Estableciendo el discriminante de esta cuadratica igual a cero, obtenemos dos valores
posibles para k:

k1= (1—=)(a+B~-7), k=0,

Cuando k1 = (1 —7)(a+ B — 7), existen las siguientes posibilidades para 7(z) y
¢(2):

L 7m(2)=(1—-9)(1—-2), o) =2z"7;
2. m(z) =(a+B—7)z o(z) =1 —z)0"F

Sustituyendo u = ¢(z)y con, ¢(z) = 277 llegamos a la siguiente ecuaciéon para y(z):
d1=2)y' +2—v—(a+B-27+3)ly — (e —y+1)(B—7+ 1y =0
Esto se puede escribir en forma canonica.
21=2)'"+ Y =@+ +1)zy —dBy=0 (3.1.4)

tomando o = a—~v+ 1,8 = —~v+ 1,9 = 2 —~. De manera similar, cuando
P(z) = (1 — 2)7"2P la sustitucion u = ¢(2)y conduce a (3.1.4) con o/ = v — q,
B=~r—-817=n

Seau(z) = f(«, 3,7, z) una solucién particular de (3.1.3). Entonces y(z) = u(z)/¢(z)
satisface la ecuacion hipergeométrica con los parametros o, 3',+'. Por tanto, u(z) =
o(2)f (o, .7, z) también es una solucién de (3.1.3). Por tanto, tenemos las si-
guientes soluciones particulares de (3.1.3):

Ul(z):f( ,B3,7, %),
Z_Vf(&—fy—i-lﬁ v+1,2—7,2), (3.1.5)
(2)2(1 TPy = oy = By, 2).

Hemos considerado transformaciones de (3.1.3) en una ecuacién (3.1.4) del mismo
tipo para el caso en que K = (1 — v)(a + B — 7). Transformaciones similares co-
rrespondientes a £ = 0 no son de interés, ya que se pueden obtener aplicando dos
transformaciones sucesivas de los tipos anteriores.

La ecuacién (3.1.3) no cambia si o y  se intercambian. Por tanto, también se
pueden obtener soluciones a partir de (3.1.5) mediante esta operacion: uy(z) =

f(/87CY7P)/7Z)' D
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Proposicion 3.5 ([6],§20). Dada una solucion particular, ui(z) = f(a,7, z), de la
ecuacion
2u" 4+ (v = 2)u —au=0 (3.1.6)

podemos obtener, a partir de esta, las siguientes soluciones particulares:

up(2) = 2" fla—y+1,2—7,2), wus(2z) =€ f(y—a,v,—2).

Demostracion. El procedimiento para probarlo es practicamente el mismo que para
la Proposicién 3.4 y lo omitiremos. ]

Pasemos ahora a construir las soluciones de (3.1.3) y (3.1.6) explicitamente. Como
mostramos en la secciéon 3 del capitulo 1, la ecuacion

o(2)u" +7(2)u + Au=0
tiene soluciones particulares de la forma
C, [ a"(s)p(s)
= d .
)= 5 e fom

Aqui p(z) es una solucién de (op)’ = 7p, donde v es una raiz de la ecuacién A +
v’ + sv(v —1)0” =0, y C satisface

0" (s)p(s)
(S _ Z)l/+2

=0 (3.1.7)

81,82

(s1 y sy son los puntos finales de C).

Primero construiremos soluciones cuando z > 0. Ademaés, para (3.1.3) supondremos
que z < 1. Para ello, primero hallemos para que contornos se verifica la condiciéon
(3.1.7).

Proposicién 3.6 ([6],§20). Para la ecuacion hipergeométrica
2(1 —z2)u" + [y — (a+ B+ 1)z]u' — afu =0,
los siguientes contornos verifican la condicion (3.1.7),

s=2zt, Rey>Rea > 2
s=1—(1—-2)t, Rey<Ref+1, Rea>2;
s=z/t, Ref>1 Rea>2.
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Demostracion. Para (3.1.3),

o(2)=2(1-2), ple)=27"'1=2)*"7, v=—a (o v=-p4);

Para esta ecuacién, la condicién (3.1.7) toma la forma

771 — 8)P 1 (5 — )22 = 0.

51,52

Bajo ciertas restricciones en «, 5 y 7, esta condicién puede satisfacerse si tomamos
los extremos de C' en s = 0,1,z o oo. Para construir soluciones que tengan un
comportamiento simple en un entorno de z = 0, 1, o 0o, convenientemente podemos
tomar C' como una linea recta que conecta s = 0,1, 0 co con s = z. Suponiendo que
0 <t <1, podemos tomar ecuaciones paramétricas de estas lineas en las formas

s=2zt, Rey>Rea>2;
s=1—(1—-2)t, Rey<Ref+1, Rea>2;
s=2z/t, Ref>1 Rea>2.

Proposicién 3.7 ([6],§20). Para la ecuacion hipergeométrica confluente
2u" 4+ (y = 2)u’ — au =0,
los siguientes contornos verifican la condicion (3.1.7),

s=zt, Rey>Rea>2 (0<t<1),
s=z(1+1t), Rea>2 (0<t<00);

Demostracion. Para (3.1.6),
o(z)=2 plr)=2"teF v=-—a
Para esta ecuacion, la condicién (3.1.7) toma la forma

=0.

Y—a S(. _ L\a—2
s77%%(s — 2) -

Bajo ciertas restricciones en « y v esta condiciéon puede satisfacerse si tomamos los
extremos de C' en s = 0,z 0 co. Para construir soluciones que tengan un compor-
tamiento simple en un entorno de z = 0 o oo, convenientemente podemos tomar C
como una linea recta que conecta s = 0 0 oo con s = z. Por ello, podemos tomar las

siguientes ecuaciones paramétricas

s=zt, Rey>Rea>2 (0<t<1),

s=2z(14+t), Rea>2 (0<t< o).
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Para (3.1.3) y (3.1.6), el contorno s = zt conducen a las siguientes soluciones':

u(z) = F(a, 8,7, 2)
(3.1.8)

= C(a, B,7)(1 = 27777 /01 T 1 =) (1 = 2t)? T,

1
ui(2) = Fla,v,2) = C(a,fy)ez/o (1 — ) e, (3.1.9)

Definicién 3.8. Liamaremos a las funciones F(«, 3,7, 2) y F(«,7,z) funcion hi-
pergeométrica e hipergeométrica confluente respectivamente.

Las constantes de normalizacién correspondientes C(a, 3,7) y C(a, ) se eligen de
modo que
F(a, 8,7,0) = Fla,7,0) = 1;

entonces tenemos

_ _ 1 _ Tk
0(0467,7) - C(Oz,'y) - B(Oé,’}/ _ Oé) - F(OJ)F(’)/ — a).

Aqui I'(z) es la funcién gamma y B(u,v), la funcién beta de Euler.

Para F(«,8,7,2) v F(a,7,2), la condicién (3.1.7) se satisface solo bajo ciertas
restricciones sobre los pardmetros. Més adelante, veremos que (3.1.8) y (3.1.9) per-
miten que F'(«, 8,7,2) y F(a,7, 2) se puedan prolongar analiticamente en z y cada
pardametro en la regién Re v > Re @ > 0. Una prolongacién analitica de F(«, 3,7, 2)
o F(a,7, z) debe, en primer lugar, satisfacer (3.1.3) o (3.1.6), respectivamente. Para
tener F(«, 3,7, z) univaluada en (3.1.8), debemos requerir que |arg(l — zt)| < ;
para asegurar esto, hacemos un corte en el plano z a lo largo del eje real para z > 1.

Observacion 3.9. Gracias a la Proposicion 3.4, obtenemos las siguientes soluciones
de (3.1.3) tomando f(«,,7,z2) = F(a, 8,7, 2):

UQ(Z):'ZliﬂyF(a_’y—i_l?ﬁ_’y—i_172_772)7

U3<Z> = (1 - Z)’y*aiﬂF«y — o,y = 5777’2)7
ua(z) = F(B,a,7, 2).

Las representaciones integrales que definen estas cuatro soluciones de (3.1.3) existen
simultdneamente siempre que 0 < Rea < 1y 0 < Re(y — a) < 1. Dado que la
ecuacion hipergeométrica tiene solo dos soluciones linealmente independientes (véase
el capitulo 14 de [11]), debe haber una relacion lineal entre los u;(z). Para v # 1
las funciones ui(z) y us(z) son linealmente independientes, ya que se comportan

'En (3.1.8) se ha corregido una errata sobre el documento original de [6].
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de manera diferente cuando z — 0. Por tanto, para v # 1 tanto uz(z) como u4(z)
deben ser combinaciones lineales de wu;(z) y us(2). Al comparar el comportamiento
de estas funciones cuando z — 0, encontramos que

us(2) = w(2), wa(z) =wi(z) (Rey>1),

es decir, para Revy > 1,

Fla,B,7,2) = (1 =2 "F(y — o,y — 8,7, 2), (3.1.10)
F(a,8,7,2) = F(B,a,7, 2). (3.1.11)

Al usar el principio de prolongacién analitica, podemos eliminar la restricciéon sobre
7. En (3.1.11) podemos tomar (1—2)""%# como la rama que es 1 en z = 0, es decir,
larg(l — 2)| < .

Observacion 3.10. De manera similar, usando la Proposicion 3.5, obtenemos las
dos soluciones linealmente independientes

ui(z) = Fle,7, 2),
us(z) = 21 F(a =y + 1,2 = 7,2),
de la ecuacion hipergeométrica confluente, y la ecuacion funcional
Fla,v,2) =€F(y—a,v,—2). (3.1.12)

Observacion 3.11. Al usar (3.1.10) y (3.1.12) podemos reemplazar (3.1.8) y (3.1.9)
por representaciones integrales mas simples

Fla,B,7,2) = F(a)?(&)_a) /01 71— )71 — 2t) Pt (3.1.13)
Fla,v,z) = F(a)?((z)_a) /01 t (1 — )7 et dt. (3.1.14)

Otros contornos de la ecuacion hipergeométrica conducen a los siguientes pares de
soluciones linealmente independientes:
1. Elcontorno s =1—(1—2)t (0<t<1):

U1(Z):F(Oé,ﬂ,a—l—ﬁ—’)/—l—l,l—Z),
UQ(Z): (1_Z)V_Q_ﬂF(’y_C“/Y_B?fY_OJ_B"i_171_2)'

2. El contorno s = z/t (0<t<1):

w(z) =2""Fla,a—v+1,a—pF+1,1/z),
uy(2) =27 PF(B,B—v+1,8—a+1,1/z).
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Para la ecuacién hipergeométrica confluente, el contorno s = z(1 + t) conduce a la
solucion

UN@==GQL%Z)=CXm7XAw6%%k%1+w*ﬂ‘Wt

Definicién 3.12. Nos referiremos a la funcion G(o, 7y, z) como funcién hipergeométri-
ca confluente de sequnda especie.

En este trabajo dejaremos el estudio de esta funciéon y sus propiedades en suspenso.
Si desea encontrar mas informacién de la funciéon hipergeométrica confluente de
segunda especie, un estudio de esta se lleva a cabo en el capitulo 4 de [6].

Para acabar, veamos algunas observaciones se derivan inmediatamente de las repre-
sentaciones integrales (3.1.13) y (3.1.14).

Observacion 3.13. Ya demostramos que todas las derivadas de funciones de tipo
hipergeométrico también son funciones de tipo hipergeométrico. Podemos usar las
representaciones integrales de F(«, 3,7, z) y F(a,7, 2) para ver que:

d
LR85 = PR+ 1,5+ 1,7 +1,2),
Zd J (3.1.15)
%F<aa’77z) = aF(a_’_lfy—'— 1,2)

Observacién 3.14. Combinando las formulas de diferenciacion (3.1.15) con (3.1.3)
y (3.1.6), obtenemos las relaciones de recurrencia:

(e, B,7,2) = (a4 1)(B+1)2(1 — 2)p(a+ 2,8+ 2,7+ 2, 2)

+ly—(a+B+1D)2d(a+1,8+1,7v+1,2), (3.1.16)

Pla,7,2) = (@ +Dzdp(a+2,7+2,2) + (v —2)p(a+ Ly +1,2),  (3.1.17)
donde 1
qﬁ(a,ﬁ,%z) - WF(O‘76777Z)7

L'(v)

Observacién 3.15. Si reemplazamos o y 5 en (3.1.16) por vy —a y v — f y usamos
(3.1.10), obtenemos la relacion de recurrencia

¢(a7 77 Z) - F(a7,y7 Z)

o, 8,7,2) = (7= a+1)(y = B+ ) 7——o(a, 8,7 +2,2)

(3.1.18)
= @y —a= B+ Delr—o(a, 8,7 +1,2)

1—

De manera similar podemos obtener otra relacion de recurrencia para la funcion
hipergeométrica confluente:

ola,v,2) = —(y—a+1)zo(a,y+2,2) + (v + 2)d(a,y + 1, 2). (3.1.19)
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Las relaciones de recurrencia (3.1.16)—(3.1.19) son ttiles para obtener prolongacio-
nes analiticas de funciones de tipo hipergeométrico. El problema general de encontrar
relaciones de recurrencia se analiza en la secciéon 3.2.

3.1.3 | Prolongacién analitica

Consideremos las prolongaciones analiticas de las funciones F'(«, 3,7, 2) y F(a, 7, 2).
En primer lugar, determinaremos los dominios mas grandes de z y de los parame-
tros en los que estas funciones se pueden prolongar analiticamente utilizando sus
representaciones integrales y el Teorema 1.13.

Proposicién 3.16 ([6],§20). La funcion hipergeométrica F(o, 3,7, z), definida por
(3.1.13)

Fla,8,7,2) = 1“(0011:((1)_04) /01 7 1 — )N (L - 2t) P,

es analitica en cada «, 3,7, y z para Rey > Rea > 0, |arg(l — 2)| < 7.

Demostracion. Para encontrar el dominio de analiticidad necesitamos encontrar el
dominio en el que (3.1.13) converge uniformemente con respecto a z y los pardmetros
correspondientes. Tenemos

T (1=t (1= 2t) P =T (1 = 1) (),
donde

() =270 — )71 — 2t) P,

Para cada 6 > 0, la funcién v (t) es continua en todas las variables colectivamente
en la regién cerrada 0 < ¢t < 1,§ < Rea < N,0 < Re(y —a) < N,|B] < N,
|z| < N,|arg(l =0 —2)] < m— 0,y por lo tanto estd acotado por:

ot (1 =1 - 2P| <

(C, alguna constante). La restriccién |arg(l — 6 — z)| < 7 — § se impone para que
la regién en consideracién no contenga los puntos singulares de (1 — 2t)~?, es decir,
los puntos z =t~' (0 <t < 1). En consecuencia

I e O R e A ()

en la region considerada. Dado que la integral fol t9=1(1—1)°"'dt converge, la integral
(3.1.13) que define F(«, 3,7, 2) converge uniformemente en la misma regién y, por
lo tanto, es una funciéon analitica de cada argumento.
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Dado que 6 y N son arbitrarios, la funcién F(«, 3,7, z) es analitica en cada argu-
mento para Rey > Rea > 0,]|arg(l — z)| < 7. La dltima condicién significa que
hay un corte en el plano z a lo largo del eje real para z > 1. O]

De manera similar, podemos mostrar que F'(«, 7, z) es analitica en cada argumento
para Rey > Rea > 0 y todo z.

Podemos prolongar analiticamente F(«, 3,7, 2) y F(«, 7, z) bajo ciertas restriccio-
nes en los parametros. Estas restricciones se pueden eliminar usando las relaciones
de recurrencia (3.1.16)—(3.1.19). Dado que (3.1.16) y (3.1.17) involucran funciones
o(a, B,7,2) y ¢la,v,z) para las cuales la diferencia v — a es la misma, si luego
disminuimos a en 1 en (3.1.16) y (3.1.17) podemos prolongar las funciones

o, B,7,2) = @F(a,ﬁ,v, ),

1
¢(a> s Z) = 7F(O‘7 s Z)7
I'(v)
a valores arbitrarios de o bajo la condicién adicional Re(y — a) > 0. La prolon-
gacion analitica de ¢(«, 5,7,2) v ¢(a, 7, z) para Re(y — a) < 0 se puede obtener
disminuyendo repetidamente v en 1 en (3.1.18) y (3.1.19).

Por la férmula de diferenciacion

quj(@ﬁ,%«z) = Oéﬁ¢(04+1,ﬁ+ 1’7—{—172/)’

que sigue de (3.1.15), la derivada de ¢(«, 3,7, 2) serd analitica en z y los pardmetros
a,f, y v en la misma regién que ¢(a, 3,7, 2). Por el principio de prolongacién
analitica, ¢(a, f,7, z) satisfard por tanto la ecuaciéon hipergeométrica (3.1.3) en la
misma region. El caso de las funciones ¢(«, v, z) es similar y, por ello, lo omitiremos.

3.2 | Propiedades basicas de funciones de tipo hi-
pergeométrico

Nuestras representaciones integrales de funciones de tipo hipergeométrico permiten
obtener las propiedades bésicas de estas funciones: relaciones de recurrencia y de-
sarrollo en serie de potencias. En este apartado haremos un uso extensivo de los
resultados del capitulo 1.
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3.2.1 Relaciones de recurrencia

Por el método que vimos en la seccion 4 del capitulo 1, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.17 ([6],§21). Sean tres funciones hipergeométricas cualesquiera,
F (i, Bi,vi,2) 3 = 1,2,3). Si las diferencias a; — o, Bi — Bry Y Vi — Y& Son en-
teras, entonces F' («y, B;, i, 2) estan conectadas por una relacion lineal

3

ZC'L(Z>F (Oéi, ﬁi>7i7 Z) - 07

=1

donde C;(z) son polinomios.

Demostracion. Para probar esto, consideramos la expresion
Z Cz(Z)F (Oéi, Bi, Vi, Z) .
i

Demostremos que los coeficientes C; = C;(z) pueden elegirse de modo que esta
combinacién sea cero. Para un z dado, si usamos la representacion integral (3.1.13)
tenemos

1
ZCzF (aia 51'772'7 Z) - / tao_l(l - t>’yo_a0_l(1 - Zt)_ﬁop(t)dt
i 0

Aqui ag, Y0 — ag, y — B son los nimeros «a;,y; — a; v —; con las partes reales mas
pequenas, y P(t) es un polinomio. Los coeficientes C; = C;(z) estan determinados

por la condicién
=1 — t)o-e0—L(1 — z)=FoP(t)

_ i [0 (1 = )00 (1 — 2t) = RQ(t)]

donde Q(t) es un polinomio. Obtenemos

(3.2.1)

S CiF (s, By 2) = 10 (1= )70 (1= ) 7RQ(1)] .

Como Re (79 —ap) = minRe(vy; —a;) > 0y Reayg = minReq; > 0, los términos
integrados se reducen a cero. Seleccionando los coeficientes C; = Cj(z) de esta
manera, tendremos la ecuacion lineal

ZCzF (aivﬂiafy’hz) =0.

Por el mismo razonamiento que seguimos en el capitulo 1, podemos ver que C;(i =
1,2,3) son polinomios, determinados hasta un miltiplo constante. O

50




Capitulo 3. Funciones hipergeométricas

Utilizando las relaciones generales (1.4.11), (1.4.15) y (1.4.14), con los coeficientes
que obtuvimos en sus respectivas pruebas, aplicadas a las funciones F(«, 3,7, z),
obtenemos el siguiente resultado?.

Proposicién 3.18. Se tienen las siguientes relaciones de recurrencia:

ﬁ(’y_ Oé)(ﬁ - — 1)F(O& _ 17ﬁ777 Z)+
B-a)[(B=a)=1)z=(a+B+1)(y - 20) + 2(y — ala + 1))] F(a, 8,7, 2)+
a(ﬁ_&+1)(7_5)}7(0‘—*—175777'2) :Ov

BW(Oé_qu(a_ 1767772) +’Yﬂ[<’}/—05) - (ﬁ—Oz—Fl)Z]F(O&,ﬂ,’y,Z)—F
af(f—a+1)z(1—2)Fla+1,86+1,7+1,2) =0,

YNy —B)+ (B —a—1)z|F(a,8,7,2) +v(B—7)F(a+1,8,7,2)—
BB—a—-1)z(1—-2)F(a+1,8+1,v+1,2)=0.

De manera similar, podemos deducir una relacién de recurrencia para las funciones
hipergeométricas confluentes F'(a,~y, z) usando (3.1.14),

1
SO CF (04,71, 2) = / 1e0=L(1 — gyw-c0=Lest p(¢)qy,
i 0

donde P(t) es un polinomio. Aqui los C;(2) satisfacen

d
taO_l(l N t)’yo—ao—leztp(t) — % |:ta0(1 _ t)'YO_aoeﬂQ(t)} , (322)

donde Q(t) es un polinomio. Ya que, para Revy; > Rea; > 0,
1

S CF (e 2) = 170(1 — t)%—%eztcg(t)(o ~0

obtenemos la relacién requerida. Por lo tanto, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.19 ([6],§21). Sean tres funciones hipergeométricas cualesquiera,
F (i, vi,2) (i = 1,2,3). Si las diferencias a; — oy, y Vi — Y Son enteras, enton-
ces F (a, 7, z) estan conectadas por una relacion lineal

3
ZO’L(Z)F (aiaviuz) = 07
=1

donde C;(z) son polinomios.

2Hacemos notar que, al efectuar los calculos para determinar los coeficientes de las dos primeras
ecuaciones que se muestran en la Proposicién 3.18, hemos corregido un par de erratas en las
expresiones que aparecen en [4].
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3.2. Propiedades basicas de funciones de tipo hipergeométrico

Corolario 3.20. Dadas las funciones F(a,v,z), F(a + 1,7,2) y F(a — 1,7, 2).
Entonces existen unos coeficientes C;, i = 1,2,3, tales que

CIF(a_ 17,77 Z) +CQF(047/77 Z) +03F<C¥—|—1,’)/,Z) =0.

Demostracion. En este caso

aop=a—1, a=a aoag=a+1, oaqy=a—1,
Y- =7—a—1

El polinomio P(t) tiene la forma
P(t) = Ciala — 1)(1 —t)* + Coaly — a)t(1 —t) + Cs(y — a)(y — a — 1)t*. (3.2.3)

El grado de Q(t) es cero; por tanto, podemos tomar ((¢) = 1. Entonces (3.2.2) se
convierte en

d
ztyoo—2 —a—2 _ ztyoa—1 o —a—1
et (1 —t) P(t) = 7 [e (1 —t)” } :

De la ecuacién anterior, obtenemos que
Pt)=zt(1—-t)+ (a—1)(1—t) = (y—a—1)t.

Sustituyendo esto en (3.2.3) y comparando coeficientes en los dos lados de la ecua-
cién, obtenemos

20 — 1
_ca—y+=z Cy = —

“= aly —a) y—a

1
) CQ
(0%

Finalmente tenemos

(Y —a)F(a—1,7,2)+ Qo=+ 2)F(a,7,2) —aF(a+1,7,2) = 0.

3.2.2 | Series de potencias
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Capitulo 3. Funciones hipergeométricas

Proposiciéon 3.21 ([6],§21). Las funciones F(«,B3,7,2) y F(a,v,z) tienen el si-
guiente desarrollo en serie:

s a) 2 (a)p
wbi2) = 3, 05 e Flams) = 3, gl
donde r
(a)o = 1, (a)n:a(a+1)---(a+n—1):W,

es lo que se conoce como el simbolo de Pochhammer.

Demostracién. Empecemos desarrollando (1 — 2t)™# y €' en su serie de potencias:

e” = i <Zt)n, (1—2t)7 = i M, |2t] < 1, (3.2.4)

= n! = !
Si |z| < 1, la serie (3.2.4) converge uniformemente para 0 < ¢ < 1, y por lo tanto
podemos intercambiar suma e integracion en la representacion integral. Para Rey >
Rea > 0 obtenemos

F(Oé, B,’}/, Z) = F(/Y) i (B'nzn /01 thrafl(l B t)’yiaildt
o (3.2.5)

Del mismo modo obtenemos

i (@) (3.2.6)

vnn‘ '

para todos los z. La serie (3.2.6) se diferencia de (3.2.5) solo por la omisién del factor
() de cada término. -

La serie (3.2.5) es la serie hipergeométrica y (3.2.6) es la serie hipergeométrica
confluente.

Aplicando el criterio de D’Alembert (Observacién 2.15), las series (3.2.5) y (3.2.6)
convergen uniformemente en todos los parametros en cada subconjunto compacto
de su dominio, que no contengan valores cero o enteros negativos de =, ademas para
(3.2.5) también debemos requerir que |z| < ¢ < 1. Por lo tanto, segiin el Teorema
2.14 estas series representan funciones analiticas en todas las variables para v # —k
(k=0,1,2,...), y bajo la restriccién adicional |z| < 1 para (3.2.5). Por el principio
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3.2. Propiedades basicas de funciones de tipo hipergeométrico

de prolongacion analitica, las ecuaciones (3.2.5) y (3.2.6) siguen siendo validas en
todos los dominios especificados.

Para terminar este apartado, mostraremos una representacion grafica de algunas
funciones F(«, 5,7,2) vy F(a, 8,7, 2). Un estudio numérico de estas funciones esta
desarrollado en gran detalle en [7].

F(0.1,02,04,2)
F(-3.6,0.7,-2.5,2)
F(-5,1.5,6.2,2)
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Figura 3.1: Representacion grafica de la funcion F(«, 3,7, z) para algunos valores
de o, By 7.

25
F(0.1,0.2,2)
F(1,2,2)
F(0.5,4,2)
F(5,10,2)

20 -

Figura 3.2: Representacién grafica de la funciéon F'(«, 7, z) para algunos valores de
ay .
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Conclusiones

El principal objetivo, a la hora de plantear este trabajo, era estudiar la teoria de
las funciones especiales utilizando el método unificado propuesto por Nikiforov y
Uvarov en [6]. Sin embargo, més alld de limitarnos a este libro, hemos decidido
complementar la informacién que este nos aportaba.

Si bien en [6] nos exponian algunos ejemplos de cémo utilizar sus métodos, nosotros
hemos querido hacer especial hincapié en la relevancia que tienen ciertas relaciones de
recurrencia, desarrollandolas en el caso general y dando pruebas de estas utilizando
el método estudiado. Para ello, nos hemos servido de [4, 12] para obtener las pruebas
de (1.4.11) y (1.4.15) pero, ademds, hemos dado una prueba original para la relacién
(1.4.14) que, en la bibliografia usual, se suele tomar como corolario trivial de las otras
dos.

Mas alla de esta teoria general, también hemos estudiado dos familias de funciones
especiales muy importantes, como son: las funciones de Bessel y las funciones hiper-
geométricas. Si bien nuestro enfoque ha sido estudiar dichas funciones usando los
métodos propuestos en el primer capitulo, estds funciones ya han sido ampliamente
estudiadas en textos como [10, 11]. Nosotros, para complementar el estudio hecho
en [6], hemos usado las relaciones demostradas en la teorfa general para dar dis-
tintas relaciones de recurrencia para estas funciones (exactamente las que aparecen
en la Proposicién 2.8 y la Proposicion 3.18). En el caso de las relaciones obtenidas
para las funciones de Bessel, no hemos conseguido encontrarlas en la bibliografia
existente. Ademas, hacemos notar que hemos llevado a cabo algunas correcciones
de erratas que aparecian en [4, 6]. También es interesante destacar que existe un
manual actualizado, [13], en el que podemos encontrar todo este tipo de relaciones
para muchas funciones especiales, incluidas las hipergeométricas y las ecuaciones de
Bessel, que se pueden estudiar con el método aqui usado.
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Conclusiones

A parte de lo anterior, hemos hecho uso de programas de célculo simbdlico (como
por ejemplo Maxima), no solo para realizar algunas gréaficas, sino también para la
comprobacion de algunos calculos (como los necesarios para hallar las relaciones que
aparecen en la Proposicion 2.8 y la Proposicién 3.18).

Si bien nuestro trabajo concluye aqui, los métodos que hemos estudiado y trabajado
son de gran utilidad a la hora de hacer frente a diversos problemas. Podriamos hacer
un estudio sobre las relaciones de recurrencia asociadas a la ecuacién de Schrodinger
y, poniendo como ejemplo los trabajos [2, 5], usarlo para calcular las funciones de
onda de ciertos sistemas cuanticos. También, dado que este método nos da una repre-
sentacion integral de las soluciones de la ecuacion de tipo hipergeométrico, podemos
encontrar féormulas asintoticas para estas soluciones. Precisamente, si miramos el
ultimo capitulo de [6], podemos encontrar muchisimos otros ejemplos de como estos
métodos nos sirven para dar solucién a diversos problemas de fisica matematica,
mecanica cuantica o analisis numérico.
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