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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es realizar un estudio teérico y numérico de las ecua-
ciones diferenciales algebraicas (DAEs), una generalizacién de las ya conocidas ecuaciones diferenciales
ordinarias. Este tipo de ecuaciones tienen la peculiaridad de que no aparecen necesariamente todas las
derivadas de las variables, pudiendo aparecer incluso condiciones de cardcter algebraico. En particular
nos centraremos en el estudio teérico de DAEs lineales con coeficientes constantes, y posteriormente
veremos como podemos resolver numéricamente DAEs de un tipo més general.

Las DAEs aparecen de forma natural a la hora de modelar mateméticamente numerosos problemas
de campos como la Fisica (movimientos de cuerpos ligados a ciertas trayectorias), Ingenierfa (circuitos
eléctricos, teorfa de sefiales), Quimica, etc. Al tratar con este tipo problemas no siempre vamos a
obtener sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, de hecho es bastante habitual que algunas de
las condiciones entre las variables del problema se representen mateméaticamente mediante ecuaciones
puramente algebraicas, sin derivadas involucradas. Estas ecuaciones son las que dotan a las DAEs de
su peculiar estructura. Para empezar, a la hora de resolver problemas de valores iniciales asociados
a estas DAEs, los valores dados van a tener que satisfacer las ecuaciones algebraicas para garantizar
la existencia de solucién, en el sentido clasico. Ademds, en muchas ocasiones no va a ser suficiente
que las funciones dato sean continuas, sino que necesitaremos que sean de una regularidad mayor,
determinada por la propia DAE, para garantizar la existencia y unicidad de solucién. Esto marca una
diferencia fundamental con las ecuaciones diferenciales ordinarias, para las que si tenemos garantizada
tal existencia y unicidad para todo valor inicial, gracias al Teorema de Picard, siempre que la funcién
dato sea al menos de continua y localmente lipschitziana.

Es por ello por lo que el estudio tedrico de existencia y unicidad de soluciones de DAEs, y su
posterior calculo mediante férmulas explicitas, conduce necesariamente a la utilizacién de herramientas
nuevas. Para el tipo de DAEs que trataremos en la primera parte de este trabajo, las lineales con
coeficientes constantes, seran fundamentales las matrices de Kronecker, que son una generalizacién
de la forma canénica de Jordan para pares de matrices. Estas matrices nos permitirin descomponer
la DAE en bloques maés sencillos, obteniendo asi una forma candnica de Kronecker para la DAE.
A partir de los bloques de dicha forma candnica podremos extraer resultados para caracterizar la
existencia y unicidad de soluciones. Un razonamiento parecido se puede seguir para DAEs lineales
cuyos coeficientes si dependan de la variable temporal, aunque dada su complejidad no se tratard en
este trabajo. Sin embargo, el estudio tedrico de las soluciones cldsicas de DAEs no lineales es mucho maés
complicado, y generalmente es mds razonable plantear la resolucién desde un enfoque numérico. Esta
resolucién numeérica tampoco es sencilla, pues conduce de forma natural a la resolucién de problemas
stiff (rigidos), para los que serd necesario utilizar métodos numéricos adaptados, como métodos de
tipo Runge-Kutta o métodos multipaso.

En los primeros capitulos de este trabajo trabajaremos con ecuaciones diferenciales algebraicas
con coeficientes constantes, como ya mencionamos anteriormente. En el capitulo 2 veremos algunos



ejemplos derivados de la mecénica clasica y de circuitos eléctricos para motivar el estudio de este tipo
de DAEs, y mostraremos como se deben satisfacer diferentes condiciones sobre los datos iniciales y
sobre la regularidad de las funciones dadas para garantizar la existencia y unicidad de solucién clésica.
Daremos también una definicién rigurosa de DAE y de DAE lineal, y presentaremos cuatro tipos de
DAEs lineales con coeficientes constantes que jugaran un papel fundamental en la descomposicién
mediante matrices de Kronecker que haremos més adelante.

En el capitulo 3, definiremos el concepto de solucién clasica de una DAE. Siguiendo los trabajos de
Stephan Trenn y Thomas Berger ([1], [2], [3]) veremos como las DAEs lineales se pueden descomponer
en DAEs maés sencillas, a partir del uso de matrices lapiz. Expresando la matriz lapiz asociada a la
DAE utilizando matrices de Kronecker, llegaremos a una forma canénica de Kronecker para la DAE.
Cada uno de los bloques de las matrices de Kronecker corresponderd a uno de los cuatro tipos de DAEs
vistos en el capitulo anterior. El estudio de la existencia y unicidad de solucién clasica de las DAEs
vendra dado por las diferentes condiciones necesarias que aparezcan sobre cada uno de los bloques de la
forma candnonica calculada. Sin embargo, el cdlculo de las matrices de Kronecker es generalmente muy
complicado, por lo que se deberdn buscar formas alternativas para obtener otro tipo de matrices (las
quasi matrices de Kronecker) que calcularemos de forma sencilla a partir de un conjunto de sucesiones
de espacios vectoriales asociadas a las matrices de la DAE lineal de coeficientes constantes. El estudio
de estas sucesiones, llamadas sucesiones de Wong, nos van a permitir dar de nuevo una caracterizacién
de la existencia y unicidad de solucién de la DAE. Ademads, cuando estemos bajo tales condiciones,
las sucesiones de Wong nos permitirdn calcular la quasi forma de Weierstrass de la DAE (una versién
reducida de la guasi forma de Kronecker) que posteriormente nos conducird a una formula explicita
de la solucién.

En el capitulo 4 plantearemos la resolucién de problemas de valores iniciales inconsistentes asociados
a DAEs, es decir, donde los valores iniciales no verifiquen las condiciones algebraicas de la DAE. En
este caso la teoria desarrollada en los capitulos anteriores no es aplicable, pues no existiran soluciones
cldsicas. De forma similar a como se hace con otros tipos de ecuaciones diferenciales, buscaremos
soluciones en un espacio de funciones mucho mas general, el espacio de las distribuciones. Presentaremos
una serie de subespacios suyos apropiados para la resolucion de este tipo de problemas, y veremos como
podremos utilizar herramientas como la transformada de Laplace, que generalizaremos para cierta clase
de distribuciones, para resolver problemas de valores iniciales inconsistentes.

Finalmente, en el capitulo 5 daremos una serie de enfoques para resolver numéricamente DAEs de
un tipo mas general a las estudiadas anteriormente, siguiendo los libros de Ernst Hairer y Gerhard
Wagner ([5], [6]) v las diapositivas de Jovana Andrejevic ([7]). Nos centraremos en particular en DAEs
escritas en forma semi-explicita, y posteriormente se generalizara a una conjunto de DAEs aun mayor.
Veremos como plantear de forma general la resolucién numérica de DAEs a partir de su problema
perturbado asociado, una ecuacién diferencial ordinaria dependiente de un €, de forma que la DAE sea
el caso limite cuando ¢ sea igual a 0. Para valores de € cercanos a 0, este problema perturbado es un
problema stiff, por lo que su resolucién numeérica serd complicada, siendo necesaria la utilizacion de
métodos adaptados a este tipo de problemas. En este trabajo nos centraremos en los métodos de tipo
Runge-Kutta, y veremos brevemente algunas de sus propiedades. Definiremos también el concepto de
indice de una DAE, y estudiaremos el caso particular de las DAEs de indice 1, cuya resolucién numérica
se simplifica mucho mads, desaparenciendo el caracter stiff de la DAE, y permitiendo incluso utilizar
métodos explicitos para calcular la soluciéon numérica. Por ltimo, utilizando MATLAB, resolveremos
algunas DAEs vistas en capitulos anteriores aplicando estos métodos numéricos. También se explicara
brevemente el funcionamiento de un par de funciones ya implementadas en MATLAB apropiadas para
resolver problemas stiff y DAEs.



Capitulo 2

Motivacion del problema.
Conceptos basicos.

En esta seccién motivaremos el estudio de las ecuaciones diferenciales algebraicas, que aparecen de
forma natural a la hora de modelizar problemas de naturaleza fisica, bioldgica, etc. Como ya sabemos,
muchos de estos problemas se puede modelizar utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias explicitas,

' = f(x,t)

donde f € CH(Q xR"™,R™), Q C R abierto. Sin embargo, en algunos casos no es posible llegar a modelos
basados en EDOs de la forma anterior, y en su lugar obtendremos otro tipo de ecuaciones, llamadas
ecuaciones diferenciales algebraicas. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1 Consideremos el péndulo oscilante representado en la siguiente figura.

Nuestro objetivo es modelizar el movimiento dicho péndulo a partir
de sus coordenadas cartesianas (x,y) = (x(t),y(t)). Para ello consi-
deramos la ecuacién de su energia potencial,

Ep(z,y) = mgh = mg(l —y) = mgl — mgy

donde m es la masa del péndulo, g es la aceleracién de la gravedad y
[ es la longitud de la cuerda que soporta la masa. También necesita-
remos la energia cinética del péndulo, dada por

Bo(a,y) = yml(@' +(')?)

Ademas las variables (x,y) verifican la condicién de ligadura
Figura 2.1: Péndulo
glz,y) =2 +y* =1 =0
Para obtener las soluciones del problema anterior consideramos el lagrangiano asociado

E(x’ya /\) = EC'(xvy) - EP(xvy) - )\g(x,y) =

1
= om(a? +y?) —mgl +mgy — Ma? +y* = %)



que debera verificar las siguientes ecuaciones, llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange. Resolviéndolas

obtenemos
da(ocy or_
dt \ 0x' or
ma' 4+ 2z = 0
jt(%) _%ﬁ =0 p=q my’'—mg+2y = 0
Yy Yy 72 +y2 _2 0

dfocy _oc
dt \ oON o\

Introduciendo los cambios de variable u = z’,v = 3, podemos reescribir el sistema anterior como

mu' +2\x = 0
mv' +2\y = myg
' —u =0
y —v =

22 + o2 -2

Observemos que, a diferencia de un sistema diferencial ordinario, en el sistema anterior no aparecen
todas las derivadas de las variables involucradas (falta '), y por tanto, no es posible expresarlo de la
forma X’ = f(t, X'). Méas aun, la tiltima ecuacién que aparece, % +32 = [2, es una ecuacién algebraica,
y no una ecuacién diferencial.

Si ahora queremos resolver un problema de valores iniciales asociado al sistema anterior, con x(tg) = o,
y(to) = yo, u(to) = 2'(to) = wo, v(te) = ¥'(to) = vo, A(to) = Ao, tomando ¢ = ty, la ecuacién algebraica
nos daria una condicién necesaria sobre los valores iniciales de x e y,

a(to)’ +y(te)* =1 —  ag+y =101

Este tipo de condiciones sobre los valores iniciales es algo que anteriormente no nos habia aparecido
a la hora de resolver EDOs, y es una de las principales caracteristicas que tendran las ecuaciones
diferenciales algebraicas.

Ejemplo 2 Consideremos el siguiente circuito eléctrico, formado por una fuente de voltaje vy = v(t),
una resistencia de conductancia G > 0 y un condensador de capacidad C' > 0.

La disposicién de los elementos anteriores dentro del circui-
to se puede representar mediante la siguiente matriz,

€ €
: /\/\/\, : 1 1 0
G i A, = 0 -1 1
1 0 -1
v C I de forma que las columnas representan a la fuente de vol-
taje, la resistencia y el condensador, respectivamente, y las

filas representan los nodos e1, es y el nodo masa. El valor
de (Aq)i; es igual a 1 si circula corriente desde el nodo 4
hacia el elemento j, —1 si circula corriente desde el elemen-
to 7 al nodo %, y 0 si no estan conectados directamente.
Por construccién, las filas de esta matriz son linealmente
independientes.

Figura 2.2: Circuito 1



Si eliminamos la dltima fila, correspondiente al nodo masa, obtendremos una versiéon simplificada de
la matriz anterior, llamada matriz de incidencia,

-1 10
A= { 0 -1 1 }
A partir de esta matriz vamos a obtener ecuaciones para las intensidades i = (iy,ig,ic) y las caidas

de tensién v = (vy, vg, ve) de los componentes anteriores, y para los voltajes e = (e1, e2) de los nodos
del circuito. Utilizando los siguientes resultados fisicos

1. Primera Ley de Kirchoff: En cada nodo la suma de las intensidades es nula, es decir, Ai = 0.
2. Segunda Ley de Kirchoff: En cada rama la suma de los voltajes es nula, es decir, v = A e.

3. Ley de Ohm: ig = Gug

4. ic =C%e

se llega al sistema de ecuaciones

—iy +ig = 0
—ig+ic = 0
vy = —€
Vg = €1 — €9
v = €2
iG = G”UG
ic = C%c

Vamos a simplificarlo. Partiendo de la primera,
—iy+ig=0 = —iy+Gue=0 = —iy+G(e1—e2)=0

Partiendo de la segunda,

d de
—ig+ic=0 = vaG+C% =0 = —Gler—ea) + 022 =0
Finalmente, la ecuacién vy = —e; y el dato inicial vy = v(t) nos llevan a
—€e1 =V

Por tanto, el sistema anterior se simplifica a un sistema de ecuaciones diferenciales para las variables
iv,e1 v ea, que matricialmente podemos expresar como

0 00 e} -G G 1 el 0
0 C 0 e |l=1 @ -G o e |+ 0
0 0 0|\ 10 0]\ iy v

De nuevo obtenemos otro sistema de ecuaciones que no se puede expresar de la forma X’ = f(¢, X),
pues, al no aparecer las derivadads de iy y e1, la matriz que acompaiia a las derivadas no es invertible.
En este caso podemos resolver el sistema facilmente,

Cehy=Gle; —er) =Gv—ey) = eh=—-CT1G(v—ey)

¢
=  e(t) = eg(to)ec_lg(toft) - CilGe*C_th/ v(s)ec_lgsds,
to
e = —v

iV = G(€1 — 62)

Observemos que, al imponer t = ty, aparecen condiciones necesarias sobre los datos inciales, al igual
que en ejemplo anterior. De nuevo, las ecuaciones algebraicas nos dan

61(t0) = —U(to), iv(to) = —Geg(to) - GU(to)



Ejemplo 3 Consideremos la siguiente variante del ejemplo anterior, en la que se sustituye la fuen-
te de voltaje por una fuente de intensidad i; = i(t), y el condensador por una bobina de inductancia L.

La matriz de adyacencia para este circuito sigue siendo
€

K A ; A:[_l 10]

0 -1 1

A partir de A, utilizando las Leyes de Kirchoff, la Ley de
7 L Ohm y la Ley de Faraday

= = di
Figura 2.3: Circuito 2

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

—ir+ig = 0

—ig+ir = 0
vy = —e1
Vg = €1 — €9
v, = €3
iG = G’UG
v, = L%

Simplificando, .
v = ey = L£ = ey
dt

i, = 1g — i, =1 — i, =1
vGg = €1 — € == ig = G(el — 62) == i = G(el — 62)

llegamos al sistema

0 0 O €} G -G -1 el 0
0 0 L eh = 0 1 0 ) + 0 ,
00 0]\ 0o 0 -1 |\ i i

en el que también aparecen ecuaciones algebraicas. En este caso la solucién es

i, = 1
€y = Li
e = Li + Gil’L’

Observemos que para que la solucién anterior exista es necesario que el i = i(t) sea diferenciable. Este
tipo de condiciones sobre los datos también aparecerdn de forma frecuente al estudiar las soluciones
de las DAEs.

Ademsds, si queremos resolver un problema de valores iniciales asociados a la DAE anterior, con eq(tg) =
e10, €2(to) = e20 y ir(tg) = ir0, tomando ¢t = ¢y en las soluciones anteriores, se llega a las siguientes
condiciones:

iro = i(to)

€20 = Lil(to)

€10 L’i/(t0> + G_1i<t0)

En este caso, todos los valores iniciales quedan determinados por la propia DAE.



Las DAEs que aparecen en los dos ltimos ejemplos tienen solucién unica, bajo ciertas condiciones
sobre los datos y valores inciales (vistas anteriormente), y son sencillas de calcular. Sin embargo, no
todas las DAEs van a tener solucion, y de tenerla, no tiene por que ser unica. Esta es la principal
motivacion del estudio téorico realizado en la primera parte de este trabajo. Nos centraremos en
el estudio de ecuaciones diferenciales algebraicas lineales, que definiremos a continuacién. También
veremos algunos tipos de DAEs lineales, que tendran especial importancia en el capitulo 3.

Definicién 2.0.1 (DAE) Sea © C R un intervalo abierto. Consideremos una ecuacion diferencial
ordinaria implicita,

F(a'(t),=(t),t) = 0
conteQ, z:Q— R FeCl(R™xQ,R™).
Si g; es reqular en algun cero de F, entonces, por el teorema de la funcion implicita, es posible
expresar la ecuacidn anterior como una ecuacion diferencial ordinaria explicita ' = f(x,t) en un
entorno de dicho cero, con f de clase C'.

Si % es singular en todo punto, entonces la transformacion anterior no es posible, y diremos que la
ecuacidn es una ecuacion diferencial algebraica (DAE).

Definicién 2.0.2 (DAE lineal) Diremos que una ecuacion diferencial algebraica es lineal si es de la
forma

E(0)'(t) = A(®)z(t) + £(2)

con E,A € C(Q, LR™,R™)), feC(QR™).SiE,Aec LR R") no dependen de t, diremos que la
DAE es de coeficientes constantes.

Ejemplo 4 Las ecuaciones que habiamos obtenido en los ejemplos 2 y 3 son ecuaciones diferenciales
algebraicas lineales de coeficientes constantes. La ecuacion obtenida en el ejemplo 1 es una ecuacién
diferencial algebraica, pero no es lineal. Esta ecuacion se puede reescribir como

F(xl7y,7u/7/u/7 )\/71.7 y7 u?'[}? )\7 t) = 0

con F : R® x R® x R — R® dada por

mu’ 4+ 2\x
muv’ + 2 \y — mg
F(x/,y/,“/,UI,A/,x,y,u,v,A,t) _ 7 —u
y —v
x2+y2_12
Ademss, si llamamos s = (z,y, u, v, \),
0 0m 0 O
00 0 m O
F
%: 100 0 0],
§ 01 0 0 0
00 0 0 O

que es una matriz singular.

En la primera parte de este trabajo nos centraremos en el estudio teérico de DAEs lineales con
coeficientes constantes. Nos interesara resolver problemas de valores iniciales del tipo

(P){Ex’:Ax—f—f t e Q= (0,+00)

2(0) — 20 (2.1)



Observemos que si E es cuadrada e invertible, entonces la DAFE se puede transformar en una ecuacién
diferencial ordinaria 2’ = E~'Azx+E~1f, por lo que (P) se simplifica a un problema de valores iniciales
para EDOs. En este caso:

» Como f es continua, entonces F(z,t) = E~1Az + E~1f(t) € C(R™ x Q,R"™) N Lipioc(z, R™ x Q).
Por el teorema de Picard, para todo o € R existe una tnica solucién x del problema

¥ =E'Ax+ E7'f teQ=(0,+00)
z(0) = zg

= Si ademds f € C*(Q), entonces la solucién = € C¥+1(Q).

Sin embargo, esto no es cierto para DAESs, en general.

Ejemplo 5 Consideremos la DAE lineal

0 1 0 100 fi xh = m+hH
0 0 0|a= 01 0fz+| fo < 0 = zo+fo
0 0 O 0 0 0 f3 0 = fs
cuyas soluciones vienen dadas por
1 = —fi—fi
T3 = —fo
0 = f3

Observemos que

= Para que exista solucién de un problema de valores iniciales asociado a esta DAE, estos deben
verificar que z1(0) = —f1(0) — f5(0) v 22(0) = — f2(0). Esta condicién aparecerd frecuentemente
en otros problemas del tipo (P), donde los valores iniciales (no necesariamente todos) no se
pueden elegir de forma arbitraria si queremos que exista una solucién en el sentido cldsico (como
veremos en el Capitulo 3).

= También aparecen condiciones necesarias sobre f. En este caso f3 = 0 (tipo estructural) y
f2 € CL(Q) (tipo diferencial).

= Finalmente, la variable xz3 queda libre, por lo que de existir solucién, no es tnica.

2.1. Algunos tipos de DAEs lineales

En esta secciéon veremos cuatro tipos de DAEs lineales con coeficientes constantes, que jugaran
un papel fundamental en el estudio de las soluciones cldsicas de las DAEs. De hecho, mas adelante
probaremos que toda DAE del tipo Ex’ = Az + f es combinacién de DAEs de estos cuatro tipos.

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Visto anteriormente, es el caso de que la matriz E sea cuadrada e invertible, de forma que la DAE se
puede expresar de la forma . X
¥ =Ax+ f

En este caso existe una tinica solucion, fijados zg y f continua cualesquiera.



DAEs nilpotentes

Diremos que una ecuacién diferencial algebraica lineal es nilpotente si es del tipo
Na' =z + f
con N una matriz nilpotente, es decir, tal que existe un n € N tal que N7 = 0, llamado indice de

nilpotencia de N. En este contexto, también diremos que 7 es el indice de Kronecker de la DAE
anterior.

El procedimiento para resolver este tipo de DAEs consiste en derivar la ecuacién y multiplicarla por
N un total de n — 1 veces.

Na' =z + f
N2¢" =Nz’ + Nf =z + f+ NJf
N3J;’”:Nx'+Nf'+N2f”=x—|—f+Nf’+N2f”

N =g+ f+ Nf 4 ...+ N1

Usando que N7 = 0, obtenemos
n—1
= — Z NZfZ)
i=0

Observemos que para que exista tal solucién es necesario que f € C7~1(Q). A este tipo de condiciones
sobre la regularidad del dato f se les llama restricciones de tipo diferencial. Ademas, a la hora de
resolver un problema de valores iniciales asociado a una DAE nilpotente, estos deben verificar

n—1
xo = 2(0) = — ZNifi)(O)
i=0

En este caso la solucién serfa tnica y quedaria totalmente determinada por f y sus derivadas.

DAEs indeterminadas

Diremos que una DAE lineal es indeterminada si para todo valor inicial zy € R y toda f continua
existe solucién, pero no es tnica.

Ejemplo 6 Consideremos la DAE

0 1 1 0
0 1 . 10 s
0 1 1 0
xhy = m+fi
— zh = To+ fo
T, = Tp_1+ fno1

10



donde las matrices anteriores son de tamafio (n — 1) x n, f: Q — R~ L,
La DAE anterior se puede escribir de forma equivalente como

xh 0 T2 T

(Eé 1 0 I3 0

. = + | +f
x4 10 ZTp—1 0

x 10 T, 0

que es una EDO donde la variable z; queda libre. Por tanto, fijado x;, existe una unica solucién
(22, ...,z,) para todo valor inicial y toda f continua, es decir, la DAE anterior tiene solucién para
x9 € Ry f continua, pero no es unica.

DAESs sobredeterminadas

Diremos que una DAE lineal es sobredeterminada si no siempre tiene solucién, pero que de existir,
es unica.

La existencia de solucién de DAEs de este tipo dependerd de si se verifican una serie de restricciones
de tipo diferencial (regularidad de f) y de tipo estructural (f y sus derivadas verifican alguna ecuacién
algebraica), y si los datos x( verifican alguna ecuacién algebraica.

Observacion 2.1.1 Las DAEs nilpotentes son un caso particular de DAEs sobredeterminadas, donde
no aparecen restricciones sobre f de tipo estructural. Dada su importancia se estudian como un caso
aparte.

Ejemplo 7 Consideremos la DAE

0 1
1 0 0 1
= T+ f =
1 0 0 1
1 0
0 = z1+f1
Ty = 12+ fo
T,y = Tn+fa
x’lﬂ = fat

donde las matrices anteriores son de tamafio (n+ 1) x n, f: Q — R+,
La DAE anterior se puede escribir de forma equivalente como

0
1 0
=x+f AN x, = fo
10
1 0
Observemos que la primera parte corresponde a una DAFE nilpotente, pues la matriz

0
10
N =

11



tiene orden de nilpotencia 7 = n. Repitiendo el mismo razonamiento, obtenemos

n—1
r=— Z N"fi)
=0

Esta expresién tiene sentido si f € C*~1(£2), que es una restriccién diferencial. Ademas los valores
iniciales deben verificar

n—1
Lo = — ZNifi)(O)
i=0
Ahora, imponiendo ], = f+1, se llega a la condicién

n+1

Z fz'n_H_l) =0,
=0

que es una restriccion estructural sobre f. Cuando se den estas tres condiciones, entonces existira
una unica solucién de esta DAE.
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Capitulo 3

Estudio de soluciones clasicas.
Existencia y unicidad.

En este capitulo vamos a estudiar la existencia y unicidad de soluciones de DAEs lineales con
coeficientes constantes, mediante transformaciones a otras DAEs equivalentes. Para ello obtendremos
una nueva forma canénica, llamada forma canénica de Kronecker, del par (E, A). Definiremos una
nocién de regularidad para DAEs, y en el caso de DAEs regulares, obtendremos una férmula explicita
para la soluciéon. Empecemos definiendo el concepto de solucién clasica de una DAE.

Definicién 3.0.1 (Solucién clasica) Diremos que una funcion z : Q@ C R — R™ es una solucion
cldsica de la ecuacion diferencial algebraica Ex’' = Ax + f si:

1. z € CY(Q)
2. Ex'(t) = Az(t) + f(t) VteQ

Con el objetivo de estudiar las soluciones clasicas de diferentes DAESs, se presenta la siguiente
relacion de equivalencia sobre matrices:

(EhAl) = (EQ,AQ) < | S,T invertibles: SE{T = E27 SAlT = A2

Observemos que si  es una solucién de la ecuacién Eyz’ = Ajx+ f con (Eq, Ay) = (E2, As), entonces,
multiplicando por S y realizando el cambio de variable z = T'z, z es solucién de

SE\TZ = SATz+ Sf < Ey2' = Agz+ g
En este caso diremos que las ecuaciones E1x' = A1z + f v E32' = Ayz + g son DAEs equivalentes.

El objetivo de los resultados presentados a continuacion es transformar DAEs en otras equivalentes
cuyas matrices presenten una estructura simplificada que permita su estudio tedrico y, de ser posible, la
obtencién de soluciones cldsicas. Por comodidad, en vez de trabajar sobre el par (E, A), trabajaremos

sobre su matriz lapiz asociada
sE—AeR™ ™[]

d
El papel de la variable s debe entenderse como TR es decir

d
(sE—A)mzf(:)E%:c:AaH—f

13



3.1. Formas candnicas de Kronecker y Weierstrass.

En esta seccién nos centraremos en estudiar la existencia y unicidad de soluciones de la DAE
Ez’ = Ax+f. Paraello, lo primero que vamos a hacer es transformarla en una equivalente considerando
la forma candnica de Kronecker del par (E, A), que presentamos a continuacion.

Teorema 3.1.1 (Forma candnica de Kronecker) Consideremosla DAE Ex' = Az+f. Sea sE—A
su matriz ldpiz asociada. Entonces S € C™*™ T € C™*™ matrices invertibles tales que
S(sE—A)T = diag(Pe,(s),..., Pe,(5),

jﬂl (3)’ s jpb(5)7
Ny (8)y oy No(5),

Ly, (8), .y L, (5))
con a,b,e,d € NU{0}, €1, .0, €ay Py ooy Pby O1s ooy Ty Ny oy Na € NU {0}, donde

0 1 1 0
PE(S) =3 0 1 _ Lo c REX(6+1) [S]
0 1
Al
Al
Tp(s) = sl — eCr*?[s], xeC
0
1 0
No(s) =s — I €R7%7[4]
1 0
1 0
0
1 0 0 1
L,(s)=s - e ROH1X7 (4]
1 0 0 1
1 0

A la matriz S(sE— A)T se le llama forma candnica de Kronecker (KCF) de sE — A. También diremos
que la DAE SETz' = SATz+ Sf es una forma candnica de Kronecker de Ex' = Az + f, con x = Tz.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [10].

Observacién 3.1.1 Es posible que existan bloqgues P. con € = 0 y L, con n = 0. En estos casos
introducen en la KCF columnas de ceros y filas de ceros, respectivamente.

Ejemplo 8 Consideremos la DAE del ejemplo 5, cuya matriz lapiz es

01 0 1 00 -1 s 0
sE—A=s| 0 0 O| -0 1 0= 0 -1 0
0 0 O 0 0 O 0 0 0
Intercambiando F; <+ F5 y C7 < C3 se llega a la forma candnica de Kronecker
0| -1 0
SSE-AT=1]0| s -1 |=diag(Py,Na2,Lo)
0 0 0

donde S y T son las matrices asociadas a los intercambios de columnas y filas, respectivamente.
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Si consideramos ahora la forma canénica de Kronecker SET2' = SATz+ g de la DAE Ex’ = Ax+ f
y estudiamos por separado el comportamiendo de cada bloque observaremos lo siguiente:

Bloques P.
Corresponden a
0 1 21 10 Z1 g1
0 1 z | 10 2|y 92
01|\ 2 10\ - g1

que es una DAE de tipo indeterminado (ver ejemplo 2 en 2.1). Recordemos que en este caso,
para cualesquiera valores inciales (29, ...,29) y (g1, ..., ge—1) continuas, existird solucién para las
variables (z1, ..., zc), pero no serd unica, pues z; queda libre. En el caso £ = 0, equivale a decir
que la variable z; no aparece en la DAE, y por tanto se puede tomar libremente.

Bloques J,
Corresponden a
21 Al 21 g1
zh Al 22 92
. = +
z/p_l A1 Zp—1 Gp—1
z;) A Zp 9o
que es una ecuacion diferencial ordinaria. En este caso existe una tnica solucién para las
variables (21, ..., z,) para cualesquiera valores inciales (z{,...,25) ¥ (g1, ..., gp) continuas.
Bloques N,
Corresponden a
0 2] 21 g1
10 2h 29 go
= . +
10 24 Zo—1 Go—1
1 0 zL Zo 9o

que es una DAE de tipo nilpotente. La matriz N anterior tiene orden de nilpotencia o. En este
caso existe una unica solucién para z = (z1, ..., 2,) dada por

o1 —91 )
i —92— 91
S-S -
— / )
Y0 = 95-1— -~ 91

con g = (g1, ..., 9o ), siempre que se cumpla la restriccién diferencial g € C°~1(Q) (en realidad,

basta que g € C°~%(Q), k=1,...,0), y los valores iniciales (27, ..., 22) verifiquen

k
Zlko :_ngﬂ)(o), k:L--')U
=1

Bloques £,
Corresponden a
0 Zi 1 Z1 a1
10 2h 0 1 Z2 g2
= . +
10 21 0 1 Zn—1 9n
1 2y 0 Zn Gnt1
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que es una DAE de tipo sobredeterminado (ver Ejemplo 3 en 2.1). En este caso existird una
tnica solucién
—g1
—92 — 91

w
I

~1
—Gn — Gp—1 = - — g7 )

si se verifica la restriccién diferencial g € C7~1(Q) (al igual que antes, en realidad basta que

gr €CT7R(Q), k=1,...,m), y se tiene que 2y, = gn+1, es decir, se verifica la restriccién estructural

n+1

Z g?_H_l) =0,
1=0

Ademas los valores iniciales (21, ..., 2y0) deben cumplir que

k
Zky = — gfﬂ)(O), k=1,..,n
i=1

Como consecuencia directa del Teorema 3.1.1 y de la observacion anterior se tiene lo siguiente:

Corolario 3.1.1 Toda DAE es combinacion de EDOs y DAEs de tipo nilpotente, sobredeterminado e
indeterminado, correspondiente a los bloques de la forma candnica de Kronecker asociada.

Adems3s teniendo en cuenta la existencia y unicidad de solucién para cada tipo de DAE deducimos
también el siguiente resultado:

Corolario 3.1.2 (Existencia y unicidad) Sea la ecuacidn diferencial algebraica Ex’ = Az + f f,
y sea
S(sE— AT = diag(P.,(8),..., P (s),
jpl (5)7 e jpb(s
N (8), oy No (
£771 (S)v ) ET]d S)

su forma candnica de Kronecker asociada. Sea § = max{o1,...,0¢,M1,...,04,0}. Entonces, para toda
f€C°1), la DAE anterior verifica lo siguiente:

1. Tiene solucion cldsica si en la KCF asociada no aparecen bloques L,,.

2. Ademds dicha solucién queda inicamente determinada por los valores iniciales x(0) si no aparecen
bloques P-.

Se llamard forma candénica de Weierstrass (WCF) a una KCF en la que no aparezcan bloques de
los dos tipos anteriores. En este caso, es de la forma:

waar= [ §]-[ 1]

con N y J matrices en forma candnica de Jordan, N nilpotente.

Demostracién

1. Si no aparecen bloques del tipo £,,, entonces la DAE es una combinacién de EDOs, DAEs inde-
terminadas y DAEs nilpotentes. Las dos primeras tienen siempre solucién, y las DAEs nilpotentes
N,.2' = z + f tienen solucién si f € C7*~1(Q) Vi, lo cual es cierto por hipdtesis.

2. Si ademds no aparecen bloques P-, la DAE tampoco poseera parte indeterminada. Como el resto de
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bloques corresponden a DAEs nilpotentes y a EDOs, entonces no quedan variables libres y por tanto la
solucién queda determinada de forma tnica por los valores iniciales. Es decir, las variables (z1, ..., zx)
correspondientes a las EDOs tendran una tnica solucién para cualesquiera valores iniciales (21, ..., 2k, )
fijados, y las variables (zg, ..., 2, ) correspondiente a las DAEs nilpotentes tendrén una dnica solucién
para los valores iniciales que dichas DAEs determinan de forma implicita.

0

Ejemplo 9 Consideremos la DAE del ejemplo 2, cuya matriz 1lapiz es

0 0 0 -G G 1 G -G -1
sE—A=s| 0 C 0 |- G -G 0|=|-G sC+G 0
0 0 O 1 0 0 -1 0 0]
Realizando operaciones entre filas y columnas,
. 0 -G -1 0 0 —1 ]
sE—ADXED 0 504G 0| —— | 0 sC+G 0
F>;—GFs3 1 0 0 Cy—GC3 -1 0 0 |
0 sC+G 0 sC+G 0 0
- 0 0o -1 | —— 0 0 -1
frefz 0 0] @ 0 -1 0
g | C+G 00 s+S 0 0
25 0 -1 0| — 0 -1 0
C2+C3 0 0 —1 C-1p, 0 0 -1

Obtenemos una forma candnica de Weierstrass

s+€] 0 0 Lo < |

stop = [ 5 0 [ % 0]
0] 0 -1 2

Las matrices S y T corresponden a las operaciones por filas y columnas realizadas anteriormente.

Observemos que como la DAE admite una forma candnica de Weierstrass, entonces tiene una tnica

solucién determinada por los valores iniciales, tal y como vimos al final del ejemplo 2. En este caso

debian ser
ea(to) fijado

el(t()) = —'U(to)
iv(to) = —Gez(to) — G’U(to)

Ya sabemos que escribir una DAE en WCF nos garantiza que para cualquier f lo suficientemente
regular exista una unica solucién. Ahora nos interesa encontrar una condicién sencilla que nos permita
saber cuando la WCF existe, sin tener que pasar por el calculo explicito de una KCF. Para ello
definimos la siguiente nocién de regularidad:

Definicién 3.1.1 (Regularidad) Una DAF lineal con coeficientes constantes Ex' = Az + f se dice
regular si su matriz ldpiz asociada es regular, es decir, sE — A € R™*™ [s] es cuadrada y det(sE — A)
no es nulo como polinomio en la variable s. En este caso también se dird que el par (E, A) es regular.

El siguiente teorema permite caracterizar la existencia de una forma candnica de Weierstrass, es
decir, caracterizar la existencia y unicidad de solucién de las DAEs.
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Teorema 3.1.2 (Forma candnica de Weierstrass) sE — A admite una WCF si y solo si sE — A
es reqular.

Es decir, la DAF tiene una solucion, unicamente determinada por los valores iniciales, para toda f lo
suficientemente reqular si y solo si es reqular.

La demostracién de este resultado se puede encontrar en [11].

Ejemplo 10 Consideremos la DAE del ejemplo 2, cuya matriz lapiz era

G -G -1
sE—-A=| -G sC+G 01,
-1 0 0

que es una matriz cuadrada. Ademés
det(sE — A) = sC + G,

que no es el polinomio nulo. Por tanto la DAE del ejemplo 2 admite una forma canénica de Weierstrass
y por tanto tiene una solucién dnicamente determinada por los valores iniciales (tal y como vimos en
el ejemplo anterior).

Ejemplo 11 Consideremos la DAE del ejemplo 3, cuya matriz lapiz es

0 0 O G -G -1 -G G 1
sE—A=s|0 0 L |- 0 1 0| = 0 -1 sL |,
0 0 O 0 0 -1 0o 0 1

que también es una matriz cuadrada, cuyo determinante
det(sE — A) = G,

no es nulo, como polinomio en s. Por tanto la DAE del ejemplo 3 admite una forma candnica de
Weierstrass, y por tanto tiene una tinica solucién determinada de manera tinica por los valores iniciales.

3.2. Calculo de solucion explicita a partir de sucesiones de
Wong

Una vez caracterizada la existencia y unicidad de solucién de una DAE de forma sencilla, el siguiente
objetivo es obtener una férmula explicita cuando sea posible.

Podriamos pensar que una vez obtenida una KCF de la DAE (WCF en el caso regular), resolverla
seria cuestion de calcular la soluciéon para cada bloque diagonal y posteriormente deshacer el cambio
de variable. Sin embargo, el cdlculo de las formas canénicas de Kronecker y Weierstrass no siempre es
tan sencillo como el de los ejemplos 8 y 9. En general, es un proceso numéricamente costoso.

En esta secciéon se presentard una version simplificada de las formas candnicas anteriores, que se
obtendran a partir de unas sucesiones de espacios vectoriales, llamadas sucesiones de Wong. Una vez
obtenidas estas formas podremos obtener una solucién de la DAE, siempre que se den las condiciones
que nos garanticen la existencia de solucién.

Definicién 3.2.1 (Sucesiones de Wong) Sean E, A € R™*". Se definen las sucesiones de Wong
del par (E, A) como las sucesiones

Vo = Rn, ViJrl = AilEVi Vi>0
Wo={0}, Wjn=ET1AW; Vj>0
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Nota: En la definicién anterior se utiliza la notacion

MX = {Mz:xeX}
M='X = {z:MzeX}

Ejemplo 12 Vamos a calcular las sucesiones de Wong de las matrices (E, A) de la DAE del ejemplo
5, con

FE =

o O O
OO =
o O O

10
A=1[0 1
0 0

o O O

Empecemos calculando la sucesién (V).

Vo = R3

V? ATIER3 = A7 {(2,0,0)| z € R} ={(z,0,2)| z,z € R}

Vs ATYE{(2,0,2)| 2,z e R} = A= {(0,0,0) :{(OOZ)\ZGR}
Vs = AT'E{(0,0,2)] z€ R} = A71{(0,0,0)} = {(0,0,2)| z € R} =W,

Por tanto la sucesién (V;) es

Vo = R?
Vi = {(z,0,2)| z,z € R}
V, = {(0,0,2)]zeR} Vi>2
Observemos que Vy D V| D Vo = V3 = V4 = ..., la sucesién es constante a partir de i* = 2.

i)

Vamos a calcular ahora la sucesion

W
}
0,0

Wy = {(0,0,0)
W = EilA{( ,0,0)} = B! {(0,0,0)} = {(2,0,2)| z,z € R}
Wy = E'A{(x,0, )\xzeR}:E_l{(x,0,0)\xER}:R?’
Wi = E'AR? = E ' {(z,y,0)| 2,y e R} =R> = W)
Por tanto la sucesién (W;) es
Wo = {(0,0,0)}
W, = {(z,0,2)] z,z € R}
W, = R Vj>2
Observemos que Wy C W) C Wy = W3 = W, = ..., la sucesion es constante a partir de j* = 2.

Las propiedades que aparecen en el ejemplo anterior se dan para todas las sucesiones de Wong. Se
tiene el siguiente resultado:

Lema 3.2.1 Para todo par E, A € R™*" existen i*,j* € N tales que

VoD Vi DD Vir =Vjeqy =
Wo C Wy C...CWj* = Wjxq41 =

Se definen los limites de Wong V* y W* del par (E, A) como los espacios V= y W;- anteriores,
respectivamente.

ﬂv_ﬂv Vi

1€EN

=Jw = va W

jeN

19



Las sucesiones de Wong nos seran especialmente ttiles para calcular pares de matrices S, T tales que
S(sE — A)T tenga una estructura similar a la de la forma candnica de Kronecker, y asi poder estudiar
las soluciones de las DAEs correspondientes. A continuacion se enuncia dicho resultado.

Teorema 3.2.1 (Quasi-forma de Kronecker) Sea la ecuacion diferencial algebraica Ex' = Ax+f,
y sean V* W* los limites de Wong del par (E, A).

Sean matrices Py € R™"P Ry € R™"2 Qq € R"™" con np +ng+ng =n y P € R™M™mr,
Ry € R™¥™ME Qy € R™*™@Q con mp + mp +mg =m, todas ellas de rango mdzimo, tales que

im(Py) =V N Ww*

im(Py) @ zm(Rl) V' + W*
im(Py) @ im(Ry) @ im(Q1) =
im(Py) = EV* N AW*

im(Py) @ im(Ry) = EV* + AW*
zm(Pg) @ im (Rg) D zm(Qg) R™

Entonces TA: [P1, R1,Q1] € R™™™ y S = [P2, Ra, Q2] € R™*™ son matrices invertibles tales que
S(sE — A)T es de la forma

R ~ SEP—AP SEPR_APR SEPQ—APQ
S(SE*A)T: SER—AR SERQ—ARQ
SEQ —AQ

donde
1. Ep,Ap € R™P*"P 'mp < np verifican que rango(sEp — Ap) = mp Vs € CU {oo}.
2. Eg, Ap € RMEX"E mp = ng verifican que det(sEr — AR) es el polinomio no nulo.
3. Eg,Ag € R™Me*X"e mg > ng verifican que rango(sEg — Ag) =ng Vs € CU {oo}.
A la matriz anterior se le llama quasi-forma de Kronecker triangular de sE — A.

Mds aun, sean
-1

I —Gs —H,
S = I —-F S
I
I G H
T=T I R
I

con G1,Gq, F1, F5, H, Hy soluciones del sistema de ecuaciones

o
|

Erq + ErF1 + F2Eq
Epr+ EpGi1 + G2ER
= (Epg + EprFi1)+ EpHi + HyEg
Arq + ArF1 + F2Aq
Apr + ApG1 + G2 AR
= (Apg+ AprF1)+ ApH, + HyAq

cocoocoo
Il

Entonces S(sE — A)T es de la forma

SEP — AP
S(SE—A)T: SER—AR
SEQ 7AQ

llamada quasi-forma de Kronecker (QKF) de sE — A.
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La demostracién de este resultado se puede encontrar en las pdginas 18-21 de [2].

Ejemplo 13 Consideremos la siguiente DAE:

0 10 0 1 0 0 —1
0 0 1 -1 0 -1 1 0
1 =10 O0fa=|1 -1 0 0a+tf
0 00 0 0 1 -1 0
0 00 0 0 0 1 -1

Para este par de matrices, los limites de Wong son
V* ={((1,0,0,0),(0,1,1,1)) W* =((0,0,1,1))
En este caso
Vv nw* = {0}
V*+W* ={((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1))
EV*n AW* = {0}
EV* + AW* =((1,0,0,0,0),(0,1,0,-1,0), (0,0, 1,0,0))

Tomando
1 00 0
01 0 0
Pl_®7 Rl_ 001 b Ql_ 0
0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 10 0 0
Po=0, Ro=|0 0 1|, Q=10 0
0 -1 0 1 0
0 00 0 1
Entonces
0 1 0] 0 1 0 —1|-1
0 0 0]-1 0 -1 1| 0
S’ET:[ER E%Q]z 1 -1 0| 0 S’AT:[AR AZQ]Z 1 -1 0] 0
0 0 0] -1 Q 0 0 0] 0
0 0 0] 0 0 0 0]-1

En este caso Ep, Ap = () . Si ahora resolvemos el sistema de ecuaciones para obtener la quasi-forma
de Kronecker, una de las soluciones (que en general, no es dnica) es

0 0 -1
=10 FB=|-1 0],
0 0 0

G1,Go, Hy, Hy = (). La quasi-forma de Kronecker es

0 1 0| O 1 0 -1 0
0 0 0| O 0 -1 1 0
SET=|1 -1 0| O SAT =1 -1 0] 0
0 0 0|-1 0 0 0] O
0 0 0| O 0 0 0]-1
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Vamos a estudiar la estructura de los bloques de la QKF, al igual que hicimos con la KCF.

= Bloque sEr — AR
Como sER — Ag es regular, por el Teorema 3.1.4, existe una forma candnica de Weierstrass
asociada, por lo que corresponde a la parte nilpotente y a la EDO de la DAE original. Ma&s
adelante nos centraremos en el calculo explicito de esta forma de Weierstrass, que nos llevara a
una férmula explicita para la solucién.

= Bloque sEp — Ap
Por hipétesis, Vs € C {0}, las filas de sEp — Ap son linealmente independientes. Por resultados
de élgebra lineal,

F[Mp(s)|Kp(s)] : (sEp — Ap) [Mp(s)|Kp(s)] = [I]0]
Si ahora consideramos la DAE Epzs = Apxp + fp correspondiente, observamos que zp =

Mp(%)fp + Kp(%)u es solucién Vu, pues

(sEp — Ap)(Mp(s)fp + Kp(s)u) = (sEp — Ap) [Mp(s)|Kp(s)] { f; ] =

P
[zio} | =, fp
por lo que existe solucién, pero no es tnica pues u puede ser cualquier funcién. Por tanto corres-

ponde a la parte indeterminada de la DAE.

= Bloque sEg — Ag
Por hipétesis, Vs € C {0}, las columnas de sEqg — Ag son linealmente independientes. Usando el

mismo resultado,
Mq(s) } { Mq(s) ] [ I }
3 : sEg — Ag) =
ket || Re) | ere o= | ¢
Entonces, partiendo de la DAE
d
Eqwq=4Aqrq + Jo

d
(EQ@ —AQ)zq = fq

1 Mq(s) d Mg(s)
= Eqg— - A =
[ 0 ]xQ [ Kq(s) } Fag —Aakra =| ko(s) |2
de donde obtenemos las siguientes dos ecuaciones:

{QJQ = MQ(?)fQ
0 = Kolg

La primera ecuacién nos da una expresién explicita para xg que solo depende de f, por lo
que hay unicidad de soluciéon. La segunda ecuacién nos da una restriccion de tipo estructural
sobre f, es decir, puede que no exista tal soluciéon. Por tanto este bloque corresponde a la parte
sobredeterminada de la DAE.

En el caso particular de que la DAE sea regular, enotonces la quasi-forma de Kronecker se simplifica.
A esta forma simplificada se le llamara quasi-forma de Weierstrass. Se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.2 (Quasi-forma de Weierstrass) Los limites de Wong verifican
1. V*ew=R"
2. EV*® AW* =R"

sty solo si (E,A) es reqular. En este caso, tomando V,W tales que im(V) = V* yim(W) = W* y
definiendo T = [V|W], S = [EV|AW] 7L,

sus-ar=a[ 4 8][4 4]

con J € Rm*™M N € R™*"2 njlpotente, ni,ne € N :nj +ng = n. A esta matriz se le llama quasi-
forma de Weierstrass (QWF) de sE — A.
Mas atin, el problema de valores iniciales (P) tiene solucion dnica si y solo si (E, A) regular y zo € V*.

Observacion 3.2.1 La principal diferencia de la WCF con la QWF es que en esta ultima las matrices
diagonales no estin en forma candnica de Jordan.

Observacion 3.2.2 La QWF depende de las matrices V- y W escogidas.

Ejemplo 14 Consideremos la DAE

0 01 -1 0 1 0 1 -1 0
0 0 O 1 -1 0o 0 -1 1 0
0 0 1 0 -1 |2'=1]0 1 1 0 -1 ({z+f,
000 0 O 1 -1 0 1 0
000 0 O 0 1 0 -1 -1
que es regular, pues det(sE — A) = —s? + 2. Calculemos sus sucesiones de Wong, obtenemos que los

limites son
V*=((1,0,2,-1,1),(0,1,—-1,1,0))

w* =((1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,1,1))
Se puede comprobar que efectivamente V* @ W* = R®. Ademés
EV* ={(3,-2,1,0,0),(-2,1,—1,0,0))
AW* =((1,0,0,1,0),(0,0,1,-1,1),(0,0,0,1, -2)),

y verifican que EV* @ AW* = R®. Tomando matrices S y T como en el teorema, anterior, se obtiene
la quasi-forma de Weierstrass

SET = SAT =

o O oo
o O Ol O
o O oo o
o O oo o
o O olo o
O O O N
O O O N
OO =IO O
o = OO0 O
— o oo O

Al igual que con la WCF, a partir de la QWF se puede resolver la DAE de forma sencilla. Sin
embargo, la principal ventaja que la QWF tiene sobre la WCF es que su calculo se basa en las
sucesiones de Wong, que son sencillas de obtener. En principio parece que, como la QWF depende de
las V, W escogidas, la solucién que calculemos a partir de ella también dependera de la eleccién de
estas matrices. Sin embargo, més adelante comprobaremos que no es asi, y que efectivamente, al ser
(E, A) regular, hay una dnica solucién. Para ello, el primer paso es definir las siguientes matrices.
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Definicién 3.2.2 (Proyectores) Sea (E, A) regular, consideremos V,W tales que im(V) = V* y

im(W) =W* y sea
I,, O J 0
sor—ar=s] B 2][7 0]

la QWF para T = [V|W], S = [EV|AW]~!. Se definen

1. Proyector consistente: Il(g 4y =T { Igl 8 ] T

2. Proyector diferencial: H(déé:) =T { 181 8 S

|

3. Proyector impulso: Hfgg) =T { 8 02 ] S

También nos serd util definir
dzﬁ

Agifr = g aA
_ imp
Ez‘mp - H(E,A)E

Observemos que los proyectores no dependen de la eleccién de V, W. En efecto, si tomamos otras VvV, W
con im(V)=V*y Zm(W) = W*, entonces existen matrices de cambio de base P, () tales que V =V P
y W =WQ, luego

mw][vmwcz][wvvﬂp Q}T{P Q}

§ = [EV|AW]™ = [EVP|AWQ] " = ([EV|AW] { P 0 D_l _ [ P o ]S

Por tanto

diff [T 075 P I 0 P! _ I
H(E,A>—T{o O}S_T[ QHO OH Ql}S_T[O
0 0 0

0

LR Lt RN | L | RS |

Ahora daremos una férmula para la solucién de una DAE regular Ez’ = Az + f en funcién de las
matrices anteriormente definidas.

Teorema 3.2.3 (Férmula explicita) Sea (E,A) regular, vo € V*. Entonces, las soluciones de la
ecuacion Ex' = Ax + f vienen dadas por

n—1

t
(1) = 4 T et [ M) (e = 3 (B T £ (3.1)
0 i=0

para c € R™. En el caso de resolver el problema de valores iniciales (P), esta ¢ implicitamente especifica
el valor inicial xq, de forma que

n—1

z(0) = I(p,a)¢ — Z(Eimp) H“gpA) £2(0)
i=0
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Es decir, (P) tendrd solucion si y solo si
0) + Z(Eimp ) 11 ngA f7(0) € im(Il( g, a))
i=0
Ademds, en el caso de la DAE sea homogénea, se tiene que
Er=Ar < 2= Agigrr N x(0) €V*

Demostracién
Como (E, A) es regular, consideremos su quasi-forma de Weierstrass. Multiplicando la DAE por S y
realizando el cambio x = Tz, obtenemos la DAE equivalente

SET: = SATz + Sf

Sean z = (v,w), f = (f1, f2)!. Teniendo en cuenta la estructura de la QWF, resolver la DAE anterior

es equivalente a resolver
v =Juv+ Sfi Nuw' =w+ Sfy

Resolviendo la primera ecuacién (EDO) obtenemos

¢
v(t) = voe’t +/ e? =S f1(s)ds

0

Resolviendo la segunda (tipo nilpotente) obtenemos

ZN’SfQ Z N'Sf,

Ahora calculamos z, deshaciendo el cambio de variable

o = (o ) =1 (G ) e (BT ) (s )
T

- relide[ ! g]T—lc+/tT6[o“1<t s>[0 0 | 8sesas

=0
_ Qe [ 100 C e p [ 10
= e'l0o T{OO Oe T 0 0 Sf(s)ds
n—1
0 0 1 0 0 D)
S [o V]l I}Sf 0
Usando que
J 0 1 J 0 1| J 0 1wl o, 4
T[o O}T T{o O]SS [0 I}T = g4 = Adify

y que
0 0 -1 0 0 1| L 0 mp
T[ON}T _T[O I}SS {ON}T H(EA)E E;m
se obtiene la férmula 3.1.
La condicién sobre zy para que exista solucién del problema de contorno se obtiene directamente de
imponer t = 0 en la férmula anterior.
El caso homogéneo es consecuencia directa de sustituir f por 0 y derivar en (3.1).
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Ejemplo 15 Vamos a calcular las soluciones de la DAE del ejemplo 14 para
f=1(0,0,0,¢,¢%)"
Recordemos que en este caso
V* ={((1,0,2,—-1,1),(0,1,—1,1,0))

w* =((1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,1,1))
Ev* =((3,-2,1,0,0),(—-2,1,—-1,0,0))
AW* =((1,0,0,1,0),(0,0,1,-1,1),(0,0,0,1, -2)),

por lo que
1 01 0 0 3 -2 1 0
0 1 01 0 -2 1 0 0
T = 2 -1 0 0 1 S = 1 -1 0 1
—1 1 0 0 1 0 01 -1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
Calculando los proyectores, obtenemos
00 -1 -1 2
00 -2 -1 3
H(E,A):T[Ig 8}T—1_ 00 0 —1 1
0 0 -1 0 1
00 -1 -1 2
[ —2 —3 1 2 1]
—4 -5 2 4 2
HEZEZ‘{‘Z):T{% 8}5: 0 -1 00 0
-2 -2 1 2 1
| -2 -3 1 2 1|
[ -1 -1 1 2 1]
. 0 0 -2 =2 2 21
b :T[ }S: -1 -1 1 10
E,A

(= 0 I -1 -1 110
| -1 -1 11 0|

0 0 2 0 -2

. 0 0 3 1 —4

Agg =1 a= 001 -1 o0

0 0 1 1 -2

0 0 2 0 -2

_imp
Eimp = H(E,A)E =0

Por tanto la solucién viene dada por

t
a(t) = Ao H(E,A)c—i—/ e (=) £(r)dr
0

para las matrices anteriores.
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Capitulo 4

Problemas de valores iniciales
inconsistentes

Hasta ahora hemos estudiado la existencia de soluciones clésicas de problenas del tipo (2.1). Como
ya sabemos, una condicién necesaria que aparece es que los valores iniciales deben ser

n—1

o=~ N'f7(0)
=0

para las variables asociadas a las partes sobretederminada y nilpotente de la DAE. Sin embargo, nos
puede interesar resolver problemas donde los valores iniciales no verifiquen la condicién anterior. En
este caso la solucién que obtendriamos no seria clédsica, y se debe buscar en otro espacio diferente. Para
ello, al igual que se hace con el tratamiento en el sentido débil de las EDPs, se define el espacio de las
distribuciones:

D'(R) = {F : C*(R) — R lineales y continuas}

donde CX(R) = {p:R — R | p € C>(R), sop(p) compacto}.

4.1. Conceptos previos

Antes de presentar el problema que estudiaremos en esta seccién, debemos recordar algunos con-
ceptos relacionados con las distribuciones.

Definicién 4.1.1 (Funciones localmente integrables) Una funcidn
g:R — R es localmente integrable, notado g € L}, (R), si

/K l9(8)]dt < +o00

para todo K C R compacto. Estas funciones se pueden tratar como distribuciones, definiendo la dis-
tribucion asociada gp como

(9D, 0) = / g(De(t)dt Vg € C(R)

Definicién 4.1.2 (Derivada distribucional) Sea F' una distribucidn, se define su derivada distri-
bucional como la distribucién F' tal que

(F'ip) = —(F,¢') VpeC(R)
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Definicién 4.1.3 (Delta de Dirac) Se define la delta de Dirac en tg € R como la distribucion oy,
tal que

(019, ) = @(to) Ve € C°(R)

0z, es efectivamente una distribucion pues es la derivada de la distribucion correspondiente a la funcion
localmente integrable

1 t>t
Hto(t):{ 0 t<tz

Por comodidad notaremos § := dg.

En particular, si derivamos una funcién a trozos

g(t) _ { gl(t) i <to (41)

g2(t) t>to

obtenemos

to “+o00
«@%@=—@mw:—ﬁg@¢mw:—/ m@d@ﬁ—/ aa(0)! (1)t =

— 00 to

to +M
=—/ mwwmw—/ 0 (1) ()t =

M to
to +M
:—m%%mw+[M¢uwwﬁ+mwwmw+A g (D) (t)dt =

to

+oo
(g(ts) *g(ta))w(to)Jr/ gi(t)w(t)dH/ 9o (t)p(t)dt =

— 00 to

= ((9")p + (9(t3) — 9(t5))5t0, 0)
o (g t<t
so={ 50 5h

Por tanto (gp) = (¢%)p + (9(t3) — g(ty))ds, en D'(R). Observemos que al derivar funciones a trozos
aparecen deltas de Dirac. Esto mismo ocurrird cuando tratemos con problemas de valores iniciales
inconsistentes.

4.2. Planteamiento del problema. Espacios de distribuciones.

A la hora de estudiar problemas de valores iniciales inconsistentes, debemos entender la condicién
inicial 2(0) = xo como la trayectoria inicial de = para ¢t < 0, de forma que (2.1) se reescribird como

{ (Bx)0,400) = (Az+ f)j0,400)

4.2
T/(—0,0) = T0l(—0,0) (42)

Buscaremos por tanto soluciones z € (D'(R))™. La restricciéon de una distribucién F' a un intervalo
I € R pretende ser una generalizaciéon de la restriccidén clasica para funciones, es decir, si g es una

funcién real de variable real,
[ ogt) telI
soli={ 5 1]
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Sin embargo, esta restriccién no puede generalizarse para el conjunto de las distribuciones. En efecto,
si consideramos las distribuciones

k
Fp = d;da, donde d; =
=0

_1)1'

i1+ 1

—~

y llamamos F' a su distribucién limite, entonces

Fliotoc) = > daibas,
=0

Aplicando esta distribucién restringida a una ¢ € C°(R) tal que ¢(t) = 1Vt € [0, 1], entonces

oo 0o 1
(Flio,400): ) = ;dzz‘ (0dy;» ) = ; 1=

por lo que Fljg 1) no estd bien definida.

Por tanto, no podemos trabajar simplemente sobre el espacio de las distribuciones, donde el problema
(4.2) no estd bien definido, sino que deberemos buscar soluciones en algiin subespacio suyo donde si
podamos definir restricciones del tipo F|;. El primer espacio que se presenta es

g€ ng, T C R localmente finito

ne
Dpwer = F =943 Fil yyc pag, e Nal, .l cR:F = Y alsy
teT =1

donde C},
D'(R).

, es el espacio de las funciones g : R — R continuas por trozos. Observemos que Dp,co C

En este espacio ya si podemos definir restricciones a un intervalo I C R, de la siguiente forma:

Flr=(gl)p+ Y F,

teTnl

donde g|5 es la restriccién clésica de una funcién real a un intervalo I.

Ademas las distribuciones de Dp,,¢co se pueden evaluar puntualmente, definiendo
- F(t) = g(t)
- F(t) = glt7)
= F(t) = Flp.g

Volviendo al problema (4.2), ahora buscaremos = € (Dp,c0)™. En este caso, la restriccion x|j 1)

estd bien definida. Sin embargo, (2')[[0,4) Presenta problemas, pues no es cierto que si I € Dpye0
entonces F' € D,,c0. En el caso de que si ocurra, se tiene el siguiente resultado:

Lema 4.2.1 (Derivada de una restriccién) Sea F' € Dy,¢o tal que F' € Dyyc0. Entonces V1 € R,

(F|[T,+00))/ = (Fl)|['r,+00) + F(T_)(ST
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Por tanto, debemos trabajar sobre un conjunto de distribuciones aun mas reducido. La eleccion ade-

cuada es
g € C T C R localmente finito

pw?

ng _
Dpuc= =4 F =g+ F Ve TIn eNal,..al, €R:F =Y als)
teT P

Claramente Dpycoc C Dpweo € D'(R). En este espacio (2')][0,4+00) i estd bien definida, y por tanto
tiene sentido resolver el problema (4.2) en el marco de Dpycoo.

También vamos a definir los siguientes espacios, que utilizaremos més adelante:

k
Cimp = {F = (g[O,—i-oo))D + Fimp g e Coanimp = Zaiél)vk € N,ao, cn O € R}
=0

k
* — _a +ECOO’Fim = ai(si)7
Cimp(R ): F= (f(—OO,O))D + Fimp + (ff5,+oo))D =1 P ;
ke N ag,...,a €R

Observemos que
Cimp C Cimp(R*) - Z)prOC C DprO C D/<R)

4.3. Resolucion mediante la transformada de Laplace

Definicién 4.3.1 (Transformada de Laplace) Sea g : R — R, se define su transformada de La-
place como

para toda s € C donde la expresion esté bien definida. Por comodidad, también la notaremos como

9(s).
Observemos que la transformada de Laplace no tiene en cuenta el comportamiendo de g para ¢t < 0.

La principal propiedad del operador £(*) es que
L(g")(s) = sL(g)(s) — g(0T) (4.3)
lo cual se obtiene de forma directa mediante integracion por partes.

Antes de generalizar la definicién anterior a distribuciones, vamos a ver como se podria aplicar sobre
una ecuacién diferencial algebraica Ez’ = Ax + f, como las ya estudiadas en el capitulo 3.

Ejemplo 16 Consideremos el problema de valores iniciales

Ex = Az+f
z(0) = =xo

donde z es una funcién de variable real. Aplicando el operador £(*) sobre la DAE, obtenemos
sE2 = Ai + f + Exg
En el caso de que (E, A) sea regular, entonces se puede calcular directamente la solucién,

&= (sE— A (f + Exo)
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De forma similar podemos definir la transformada de Laplace para ciertas distribuciones.

Definicién 4.3.2 (Transformada de Laplace distribucional) Consideremos el conjunto de dis-
tribuciones

Dok = {F = gk)‘ g : R — R continua tal que g(t) =0 Vit € (—0070)}

Sobre este espacio definimos
Lp(F)(s) := s"L(g)(s)

para las s € C tal que la expresion anterior esté bien definida. Al igual que antes, se notard ﬁ’(s) =

Lp(F)(s).
Observacién 4.3.1 Si Lp(F)(s) = s*L(g)(s) entonces
Lp(F')(s) = s*T1L(g)(s) = sLp(F)(s)
Observacion 4.3.2 Como § es la derivada sequnda de
t t>0
ht) = { 0 t<0

entonces § € D>¢.2, ¥y

Lo(8)(s) = s2L(h)(s) = 52 /O T estdt = 2 /O =

—S

Observacién 4.3.3 Si f € L} (R), entonces la transformada de Laplace distribucional coindice con
la definicion cldsica. En efecto, entonces:

t 0
Lo(fp)(s) = L / F(0)do)(s) = £(f)(s) — / f(0)do = £(f)(s)

Aqui estamos usando (4.3) y estamos notando como / f(o)do ala funcién

/f ydo t>0

t<0
Claramente F'(t) = f(t) ¥t > 0.

Observacién 4.3.4 Si ademds f es derivable en (0,+00), f =0 en (—00,0) y exziste f(01), usando el
cdleulo de la derivada distribucional de una funcion a trozos (ver (4.1)), la linealidad de la transformada
de Laplace y la observacion anterior, se obtiene que

Lo ((fp))(s) = Lo((f)p + F(01)0)(s) = Lp((f)p)(s) + f(07)Lp(d)(s) =
= L(f")(s) + f(0T)
Como consecuencia de esto, se observa que
Lo ((fp))(s) # Lo((f')p)(s)

por lo que (fp) # (f)p. La diferencia fundamental es que la distribucidn asociada a la derivada de
I, (f)p, no tiene en cuenta la discontinuidad en t = 0, mientras que la derivada de la distribucion
asociada a f, (fp)’, st, representado por la delta de Dirac que aparece.
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La idea es utilizar este operador para resolver problemas del tipo (4.2). Sin embargo, la transformada
de Laplace solo estd definida para distribuciones iguales a 0 en (—00,0), por lo que no nos sirve para
resolver en general problemas de de este tipo. De hecho, de los 4 espacios de distribuciones definidos
en la seccién anterior, la transformada de Laplace solo seria aplicable sobre distribuciones de C;y,p. De
momento vamos a ignorar este detalle, que solucionaremos mas adelante.

Veamos como podemos utilizar esta nueva definicién de la transformada de Laplace para resolver el
mismo problema del Ejemplo 5, esta vez considerando distribuciones.

Ejemplo 17 Consideremos el problema de valores iniciales

Ex = Axz+f
z(0) = xo

Aplicando el operador Lp(-) sobre la DAE, obtenemos
sEi = Ai+ f

Observemos que en este caso el término correspondiente al valor inicial no aparece. En el caso de que
(E, A) sea regular, la solucién viene dada por

= (sE—A)7'f

En el caso de que f = 0, entonces & = 0. Si asumimos que la inversa del operador Lp(*) estd bien
definida, esto implica que x = 0, por lo que la tnica solucién del problema de valores iniciales anterior
es la trivial, independientemente de zy. Evidentemente esto es falso, pues si el problema anterior tuviese
valores iniciales consistentes, entonces tendria una solucién clasica no trivial. Este problema motiva la
definicién de un nuevo tipo de derivada distribucional que si tenga en cuenta los valores iniciales.

Definicién 4.3.3 (Derivada ‘2—;) Sea F € UpD>g . Se define

d_
—F=F —f;
i foo

El valor f; € R representa el posible valor de F(07).

Observacién 4.3.5 La definicion de f, no tiene mucho sentido en principio, pues para F' € Dxq 1,
F(07) = 0 por definicion. Sin embargo, mds adelante daremos una justificacion.

Considerando ahora este nuevo operador en la formulacién del problema de valores iniciales

d_
z(0) = xg

entonces

Ex' — FExyd=Ax+ f

Aplicando la transformada de Laplace obtenemos
sEi = Ai + f + Bxg (4.5)
lo cual es coherente con lo obtenido en el Ejemplo 5. Si (E, A) es regular, entonces

i(s) = (sE — A) ' (f(s) + Exy)
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Més aun, sE' — A admite una QWF (ver 3.2.2) para matrices S,T. Sean

v _ Vo f
e=r(y ) m=r( ) 5= (1)

entonces (4.5) se puede escribir como

S(sE— A)TT 'z =Sf+ SEz; —

GO0 DG =) )=
G S

Vamos a estudiar cada ecuacién por separado. En la primera, so — vy, = Jo + fi, aplicando Cgl,

obtenemos
d_

dt

que corresponde a una EDO. En particular,v; = v(07).

—v=v—vyd=Jv+ fi

n—1
En la segunda, utilizado que (sN —I)~1 = — Z Nis', con 1 el indice de nilpotencia de N, llegamos a
=0

= z_: f2 ZN1+1 i
=0

Aplicando £51,
n—1

n—1
— Z Ni(fgm)i) — Z NH_l’waéi) = wy + w;
i= i=0
El segundo término,w;, corresponde a deltas de Dirac, producidas por el valor inicial inconsistente.
Por otro lado, como la transformada de Laplace solo se puede aplicar a distribuciones idénticamente
nulas en (—00,0), fo va a presentar un salto en ¢ = 0, en general, por lo que el primer término, wy,
también poseera deltas de Dirac, correspondientes a las derivadas de fs.

En resumen, la solucién de (4.4) viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 (Solucién obtenida mediante L£p) Sea la DAFE regular

d_
E—z=A
dtm x+ f

Sea n € N el indice de nilpotencia de la matriz N de la QWF asociada, y sea f: R — R"™ n—1 veces
diferenciable en (0,+00) con f = 0 en (—00,0) tal que existe f7(0%), i = 0,1,...,n — 1. Entonces el
problema (4.4) posee una unica solucion x € (UxD>o )", dada por

n—1

t
o) = A Ty + [ A )y = Y (B TR 10
0 i=0
site (0,400), y
n—2 i ) n—2
2{0] = = D (Bimp) ™1 YT 7 (O07)87 = 3 (Bin) (I = T, ) 8"
i=0 §=0 i=0
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4.3.1. Justificacién del uso de Lp

Finalmente, vamos a justificar que la transformada de Laplace nos sirve como herramienta para
resolver (4.2), no solo para distribuciones de Cjyyy, utilizando el siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 (Formulacién equivalente del PVI) Consideremos el problema de valores inicia-
les (4.2) en el marco de Cimp(R*). Sean 2° € (Cimp(R*))™, f € (Cimp(R*))™. Entonces z € (Cimp(R*))™
es solucion de (4.2) si y solo si z :=x — x(()foop) = T[0,400) €5 Solucion de

Zoooy =0 0 (4.6)
(E2")]10,+00) (Az 4 f)o,400) + E2°(07)0

Demostracién
Supongamos que z es solucién (4.2), veamos que z es solucién de (4.6). Por construccién, se tiene que
2|(—o0,0) = 0. Ademds, utilizando el Lema 4.2.1,

[0,4+00) =

(EZ,)|[O,+00) = (Ex/)|[0,+00) - (E(x(()foo,o))q
0,400)) + Exz%(07)6 =

= (Az + f)|j0,400) — E(2°] (00,0
= (Az + f)ljo,400) + E2°(07)d

Por otro lado, si z fuese solucién de (4.6), entonces

(Ex)|jo,400) = (E2)]j0,400) + (B(2°](—00,0)))|[0,400) =
= (AZ + f)l[O,Jroo) + E.’L‘O(O_)(s + E(x0|(foo,0)|[0,+oo)>l - Exo(o_)(s =
= (A2 + f)j0,400) = (AT + f)][0,400)

pues (o +o0) = 2|[0,+00)- Y ademds, por construccion, z|_ e 0) = 2°|(c0,0)-
0

Este teorema justifica la resolucién de problemas de valores iniciales sobre Cinmp(R*) (que es un
subespacio de Dpycoo) pues es equivalente a uno sobre Cip,p. Utilizando Lp, podemos resolver este
segundo problema y posteriormente hallar la solucién & € Cipmp(R*) del problema original.
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Capitulo 5

Resolucion numeérica de DAESs

En este capitulo se presentaran varios esquemas para aproximar numéricamente la solucién de
DAEs de la forma
y = f(y,2) (5.1)
0 = g(y7 Z) .
en el intervalo [tg, T], con valores iniciales consistentes yo = y(to), 20 = 2(to). A las DAEs de este tipo
se les llama DAEs en forma semi-explicita.

Como viene siendo necesario en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales, consideraremos una
particién del intervalo [tg, T,
{to<ti1 <..<ty=T}

con hy =t —tg—1, k=1,..., N,y aproximaremos los valores de la solucién exacta de (5.1) mediante
yp ~y(ty) k=1,...,N
zp~z(ty) k=1,...,N
Por comodidad, supondremos que la particién de [tg, 7] tomada es uniforme, es decir, con
h=h;="h;Vi,j

En este trabajo nos centraremos en los métodos de Runge-Kutta para resolver DAEs, aunque también
se pueden aplicar otros tipos de métodos, como los métodos multipaso o los métodos de Rosenbrock.
Mas adelante justificaremos la utilizacion de métodos de este tipo. Empecemos definiendo un método
de Runge-Kutta.

Definicién 5.0.1 (Método de Runge-Kutta) Sea y' = f(t,y). Dado yo inicial, un método de
Runge-Kutta es de la forma

S
Vi = YnthY aifltn+cihYe) i=1,...s
jjl
Uni1 = Un+hY biki
i=1
para todon =0,...,N — 1, donde a;5,b;,c; € R. Generalmente los métodos de Runge-Kutta se suelen

representar mediante la siguiente tabla de sus coeficientes

Ci1|G11 -+ Q1s
Cs As1 o Ass
by -+ b
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A la tabla anterior se le llama tablero de Butcher.

Observacién 5.0.1 Observemos que si a;; = 0 Vj > i entonces el método de Runge-Kutta corres-
pondiente es explicito. En caso contrario, estaremos ante un método implicito.

5.1. Resolucién mediante el problema perturbado

El siguiente problema que nos aparece es cémo podemos utilizar estos métodos para resolver (5.1),
dado que hay variables para las que no aparece la derivada. En principio no hay ningin problema en
resolver la parte diferencial y' = f(y, 2) y calcular los valores y; usando los métodos anteriores. Sin
embargo, hay que buscar una forma de resolver la parte algebraica 0 = ¢(y, z), para calcular los valores
2k a partir de los y; obtenidos anteriormente. Para ello, un posible enfoque es considerar el problema
perturbado

vy = f(y,2) (5.2)
ez’ = g(y,2) '
con € > 0y muy cercano a 0. Observemos que la DAE (5.1) es el caso limite de la EDO anterior cuando
¢ —» 0. Por tanto, para resolver numéricamente (5.1) vamos a resolver en primer lugar (5.2), para
valores de € muy pequenos y asi obtener un esquema numérico que nos permita aproximar las soluciones
de nuestra DAE. Aplicando un método de tipo Runge-Kutta al problema perturbado, obtenemos

Yoi = Yn +hzaijf(Ynj,an) i=1,...,8 (5.3a)
j=1
i =+ 1Y aijg(Yoj, Znj) i=1,...,s (5.3b)
j=1
Ynt1 =Yn +h Z bif (Ynis Zni) (5.3¢)
i=1
S
EZn+1 = EZp + h Z bzg(Y;Lu Zni) (53d)
i=1

Suponiendo que la matriz A = (a;;) es invertible, con inversa A~! = (w;;), multiplicando (5.3b) por
A~! obtenemos

Ezwij(znj —2n) = hg(Yni, Zni) (5.4)
=0

Sustituyendo (5.4) en (5.3d), obtenemos

s s
EZpn+1 = EZp +5Zbizwij(znj *Zn) =
i=1 =0
s s
Zn+l =  Zn + Z bz Zwij(znj - Zn) —
i=1 =0
s s
Zntl = 1-— Z biwij | 2n + Z biw;j Zn;
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Observemos que la ecuacién obtenida no depende de €. Por tanto obtenemos el siguiente esquema
numérico para (5.2).

Yni:yn+hzaijf(ynjaznj) i=1,...,5 (5.5a)
j=1
EZwij(an — zn) = hg(YVniy Zni) 1=1,...,s (5.5b)
j=0
i=1
Zpgr = [ 1= ) biwij |z + Y biwijZn; (5.5d)
ij=1 Q=1

Como ¢ es lo suficientemente pequenio, podemos obtener un esquema numérico para (5.1).

Ym:yn+hiaijf(Ynj,an) i=1,...,s (5.6a)
=1
0= g(Yai, ;m-) i=1,...,s (5.6b)
Ynt1 =Yn +h i: bi f (Yai, Zni) (5.6¢)
i=1
Zny1 = | 1— XS: biwij | zn + Zs: biwij Zn; (5.6d)
ij=1 ij=1

Observacion 5.1.1 Un primer problema que presenta el esquema anterior es que, en general, la
$0lucion Yn+1,2nt1 Mo va a verificar la ecuacion algebraica g(Yn+1,2n+1) = 0, sino que solo la van a
verificar los pasos intermedios del método de Runge-Kutta, por la ecuacion (5.60).

Observacién 5.1.2 Otro problema que aparece es que la resolucion numérica de (5.2) no es sencilla,
pues para valores de € cercanos a 0, se trata de una ecuacion rigida o de tipo stiff. Estas ecuaciones
tienen en comun que para determinados métodos numéricos, las soluciones que se obtienen son inesta-
bles, salvo que el didmetro h de la particion tomada sea extremadamente pequeno. Esto se debe a que
algunos términos de la ecuacion crecen de forma mucho mds rdpida que otros, produciendo asi esas
perturbaciones en las soluciones aproximadas numéricamente.

Ejemplo 18 Un problema stiff seria la ecuacién diferencial ordinaria
y'(t) = =50(y(t) — cos(t))
cuya solucién analitica viene dada por

sin(t) + 50cos(t)
2501

2500, s,

t) = —
y(t) =50 5501 ;

+ (y(0)
A continuacién se muestra como el comportamiento de la solucién numérica obtenida mediante los
métodos de Euler Explicito (para el que se ha tomado h = 0.039) y Euler Implicito (con h = 0.25),
para y(0) = 0.2. Observemos como el método de Euler Explicito genera grandes oscilaciones alrededor
de la solucién obtenida, mientras que el de Euler Implicito rdpidamente converge a la solucién analitica,
a pesar de haber tomado un paso h mucho mayor que el usado en Euler Explicito.
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—&— Método Euler Explicito
—©— Meétodo Euler Implicito
161 Solucion real

Figura 5.1: Euler Explicito (h = 0.039), Euler Implicito (h = 0.25)

5.1.1. A-estabilidad y L-estabilidad de métodos de Runge-Kutta

A la hora de resolver numéricamente (5.2), deberemos utilizar métodos de Runge-Kutta que nos
aseguren una buena aproximacién de la solucién exacta, evitando situaciones como la del ejemplo
anterior. Para ello, nos interesard que estos métodos verifiquen los siguientes conceptos de estabilidad.

Definicién 5.1.1 (A-estabilidad) Diremos que un método de Runge-Kutta es A-estable si aplicado
a la ecuacion
y =Xy MeC

con Re(X) < 0, la solucion numérica obtenida y, — 0 cuando n — oo.

Observemos que la solucién analitica de la ecuacién anterior es y(t) = y(0)et, que efectivamente tiende
a 0 cuando ¢ tiende a oo para Re(\) < 0. Es por tanto deseable que la solucién obtenida numéricamente
verifique la misma propiedad.

Definicién 5.1.2 (Funcién de estabilidad) Dado un método numérico, se define su funcidn de
estabilidad como la funcién R(z), tal que

Yn+1 = R(/\h)yn

es la primera iteracién del método aplicada a y' = Ay con paso h. Se define la regidn de estabilidad del
método como
S={zeC||R(»)| <1}

Observacion 5.1.3 La definicion de A-estabilidad es equivalente a que

C_={2z€C: Re(z)<0}CS

Ejemplo 19 Si aplicamos el método de Euler Explicito

{ 1o dado
Ynt+1 = Yn + hf<tn7yn)

a la ecuacién 3y’ = Ay, obtenemos

Yntl = Yn + hAyp = (1 + h)‘)yO
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Por tanto su funcién de estabilidad es R(z) = 1 + z, y su regién de estabilidad es
S = B(-1,1)

que no contiene a C_, por lo que el método de Euler Explicito no es A-estable.

Si ahora consideramos el método de Euler Implicito

1o dado
Yn+1 = Yn + hf(tn+17 yvl+1)

aplicado a la misma ecuacién, obtenemos

1
Pt = gyt

1
de donde R(z) = T En este caso la regién de estabilidad es

S =C\B(1,1)

por lo que el método de Euler Implicito es A-estable.

(a) Regién de estabilidad para Euler Explicito (b) Regidn de estabilidad para Euler Implicito

Los métodos A-estables tienen un buen comportamiento a la hora de resolver problemas stiff. Sin
embargo, en algunos casos también pueden generar pequenas oscilaciones. Es por ello por lo que se
define otro concepto de estabilidad mas fuerte.

Definicién 5.1.3 (L-estabilidad) Diremos que un método de Runge-Kutta es L-estable si es A-
estable y
R(o0) = lim R(z) =0

Z— 00

Los métodos L-estables estan en general bien adaptados parar resolver problemas de tipo stiff, y
por tanto nos interesard usar métodos de este tipo para resolver el problema (5.2).

Tenemos ademas el siguiente resultado que nos permite dar una condicion suficiente para la L-
estabilidad los métodos de Runge-Kutta.

Proposicién 5.1.1 Sea un método de Runge-Kutta implicito con A = (a;;) invertible. Si verifica
alguna de las dos propiedades siguientes

1. asj:bj ijl,,s
2. (Zﬂzbl Vizl,...,s

entonces la funcidn de estabilidad del método verifica R(oco) = 0. En particular, si el método es A-
estable, es también L-estable.
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Definicién 5.1.4 (Stiffly accurate) A los métodos que verifican ag; =b; Vj=1,...,s seles llama
stiffly accurate.

Algunos ejemplos de métodos de Runge-Kutta son:

» Euler Explicito (orden 1): no es A-estable

1]1
= Euler Implicito (orden 1): es A-estable y stiffly accurate, por lo que es L-estable. —‘T

= Implicit midpoint rule (orden 2): es A-estable, pero no es stiffly accurate. 1/2 1{2

= Radau ITA (orden 3): es A-estable y stiffly accurate, por tanto, es L-estable.

1/3]5/12 —1/12
1 |3/4 1/4
| 3/4  1/4

= Lobatto IITA (orden 4): es A-estable y stiffly accurate. Sin embargo su matriz A no es invertible,
por lo que no se puede aplicar la proposicién (5.1.1). Se puede probar que efectivamente no es

un método es L-estable.
0 0 0 0

1/2 [ 5/24 1/3 —1/24
1| 1/6 2/3 1/6
1/6 2/3 1/6

= Radau ITA (orden 5): es A-estable y stiffly accurate, por tanto, es L-estable.

4—6| 88—7v6  296—169v6 —2+3V6
10 360 1800 225
446 | 296 +169v6 88 +7vV6  —2—-3V6
10 1800 360 225
. 16 — V6 16 + V6 1
36 36 9
16 — 6 16 ++/6 1
36 36 9

Ejemplo 20 Vamos a resolver la DAE del ejemplo 2,

ey = e —eg
0 = e +o(t)
0 = —ej4+ex+y
99 . ,
20— 1)t
paraG=1,C =1, v(t) = Z w, y valores iniciales e;g = —1, esg = 0, iyg = —1, usando
i —

el esquema (5.6). El método de Runge-Kutta que utilizaremos serd el RadaullA de orden 3, descrito
anteriormente. El primer paso es calcular la inversa de A = (a;;), dada por

W=A"= < —35/22 ég )

40



Sustituyendo estos valores en (5.6), obtenemos el esquema numérico

5 1
el + Eh(e’fl —ent) — Eh(e?2 — en?

)

3 n n 1 n n.
= eg"’zh(ell_621)"‘1/1(612_@22)
h
= _ tn —
u( +3)
= —v(t,+h)
= el —ent
— 6?2—682
n 3 nl nl 1 n2 n2
= 62+1h(€1 — €3 )"‘1(61 —e5”)
3 1
3/3 1 1/ 9 5 3(3 .. 1, 19, n n
- (1‘4<2 2)‘4(‘2+2)>e”4<2€11+2612)+4(‘2‘311+2612)2612
- 4\2 " 2) a4\ 2"72)) Vg \2V T2V ) Tga\ 2V "T2V) TV

Para resolver el sistema anterior en cada iteracién vamos a hacer lo siguiente:

1.
2.

3.
4.

Calcular e}, e}2, a partir de la condicién e; = —v.
Calcular ef', e5?, una vez ya conocidos ef'!, el?. Este paso es implicito, y se reduce a calcular

las raices de

1
—_e— L} nl _ iy n2
r(m y) _ x 62 12 (el :L.) + 12 (61 y)
, n 3 nl 1 n2
Yy — €3 _Zh(el _x)_zh(el —y)

Para ello utilizaremos el método de Newton.

Calcular ¢!, i%%* a partir de los valores anteriores.

n+1
1

n+1

-n+1
; €9 .

Calcular e ) By

Resolviendo en el intervalo [0,20] para h = 0.04, obtenemos la solucién

30

20 25 30
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2 ‘ ! 1 ! 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.3: Solucién numérica del ejemplo 2 usando RadaullA de orden 3

Ejemplo 21 Resolvamos numéricamente la DAE del ejemplo 1, correspondiente al movimiento de un
péndulo,

2
o= ——Xx
m
o= g— —M\y
m
r = u
I
y = v
0 = fE2 +y2 _ l2
param =1,1l=1, g = 9.8 y valores iniciales ug =0, vo =0, g =1, yo =0, Ao = % Utilizaremos el
mismo método de Runge-Kutta que en el ejemplo anterior, llegando al esquema numérico siguiente:
5 1
Un1 = Up — 7hxn1)\n1 + 7hxn2)\n2
6m 6m
3
Un2 = Up — %hl’nl)\nl - %hxrﬂ)\n2
5 1
Un1 = Un — 7hyn1)\n1 + 7hyn2>\n2
6m 6m
3 1
Un2 = Un — 7hyn1)\n1 - 7hyn2>\n2
2m 2m
5
n = n —h nl — —h n
Tl Ty + D Un1 o Un2
3 1
Tn2 = In+ Zhunl + ZhunQ
5 1
n = n —h nl — —h n
Yn1l Yn + 12 Unl 9 Un2
3 1
Yn2 = Yn+ Zhvnl + ZhvnQ
0 = apy+ym —
0 = 229 +yl—I°
1
Up+1 = Up — 7hxn1)\nl - 7hxn2)\n2 = Unp2
2m 2m
3 1
Un+41 = Un — 7hyn1)\n1 - 7hyn2>\n2 = Un2
2m 2m
3 1
T+l = Tn + Zhunl + ZhunZ = Tn2
= + 3h + 1h =
Yn+1 = Yn 4 Un1 4 Un2 = Yn2
3/3 1 1 9 5 3 /3 1 1 9 5
An = 1—-——-(=4+=)—=-(—=+= A+ =1 =\, —A\n - ==\, —An
1 ( 4<2+2> 4<2+2>) +4<2 13 2>+4(2 1 2)

En cada iteracién haremos lo siguiente:
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1. Resolver el paso implicito, compuesto por las primeras diez ecuaciones, para asi obtener los
valores un1, Un2, Unl, Un2, Tnls Tn2, Ynls Yn2, An1, An2. Al igual que en el ejemplo anterior, se
reduce a un problema de célculo de raices que resolveremos usando el método de Newton.

2. Calcular Up41, Unt1, Tnt1, Ynt1 ¥ Ant1 a partir de los valores anteriores, usando las cinco ultimas

ecuaciones.

Resolviendo en el intervalo [0, 20] para h = 0.04, obtenemos la solucién

JRYA // \/ “'\/

J

| ."'H'\. N
\/ '\}\J ‘-\_] ‘a/f \./"‘

15

Figura 5.4: Solucién numérica del ejemplo 1 usando RadaullA de orden 3

Podemos ver como la solucién numérica calculada z,, y,, no verifica la ecuacién z2 + 32

la aproximacién es muy buena.

=2, aunque

;;"JU‘IJ.J UML'LU W JU' J‘L'-_,JHLU.J.L U'u_,'luuj'u|d.'inJ |_|l UU U Luu JJ_UJ JUI 1N

30

Figura 5.5: Error cometido por la solucién numérica en la ecuacién algebraica
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5.2. Indice de diferenciabilidad

Hasta ahora hemos visto como enfocar de forma general la resolucién numérica de (5.1) a partir
del problema perturbado (5.2), y hemos visto los dos principales problemas que esta idea presenta: la
resolucién de problemas stiff y que g(yn+1, 2n+1) # 0 en general.

Nuestro siguiente objetivo es ver si es posible mejorar este esquema para conseguir al menos que
la solucién numérica calculada verifique la condicién algebraica 0 = g(yn+1, 2n+1). Como veremos a
continuacion, esto es posible hacerlo para una familia de DAEs en forma semi-explicita, las DAEs de
indice 1.

En primer lugar tenemos que definir el concepto de indice, que nos permitird hacer una clasificacién
de las DAEs. Para DAEs lineales con coeficientes constantes, el indice es una generalizacién del indice
de Kronecker, que ya se vio brevemente en la seccién 2.1 para ecuaciones nilpotentes.

Definicién 5.2.1 (Indice de Kronecker) Sea (E,A) un par de matrices regular, el indice (de Kro-
necker) n de la ecuacidn Ex' = Ax + f es el indice de nilpotencia de la matriz N que aparezca en
cualquier (quasi) forma candnica de Weierstrass asociada. En el caso de que no aparezca tal N (caso
de que E sea invertible), diremos que el indice es n = 0.

Ejemplo 22 La DAE del ejemplo 2,

0 0 O e} -G G 1 el 0
0 C 0 eh = G -G 0 e +1 0
0 00|\ 10 0|\ iy v

es de indice 7 = 1, pues en la forma candnica de Weierstrass calculada en el ejemplo 9,

wa-ar= 5 3]-[%

la matriz N = 0, que tiene indice de nilpotencia 1.

La ecuacién del ejemplo 14

001 -1 0 1 0 1 -1 0
000 1 -1 0 0 -1 1 0
001 0 -1|a=]0 1 1 0 —-1]|a+f
000 0 0 1 -1 0 1 0
000 0 0 0 1 0 -1 -1

también tiene indice 7 = 1, pues N = 0 en la quasi-forma de Weierstrass

s 0/0 0 0 2 —2/0 0 0
0 s|0 0 0 1 —2/0 0 0
SSE—AT=|0 0(0 0 0|-]0 0[1 00
0 0/0 0 0 0 0/0 1 0
0 0/0 0 0 0 0]/0 0 1

Para ecuaciones diferenciales algebraicas se define el indice de la siguiente forma.

Definicién 5.2.2 (Indice de diferenciabilidad) Sea el sistema F(t,z,2') = 0, su indice (de dife-
renciabilidad) n es el nimero minimo de diferenciaciones que hay que hacer sobre las ecuaciones del
sistema para expresarlo en forma de EDO, ©' = f(t,x).
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Se puede entender el indice de diferenciabilidad como una medida de la cercania de una DAE a su
EDO correspondiente. Cuanto menor sea, més parecido sera a una ecuacién diferencial ordinaria.

Ejemplo 23 Veamos algunos casos generales. Consideremos la DAE presentada anteriormente

vy = fy,2)
0 = g(y,z)

Derivando la segunda ecuacién respecto a ¢, obtenemos
d
0= %g(yd) = gy(y; Z)y/ + 9:(y, Z)z/ = gy(% 2)f(y,2) + g:(y, Z)Z/

Si g.(y, z) es invertible en un entorno de la solucién, la DAE se puede reescribir como

v = fy,2)

2! —gz(y,Z)flgy(yaZ)f(yaZ)

y su indice serfa n = 1.
Si ahora consideramos la DAE

y/ = f(yaz)
0 = gy

derivando la ecuacién algebraica respecto a ¢ obtenemos
0=g,()y = 9y(y)f (. 2)
En este caso no podemos despejar 2z’ de la expresién anterior, por lo que volvemos a derivar.
0= gy f(y,2) + 95 (W) (fy (1, 2)y + f:(y. 2)2) =
= 9y (W) (f(Y.2))* + 95 (W) (fy (v, 2) F(y, 2) + fa(y, 2)2")
Despejando obtenemos
7= (95 W) F: (. 2) " 9y W) (F(y, 2))* + 9y (W) £y (4, 2) f (9, 2))

por lo que la DAE es de indice n = 2, asumiendo que g,(y)f.(y, ) es invertible en un entorno de
la solucién. Este problema tiene una unica solucién (local) si y solo si los valores iniciales verifican
0=29(yo) ¥ 0=gy(yo)f(yo,20). En este caso diremos que son consistentes.

Ejemplo 24 Consideremos las ecuaciones que modelan el movimiento del péndulo de longitud [ > 0
del ejemplo 1,

2
mu +2\x = 0 u = _E)‘x
/ _
S I (U P
yl_v — "L‘/ = u
2 2 2 = w
Y 0 = a2?2+y* -1

que podemos expresar como Y/ = F(Y, ), 0 = G(Y) para Y = (u,v,z,y). Vamos a intentar obtener
una ecuacién diferencial para A a partir de la ecuacién algebraica 2% 4+ y? = I2. Derivando respecto a
t llegamos a

0=uzx' +yy =zu+yv
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Observemos que esta ecuacién nos estd dando una condicién de tangencia: el vector velocidad es
ortogonal al vector posicién para todo . Si ahora derivamos por segunda vez, obtenemos

2 2
0=a"u+au +yv+yo' =u’ — =X? +0° + gy — =y
m m

que es la ecuacién de la aceleracién centripeta del péndulo. De aqui podemos despejar

m <u2 + 02 +gy>

A=2
2 x2+y2

Derivando por tercera vez obtenemos finalmente una ecuacién diferencial ordinaria para X\, por lo que
el indice de este sistema es n = 3.

Proposicion 5.2.1 Para ecuaciones diferenciales algebraicas lineales de coeficientes constantes, el
indice de diferenciabilidad coincide con el indice de Kronecker.

Demostracion
Sea la DAE regular Ex’ = Az + f, y sea

I 0 J 0
sr-[1 0] -2 0]

una QWF asociada, con indice de nilpotencia de N igual a n. Veamos que el indice de diferenciabilidad
de esta DAE es también n. Multiplicando por S y realizando el cambio de variable x = Tz, podemos

reescribir la DAE como
I 0 ;| J 0
[0 N]Z{O I}erSf

Zi = Jn+Sfi
Nzé = 2+ S5f

0 equivalentemente

La primera ecuacién ya estd en forma de EDO. Para la segunda, como ya vimos en la seccién 2.1,
derivando y multiplicando por N un total de n — 1 veces llegamos a la expresion

n—1
zZ9 = — Z Nl(SfQ)l)
=0

Derivando una vez mds llegamos a una expresién para z5, por lo que el indice de diferenciabilidad de
es 7 — 141 =mn, que concide con el indice de Kronecker.

0
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5.3. Resolucion de DAEs de indice 1

Supongamos ahora que la DAE (5.1) es de indice 1, es decir, con g,(y, z) invertible. Utilizando el
Teorema de la Funcién Implicita, podemos expresar la ecuacién algebraica 0 = g(y, z) como

z=G(y)

La idea ahora es aplicar el método de Runge-Kutta solo a la parte y' = f(y,2), v a partir de los
Yoi, Yn+1 obtenidos, hallar Z,,;, z,+1 mediante la relacion anterior. Haciendo esto, obtenemos el esque-
ma numérico siguiente.

Yo :yn+hzs:aijf(ynj7znj) 1= 1,...,3 (57&)
j=1

Ynt1 =Ynt+h i bif (Yni, Zni) (5.7¢)
i=1

znt1 = G(Yn+1) (5.7d)

que es el esquema (5.6) sustituyendo (5.6d) por la ecuacién algebraica g(yn+1, 2n+1) = 0. Una ventaja
fundamental de este método es que en ningin momento estamos resolviendo un problema rigido,
por lo que en principio podremos utilizar todo tipos de métodos numéricos para resolver el problema,
incluyendo métodos explicitos. Es por ello por lo que este enfoque es mucho més adecuado para resolver
DAEs de indice 1 que el enfoque (5.6), sin embargo, no es posible utilizarlo con DAEs de indice mayor
que 1.

Observacién 5.3.1 Para los métodos stiffly accurate, que cumplen ag; = b; para todo j =1...,s, los
dos esquemas (5.6) y (5.7) coinciden. En efecto, sustituyendo en (5.3a) para i = s obtenemos

S S
Yos =Y+ 0 Y as; f(Yajs Zng) = yn + 1> _0;f(Yajs Znj) = Yot
j=1 j=1
Tomando ahora la ecuacion (5.3b) con i = s y usando (5.5d)
s = €2y, + hz asj9(Ynj, Znj) = €z2n + hz big(Ynj, Znj) = €2nt1
j=1 j=1

de donde Z,s = zn41. Repitiendo el mismo razonamiento anterior se llegan a las ecuaciones (5.6). De

(5.6b) se obtiene
0= Q(Yns, Zns) = g(yn+lazn+1)

y usando que el indice de la DAE es 1

Zny1 = G(Yny1)

Esto prueba que los dos esquemas son equivalentes para métodos stiffly accurate.

Ejemplo 25 Vamos a resolver de nuevo la DAE del ejemplo 2,

ey = e —eg
0 = e +o(t)
0 = —ej4+e+1iy
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9 . .
2t — 1)t
para los mismos valores G =1, C =1, v(t) = Z %

i=

,ero = —1, ex0 =0, iy9 = —1 usados
en el ejemplo 20.

En este caso, como la DAE es de indice 1, vamos a utilizar el esquema (5.7). El método de Runge-Kutta
que usaremos en este caso serd el RK4, que es explicito y viene dado por

0
1/2 [ 1/2
121 0 1/2

110 o0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Aplicando este método a la primera ecuacién, calculamos e§+1, y luego, despejando en las dos ultimas

ecuaciones, obtenemos los valores eTH e i’&“. Por tanto el esquema numérico obtenido es

gl = e
et = —u(ta)
2'7‘}1 — 6?1 _hegl .
2 _ nl nly _ _n -nl
ey = 65‘1‘5(61 —82)—624‘51\/
h
ef? = —u(ta+ 5)
2'7‘52 — 67112 _ 67212 .
e = et (et —ep?) = e+ iy
2 2
3 2
er’ = —v(tn + 5) = ey
2'7‘33 — 6?3 _ 61213
ent = el +h(ef? —eh?) = e + hif?
et = —v(t,+h)
27&4 — 67114 _ 67214
h h h h
n+1 nl nl n2 n2 n3 n3 nd n4
€2 = ngFg(el *62)+§(1 *2)+§(€1 *32)+6(€1 —e3")
h h h., o h
-nl -n2 -n3 -n4d
= ey + —iy + Siy + iy + i
2 6 \% 3 \% 3 14 6 14
et = —wu(t, +h) = et
Z-?,/—i-l — e;rlL+1 _ 6727,4-1

Resolviendo en el intervalo [0, 20] para h = 0.02, obtenemos la siguiente solucién
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0 5 10 15 20 25 30
iV
2 L T T T T
0 -
2 ‘ ! 1 ! 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.6: Solucién numérica del ejemplo 2 usando RK4

5.4. Resolucién de DAEs del tipo Mu' = p(u)

Hasta ahora toda la teoria que hemos desarollado ha sido para DAEs en forma semi-explicita. Sin
embargo nos puede interesar también resolver numéricamente DAEs escritas de otra forma. En esta
seccién nos centraremos en DAEs del tipo

Mu' = p(u) (5.8)

Un caso particular son las DAEs lineales con coeficientes constantes, que ya estudiamos en los primeros
capitulos. La idea es usar un cambio de variable adecuado para transformar la DAE (5.8) en una
equivalente de la forma (5.1). Vamos a distinguir dos casos.

Caso M invertible

Este es el caso ya conocido en el que la DAE es simplemente una EDO. Multiplicando por la inversa
de M llegamos a la forma explicita
u' = M to(u)

a la que podemos aplicarle todos los métodos numéricos ya conocidos para ecuaciones diferenciales
ordinarias.
Caso M singular

En este caso podemos hallar S, T matrices invertibles tales que

o ( Iz]oO
wes(nf0)s

con R = rank(M). En este caso, mediante el cambio de variable Tu = ( Z >, podemos escribir

nuestra DAE en forma semi-explicita.

e = () = GE)(1)-eem (1) (123)

y/ = f(yvz)
- {O = g(y,z)

A esta DAE le aplicaremos los métodos numéricos vistos anteriormente para obtener Yy,;, Zns, Yn+1, Zn+1-
Deshaciendo el cambio de variable obtenemos los valores correspondientes a la DAE (5.8),

- Yo - n
Un?-Tl(ZnZ) un+1—T1<Znii>
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5.4.1. Implementacion en MATLAB: odel5s y ode23t

Finalmente vamos a ver como resolver facilmente DAEs del tipo M’ = ¢(u) usando MATLAB,
utilizando ode15s y ode23t. Estas funciones son adecuadas para resolver problemas de tipo stiff, pero
permiten también resolver DAEs del tipo anterior de indice 1. El comando es el siguiente:

options = odeset(’Mass’,M);
[t,y] = ode23t(phi,tt,y0,options);

donde M es la matriz de la DAE, phi es la funcién ¢(t,u), yO es el vector de condiciones iniciales
(consistentes) y tt es un vector conteniendo los tiempos inicial y final ¢y, T. La funcién nos devuelve
un vector t, que contiene los puntos de la particién de [tg, T] utilizados para la integracién numérica, y
otro vector y, que contiene los valores de la solucién calculados en cada punto de t, respectivamente.

Ejemplo 26 Utilizando ode15s para obtener una aproximacién de la solucién de la DAE del circuito
del ejemplo 2

0 0 O e} -G G 1 el 0
0 C 0 eh = G -G 0 e +1 0
0 00 i 1 0 0 iy v
con G =1, C =1, v(t) = cos(t) y valores iniciales e;g = —1, ey9 = 0, iyg = —1, obtenemos la

siguiente grafica de la solucién, en el intervalo [0, 10]. Junto a la solucién numérica calculada (marcada
con circulos en la grafica) se ha representado la solucién analitica (en negro), calculada a partir de las
ecuaciones del ejemplo 2.

1

08 o e
= SN

06 -7 oy o

04 p 4 1Y Solucion exacta

02

0
02
04
06

-08 [~

4 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.7: Comparacién entre la solucién numérica (ode15s) y la solucién clasica (ejemplo 2).
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