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Resumen

En este trabajo estudiamos la geometria diferencial de curvas cuando consideramos un espacio dife-
rente al espacio euclideo. En particular, trabajaremos sobre el espacio de Lorentz-Minkowski. En dicho
espacio, utilizaremos la métrica de Minkowski, una métrica no degenerada, indefinida y de indice uno,
lo que provocara importantes diferencias.

El objetivo principal de este trabajo es realizar un estudio teoérico similar al de la asignatura Geo-
metria Local de Curvas y Superficies. Asi, definiremos la curvatura y la torsion, estableceremos las
ecuaciones de Frenet (que cambiaran segtn la causalidad de las curvas) y demostraremos el teorema
fundamental de curvas.

Abstract

In this work we study the differential geometry of curves when considering a different space from
the Euclidean. In particular, we will work on the Lorentz-Minkowski’s space. In such space, we will use
the Minkowski’s metric, a non-degenerate, indefinite metric of index one, which will lead to important
differences.

The main objective of this work is to carry out a theoretical study similar to the one developed in
the subject Geometria Local de Curvas y Superficies. Thus, we will define the curvature and torsion, we
shall establish the Frenet’s equations (that will change according to the causality of the curves) and we
will proof the fundamental theorem of curves.
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Introduccion

La teoria clasica de curvas sobre el espacio euclideo E? es una de las ramas méas interesantes de
las mateméticas. Combina objetos sencillos y graficos, faciles de entender para cualquier persona, aun
sin amplios conocimientos matemaéticos, con resultados muy fuertes, como el Teorema fundamental de
curvas, que nos permite determinar cualquier curva del espacio sin méas que considerar su curvatura y
torsion.

Esta teoria fue desarrollada sobre R? y depende fundamentalmente del producto escalar euclideo.
Por lo tanto, cabe preguntarse si es posible desarrollar una teoria de curvas similar sobre otro espacio,
con un producto escalar diferente al euclideo, y cuéles serian las diferencias que implicaria dicho cambio.

Con el avance de la ciencia a lo largo de los siglos, surge de manera natural el espacio de Lorentz-
Minkowski Ef, un novedoso espacio que se volvié fundamental para fisicos como Albert Einsten, quien
en 1905 desarrolld su Teoria Especial de la Relatividad apoyandose sobre él.

Hermann Minkowski fue un matematico lituano, nacido en 1864 y fallecido en Gotinga en 1909.
Desde muy pequeno, demostr6 grandes habilidades en las matematicas, lo que le sirvié para acceder a
la Konigsberg University, donde entabld estrechas amistades con otros mateméticos de la época, como
David Hilbert o Adolf Hurwitz. En un primer momento, Minkowski se intereso por las formas cuadraticas,
llegando incluso a ganar un gran premio de matematicas dando una soluciéon al problema del ntimero de
representaciones de un niamero entero como suma de cinco cuadrados, reconstruyendo ademas la teoria
de formas cuadraticas de Eisenstein. Sin embargo, su resultado de mayor relevancia fue el desarrollo
de una nueva vision del espacio y el tiempo, sentando las bases mateméticas de la posterior teoria de
la relatividad de Einstein. De hecho, en 1907, Minkowski se dio cuenta de que los trabajos de Lorentz
y Einstein podian entenderse mejor sobre un espacio no euclideo, ya que el consideraba que el espacio
y el tiempo estaban acoplados en un “continuo espacio-tiempo” de cuatro dimensiones, cuando hasta
ese momento se crefan independientes. Los trabajos de Minkowski sirvieron de ayuda a Einstein para
formular su famosa Teoria de la Relatividad General. Por otra parte, Hendrik Antoon Lorentz fue un
fisico neerlandés, que vivié entre los anos 1853 y 1928. Lorentz perfeccioné la teoria electromagnética
de Maxwell en su tesis doctoral The theory of the reflection and refraction of light, presentada en 1875.
Antes de que se demostrara la existencia de los electrones, Lorentz propuso que las ondas luminosas se
debian a las oscilaciones de una carga eléctrica en el &tomo, cuyo desarrollo matemaético le sirvié para
ganar el Premio Nobel de Fisica en 1902, que fue concedido conjuntamente a Lorentz y a Pieter Zeeman,
un alumno suyo que le ayudé en la demostracion experimental. Lorentz también es muy conocido por
sus trabajos sobre la contraccion de FitzGerald-Lorentz, que es una contraccion de la longitud de un
objeto a velocidades relativistas. Las transformaciones de Lorentz, que introdujo en 1904, constituyen
la base de la teoria especial de la relatividad de Einstein.
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Figura 1: Hermann Minkowski y Hendrik Antoon Lorentz. Imagenes extraidas de MacTutor History of
Mathematics Archive (School of Mathematics and Statistics, University of St Andrews).

El espacio de Lorentz-Minkowski E{ posee tres dimensiones espaciales (que se comportan igual que
el espacio euclideo E?), a la que se le incorpora una cuarta dimension que denotara al tiempo. De esta
forma, se puede medir como varfa la posiciéon de un objeto a lo largo del tiempo. En fisica, se trabaja
sobre el espacio E, para poder considerar asf las tres dimensiones espaciales y la cuarta dimension tem-
poral. Sin embargo, como el estudio teérico sobre E? es valido para Ef, se suele trabajar también sobre
él, ya que es computacionalmente més sencillo y, ademés, posible de visualizar al reducir una dimension.

El objetivo de este trabajo sera realizar un estudio de la teoria de curvas sobre el espacio de Lorentz-
Minkowski E?, de manera andloga a como se hizo para el caso euclideo, puntualizando ademas las
diferencias y similitudes entre ambos espacios.

Empezaremos con un primer capitulo de introducciéon y repaso de algunos conceptos y resultados
vistos hasta ahora y que nos resultaran muy ttiles para el desarrollo del trabajo. Continuaremos con
el segundo capitulo, en el que introduciremos al espacio de Lorentz-Minkowski E?, dando algunas pro-
piedades y resultados propios de este espacio que serdn notablemente diferentes al espacio euclideo,
sirviéndonos de base para el estudio de curvas. Para finalizar, en el tecer y tltimo capitulo, nos centra-
remos en el tema principal de este trabajo, el estudio de curvas, que se desarrollard de manera paralela
a como se hizo en la asignatura Geometria Local de Curvas y Superficies del Grado en Mateméticas. En
este desarrollo incluiremos ejemplos, asi como imagenes de creaciéon propia.

Para todo ello, ha sido fundamental el articulo [7], de Rafael Lopez, Catedratico de Geometria y
Topologia de la Universidad de Granada. Otras fuentes bibliogréaficas se citan a lo largo del trabajo.
Todas ellas se encuentran recogidas en la Bibliografia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a hacer un breve repaso de algunos conceptos y resultados que vimos en las
asignaturas de Algebra Lineal y Geometria I y Geometria Local de Curvas y Superficies, correspondientes
al Grado en Matemdticas, y que nos seran de utilidad en los préximos capitulos.

Debido a que la mayoria de resultados ya se han visto en las mencionadas asignaturas, omitiremos
las demostraciones de los mismos, salvo aquellos casos cuya demostracion sea de gran interés. Para més
informacion veanse [1], [2], [3], [5] ¥ [8]-

1.1. Espacios euclideos

En esta seccion veremos algunos resultados geométricos enfocados de una manera algebraica. A lo
largo de la misma, trabajaremos sobre el espacio vectorial R™, con n > 2, aunque por lo general nos
interesaran las dimensiones n = 2, 3.

Comencemos con el concepto de producto escalar:

Definicion 1.1.1 Un producto escalar (-,-) : R x R — R sobre el espacio vectorial R", es una forma
bilineal simétrica y definida positiva, es decir, una forma que verifica:

1. {(ou + v, w) = alu, w) + f{v,w), para todos o, f € R, u,v,w € R",
2. (u,v) = (v,u), para todos u,v € R".
3. (u,u) >0,y ademas, (u,u) =0 siy solosi u=0.

Una vez definida la nocién de producto escalar, llamamos espacio euclideo a cualquier espacio vecto-
rial real con un producto escalar. En nuestro caso, consideraremos el par E* = (R", (-,).), donde (-, ),
es el producto escalar dado por

n

n

(u,v)e = E wv;, u,v € R™
i=1

denominado producto escalar euclideo estdndar.
Ahora, podemos definir el “tamano” de un vector mediante el concepto de norma.

Definiciéon 1.1.2 Se define la norma de un vector z como el ntmero

[ul = V/{u, u).

Si la norma de dicho vector es 1, diremos que el vector es unitario.

11
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Nota 1.1.3 Por abuso de notacién, a la norma de un escalar la identificaremos con su valor absoluto
utilizando la misma notacion | - |.

En particular, la norma depende del producto escalar elegido. Asi, para el producto escalar estandar
obtenemos la norma euclidea, definida por:

" 1/2
e ()
=1

Esta norma también es notada como | - |2, y se la conoce como 2-norma, ya que se puede extender a
cualquier nimero p de la siguiente forma:

n 1/p
|ul, = (Z Iui|”> :
i=1

La norma verifica una desigualdad muy conocida:
Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean u,v € E". Entonces
[(u, v)| < Julfv],

ddndose la igualdad si y sélo si ambos vectores son proporcionales.

En un espacio vectorial euclideo, esta desigualdad nos garantiza que si u,v € E" son no nulos,
entonces
(u, v)

1<
Jul[v]

<1

pudiéndose definir asi el dngulo entre los vectores u,v como el tnico valor 6 € [0, 7] tal que

Con esta definicion de angulo, parece claro que la nociéon de ortogonalidad puede relacionarse con el
producto escalar.

Definicién 1.1.5 Decimos que u y v son ortogonales si (u,v) = 0. En tal caso, lo notaremos u L v.

La ortogonalidad entonces puede entenderse como que los vectores v y v forman un angulo 7. Esto
se cumple gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz y a la propiedad del producto escalar de ser
definido positivo. Sin embargo, y como veremos en el siguiente capitulo, en espacios no euclideos estas
propiedades no se cumplen en general, por lo que la nocién de ortogonalidad sera distinta y no coindira

con que los vectores formen un dngulo 7.

Definicién 1.1.6 Sea M un subconjunto de un espacio euclideo E". Se define el complemento ortogonal
de M como
M+ ={u € E" | (m,u) =0, para todo m € M}.

En otras palabras, el subespacio vectorial M+ es el conjunto de todos los vectores que son ortogonales
a todos los elementos de M. Veamos algunas propiedades de este subespacio vectorial.
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Proposicion 1.1.7 Si Wy, Wy son dos subespacios vectoriales de E™, se verifica:
1. (W =wy.
2. 51 Wi C Wy, entonces VV2L C VVIL
3. (Wy+Wo)" = Wit nwit.
4. (Win W)t = Wik + Wi,

Vamos a recordar también el concepto de conjunto ortonormal, con el que podremos mas tarde definir
una base ortonormal, que nos seran de gran ayuda en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.1.8 Un conjunto S = {uy,us, ..., u,} es un conjunto ortogonal si u; L u; cuando i # j, y
u; # 0 para todo i = 1,...,r. Si ademas los vectores son unitarios, hablaremos de conjunto ortonormal.

Recordemos que de un conjunto ortogonal puede obtenerse un conjunto ortonormal sin méas que
realizar una normalizacion de sus vectores, es decir, dado u € [E™ no unitario, puede obtenerse un vector
v de su misma direcciéon y sentido dado por

que es unitario.

En particular, los conjuntos ortogonales son todos linealmente independiente luego, si ademés son
generadores del espacio, conformaran una base ortogonal (o base ortonormal en el caso de que sean
unitarios).

Ademés, las bases ortonormales son realmente importantes, pues nos permiten escribir las coorde-
nadas de un vector respecto de dicha base en funcién del producto escalar de dicho vector con cada
elemento de la base. Este hecho viene recogido en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.9 Sea B = {uq,...,u,} una base ortonormal de E". Dado un vector v € E", podemos
escribir v en funcion de las coordenadas de B como:
v = (v,up)u + -+ + (U, Up)Up,.

Observacion 1.1.10 El teorema anterior podria formularse para base ortogonales sin més que consi-
derar las coordenadas de v como
<U7u1> <’U,U2> <U7un>
uy Up+ -+ —F—u
|us] |uz]

nH
|
conocida como la expansion de Fourier del vector v.

Por dltimo, haremos un breve repaso de las matrices ortogonales y algunas de sus propiedades.
Recordemos que una matriz ortogonal es una matriz real cuyas columnas (o filas) constituyen una base
ortonormal de E™. En particular, las matrices ortogonales reales verifican que

AA=1,

donde A’ es la traspuesta de A, e I es la matriz identidad de dimension n. Esto implica que las matrices
ortogonales reales verifican que su inversa coincide con su traspuesta, y también que det(A) = £1, pues

1 =det(I) = det(A'A) = det(A")det(A),

y recordemos que det(A) = det(A’). Ademéas, una matriz ortogonal real también conserva la norma,

puesto que
|Aul? = v/ A’ Au = v'u = |ul.
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1.2. Teoria local de curvas

Vamos a ver ahora algunos resultados de geometria diferencial. Comencemos por el concepto de curva
parametrizada regular.

Definicion 1.2.1 Una curva parametrizada regular es una aplicacion
a:l=(ab) CE—E" «ft)=(z1(t), x2(t),...,zn(t))
tal que:
1. a€CM, k>1 (Condicion de Diferenciabilidad).

d
2. d(t) = d_j # 0, para todo t € I (Condicion de Regularidad).
Nota 1.2.2 Recordemos que si m = 2 hablaremos de curvas planas, mientras que para m = 3 hablamos

de curvas alabeadas.

A veces, el mismo conjunto imagen puede describirse por diferentes parametrizaciones, incluyendo
parametrizaciones no regulares. Nos centraremos en aquellas parametrizaciones de curvas que mantienen
la condicién de regularidad. Recordemos el concepto de reparametrizacion regular:

Definiciéon 1.2.3 Sea «v : (a,b) — E™ una curva parametrizada regular. Una reparametrizacion reqular
o cambio de pardmetros regqular de « es una funcion biyectiva y de clase C* k > 1,

f:(c,d) CE — (a,b)

re f(r)=t,
tal que

df  dt

ar a7V

en todo el intervalo (c, d).

Por lo tanto, f es invertible y su inversa es de la misma clase que ella. Esto hace que toda repara-
metrizacion regular sea un difeomorfismo y, en consecuencia, un homeomorfismo.

Asi, la curva parametrizada = a o f, definida por B(r) = a(f(r)), tiene el mismo conjunto imagen
que « y también es regular en todo (¢, d). La clase de ( es la minima entre la de « y la de f y, por abuso
de lenguaje, se llama también a [ una reparametrizacion reqular de a.

Vamos a ver ahora un tipo de reparametrizaciéon regular muy importante para estudiar las curvas a
nivel teérico o cuando solo interesa su forma geométrica. Para ello, primero recordemos qué es un arco
regular.

Definicion 1.2.4 Un segmento de curva parametrizada regular, o simplemente arco regular, es una
aplicacion « : [a,b] — E™ a(t) = (z1(t),...,zn,(t)), tal que existe un intervalo abierto (c,d) que
contiene a [a, b], y existe una curva parametrizada regular 3 : (¢,d) — E™ cumpliendo que a = ][44
Asi, es posible considerar o/ (a) = §'(a) y o/(b) = /(). La longitud del arco regular « es:




1.2. Teoria local de curvas 15

Ademas, si consideramos la funcion s : (a,b) — E dada por

() = / /(o) do,

que mide la longitud del arco regular de « correspondiente a [to,t] 6 a [t,to] con signo, podemos repa-
rametrizar cualquier curva con dicha funcién. A este parametro se le conoce como pardametro natural o
pardmetro arco. Este resultado viene recogido en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.5 Toda curva parametrizada regular puede ser reparametrizada reqularmente por su lon-
gitud de arco, es decir, toda curva regular admite una parametrizacion reqular por su longitud de arco. A
dicha parametrizacion se le llamard parametrizacion natural o parametrizacion por su longitud de arco.

Nota 1.2.6 Se verifica que |&(s)| = 1, para cualquier s.

Teorema 1.2.7 Una curva parametrizada o lo estd por su longitud de arco si y sélo si |&(s)| = 1, para
todo s € (a,b).

1.2.1. Curvas planas

Vamos a centrarnos ahora en el estudio de la geometria diferencial para curvas planas, es decir, para
las curvas « : (a,b) — E? parametrizadas regulares de clase k > 2.

Definicion 1.2.8 Se llama vector velocidad de o en a(ty) al vector o (t). Al modulo del vector velocidad
de o en afty) se le llama velocidad de o en a(ty), y nos permite definir el vector tangente a « en «(ty)
como el vector

a(to)

o (to) |

t(to) ==
que claramente es unitario.

Recordemos también el concepto de curvatura, que nos permite medir la “doblez” de una curva. A
partir de ahora consideraremos o = «(s) una curva parametrizada naturalmente.

Definicién 1.2.9 Sea o una curva parametrizada naturalmente en E2. Se define la curvatura de o en

a(s) como
soo) =0t = ()

donde 0 : (a,b) — R es una determinacion continua del dngulo que forma el eje OX con el vector
tangente.

Ademas, la curvatura nos permite obtener los siguientes resultados:

1. Se tiene que |k(s)| = |é@(s)].

2. Una curva es una recta si y solo si su curvatura es idénticamente nula.
3. Una curva es una circunferencia si y solo si su curvatura es constante.

Por lo tanto, parece que la curvatura determina totalmente la geometria de una curva. Asi, obtenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 1.2.10 (Teorema fundamental de curvas planas) Sea K = k(s) una funcidn continua.
Entonces, existe una curva parametrizada regular o : (a,b) — E? tal que s es su pardmetro natural y
k(s) su curvatura. Ademds, a es tinica salvo congruencias de E?.

Veamos cémo construir una base ortonormal para a que nos permita estudiar su geometria diferencial
con mayor facilidad.

Definicién 1.2.11 Se llama vector normal de a en «a(s) al tnico vector unitario n(s) y ortogonal a
t(s) en dicho punto, y tal que el par (t(s),n(s)) esta positivamente orientado. A este par se le llama
Referencia de Frenet o Diedro de Frenet de « en «(s), y es una referencia (base) ortonormal directa que
se mueve con los puntos de la curva.

Esta referencia determina las llamadas ecuaciones de Frenet, que nos permiten calcular, entre otras
cosas, la curvatura de a.

Teorema 1.2.12 (Ecuaciones de Frenet) Se verifica que:
t(s) = n(s)n(s),
n(s) = —k(s)t(s).

Con estas ecuaciones, podemos deducir que la curvatura puede calcularse como

De hecho, la curvatura también puede calcularse sin necesidad de parametrizar naturalmente la curva

de la siguiente forma:
z'(t)y" (t) — ="(t)y'(t)

(V@)

R(t) =

1.2.2. Curvas alabeadas
Para terminar este primer capitulo de repaso, vamos a recordar los resultados que obteniamos del

estudio de una curva alabeada « : (a,b) — E3 regular parametrizada naturalmente de clase k > 3.

En este caso, es claro que la curvatura tendré otra interpretacion, ya que en el caso de las curvas
planas tenia signo pues las rectas dividen al plano en dos regiones. Eso no ocurre ahora, por lo que
definimos la curvatura de la siguiente forma.

Definicion 1.2.13 Sea a = «a(s) una curva regular parametrizada naturalmente en E3. Se llama cur-
vatura de « a la funcion k = k(s) = |@(s)|.

Ahora, se sigue verificando que una curva es una recta si y solo si su curvatura es nula en todos los
puntos, pero no es cierto que toda curva alabeada con curvatura constante sea una circunferencia.

Definicién 1.2.14 Se define el vector normal principal a o en un punto «(sg) tal que £(sg) > 0 como

n(sp) =

que claramente es unitario y ortogonal a t(s).
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Por su parte, se define el vector binormal de a en un punto «(sg) tal que x(sg) > 0 como el vector
resultante del producto vectorial

b(so) = t(sp) x n(sp),

que por la propia definicion es unitario y ortogonal a los vectores t(sg) y n(so).
Asi, este trio de vectores forma el llamado Triedro de Frenet, que es una referencia moévil ortonormal
y directa de E? en cada punto de la curva.

En curvas alabeadas es posible introducir un segundo concepto de curvatura, llamada torsion.

Definicioén 1.2.15 Sea o = a(s) una curva regular parametrizada naturalmente en E?. Se llama torsidn
de v a la funcion 7 = 7(s) tal que b(s) = —7(s)n(s).

Ademas, la torsion verifica la siguiente propiedad.

Proposicion 1.2.16 Una curva alabeada es plana si y solo si su torsion es idénticamente nula.

Por lo tanto, para determinar la geometria de una curva alabeada no solo hay que tener en cuenta
su curvatura, sino también su torsion. En este sentido, podemos extender el Teorema fundamental de
curvas planas a las curvas alabeadas.

Teorema 1.2.17 (Teorema fundamental de curvas alabeadas) Sean k,7 : (a,b) — R dos fun-
ciones k = k(s), 7 = 7(s) tales que x(s) > 0, para todo s € (a,b), k € CY, y T continua. Entonces,
existe una unica curva reqular parametrizada, salvo movimiento rigido de B3, tal que s es su pardmetro
natural, k su curvatura, y T su torsion.

Al igual que en el caso de las curvas planas, gracias al Triedro de Frenet, podemos obtener unas
ecuaciones que nos permiten calcular més facilmente las expresiones de las derivadas de los vectores de
la base.

Teorema 1.2.18 (Ecuaciones de Frenet-Serret) Se verifican las siguientes ecuaciones:

=
—~
V)
~—
I
|
=
—~
Va)
~—
o+
—~
Va)
~—
+
B
—~
V)
~—
o
—~
V)
~—

t(s) = (t(s),t(s))t(s) + (t(s),n(s))n(s) + ((s), b(s))b(s)),
is) = {i(s), 6(5))6(5) + {i(s), m(s)m(s) + ((s), b(s))b(s).
b(s) = (b(s), t(s))t(s) + (b(s), n(s))n(s) + (b(s), b(s))b(s)).

Se puede obtener mediante una sencilla derivacion que (£(s), t(s)) = (n(s),n(s)) = (b(s), b(s)) = 0.
De hecho, como la tercera ecuacion se obtiene de la propia definicion de la torsiéon, podemos deducir
que: . .

(b(s),n(s)) = —7(s), (b(s), (s)) = 0.

Por otro lado, empleando la regla de la derivada del producto se obtiene que ((u,v)) = (v, v)+(u, v'),
para todo u,v € R3. Como {t(s),n(s),b(s)} es una base ortogonal, se tiene que

(b(s),n(s)) = —(n(s),b(s)) = —7(s), (b(s),t(s)) = —(t(s), b(s)) = 0.

=

b
b
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Por lo tanto, solo nos falta calcular (t(s), n(s)), pues de nuevo se tiene que (t(s),n(s)) = —(n(s), t(s)).
Como por definicion

y como dijimos anteriormente (n(s),t(s)) = —x(s). Por lo tanto, hemos comprobado que calculando la
expresion de {t(s),n(s),b(s)} en funcion del triedro de Frenet obtenemos las ecuaciones de Frenet. [J

Por ultimo, podemos hacer todo este estudio sin necesidad de parametrizar naturalmente la curva.
Los vectores del Triedro de Frenet los calculariamos como

o (1) () x (1)
@ PO < aro)

mientras que las curvaturas y la torsion pueden calcularse como

_ () x o"(2)]

w0 = R

n(t) = b(t) x t(t),

t(t) =

y, suponiendo k(t) # 0,
T(t) =

(o/(1), a"(2), &"(1))
) .

o/ (2) x o (1)[?



Capitulo 2

El espacio E? de Lorentz-Minkowski

En este capitulo vamos a introducir el espacio ambiente sobre el que trabajaremos en adelante:
el espacio de Lorentz-Minkowski. Veremos también algunas propiedades importantes del mismo, resal-
tando las principales diferencias con respecto al espacio euclideo, y terminaremos destacando un tipo
importante de aplicacion lineal.

Para maés informacion, pueden consultarse [4], [6] v [7].

2.1. Causalidad

Vamos a empezar definiendo el nuevo espacio sobre el que trabajaremos.

Definicion 2.1.1 Se define el espacio de Lorentz-Minkowsk:, o simplemente espacio de Minkowski, como
el espacio métrico E} = (R",(-)), donde la métrica (-) viene dada por

n
(u,v) = E UV; — UpUp, U,V € R™
i=1

Dicha métrica se conoce como la métrica de Minkowsk:.

Recordemos que el producto escalar es una forma bilineal, simétrica y definida positiva. Por lo tanto,
es claro que la métrica de Minkowski no es un producto escalar, pues no verifica la propiedad de ser
definido positivo. De hecho, esta métrica es no degenerada e indefinida (i.e., no es ni definida positiva, ni
definida negativa). Por lo tanto, con asiduidad hablaremos también de pseudoproducto escalar de Min-
kowski para referirnos a la métrica de Minkowski. Como veremos mas adelante, esta pequena diferencia
con respecto al caso euclideo provocara grandes diferencias entre ambos.

Cabe destacar que, en un sentido fisico, interesa trabajar sobre el espacio de Minkowski de dimension
4, es decir, sobre E{. Esto se debe a que se trabaja en un espacio de 3 dimensiones al que se le incorpora
una cuarta dimension que representara el tiempo. En este caso, si consideramos la base canoénica

B ={e; = (1,0,0,0),es = (0,1,0,0), e5 = (0,0, 1,0), e5 = (0,0,0, 1)},

la métrica de Minkowski puede escribirse matricialmente con respecto a la base B como

100 0
o100 o
"loo1 o

000 -1

19
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Sin embargo, a lo largo de este proyecto se trabajara sobre E?, puesto que al reducir una dimension,
no solo sera computacionalmente méas sencillo, sino que ademéas podré ser mas facilmente interpretable
de manera visual. Ademés, el analisis teérico para E? es valido para el caso tetradimensional.

Una vez hecha esta puntualizacion, veamos como son los elementos de este espacio. Segun el signo
de su pseudoproducto escalar, podemos clasificar un vector en tres grupos diferentes.

Definicién 2.1.2 Un vector v € E? se dice que es:
1. Espacial si (v,v) > 00 v =0.
2. Temporal si (v,v) < 0.
3. Luminoso si (v,v) =0y v #0.
La causalidad de un vector es la propiedad de ser espacial, temporal, o luminoso.

Observacion 2.1.3 Los vectores temporales y luminosos también se denominan vectores causales.

A los vectores de E3 también se les conoce como sucesos o eventos. Un suceso u = (uy, us, u3) puede
escribirse como

U = U161 + U262 + Uses,

donde ¢;, 1 = 1,2,3, son los vectores de la base canénica de E3. A las coordenadas u;, us se las conoce
como las coordenadas espaciales del suceso, mientras que a la coordenada ug se la denomina la coorde-
nada temporal del suceso.

Dado que ahora la métrica de Minkowski no es definida positiva, no podemos tomar la misma
definicion que dimos para la norma en el caso euclideo, pues la raiz del pseudoproducto escalar de un
vector temporal no existiria. Por ello, redefinimos el concepto de norma de la siguiente manera:

Definicion 2.1.4 Dado u € E?, se define la norma del vector u como
ul = v/ [{u, u)|.
El vector u se dice unitario si su norma es 1.

Observacion 2.1.5 Un vector u seré unitario si (u, u) = 1 en el caso de que u sea espacial, o (u,u) = —1
en el caso de que u sea temporal. Un vector luminoso no puede ser unitario.

Notemos que la norma de cualquier vector de E? sera positiva, al igual que en el caso euclideo,
salvo que tratemos con vectores luminosos. A diferencia del espacio euclideo, en el espacio de Minkowski
existen una infinidad de vectores luminosos que tienen norma cero, sin ser ninguno de ellos el vector
nulo (pues este vector es espacial).

Con la clasificacion que hemos dado de los vectores del espacio de Minkowski, podemos realizar una
particiéon del mismo en funcién de la causalidad. En efecto, sea

C={(v,y,2) €E{ 12’ +y* — 2 = 0} — {(0,0,0)},
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el conjunto de todos los vectores luminosos. A este conjunto se le conoce con el nombre de cono de luz,
y es un cono no convexo formado por dos componentes conexas,

C+:{($7ya2)EE?1$2+y2—22:0,z>0},
C™ ={(z,y,2) €E}: 2® +y* — 2> = 0,2 < 0},

que se denominan cono de luz futuro y cono de luz pasado, respectivamente. Al interior del cono de luz
T ={(v.y.2) €E} 12”4y — 22 < 0},

se le denomina cono temporal, ya que es el conjunto de todos los vectores temporales. A diferencia del
cono de luz, posee dos componentes conexas que si son convexas,

T+:{(I,y,2) GE?5$2+y2—22 <O,Z>O},
T ={(z,y,2) € B} : 2 +y* = 2° < 0,2 < 0},

que llamaremos cono temporal pasado y cono temporal futuro. La unién del cono de luz futuro (resp.
pasado) y el cono temporal futuro (resp. pasado) constituyen la region futura (resp. region pasada).

De este modo, si consideramos el conjunto de vectores espaciales, que denotaremos por &, y que
llamaremos region presente, entonces podemos concluir que

E3 =& UC,

donde C es la clausura de C.
Estos conjuntos pueden considerarse también para el plano de Minkowski E2, realizando asi también
una particiéon del mismo.

Cono temporal futuro A Cono temporal futuro
1

Cono de luz futuro

Region presente Cono de luz futuro

><\ e
Region presente

1
1
: Cono de luz pasado
1
|
1

emmmmm e maaa
. AL

Cono de luz pasado ja

Cono temporal pasacde,

Cono temporal pasado

(a) Espacio de Minkowski E3. (b) Plano de Minkowski E2.

2.1.1. Ortogonalidad

Vamos a ver ahora como construir una base ortonormal para el espacio de Minkowski (o cualquier
subespacio del mismo). Recordemos que el ejemplo mas sencillo de base ortonormal euclidea era la base
canonica

B = {61 = (1,0,0),62 = (O, 1,0)763 = (0,0, 1)}

Este ejemplo también es el caso mas simple de base en el espacio de Minkowski. Ademas esta base
es ortonormal. Para ello, necesitamos las siguientes definiciones:
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Definicion 2.1.6 Dos vectores u,v € E? son ortogonales si (u,v) = 0.

Definicion 2.1.7 Una base se dird que es ortonormal si todos sus vectores son unitarios y ortogonales
dos a dos.

Es trivial comprobar que la base B anterior es ortonormal. Ademés, contienes dos vectores espaciales
(e1 y e2) y un vector temporal (e3). Este hecho va a ser fundamental para cualquier base ortonormal
de E3. Esta observacion de gran importancia viene recogida en el siguiente teorema, que probamos para
cualquier dimension n:

Teorema 2.1.8 FEl numero de vectores temporales en una base ortonormal no depende de la base esco-
gida. A dicho nimero se le conoce como indice.

Demostracion: Sea v el nimero de vectores temporales en una base ortonormal. Supongamos que existe
otra base ortonormal B’ tal que el nimero de vectores temporales en ella es v/ < v. Entonces, la
interseccién del subespacio U’, formado por los n — v/ vectores espaciales de B’, y el subespacio W,
generado por los v vectores temporales de B, tendria dimensiéon mayor que cero, es decir, existiria un
vector uw € U' N W tal que (u,u) >0y (u,u) <0, lo cual es una contradiccion. O

Observacion 2.1.9 El indice del espacio de Minkowski es 1.

Una vez sabemos como son las bases ortonormales en E?, veamos el equivalente al Teorema 1.1.9 en
el espacio de Minkowski.

Teorema 2.1.10 Sea B = {uy,...,u,} una base ortonormal de EY, donde supongamos que el vector
temporal es w,. Dado un vector v € E}, podemos escribir v en funcion de las coordenadas de B como:

v=(v,up)us + -+ (U, Up_1)Up_1 — (U, Up ) Up.

Demostracion: Supongamos dada una base ortonormal B = {uy, ..., u,}, donde u, es un vector temporal
y u; es un vector espacial, para todoi = 1,...,n—1. Entonces, dado un vector v € E}', podemos escribirlo
en funcion de la base B como )
n n—
i i
Nuestro objetivo es calcular las coordenadas \;, para todo i = 1,...,n. Si consideramos el producto
escalar de v con cualquier vector u;, j = 1,...,n — 1, tenemos que:
(v, u;) Z)\ (uis uj) + Ay un,u] Z)\(SZ]: g, j=1,...,n—1.

= 0
Por otro lado, calculando el producto escalar de v con el vector temporal u,, llegamos a:

n—1
<U>un> - Z )\z <Ul‘, uj> +/\n<una un) = _)\n
- ———

=0

Por lo tanto, teniendo en cuenta lo anterior, hemos llegado a la expresion
v = <’U,U1>u1 +oee A+ <Uaun71>unfl - <U, un)“na

como queriamos demostrar. O
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Observacion 2.1.11 La elecciéon del vector temporal en la expresion anterior es arbitraria, y puede ser
cualquier vector de la base.

Para poder definir las bases ortonormales hemos hablado de ortogonalidad. Recordemos que sobre
el espacio euclideo la caracterizacion de la ortogonalidad entre dos vectores venia dada porque ambos
vectores formasen un angulo de 7. Sin embargo, en el espacio de Minkowski la nocion de ortogonali-
dad sera diferente a la nocion euclidea. Por lo tanto, vamos a ver como son dos vectores ortogonales en [E3.

Antes de comenzar dicho estudio, veamos algunas propiedades de los vectores luminosos y temporales:

Proposicion 2.1.12 Se verifica:

1. Dos vectores luminosos u,v € E3 son linealmente dependientes si y solo si (u,v) = 0.
2. Stu yv son dos vectores no espaciales que verifican (u,v) = 0, entonces ambos son luminosos.

3. Siu yv son dos vectores temporales, entonces (u,v) # 0.
Demostracion: Vayamos punto por punto.

1. Supongamos primero que u,v son dos vectores luminosos linealmente dependientes. En tal caso,
podemos asumir que v = A\u, para un cierto valor A € R. Entonces, se tiene que

(u,v) = (u, \u) = AMu,u) = 0.

Supongamos ahora que se verifica que (u, v) = 0, y consideremos B = {ey, €2, €3} la base ortonormal
canonica. Esté claro que si u, v no tuvieran componente en es, no podrian ser luminosos (de hecho,
serian espaciales). Por lo tanto, normalizando la tercera coordenada si fuera necesario, podemos
escribir los vectores u, v de la forma:

U = aje; + agsey + €3, UV = b161 + bgez + e3.
Basta probar ahora que u = v. De las relaciones (u,v) = (u,u) = (v,v) = 0, llegamos a que
1 :a1b1+a2b2:a§+a§:b%—l—bg.

Si consideramos los vectores 4 = (ay,a2),v = (by,bs), como vectores del espacio euclideo E?,
podemos hacer uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, llegando a que ambos vectores son
proporcionales, es decir,

U= A\D.
Como |u| = |o] = 1, y (u,v) = 0, entonces necesariamente A = 1, llegando al resultado que
queriamos.

2. Supongamos que uno de los dos vectores, por ejemplo u (para v se razonaria de manera analoga)
fuera temporal. Entonces considerando su normalizacion
. u
€3 = 1T
|ul
podrfamos extenderlo a una base ortonormal {é;, &y, €3} de E2, en la que, de acuerdo con el Teo-
rema 2.1.8, €, y €3 han de ser espaciales. Pero como

1
<U7 é3> = _<Ua ’LL> =0,
|ul
se tendria, aplicando el Teorema 2.1.10, que v € Span{é;, &}, por lo que seria espacial, lo que es
una contradiccion.
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3. Siwuy v son dos vectores temporales, entonces (u,v) # 0, pues en caso contrario, por el apartado
anterior, serian vectores luminosos. 0

Consideremos ahora un subespacio vectorial U C E3. Recordemos que la métrica inducida sobre U
viene dada por
(u,v)y = (u,v), wu,veU.

De esta forma, podemos clasificar un subespacio vectorial segiin la métrica que se induce en él:
Definicion 2.1.13 La métrica inducida en U puede ser de tres tipos:

1. La métrica tiene indice 1, que denominaremos métrica Lorentziana, y U es temporal.

2. La métrica es degenerada y U es luminoso.

3. La métrica es Riemanniana, es decir, es definida positiva, y U es espacial.

Al ser la métrica definida positiva en los subespacios espaciales, podemos identificar dichos espacios
con los espacios euclideos. Por esta razon, al no contener la region presente vectores temporales, la
métrica inducida sobre este subespacio sera definida positiva, por lo que podemos asegurar que la region
presente es un subespacio euclideo.

Para los subespacios temporales podemos dar la siguiente caracterizacion:

Proposiciéon 2.1.14 Sea U C E3 un subespacio vectorial de dimension mayor o igual que 2. Son equi-
valentes:

1. U es un subespacio temporal.
2. U contiene dos vectores luminosos linealmente independientes.
3. U contiene un vector temporal.

Demostracion: (1) = (2). Supongamos que U es un subespacio temporal y consideremos una base
ortonormal {ey, ..., e}, donde k podria valer 2 o 3. Entonces, por el Teorema 2.1.8, sabemos que solo
uno de los vectores de esta base es temporal. Supongamos que es e;. Asi, e; es espacial. Entonces, los
vectores e; + e, €1 — €5 son dos vectores luminosos, pues

(e1 + ek, e1 +ep) = (er,e1) + 2{(er, ex) + (ex,e6) =1 +0—-1=0,

(e1 — eg,e1 — ex) = (e1,e1) — 2(eq, er) + (ex,ex) =1+0—1=0.

(2) = (3). Supongamos que u,v son dos vectores luminosos linealmente independientes. Entonces, o
bien el vector u + v es temporal, o bien lo es el vector u — v, pues

(u+v,u+v) = (u,u)+2{u,v)+ (v,v)y = 2{u,v),
(u—v,u—v) = (u,u) —2(u,v) + (v,v) = —2(u,v),

donde, si usamos la Proposicion 2.1.12, sabemos que (u,v) # 0, por lo que uno de los vectores anteriores
es espacial y otro temporal.

(3) = (1). Supongamos que U contiene un vector temporal y sea u dicho vector. Normalizédndolo,
podemos extenderlo a una base ortonormal de U, en la que seria el Gnico vector temporal, pues, en
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caso contrario, al extender dicha base a una base ortonormal de E?, nos encontrarfamos con méas de un
vector temporal en la base, lo que seria contradictorio con el Teorema 2.1.8. Por lo tanto, el indice de
U también es 1 y U es un subespacio temporal. 0

De igual forma, podemos caracterizar los subespacios luminosos, tal y como viene recogido en la
siguiente proposicion:

Proposiciéon 2.1.15 Sea U un subespacio vectorial de E}. Son equivalentes:
1. U es un subespacio luminoso.
2. U contiene un vector luminoso, pero no contiene vectores temporales.

Demostracion: Es trivial, a la vista del apartado 3 de la Proposicion 2.1.14, pues si U contuviera algin
vector temporal, habria de ser un subespacio temporal. 0

Notemos que, debido a este resultado, no podemos considerar las bases ortonormales que hemos
definido anteriormente sobre los espacios luminosos, ya que al no contener ningtn vector temporal,
estarian incumpliendo el Teorema 2.1.8. Es por ello que para estos subespacios introducimos el concepto
de base nula.

Definiciéon 2.1.16 Una base {uq, ug, us} de E? se dice que es una base nula si u; es un vector espacial
unitario, y ug,us son dos vectores luminosos tales que (uq,us) = (uj,uz) = 0y (ug,uz) = —1. En
particular, los vectores us, us pertenecen a la misma componente de C.

Las bases nulas son el equivalente a las bases ortonormales en los subespacios luminosos. Por eso,
cuando necesitemos tomar bases ortonormales en estos espacios, usaremos las bases nulas.

Pasemos ahora a estudiar algo mas la ortogonalidad. Al igual que en el caso euclideo, se define el
ortogonal U+ de un subespacio vectorial U C E} como

Ut ={ve€E}| (v,u) =0, para todo u € U}.

Ademas, se dice que U es no degenerado si UNU+ = {0}. El caso contrario se obtiene cuando la métrica
es degenerada en U, es decir, cuando U es luminoso.
Para comenzar, veamos un primer resultado referente al ortogonal:

Proposicion 2.1.17 Sea U C E} un subespacio vectorial. Se verifica:
1. dim(UY) = n —dim(U).
2. (UH* =U.
3. Siv es espacial o temporal, entonces E} = Span{v} & Span{v}=.
4. Si U es no degenerado, entonces UL es un subespacio no degenerado.

5. U es temporal (resp. espacial, luminoso) si y solo si UL es espacial (resp. temporal, luminoso).
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Demostracion: Supongamos U C E7 un subespacio vectorial.

1. Sea B = {e1,...,€p,€pt1,...,6,} una base ortonormal de E} de tal forma que B' = {e1,...,¢€,}
es una base de U. Entonces, si
n
V= E a;e;,
i=1

se tiene que v € U+ si y solo si (u,e;) = 0, para todo i = 1,...,p, es decir,
n
Z(ei? €j>aj = 07
j=1
para todo i = 1,...,p. Como el subespacio U+ viene dado por las soluciones de un sistema lineal

de p ecuaciones independientes con n incognitas, entonces claramente dim(U~+) = n — p.

2. La inclusion (U4)+ D U es trivial. Por el punto anterior, dim(U+)t = dim(U), con lo que se
obtiene la igualdad.

3. Se obtiene directamente del primer apartado.
4. Se obtiene trivialmente del apartado 2.

5. Supongamos que U~ es espacial. Por reduccién al absurdo, supongamos que U no es temporal.
Entonces, para cualquier u € U, se verifica que (u,u) > 0. Por otro lado, por el apartado 3,
sabemos que E3 = Span{v} & Span{v}*, por lo que si consideramos v € E? un vector cualquiera,
podemos expresarlo como v = u + w, con u € U, w € U*. Pero entonces,

(v,v) = (u+w,u+w) = (u,u) + 2(u, w) + (w, w) = (u,u) + (w,w) >0,

por lo que no existe ningun vector v € E3 que sea temporal, llegando asi a una contradiccion.

El caso luminoso es trivial, pues, si U es luminoso, entonces, por definicion, la métrica degenera
en él. Pero, de acuerdo con los apartados 2 y 4, U+ también habra de ser degenerado, y por tanto
luminoso. O

El punto realmente importante de la Proposicion anterior es el ultimo. Con este punto podemos
deducir lo siguiente:

1. Los vectores espaciales pueden ser ortogonales a un vector temporal o a uno luminoso, pero también
a otro vector espacial.

2. Los vectores temporales so6lo pueden ser ortogonales a un vector espacial, ya que su complemento
ortogonal no contiene ningiin vector de otra causalidad.

3. Los vectores luminosos pueden ser ortogonales a otro vector luminoso o a un vector espacial, pero,
por la Proposicion 2.1.15, nunca seran ortogonales a un vector temporal.

Ademas, teniendo en cuenta la Proposicion 2.1.12, un vector luminoso siempre es ortogonal a cual-
quier vector proporcional a él, incluyéndose a si mismo.
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Sobre el plano de Minkowski la ortogonalidad tiene una interpretacion incluso mas sencilla. Dado un
vector u € 2, un vector ortogonal a ¢l es la reflexion por una de las ramas del cono de luz C (véase la
Figura 2.2).

Figura 2.2: Los vectores u, v son ortogonales. El vector w es ortogonal a si mismo.

Por tltimo, podemos dar una caracterizacion de la causalidad de un plano vectorial que ademés nos
servira para remarcar otra diferencia mas entre los espacios E? y E3.

Proposicion 2.1.18 Sea P C E3 un plano vectorial. Denotamos por ﬁ; al vector normal al plano con

. . . . . . .
respecto a la métrica euclidea. Entonces, P es espacial (resp. temporal, luminoso) si y solo si n. es
temporal (resp. espacial, luminoso).

Demostracion: Supongamos que el plano P viene dado por P = {(z,y,2) € R? : ax + by + cz = 0}.
Entonces, el vector normal al plano 776 es proporcional al vector (a, b, ¢). Si reescribimos el plano P como

P={(2,y,2) € R®: ax + by — (—c)z = 0} = Span{(a,b, —c)}*.

Por lo tanto, la causalidad del vector (a,b,—c) es la misma que la del vector 776, y por el dltimo
punto de la Proposicion 2.1.17 obtenemos el resultado. U

2.1.2. Temporalidad

Vamos a centrarnos ahora en el caso particular de los vectores temporales. Estos vectores nos permiten
dotar al espacio de Minkowski de la nociéon de orientabilidad, de igual forma que en cualquier espacio
vectorial. Recordemos que en un espacio vectorial, dado el conjunto de las bases ordenadas de R3, la
nocion de orientacion se corresponde con la relacién de equivalencia ~, dada por

B ~, B’ si y solo si la matriz de cambio de bases tiene determinante positivo.

El espacio cociente de dicha relaciéon de equivalencia posee exactamente dos elementos, que llama-
remos orientaciones de R3. Asi, podemos decir que, dada una base B, otra base B’ esta positivamente
orientada si B ~, B’ o, en caso contrario, diremos que B’ esta negativamente orientada. La eleccion del
par ordenado (R3, [B]) se lee como que R? estd orientado (por B).

Sobre el espacio de Minkowski E2, y dado que que el espacio base también es R?, la idea de orientacion
es la misma, pero con una pequena diferencia, y es que en este caso hablaremos de orientacion temporal,
un concepto que depende de la métrica.
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Al depender de la métrica, consideraremos en E? el conjunto B de todas las bases ortonormales
ordenadas, donde si B = {by,by,b3} € B, entonces b3 es el vector temporal de la base. Si tomamos
B = {b1,bs, b3}, B' = {b), b}, b,} dos bases de B, definimos la relacion de equivalencia ~ dada por

B ~ B'siy solo si by y by estan en el mismo cono temporal.

De igual modo que en los espacios vectoriales, dicha relacion determina dos clases de equivalencia, que
llamaremos orientaciones temporales. Ademés, cada clase caracteriza un tnico cono temporal, que esta
determinado por el vector b3 de B. Por otro lado, dado un cono temporal, existe una tnica orientacion
temporal de tal forma que cualquier base B que pertenezca a esta orientacion tiene a su vector bz en
dicho cono temporal.

Definicién 2.1.19 Decimos que E3? esta temporalmente orientado si elegimos una de las dos orientacio-
nes temporales, es decir, si escogemos un cono temporal y consideramos el par ordenado (E3, [B]), para
alguna base B.

No s6lo podemos hablar de orientacién temporal para un espacio, sino que podemos reducir dicho
concepto a un vector. Para ello, basta con introducir una nueva visiéon del cono temporal.

Definiciéon 2.1.20 Dado u un vector temporal, se define el cono temporal asociado a u como
Cu)={veT: (uv) <0}

Este conjunto es no vacio, ya que siempre se tiene que u € C(u). De hecho, si v es otro vector
temporal, utilizando que (u,v) # 0 (Proposicion 2.1.12), se tendra que, o bien (u,v) < 0, o bien
(u,v) > 0. De esta forma, podemos hacer una nueva descomposicion de 7 como la union disjunta de
dos conos temporales asociados a un vector u, es decir,

T =C(u)UC(—u),

con C'(u) N C(—u) = (. Ademas, los conos temporales asociados a un vector verifican las siguientes
propiedades:

Proposicion 2.1.21 Se verifica:
1. Dos vectores temporales u y v estdn en el mismo cono temporal si y solo si (u,v) < 0.
2. Los conos temporales asociados a un vector son un conjunto convezo.
3. Siu,v son dos vectores temporales distintos, u € C(v) si y solo si C(u) = C(v).
Demostracion: Supongamos que u, v son dos vectores temporales.

1. Supongamos sin pérdida de generalidad que u es unitario, de tal forma que podemos extenderlo a
una base ortonormal B = {ey,..., e, 1,u}. Entonces, podemos escribir v como

U= <€17 U>€1 + -+ <€n—17 U>€n—1 - <u7 ’U>U,,

de donde se deduce que u y v estan en el mismo cono temporal si y solo si (u,v) < 0.
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2. Tenemos que comprobar que, dados u,v dos vectores temporales en el mismo cono temporal, el
segmento

Au+ (1 =XNw, Xe0,1],

es temporal y, ademas, estda contenido en el mismo cono temporal que u,v. Por el punto anterior
sabemos que si u y v estan en el mismo cono temporal, entonces (u,v) < 0, por lo que podemos
deducir que

Au+ (1= X)v, Au+ (1 = X)) = A2 {u,u) + 201 — A){u,v) + (1 — ) {v,v) <0,
por lo que el segmento Au + (1 — A)v es temporal. Por otro lado, tenemos que
(u, \u+ (1 = M) = Mu,u) + (1 — N)(u,v) <0,

por lo que, por el punto anterior, esta contenido en el cono temporal de u. Luego el cono temporal
asociado a un vector es convexo.

3. Supongamos que u € C'(v). Por la propia definicion del cono temporal asociado a v se verifica que
(u,v) = (v,u) < 0. Por lo tanto, v € C(u), lo que implica que C'(u) = C(v), pues u € C(u).

Para la otra implicacion, si suponemos que C(u) = C(v), entonces claramente v € C(v), pues

u € C(u). O

La existencia de estos conos temporales esté asegurada, ya que 7 tiene dos componentes. Ademas,
recordemos que para los vectores luminosos tenemos una situaciéon parecida con sus dos componentes
C* y C~. Dados dos vectores u,v € C linealmente independientes, se tiene que (u,v) # 0 (Proposicion
2.1.12), por lo que (u,v) < 0 si y solo si ambos vectores estan en la misma componente de C.

Con este nuevo concepto de cono temporal, podemos definir la orientacién temporal para un vector
temporal u € E? cualquiera.

Definicion 2.1.22 Sea el vector temporal e; = (0,0, 1). Dado v otro vector temporal, decimos que v
esté orientado al futuro (resp. orientado al pasado) siv € C(es), es decir, si (v, e3) < 0 (resp. v € C(—e3),
ie., (v,e3) > 0)

Si lo miramos por coordenadas, v = (v, vy, v3) esté orientado al futuro si v3 > 0. Asi, diremos que
una base ortonormal B = {by, by, b3} estéa orientada al futuro si b3 esta orientado al futuro, es decir, si

by € C(hg).

2.2. Angulo entre dos vectores

Hasta ahora, hemos visto como la nocién de ortogonalidad difiere del caso euclideo, pero no hemos
estudiado como medir el angulo entre dos vectores.

En E?, la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Teorema 1.1.4) nos ofrecfa la posibilidad de medir el
angulo 0 € [0, 7| entre dos vectores como

Sin embargo, la desigualdad de Cauchy-Schwarz solo es cierta para los espacios euclideos, por lo
que parece logico suponer que no podremos calcular el angulo de esta manera, ya que, ademéas, no nos
serviria para el caso luminoso, pues estariamos dividiendo por cero.
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Sin embargo, al igual que hemos hecho con otros resultados, podemos enunciar un resultado equiva-
lente a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que ademas nos servira, de manera similar al caso euclideo,
para medir el angulo entre dos vectores.

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz inversa) Sean u,v € E3 dos vectores tempora-
les. Entonces
[{w, 0)| = [ul[v],

ddndose la igualdad si y solo st u y v son proporcionales. En el caso en que ambos vectores estén en el
mismo cono temporal, entonces existe un inico p > 0 tal que

(u,v) = —|ul|v| cosh .
Al niimero ¢ se le llama dngulo hiperbolico entre u y v.

Demostracion: Por la Proposicion 2.1.17 sabemos que E3 = Span{v} & Span{v}*, por lo que se tiene
que u = av + @, con u € Span{v}*. Entonces:

(u,u) = o*(v,v) + (@, ).
Por otro lado,

(u,v)? = (v, v)? = (v,v)((u,u) — (u,0)) = év,v)ju,ui—ﬁv,v)jﬂ, u) 2 (v,v)(u,u) = [v[?Jul?,

>0 <0

donde hemos utilizado que (v,u) = 0, pues son ortogonales. Ademas, la igualdad se da si y solo si
(u,u) = 0, es decir, cuando u, v son proporcionales.
Probemos ahora la segunda parte del teorema. Para ello, recordemos que

2

(fulfol)® —

Si u y v estan en el mismo cono temporal entonces, por la Proposicion 2.1.21, (u,v) < 0, por lo que
podemos escribir la expresiéon anterior como

_<U7U>
|uf[v]

> 1.

Como la funcién cosh : [0,00) — [1,00) es inyectiva, entonces existe un tnico ¢ € [0,00) tal que

—<U,, U>
ullv]

cosh p =
lo que prueba el enunciado. 0

Por lo tanto, ya sabemos como medir el angulo entre dos vectores temporales que estén en el mismo
cono temporal. Ahora, nos preguntamos coémo medir el angulo entre dos vectores cualesquiera u, v de E3.
Nos limitaremos a estudiar los casos en que ambos vectores tengan la misma causalidad, sean linealmente
independientes y no sean luminosos.

El dngulo entre ambos vectores dependera de la causalidad del plano P determinado por u y v.
Recordemos que la métrica inducida sobre P puede ser espacial, temporal, o luminosa. Veamos cada
caso:
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1. Si P es espacial, entonces la métrica es Riemanniana, por lo que la nocién de angulo entre dos
vectores (espaciales) u, v coincide con la nocion euclidea usual, pues la métrica inducida es definida
positiva.

2. Si P es temporal, entonces existe una isometria entre P y el plano de Minkowski E2, por lo que el
estudio para los planos temporales es el mismo que para E?, puesto que las isometrias conservan las
distancias y, por tanto, no altera el calculo de angulo. Ya hemos definido el &ngulo para dos vectores
temporales en el mismo cono temporal, por lo que nos centraremos en los vectores espaciales. Es
suficiente con considerar u, v unitarios.

El conjunto U? de vectores unitarios de E? tiene cuatro componentes conexas, que llamaremos:
Hy ={(z,y) €E{:2® —y® = -1,y >0}, HL = {(z,y) € E{: 2’ —y* = —1,y <0},

SiT={(z,y) €E}:2* —y* = 1,0 >0}, SI” ={(z,y) € E2: 2 —¢y* = 1,2 < 0}

Es facil ver que los vectores de H! y H! son temporales, y los de SiT y Si~ son espaciales. Ademas,
los vectores de HI y H! verifican que (u,v) < —1, puesto que por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz inversa se tiene que

[(u, v)| = Jul[v] = 1.

Por otro lado, si hacemos el cambio de coordenadas (x,y) por (y,z), el plano E? se transforma en
R? con la métrica —(dy)? + (dx)?, luego un vector espacial (resp. temporal) de E? se transforma en
un vector temporal (resp. espacial) en el nuevo espacio métrico. Asi, podemos concluir que para

dos vectores u,v € S;7, 6 u,v € S}, se tiene que (u,v) > 1.

Sean entonces dos vectores espaciales u,v € U? que, ademas, supondremos que estan en la misma
componente espacial, es decir, u,v € S}T 6 u,v € S;”. Definimos el d4ngulo entre dos vectores de
estas caracteristicas como sigue:

Definicion 2.2.2 Sean u,v € E? dos vectores espaciales no negativos tales que u/|u| y v/|v| estdn
en la misma componente de U2. Entonces, el angulo que forman u y v viene dado por el tinico
valor ¢ € [0,00) tal que

{u,v)

Jullo]

cosh p =

No definiremos el d4ngulo entre dos vectores unitarios espaciales o temporales de E? que no estén
en la misma componente conexa de U?.

3. Por tltimo, si la métrica inducida sobre P es degenerada, entonces P es luminoso, por lo que u y v
no pueden ser temporales. En este caso, no definiremos el angulo entre dos vectores espaciales.

Por dltimo, terminaremos esta secciéon dando una definiciéon de producto vectorial para el espacio de
Minkowski.

Definicién 2.2.3 Si u,v € E3}, se define el producto vectorial Lorentziano entre u y v como el tnico
vector u X v que satisface
(u x v,w) = det(u, v, w)

donde det(u,v,w) es el determinante de la matriz que tiene por columnas a las coordenadas de los
vectores u, v, w respecto de la base estandar B, de E3.
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La bilinealidad de la métrica nos asegura la existencia y unicidad del vector v x v. Tomando w en
la definicién como uno de los vectores h; de la base estandar B, de E?, obtenemos la expresion de u x v
en coordenadas con respecto a B,, es decir:

i j -k
UXUV=| U U us
U1 V2 U3

Asi, si denotamos u X, v al producto vectorial euclideo, entonces u x v es la proyeccion de u X, v con
respecto al plano espacial z = 0.

Observemos que si u y v son dos vectores no degenerados, entonces el conjunto B = {u,v,u X v}
es una base de E3. Sin embargo, y a diferencia del espacio euclideo, la causalidad de u y v determina
si la base esté positivamente orientada o no. Particularmente, si u y v son espaciales, entonces u X v es
temporal y B esta negativamente orientada, ya que det(u,v,u X v) = (u X v,u X v) < 0. Si u y v tienen
distinta causalidad, entonces B estara positivamente orientada.

2.3. Isometrias

Terminaremos el tema hablando de las isometrias. Recordemos que una aplicacion lineal f : V — W
es una isometria si

(v, v2)v = (f(v1), fv2))w  v1,02 €V,

es decir, es una aplicacion lineal que conserva las métricas.

Recordemos primero el caso euclideo. En particular, por ser un morfismo, existe una matriz A que
lo define. De hecho, por ser isometria, se tiene que dicha matriz es ortogonal, puesto que estas matrices
conservan la norma. Por lo tanto, la matriz de una isometria verifica que A’A = I.

Consideraremos el conjunto O(3) de matrices ortogonales reales de E? que, de hecho, tiene estructura
de grupo. Este grupo es isomorfo al grupo de isometrias de E3, por lo que también se le conoce como
el grupo de isometrias de E3. Puesto que las matrices ortogonales tienen determinante +1, podemos
obtener un subgrupo de O(3) formado por las matrices ortogonales con determinante 1, denotado como
SO(3) € O(3) y conocido como grupo ortogonal especial, o simplemente grupo de rotaciones de E3. Dicho
grupo esté asociado al conjunto de movimientos directos. Topologicamente, O(3) tiene dos componentes
conexas, donde SO(3) es la componente que contiene la matriz identidad y, ademés, es compacta.

Algunos ejemplos de isometrias en E? son las rotaciones, las traslaciones o las reflexiones.

Después de este pequeno repaso, veamos qué ocurre en el espacio de Minkowski. La definicién de
isometria no difiere, pues es valida para cualquier métrica, por lo que consideraremos entonces una
isometria f : E3 — E?. Sin embargo, en este caso, la matriz ortogonal A de la isometria f con respecto
a una base ortonormal de E?, verifica que A’/GA = G, siendo

10 0
G=|01 0
00 -1

Esta diferencia se debe a que el espacio de Minkowski tiene indice 1, por lo que no podemos considerar
la matriz identidad, puesto que sus columnas no forman una base ortonormal de E3.
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De manera anéloga al caso euclideo, llamaremos O;(3) al grupo de todas las isometrias de E?. Por
tanto, podemos expresar O;(3) como el conjunto de matrices

01(3) = {A € GL(3,R) : AGA = G}.

En particular, como det(A) = £1, pues det(G) = —1, podemos deducir que O;(3) tiene al menos dos
componentes conexas. De manera aniloga, podemos denotar por SO;(3) al conjunto de las isometrias
con determinante 1, que llamaremos grupo especial de Lorentz. Dicho conjunto esta relacionado con la
nocion de orientacion de E? de la siguiente forma: dada una orientacion B € B, B’ € B est4 positivamente
orientada si la matriz A del cambio de base pertenece a SO;(3). Por lo tanto, parece 16gico hacer una
distincion entre las matrices ortogonales que preservan la orientacion y las que no.

Definicion 2.3.1 Se define el grupo ortocrono como el grupo
O (3) = {A € O1(3) : A preserva la orientaciéon temporal},

donde decimos que A preserva la orientacion temporal si la isometria definida por A lleva bases orientadas
hacia el futuro en otra base orientada al futuro, es decir, si azz > 0.

El grupo ortocrono tiene también dos componentes, una de las cuales se denomina grupo ortocrono
especial de Lorentz, que es la interseccion del grupo ortocrono con el grupo especial de Lorentz, es decir,

O7*(3) = 07 (3) N SOL(3).

Esto prueba entonces que O;(3) tiene exactamente cuatro componentes conexas, a diferencia del
espacio euclideo E?, que tiene exactamente dos componentes conexas, siendo una de ellas el grupo de
rotaciones SO(3). Otra diferencia reside en el grupo ortocrono especial de Lorentz O *(3) ya que, desde
el punto de vista topologico, no es un conjunto compacto, a diferencia del subgrupo SO(3) C O(3) del
espacio euclideo, que si lo es.

Las otras tres componentes conexas de O;(3) se obtienen de combinar el valor de su determinante
(1 6 -1) con la propiedad de si preservan la orientaciéon temporal o no. De este modo, se obtienen las
componentes:

Of—_(g) = {A € 801(3) tasy < 0},
O;1(3)={A € O] (3) : det(A) = —1},
O;_(S) = {A S 01(3) : det(A) = —1,@33 < O}

Todas estas cuatro componentes se pueden expresar facilmente en funcién del grupo ortocrono espe-
cial de Lorentz a través de las isometrias 11, T, de E? definidas por:

1 00 10 0
h=10 -1 0], To=1 01 O
0 01 00 —1

Entonces, las componentes de O;(3) pueden expresarse como
0/ "(3)=T-Th-O0{7(3), O;"(3)=T1-0{"(3), Oy (3)=T5- O (3).

No obstante, no hemos dado una demostraciéon rigurosa que asegure la existencia de dichas com-
ponentes. Sin embargo, esto puede probarse facilmente si nos restringimos al plano de Minkowski E2.
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Veamos cémo:

Consideremos una isometria cualquiera dada por una matriz A de la forma

A:(‘c‘ 2)601(2)'

Veamos qué forma puede tener A. Por ser A la matriz de una isometria, en particular es una matriz
ortogonal, luego verifica que A’‘GA = GG, donde en este caso,

1 0
(3 5)
De esta forma, realizando el producto de matrices llegamos a las siguientes tres ecuaciones:

ad—ct=1, ¥—-d*=-1, ab—cd=0.

Si observamos detenidamente las dos primeras ecuaciones, podemos darnos cuenta que se correspon-
den con las ecuaciones de dos hipérbolas cuyos ejes focales son perpendiculares.

Figura 2.3: Hipérbolas de ecuaciones 22 —y? = 1y 22 — y?> = —1.
Luego, por tanto, dando las respectivas soluciones para estas hipérbolas, y combinandolas con las
posibles soluciones de la tercera ecuacion, obtendremos las cuatro componentes que buscamos.

1. Una solucién para la primera ecuacion es a = cosh(t), ¢ = sinh(¢), mientras que para la segunda
ecuacion podemos considerar las dos soluciones siguientes:

a) Una primera solucion es b = sinh(s), d = cosh(s). Entonces, considerando la tercera ecuacion
podemos concluir que s = t.

b) La otra soluciéon es b = sinh(s), d = — cosh(s), y por la tercera ecuacion podemos concluir
que s = —t¢.
2. La otra solucion de la primera ecuacion es a = — cosh(t), ¢ = sinh(¢). De nuevo, para la segunda

ecuacion podemos considerar las dos soluciones siguientes:
a) Una solucion es b = sinh(s), d = cosh(s), que combinandola con la tercera ecuacion podemos
concluir que s = —t.

b) La otra solucion es b = sinh(s), d = — cosh(s), y por la tercera ecuacion podemos concluir
que s = 1.
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Por lo tanto, hemos obtenido cuatro isometrias diferentes que vienen dadas por las matrices

(ot ) (o o).
() ) () )

Cada una de estas isometrias ejerce de representante de cada una de las componente de O;(2), puesto
que cada una pertenece a una tnica componente. En concreto, y siguiendo el orden en el que aparecen,

pertenecen a Of "(2), O;~(2), O;7(2), Of (2). Esto prueba la existencia de las cuatro componentes
de 01(2)

Recordemos que en el caso euclideo, la matriz A de una isometria de E? verifica que A’GA = G, con
10
(0 7)

A+t =1, V+d*=1, ab+cd=0.

luego las ecuaciones que obtenemos son

Ahora, las dos primeras ecuaciones se corresponden con las ecuaciones de la circunferencia unidad S*,
luego al combinarlas con la tercera ecuaciéon como hicimos anteriormente, obtenemos las dos componentes
conexas de O(2). Esto explica la diferencia fundamental del grupo de isometrias del espacio euclideo con
respecto al del espacio de Minkowski.
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Capitulo 3

Curvas en el espacio de Minkowski.

Vamos a desarrollar la teoria de curvas en el espacio de Minkowski y a poner de manifiesto asi las
diferencias y semejanzas que existen con la teoria de curvas que repasamos en el primer capitulo.

Como hemos venido haciendo a lo largo de todo este trabajo, nos basaremos en los resultados
obtenidos en [7].

3.1. Teoria local de curvas en el espacio de Minkowski.

La definiciéon de una curva regular en el espacio de Minkowski es la misma que la escrita en la
Definicion 1.2.1, donde en este caso el espacio de llegada es E3. Vamos a empezar hablando de curvas
alabeadas, aunque puntualmente haremos algunas menciones a curvas planas.

Como ocurria con los vectores, las curvas en E? también tienen causalidad, que vendra determinada
por su vector velocidad o/(t).

Definicién 3.1.1 Una curva a en E$ se dice que es:

1. Espacial en t, si o/(t) es un vector espacial.
2. Temporal en t, si o/(t) es un vector temporal.

3. Luminosa en t, si o/(t) es un vector luminoso.

La curva se dira espacial (resp. temporal, luminosa) si es espacial (resp. temporal, luminosa) para todo
tel

Observacion 3.1.2 Toda curva temporal o luminosa es regular, ya que el vector nulo es un vector
espacial.

Notemos que una curva en E3 puede no ser de ningtin tipo de los descritos en la definicién anterior,
sino que puede tener una causalidad diferente en distintos intervalos. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.1.3 Sea a : R — E3? la curva definida por

t2
at) = (sin(t),cos(t), 5) :
Dado que o/(t) = (cos(t), —sin(t),t), se tiene que « es regular y, ademas, («/(t),/(t)) = 1 — t%, por lo

que la curva es espacial en el intervalo (—1, 1), temporal en (—oo, —1) U (1,00), y luminosa en {—1,1}.
Ademas, notemos que |o/(£1)| = 0, pero « es regular en todo R y, en particular, lo es en £1.

37
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Figura 3.1: Grafica de la curva a(t) sobre el cono temporal futuro.

La condicion de ser espacial (o temporal) es una propiedad local, es decir, si a es una curva espacial
(o temporal) en ty € I, entonces existe un intervalo (to — 5 to + 6) alrededor de ¢y, donde « es espacial
(o temporal). Esto se debe a que, dado ty € I, si (« (to) ( 0)) # 0, por continuidad se puede asegurar
la existencia de un intervalo alrededor de ¢, donde (o’ (t), &’ (t)) tiene el mismo signo que en t = t,.

Vamos a ver algunos ejemplos de la causalidad de algunas curvas planas cominmente conocidas.

Ejemplo 3.1.4 Consideremos las siguientes curvas planas contenidas en un plano afin de E? y estudie-
mos su causalidad:

1. La recta que pasa por un punto p de ecuacion a(t) = p + tv, p,v € E¥ v # 0, tiene la misma
causalidad que el vector v, ya que su vector velocidad es o/(t) = v.

ap

4 “ o /
4 o
3 e
/ -
‘ _
-
a
8 7 -6 5 -4 3 -2 71/ 1 2 3 4 5 6 7 8
/’ -1
-
,/
/ -2
/
- 3
ay o)
Figura 3.2: Causalidad de rectas en E2.
En la Figura 3.2 podemos observar las rectas luminosas oy (t) = (t, —t), as(t) = (¢,t), puesto que

t,t
sus respectivos vectores tangentes son o (t) = (1,—1), o4(t) = (1,1), la recta az(t) = (2t,t) que
es espacial, ya que su vector tangente es aj(t) = (2, 1), y la recta temporal ay(t) = (t,2t), con su
respectivo vector tangente «/j(t) = (1,2).

2. La circunferencia unidad «o(t) = (cost,sint, 0) sobre el plano espacial z = 0, es una curva espacial,
ya puesto que su vector velocidad o (t) = (—sint, cost, 0) verifica (o/(t), o/(t)) = cos? t+sin’t = 1,
para todo t € I, luego es un vector espacial.
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3. La pardbola a(t) = (t,t?,t*) sobre el plano luminoso y — 2 = 0 es una curva espacial, ya que
o (t) = (1,2t,2t) y (/(t),d/(t)) = 1, para todo t € I.

4. Las hipérbolas aq(t) = (0,7rsinht,rcosht), as(t) = (0,rcosht,rsinht) son, respectivamente, es-
pacial y temporal sobre el plano temporal z = 0, ya que sus respectivos vectores velocidad son
o) (t) = (0,7 cosht,rsinht), ay(t) = (0,rsinh ¢, rcosht), lo que conduce a

o (t), o (t = 7r2(cosh?t — sinh?t) = r2 > 0,

1 1

ah(t), ab(t = r2(sinh?t — cosh?®t) = —r? < 0.
2 2

Figura 3.3: Grafica de la hipérbola espacial a;(t) y de la hipérbola temporal as(t) sobre el plano E?.

En particular, la circunferencia es una curva cerrada plana de periodo 27. Este tipo particular
de curvas tienen una teoria muy amplia en el espacio euclideo que incluye varios resultados clasicos
importantes, como, por ejemplo, la desigualdad isoperimétrica (por la cual podemos concluir que la
circunferencia es la tnica curva que maximiza el area), o el Teorema de los cuatro vértices. Recordemos
la nocién de curva cerrada plana.

Definicién 3.1.5 Una curva o : R — E? se dice que es una curva cerrada si es una curva parametrizada
que es periodica, es decir, existe un valor minimo 7" > 0 tal que a(t + T') = «(t), para todo t € I. En
particular, la traza de dicha curva es un conjunto compacto.

Nos preguntamos ahora entonces como se comportan las curvas cerradas planas en el espacio de
Minkowski. Vamos a empezar viendo cémo la causalidad de una curva en E} impone restricciones sobre
las curvas cerradas planas.

Teorema 3.1.6 Sea a una curva reqular cerrada en E3 contenida en un plano P. Si a es espacial,
entonces P es un plano espacial.

Demostracion: Por reduccion al absurdo, supongamos que el plano P no es espacial. Entonces, podemos
distinguir dos casos en funcion de la causalidad de P:

1. El plano P es temporal. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que el plano P es el plano
de ecuacion x = 0. Entonces, como « estd en P, podemos escribir la expresion de «(t) como
a(t) = (0,y(t), 2(t)). Usando que « es periddica, se tiene que la funcion y : R — R es también
periodica, por lo que tiene un méximo en algin punto ty, por lo que y'(¢y) = 0, y por tanto,
o/ (tg) = (0,0, 2'(to)). Por ser « regular, 2'(ty) # 0 y entonces « seria una curva temporal en ¢ = t,
lo cual es una contradiccion con el hecho de que « es espacial.
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2. El plano P es luminoso. Supongamos sin pérdida de generalidad que P es el plano y — 2z = 0.
Entonces, a(t) = (z(t),y(t),y(t)). Por un razonamiento analogo al anterior, x : R — R es una
funcion periodica, y por tanto tiene un maximo en algin punto ty. Por tanto, 2'(ty) = 0, y de
esta forma, o/(t9) = (0,y'(t0), ¥ (t9)). Como « es regular, y'(¢y) # 0, lo que implica que o/(to) es
luminoso, lo cual es una contradiccion.

Por tanto, la tnica posibilidad es que P sea espacial. 0

Notemos que con este Teorema no estamos diciendo que si « es una curva regular cerrada temporal
(o luminosa) en un plano P, esto implique que P sea temporal (o luminoso). De hecho, esta posibilidad
no existe, ya que, mediante una isometria, podemos llevar una curva cerrada contenida en un plano, en
una curva cerrada en E?, por lo que podemos concluir que la teoria de curvas cerradas en E? es la misma
que la de curvas cerradas en E2. Siguiendo esta idea, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.1.7 No existen curvas cerradas en E3 que sean temporales o luminosas.

Demostracion: Por reduccion al absurdo, supongamos que « es una curva cerrada. En particular, z = 2(t)
es periddica, por lo que existe un ¢, tal que 2/(f9) = 0. Entonces

(o (to), o (o)) = 2'(t0)* + ¥/ (t)” = 0,

lo cual es una contradiccion si « es temporal. Pero si o es luminoso, entonces /() = y'(tp) = 0, con lo
que (o) = 0, lo cual es una contradiccion, ya que « es regular. O]

Observacion 3.1.8 Podemos reescribir el Teorema 3.1.6 como sigue: st « es una curva reqular cerrada
en E? contenida en un plano P, entonces P es espacial.

Volviendo a las curvas alabeadas, vamos a ver algunos ejemplos de estas curvas en [E?.

Ejemplo 3.1.9

1. La curva «(t) = (ht,rsinht,rcosht), con h # 0, r > 0, es una curva espacial contenida en
el cilindro hiperbélico de ecuacién y? — 22 = —r2, pues el pseudoproducto escalar de su vector
velocidad es (/(t), &/ (t)) = h* +r2.

Figura 3.4: La curva «(t) sobre el cono temporal futuro, con h = 2,7 = 1.
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2. La curva a(t) = (ht,r cosht,rsinht), con h?> —r? < 0 (resp. h? +7? > 0,h? +7% = 0), es una curva
temporal (resp. espacial, luminosa) ya que su vector velocidad es o/(t) = (h,rsinht,rcosht), y
verifica (/(t), o/ (t)) = h? — r?.

Figura 3.5: La curva «(t), para h = —1,6,r = 1.

3. La curva a(t) = (coshrt,rt,sinhrt) tiene como vector tangente a o'(t) = (rsinhrt,r,r coshrt),
que es un vector luminoso, para todo t € I. Luego la curva « es luminosa.

Figura 3.6: La curva «(t), para r = 1,5.

Recordemos que una curva regular en el espacio euclideo es localmente el grafo de dos funciones
diferenciables definidas en un eje de coordenadas de R3. Esto se debe a la regularidad de la curva, como
consecuencia del Teorema de la funcién inversa, por lo que dicha propiedad no depende de la métrica.
De hecho, en E? la causalidad de la curva nos determina sobre qué eje estédn definidas las dos funciones
anteriores. De esta forma, podemos dar el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.10 Sea o : [ — E3 una curva temporal o luminosa y ty € I. Entonces, existen € > 0
y dos funciones diferenciables f,g: J C R — R tales que t = ¢(s) y B(s) = a(d(s)) = (f(s),9(s),s).

Demostracion: Si escribimos a(t) = (z(t),y(t), z(t)), por ser a temporal o luminosa se tiene que

() 4+ (1) - 2 (1) <0,
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de donde podemos asumir que 2’(ty) # 0, para cualquier ¢ty € I. Por el Teorema de la funcién inversa,
se tiene que existen 9, € > 0 tales que

z:(tg—0,t0+6) = (2(to) — €, 2(to) + €)

es un difeomorfismo. Si denotamos J = (z(to) — €, 2(ty) + €) y a ¢ = 27!, entonces, la curva 8 = a0 ¢
satisface

a(d(s)) = B(s) = ((x 0 d)(s), (y 0 9)(s), ).
Tomando f =x0¢ y g =y o ¢ se obtiene el resultado. 0J

En el espacio euclideo vimos también como parametrizar una curva mediante la longitud de su arco,
de tal forma que |&(s)| = 1, lo que llamamos parametrizacion natural. En el espacio de Minkowski,
podemos realizar la misma parametrizacion para las curvas espaciales y temporales.

Proposiciéon 3.1.11 Sea a : I — E3 una curva espacial o temporal. Dado ty € I, existen €,6 > 0 y
un difeomorfismo ¢ : (—¢,€) — (to — 6,9 + 0) tales que la curva 3 : (—€,€) — E? dada por 8 = ao ¢
satisface |B(s)| = 1, para todo s € (—¢,€), es decir, B es la parametrizacion natural de c.

Demostracion: Definimos la funcion S : I — R dada por

S(t):/t &' (u)|du.

Como S'(tg) > 0, la funcién S es un difeomorfismo local alrededor de ¢ = ;. Dado que S(ty) = 0,
existen €,0 > 0 tales que S : (to — 0,9 +3d) — (—¢, €) es un difeomorfismo. Tomando ¢ = S~ obtenemos
el resultado. [

No hemos dado una parametrizacién natural para curvas luminosas, ya que para este tipo de curvas
no tiene sentido hablar de reparametrizar por su longitud de arco, pues el moédulo de su vector velocidad
es nulo, por lo que no podemos aplicar el Teorema de la funcién inversa. Sin embargo, vamos a ver una
pseudo-parametrizacion de las mismas de la siguiente forma:

De (a/(t),a/(t)) = 0 podemos obtener facilmente que ((t),d/(t)) = 0. Por la Proposicion 2.1.17,
Span{a/(t)}* es un plano luminoso. Entonces, () puede ser espacial o luminoso. Distinguimos los dos
Casos:

1. Si &”(t) es luminoso, entonces es proporcional a o/(t) por la Proposicion 2.1.12, para todo t € I.
Por tanto, integrando dos veces obtenemos que

aft) =ca+b, a,beR? (a,a)=0.
Luego «a es la parametrizacion de una recta luminosa.

2. Si a'(t) es espacial, entonces podemos parametrizar « de tal forma que |a/(t)| = 1. Con esta idea,
obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.1.12 Sea a : I — E? una curva luminosa que no es una recta. Entonces, existe una
reparametrizacion de o dada por 5(s) = a(¢(s)) tal que |5(s)| = 1. Diremos entonces que a estd
pseudo-parametrizada por su longitud de arco.
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Demostracion: Tomando ((s) = a(¢(s)) obtenemos

Bls) = os)a((s)) + (s)*a”(6(s)),

lo que implica que ) ) ‘
(B(s), B(s)) = d(s)* | (¢(s)) |,

donde hemos usado que (a/,;a’) = 0y, como consecuencia, (¢/,a”) = 0. Tomando ¢ como la
solucion de la ecuacion diferencial ordinaria

se obtiene el resultado. O

Observacion 3.1.13 Si @ = «a(t) es una curva regular y § = « o ¢ es una reparametrizacion de «,
entonces la causalidad de v y 3 es la misma.

3.2. El triedro de Frenet. Curvatura y torsion.

Al igual que hicimos en el espacio euclideo, buscamos construir una base ortonormal para cada punto
de una curva regular a(s) con la cual podremos estudiar, entre otras cosas, la curvatura y la torsion de
«. Asumiremos que las curvas estan parametrizadas naturalmente o, en el caso de las curvas luminosas,
pseudo-parametrizadas naturalmente. En estas condiciones, el vector tangente t(s) = ¢(s) es unitario.
Analogamente a como hicimos en E3, y dado que (t(s), t(s)) = +1 (0 en el caso en que « sea luminosa),
podemos derivar respecto a s, obteniendo que

es decir, podemos afirmar que f:(s) es ortogonal a t(s). De esta forma, podremos definir el vector normal
n(s) tal y como hicimos en el espacio euclideo, solo que en este caso, y como veremos un poco mas adelan-
te, la curvatura dependera de la causalidad de la curva. Por ultimo, el vector ortogonal al vector tangente
y al vector normal es el vector binormal, aunque, en este caso, si que habra diferencias con E3 en el caso
de curvas espaciales y luminosas. De esta forma podremos construir el triedo de Frenet {t(s),n(s),b(s)}.

Sin embargo, debido a la causalidad del vector velocidad, surgen algunos problemas en el espacio de
Minkowski:

1. Si la curva fuese luminosa, t(s) seria un vector luminoso, por lo que el triedo {t(s),n(s),b(s)}
no seria una base ortonormal. En esta situacion, buscaremos una base nula en lugar de una base
ortonormal.

2. Si la base {t(s),n(s),b(s)} es ortonormal en E}, dado que el vector binormal se define como
b =t x n, no podemos asegurar que la base esté positivamente orientada. De hecho, si t(s), n(s)
son espaciales, no lo estara.

3. En el caso en que {t(s),n(s),b(s)} fuese una base ortonormal, seria conveniente que estuviese
orientada al futuro, aunque esto no se puede asegurar ni siquiera en el caso en que la curva fuese
temporal.
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El ejemplo mas simple de curva es una recta. Si p € E} es un punto, y v # 0 un vector (como
vimos, la causalidad de este vector determinara la causalidad de la recta), la recta que pasa por p con
la direccion v se puede parametrizar como a(s) = p + sv. Asi, @&(s) = 0 y decimos que su curvatura es
nula.

Por otro lado, si a es una curva regular que verifica que &(s) = 0 para algin s, integrando dos veces
obtenemos que «a(s) = p + vs, para algun p € E3, v # 0. Esto quiere decir que « es la parametrizacion
de una recta que pasa por p con direccién v. Sin embargo, notemos que una recta, como conjunto de E3,
se puede parametrizar de tal manera que ¢(s) # 0, como por ejemplo a(s) = (s> + s,0,0), que es una
parametrizacion de la recta Span{e; }.

Una vez tenidos en cuenta estos problemas que pueden surgir, vamos a construir el triedro de Frenet
segtin la causalidad de la curva. Nos restringiremos a las curvas cuyo vector tangente verifique t(s) # 0,
para todo s, y ademas, t(s) no sea proporcional a t(s). Asi evitaremos que la curva sea una recta.
Teniendo en cuenta esto, construyamos primero el triedo de Frenet para curvas temporales.

3.2.1. Curvas temporales.

Si a(s) es una curva temporal, t(s) es un vector temporal, por lo que por la Proposicion 2.1.17
podemos asegurar que t(s) es un vector espacial linealmente independiente de t(s). Es por ello que
tanto el triedo de Frenet como las nociones de curvatura y torsion seran los mismos que en E? para estas
curvas.

Definicion 3.2.1 Sea a(s) una curva regular temporal en E3. Se define la curvatura de a(s) como

o equivalentemente
t(s) = k(s)n(s).
Notemos que n(s) es unitario y ademés se cumple que x(s) = (£(s),n(s)). En este caso, el vector

binormal es el Gnico vector

b(s) = t(s) x n(s)

unitario y espacial.
Definicién 3.2.2 Sea a(s) una curva temporal. Se define la torsidn de «a(s) como

7(s) = (0(s), b(s)).

De esta forma, el triedro de Frenet {t(s),n(s), b(s)} es una base ortonormal de E3 positivamente orien-
tada, pues

det(t,n,b) = (t xn,b) = (b,b) =1> 0.

Razonando de manera anéloga al caso euclideo, podemos obtener unas ecuactones de Frenet de la si-
guiente forma:
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Por construcciéon tenemos que

con lo que podemos deducir la primera ecuacion. Para calcular las ecuaciones de n(s) haremos uso del
Teorema 2.1.10. En efecto, por ser el triedro de Frenet una base ortonormal, podemos escribir:

donde el signo negativo de la primera componente se debe a que t(s) es temporal. Como (n(s),n(s)) =1,
puede deducirse facilmente que (n(s),n(s)) = 0. Por otra parte, la coordenada (n(s),b(s)) es, por
definicion, la torsion 7(s) de la curva. Por ultimo, de (n(s),t(s)) puede obtenerse mediante una sencilla
derivada que

por lo que podemos deducir que (n(s),t(s)) = —(n(s), t(s)) = —(n(s), k(s)n(s)) = —x(s). Por tanto, la
ecuacion de Frenet para n(s) es
n(s) = k(s)t(s) + 7b(s).

Por tltimo, calculemos la ecuacién para b(s) De nuevo, por el Teorema 2.1.10 tenemos que

Por tanto, la ecuacion para b(s) es
b(s) = —7(s)n(s).

En resumen, las ecuaciones de Frenet para las curvas temporales pueden escribirse matricialmente como

t 0 & 0 t
n|=1x 0 71 n |,
b 0 -7 0 b
o equivalentemente,
t(s) = k(s)n(s),
n(s) = r(s)t(s) +7(s)b(s),

Observacion 3.2.3 La geometria diferencial del espacio de Minkowski nunca coincidira con la del
espacio euclideo pues, por el Teorema 2.1.8, el indice de E$ es 1, por lo que ninguna base ortonormal de
E? podra tener simultaneamente los tres vectores espaciales, que es el caso de E3 (porque el indice de
E3 es 0).
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3.2.2. Curvas espaciales.

En este caso, t(s) es un vector espacial, y como t(s) es ortogonal a él, podra ser espacial, temporal
o luminoso. Veamos caso por caso:

1. El vector t(s) es espacial. Este caso es el mas sencillo, pues en estas circunstancias nos encontramos
practicamente en el mismo caso que en las curvas temporales, por lo que la definicién de la curvatura
k(s) = [t(s)] es la misma, lo que hace que el vector normal n(s) también se defina igual, es decir,
como

En este caso, el vector binormal b(s) = t(s) X n(s) es un vector temporal. Este hecho va a suponer
la tinica diferencia respecto a las curvas temporales, ya que al ser b(s) temporal, el producto escalar
(n(s),b(s)) sera negativo, por lo que tendremos que dar otra definiciéon para la torsion.

Definicion 3.2.4 Sea «(s) una curva espacial cuyo vector normal es espacial. Se define la torsion
de a(s) como

Otra de las diferencias reside en la orientacion del triedro de Frenet, ya que en este caso, la base
{t(s),n(s),b(s)} esta negativamente orientada, pues al ser b(s) temporal, se tiene que

det(t(s),n(s),b(s)) = (t(s) x n(s),b(s)) = (b(s),b(s)) = -1 < 0.

Para terminar, la ultima de las diferencias tiene que ver con sus ecuaciones de Frenet. Analoga-
mente a como hicimos en el caso temporal, deducimos las ecuaciones de Frenet de la siguiente forma:

Al igual que antes, la ecuacién para i;(s) viene dada por la propia definiciéon del vector normal,

por lo que es '
t(s) = k(s)n(s).

Por otro lado, en este caso el vector temporal es el vector binormal, por lo que las expresiones de
n(s) y b(s) con respecto a la base son, respectivamente,

n(s) = ((s), t(s))t(s) + (n(s), n(s))n(s) — (a(s), b(s))b(s),
b(s) = (b(s), t(s))t(s) + (b(s), n(s))n(s) — (b(s), b(s))b(s).

Por la misma razon de antes, tenemos que (n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = 0. Centrandonos primero
en las coordenadas de n(s), por la definicion de la torsién tenemos que —(n(s),b(s)) = 7(s),
mientras que para la primera coordenada, utilizando que (n(s),t(s)) = 0, deducimos que

pues b(s) y n(s) son ortogonales, y por la misma razon, podemos obtener

(b(s),n(s)) = —(b(s), 0(s)) = 7(s).
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Por tanto, las ecuaciones de Frenet para el caso de curvas espaciales con vector normal espacial
vienen dadas por el sistema

t 0 O t
n|=|(-« 071 n |,
b 0 70 b
es decir,
t(s) = k(s)n(s),
n(s) = —k(s)t(s) +7(s)b(s),

2. El vector t(s) es temporal. En este caso tenemos que tener especial cuidado al definir la curvatura,
ya que es un vector temporal. Por tanto, definiremos la curvatura como

Esta definicién es consecuencia directa de la definicién que dimos de la norma en E$. Los vectores
normal y binormal se definen como lo hemos estado haciendo hasta ahora, es decir

donde ahora b(s) es espacial. Esto hace que la torsion tenga la misma definicion que en el caso
temporal, 7(s) = (n(s),b(s)), y que la base esté positivamente orientada. Por tltimo vamos a
deducir las ecuaciones de Frenet para estas curvas.

Una vez maés, ya tenemos la ecuacion para t(s), dada por

donde de nuevo (n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = 0. Por otro lado, podemos volver a deducir que
(b(s),n(s)) = —(n(s),b(s)) = —7(s), por la definicién de la torsion, y asi obtenemos tambien la
coordenada de n con respecto a b(s). Por ultimo, al igual que en el resto de casos, utilizando que
(n(s),t(s)) =0 por un lado, y que (b(s),t(s)) = 0 por el otro, deducimos que

(a(s), t(s)) = —(t(s),n(s)) = —(n(s), x(s)n(s)) = x(s),
(b(s),t(s)) = —(t(s). b(s)) = —(b(s), w(s)n(s)) = 0.

Por tanto, las ecuaciones de Frenet para el caso de las curvas espaciales con vector normal temporal

son .
t 0 ~ 0 t
n|=|r0r7 n |,
b 0 7 0 b
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es decir,
t(s) = K(s)n(s),
n(s) = r(s)t(s) +7(s)b(s),
b(s) = 7(s)n(s)

. El vector t(s) es luminoso. Al ser t(s) luminoso, no tiene sentido hablar de curvatura, pues

|t(s)| = 0, aunque esto no quiere decir que todas estas curvas sean rectas. Por tanto, al
no haber una nocién de curvatura, definiremos el vector normal de la curva como

Al ser luminoso, no podremos construir una base ortonormal como en los otros casos, pues éstas no
contienen vectores luminosos. En su lugar, buscaremos un vector b(s) luminoso (que ademés sera
tnico), de tal forma que sea ortogonal a t(s) y verifique que (n(s),b(s)) = —1. De esta forma, el
conjunto {t(s),n(s),b(s)} constituye una base nula que, a priori, no sabemos si esta positivamente
orientada o no. Ademas, para estas curvas la nociéon de torsion es distinta a la conocida hasta ahora,
aunque su expresion si es la habitual.

Definicién 3.2.5 Sea a(s) una curva espacial cuyo vector normal n(s) es luminoso. Entonces, se
define la pseudo-torsion de a(s) como

Aunque la expresion es la misma que en otros casos, como veremos mas adelante, existen diferen-
cias con la nocién de torsion que conocemos de E3.

Por tdltimo, podemos calcular sus ecuaciones de Frenet. Al no ser una base ortonormal, no podemos
hacer uso del Teorema 2.1.10, por lo que calcularemos las coordenadas de cada vector directamente.
Para la primera ecuacion, tenemos que

Por otro lado, podemos expresar n(s) y b(s) como

n(s) = Ai(s)t(s) + p(s)n(s) + v1(s)b(s),

b(s) = Xa(s)t(s) + pa(s)n(s) + v,(s)b(s),

donde \;, u;, v; € R. La idea es multiplicar ambas expresiones por los vectores de la base y asi
conseguir una expresion para sus coordenadas. Por tanto, se obtiene que:

(t(s)n(s)) = Ails),
(n(s)n(s)) = —n(s),
(b(s)n(s)) = —m(s),
(t(s)b(s)) = Ao(s),
(n(s)b(s)) = —wal(s),
(b(s)b(s)) = —pa(s),
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donde hemos usado que t(s) es a ortogonal a n(s) y b(s), y que (n(s),b(s)) = —1. Por una parte,
como n(s) y b(s) son luminosos, se obtiene facilmente que (n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) = 0, por lo
que tenemos que v (s) = pa(s) = 0, para todo s. Por otro lado, como (t(s),n(s)) = 0, entonces se
tiene que

(t(s),n(s)) + (n(s), t(s)) =0, (3.2.1)

pero como (t(s),n(s)) = (n(s),n(s)) = 0, entonces (n(s),t(s)) = 0, y en particular, \;(s) = 0,
para todo s. Por el mismo razonamiento que hemos usado para obtener 3.2.1, obtenemos que

y en este caso, (t(s),b(s)) = (n(s),b(s)) = —1, por lo que (b(s),t(s)) = 1, y en particular,
Ao(s) = 1, para todo s. Por tltimo, por la definicion de la pseudo-torsion, podemos obtener que
p1(s) = 7(s), va(s) = —7(s), por lo que las ecuaciones son

n(s) = —7(s)n(s),
b(s) = t(s) + 7(s)b(s).

Resumiendo, las ecuaciones de Frenet para las curvas espaciales con vector normal luminoso vienen
dadas por el sistema

t 01 0 t
n =07 0 n |,
b 10 —71 b

o equivalentemente,

=
—~
»
~—
I
|
9
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Observacion 3.2.6 Recordemos que la causalidad de un vector no tiene por qué ser la misma en todo
el intervalo, sino que puede ir variando en funciéon del valor de s. Eso supone que el triedro de Frenet para
curvas espaciales variara también en funcién del valor de s, pues el vector normal puede ser espacial,
temporal o luminoso. Por ello, para hacer el estudio anterior hemos supuesto que la causalidad de ¢ (s)
es siempre la misma.

3.2.3. Curvas luminosas.

Por ultimo, vamos a estudiar el caso de las curvas luminosas. Dado que t(s) es un vector luminoso,
obtendremos resultados similares a los obtenidos para curvas espaciales con vector normal luminoso.
Definimos entonces el vector normal como n(s) = t(s), que en este caso es espacial. Para este tipo
de curvas, al no poder construir una base ortonormal, buscamos una base nula, por lo que el vector
binormal seré el tinico vector luminoso b(s) que es ortogonal a n(s) y verifica que (t(s), b(s)) = —1. De
esta forma, el conjunto {t(s),n(s),b(s)} es una base nula de E3.

En este caso, tampoco hablaremos de curvatura aunque, de nuevo, esto no quiere decir que
las curvas luminosas sean tnicamente rectas. Mas adelante veremos algunos ejemplos de curvas
luminosas que no son rectas. En este caso, no damos la nociéon de torsiéon, sino que al igual que en las
curvas espaciales con vector normal luminoso, hablamos de pseudo-torsion.
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Definicién 3.2.7 Sea a(s) una curva luminosa. Se define la pseudo-torsion de a(s) como
7(s) = —(n(s), b(s)).
El célculo de las ecuaciones de Frenet es totalmente analogo al anterior. De nuevo, la primera ecuacion
es
t(s) = n(s),
mientras que para las otras dos tenemos de nuevo las expresiones
n(s) = A (s)t(s) + p(s)n(s) +v1(s)b(s),

B(s) = Aa(s)t(s) + pa(s)n(s) + va(s)b(s).

con \;, iu;, v; € R. Multiplicamos por los vectores de la base, obteniendo el sistema

(t(s)n(s)) = —wls),
(n(s)n(s)) = m(s),
(b(s)na(s)) = —A(s),
{t(s)b(s)) = —wa(s),
(n(s)b(s)) = pals),
(b(s)b(s)) = —Xa(s).

Por la misma razén de antes A\y(s) = 3 = 0, para todo s, y por la definicién de la pseudo-torsion,
se tiene que Ay = 7(s) vy pa(s) = 7(s). Haciendo el mismo procedimiento que en la ecuacion (3.2.1),

obtenemos que '
(t(s),n(s)) + (n(s), t(s)

(s))
(t(s),b(s)) + (b(s), t(s)) =
Como (t(s),n(s)) = (n(s),n(s)) = 1 por un lado, y (t(s),b(s)) =

vy = 1y vy, = 0. Por tanto, las ecuaciones son
n(s) = m(s)t(s) + b(s),
b(s) = To(s)n(s).

En resumen, matricialmente las ecuaciones de Frenet son

t 0,
t 0.

~

(n(s),b(s)) = 0, deducimos que

t 010 t
n|=(701 n |,
b 07 0 b
o equivalentemente,
t(‘S) - n(8)7
n(s) = 7(s)t(s) +b(s),

Observacion 3.2.8 No todos los autores coinciden en los conceptos dados para curvas luminosas, ya
que la elecciéon de la base nula de Frenet no es tnica.
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Una vez hemos visto los triedros de Frenet (o su base nula) de una curva de cada causalidad, vamos
a calcular el triedro de Frenet de algunas curvas que vimos en el Ejemplo 3.1.9, asi como de otras curvas
que tienen cierto interés.

Ejemplo 3.2.9 1. Sea la curva espacial a(t) = (ht,rsinht,r cosht), con h # 0, r > 0. Tenemos que
parametrizar naturalmente la curva mediante la reparametrizacion

s
H )
A /h2 + 7’2
pues recordemos que |/(t)| = h? + r2. Asi, la curva queda parametrizada naturalmente como
a(s) =
Sus vectores derivadas son

a(s) = t(s) =

i s
r sinh ——7r cosh

hs s
(,/h2+rz’ /h2_|_r2’ ,/h2+7ﬂ2)'

1

\/}L?:_W (h, r cosh ; rsinh

S

. ; r S
a(s) =t(s) = a2 ( 0, sinh \/7 \/W) .
Luego t(s) es temporal, por lo que x(s) = y/—(t(s), t(s)) = 72 :_ 5 ¥ su vector normal es

s
= sinh ——, cosh — | ,
(s) ( vEr e N Ty r2)
Por ultimo, su vector binormal es

1 S S
b(s r, hcosh ——, hsinh —— | ,
)= e ( Vh? 477 \/hQ-H”Q)
con lo que tenemos ya formado el triedro de Frenet y podemos obtener el valor de la torsion

h
TS e
2. Sea la curva regular parametrizada naturalmente «(s) = <7’ cos f, rsin f, 0)7 que es una circunfe-
rencia euclidea contenida en el plano espacial z = 0. Podemos entonceg calcular directamente su
vector tangente

.S S . 1 S .S
t(s) = <—sm—,cos—,0> . t(s)=- (—COS—,—SID—,O) .
r r r r r
Podemos concluir entonces que «(s) es una curva espacial con vector normal espacial y que su

curvatura es

Para terminar de completar el triedro, obtenemos los vectores normal y binormal

s s
n(s) = <— cos —, —Sin—,0> ., b(s)=1(0,0,-1).
r r

Por tanto, la base {t(s),n(s),b(s)} no estd ni positivamente orientada ni dirigida al futuro, como
dijimos al principio de la seccion. Por ultimo, del hecho de que b(s) = 0, y usando las ecuaciones
de Frenet, podemos concluir que su torsiéon 7 = 0.
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3. Consideremos la curva a dada por

alt) = (2t,1 — 12, —1 —t%).

Como se tiene que o/(t) = (2, —2t,—2t), la curva es espacial. Ademaés, o(s) = (0, —2,—2), que
es luminoso, luego la curva es espacial con vector normal luminoso, pues la causalidad del vector
no depende de la parametrizacion. Como |o/(s)| = 2, reparametrizamos la curva por su pseudo-
parametrizacion natural mediante el cambio

s
t— —.
2

De esta forma, obtenemos la curva

82 82
= (51—, —1-2).
a9 = (s1-5-1- )

Ya podemos obtener la base nula de Frenet, que viene dada por los vectores

ts) = (1.5, -5). mls)=i(s) = (0,—%,—%)  b(s) = (5,1 - %2,—1 - S;) |

Como n(s) = 0, podemos concluir que la pseudo-torsion es 7 = 0. Notemos que esta curva es
plana, pues esté incluida en el plano de ecuacion y — z = 2.

. Sea la curva

a(s)=r (O, cosh f, sinh f) :
r r

Esta curva es la parametrizacion por su longitud de arco de la curva a(t) = (0, cosh ¢, sinh ¢), que
vimos en el Fjemplo 3.1.4. Por tanto, la curva es temporal y su vector tangente es

t(s) = (0, sinh >, cosh f) .
r r

Podemos entonces calcular su curvatura:

. 1
t(s) = — (O,coshf,sinh f) ,
r r r

1
por lo que £(s) = —. Ya podemos calcular el triedro de Frenet:
r

n(s) = (0.cosh >,sinh > ), b(s) = (~1,0,0).

Podemos finalizar diciendo que su torsion es 7 = 0. Observemos que esta curva es plana.

r

. 1 .
. Sea la curva luminosa a(s) = — (coshrs, rs,sinhrs). Sabemos que su vector tangente es

r2

1
t(s) = — (sinhrs, 1,coshrs),
r
por lo que podemos calcular los vectores normal y binormal
n(s) = (coshrs,0,sinhrs), b(s) = g(sinh rs,—1,coshrs) .

7,2

Asi, su pseudo-torsion es 7 = 3
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Con estas nociones, al igual que hicimos en el espacio euclideo, en E? podemos definir una férmula
para calcular la curvatura y la torsion de una curva sin necesidad de que ésta esté parametrizada
naturalmente. Nos centraremos en las curvas de Frenet, aunque el resultado para la pseudo-torsion es
totalmente anélogo. Sea entonces o una curva regular, y § = « o ¢ su parametrizaciéon por longitud de
arco, que supondremos que es una curva de Frenet. Entonces, es claro que se tiene

I{oc(t) :I{ﬂogb_l? Ta:TﬁOQS_l,

que no depende de la reparametrizacion, salvo en algunos casos en el signo de 7. Teniendo en cuenta
esto, y las ecuaciones de Frenet generalizadas para curvas de Frenet, podemos deducir analogamente al
caso euclideo que

_W@x a0l
SO (1)

3.2.4. Teorema fundamental de curvas alabeadas en E?

En E? vimos un resultado de existencia y unicidad para la torsion y la curvatura, el Teorema fun-
damental de curvas alabeadas. Vamos a ver que este resultado también existe en E? pero con algunas
restricciones, y vamos a estudiar algunas propiedades de la torsiéon para finalizar la teorfa de curvas
alabeadas. Empecemos primero con la definicién de curva de Frenet.

Definicion 3.2.10 Se llama curva de Frenet a las curvas temporales y a las curvas espaciales con vector
normal espacial o temporal. Ademas, las ecuaciones de Frenet de estas curvas tienen una tnica forma:

t 0 k 0 t
n|=| -k 0 7 n |,
b 0 e O b

donde € = (t(s),t(s)), y 0 = (n(s),n(s)).

Observacion 3.2.11 Supondremos que las curvas de Frenet estan parametrizadas naturalmente.

Para las curvas luminosas y espaciales con vector normal luminoso también puede darse una gene-
ralizacion de las ecuaciones de Frenet:

t 0 1 0 t
n |=|o0r e ¢ n |,
b € 0T —eT b

donde en este caso €,d € {0,1}, y ademas € # 6. Asi, la torsion es
7(s) = —ed(n(s), b(s)).

Recordemos que en el espacio euclideo, la torsion mide hasta qué punto una curva es plana de tal
manera que una curva es plana si y solo si su torsion es nula. Esta propiedad se mantiene en el espacio
de Minkowski para curvas de Frenet.

Proposicion 3.2.12 Sea o : [ — E} una curva de Frenet parametrizada naturalmente. Entonces,
a(s) es plana si y solo si su torsion es idénticamente nula.
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Como las curvas de E? son un caso particular de curvas de Frenet, parece claro que la demostracion
para el caso del espacio de Minkowski es idéntica a la estudiada en la asignatura de Geometria Local de
Curvas y Superficies, por lo que la omitiremos. Para las curvas luminosas y espaciales con vector normal
luminoso obtenemos un resultado similar, aunque en este caso obtendremos una segunda condicion.

Proposicion 3.2.13 Sea a(s) una curva luminosa o curva espacial con vector normal luminoso pseudo-
parametrizada naturalmente. Se verifica:

1. Si la pseudo-torsion es cero, entonces la curva es plana.

2. Si la curva luminosa es plana, entonces es una recta, mientras que si es una curva espacial con
vector normal luminoso, entonces la condicion anterior es necesaria pero no suficiente, es decir,
existen curvas espaciales con vector normal luminoso que son planas pero cuya psuedo-torsion no
es cero.

Demostracion:

1. Si 7 = 0, entonces n(s) = 0, pues recordemos que el vector binormal forma parte de la base nula
y, por tanto, no puede ser el vector nulo. De esta forma, se tiene que n(s) = v € E3, v # 0, para
todo s. Tomando sy € I, definimos la funcién

f(s) = (als) = a(so),v).

Entonces, f(sg) =0y f'(s) = (t(s),v) = 0, lo que implica que f(s) es constante y, por tanto, a(s)
es una curva plana.

2. Veamos primero el resultado para curvas luminosas. Sea «/(s) una curva luminosa plana. Entonces,
esta curva estd contenida en un plano temporal o luminoso. En el primer caso sabemos, por la
Proposicion 2.1.14, que solo hay dos vectores luminosos linealmente independientes, mientras que
en el segundo caso solo hay un tnico vector luminoso, por la Proposicion 2.1.15. Esto implica que
t(s) es proporcional a una direccion fija, lo que hace que «(s) sea una recta.

Para el caso de las curvas espaciales con vector normal luminoso basta con ver un contraejemplo.

Sea la curva
s3 83
OC(S) - (87 57 g) )

que esta contenida en el plano de ecuacion y — z = 0. Para calcular la pseudo-torsion necesitamos
la base nula de Frenet, que viene dada por

t(s) = (1s% 3, n(s) = (0,25, 2s), b(s)_(g,;—j,;_j),

donde hemos usado que n(s) = (0,2,2). Por tanto, a es una curva espacial con vector normal
luminoso. Si calculamos la pseudo-torsion obtenemos que

que es distinta de cero para todo s, mientras que « es una curva plana. O]

Este resultado explica por qué tenemos el concepto de pseudo-torsion y no de torsion para curvas
luminosas y espaciales con vector normal luminoso. Aun asi, la pseudo-torsiéon también cumple que es
invariante bajo movimientos rigidos. El siguiente resultado nos seré ttil cuando enunciemos el equivalente
al Teorema fundamental de curvas alabeadas en E3.



3.2. El triedro de Frenet. Curvatura y torsion. 55

Teorema 3.2.14 Para las curvas de Frenet, la curvatura es invariante bajo movimientos rigidos, y la
torsion es invariante bajo este tipo de movimiento salvo signo, que dependerd si es un movimiento directo
o tndirecto.

En el caso de las curvas luminosas y espaciales con vector normal luminoso, se tiene que la pseudo-
torsion es invariante bajo movimientos rigidos, con independencia de que éste sea directo o indirecto.

Demostracion: Sea Mx = Az + b un movimiento rigido, con A € O;(3) (porque los movimientos son
un caso particular de isometria), b € E2, y ademés 8 = M o a. La prueba para el caso de las curvas de
Frenet es la misma que en el caso euclideo, aunque en este caso no la omitiremos. Supongamos entonces
primero que « es una curva de Frenet. Entonces, la relacion entre los respectivos triedros de Frenet es

t/g = Ata, ng = Ana, bﬁ = ﬂ:Aba,

donde el signo de b, depende de si M es un movimiento directo o indirecto, es decir, del signo de det(A).
Con estas relaciones, es claro que ko, = kg ¥y T3 = £7,.
Supongamos ahora que « es una curva espacial con vector normal luminoso. Entonces

ts = Ata,
y por tanto, tl; = At/ es luminoso, lo que implica también que
ng =t = At,, = An,.
Por la construccion de la base nula de Frenet, el vector Ab,, es luminoso y ortogonal a ts, por lo que
(Ab,,ng) = (Ab,, An,) = —1,
y asi, bg = Ab,. Esto hace que
T = —<Il//3,b/3> = —(An., Ab,) = 7,.

El caso en que a sea una curva luminosa es el mas sencillo de todos, pues entonces 5 = M o « es
una curva luminosa pseudo-parametrizada naturalmente y se obtiene directamente que

tg = Ata, ng = Al’la, bﬁ = Aba,
lo que prueba que 7, = 75. O

Finalmente, vamos a ver el equivalente al Teorema fundamental de curvas alabeadas en el espacio de
Minkowski. Recordemos que este Teorema nos daba un resultado de existencia y unicidad. En el espacio
de Minkowski, el resultado de existencia se mantendré, aunque con pequenos matices, al igual que en el
espacio euclideo, independientemente de la causalidad de la curva. Sin embargo, solo podremos asegurar
la unicidad en algunos casos especificos de curvas, ya que, por lo general, no se tiene unicidad.

Empecemos viendo la existencia de curvas con curvatura (s), y torsion 7(s) dadas. Distinguiremos
dos casos, empezando por las curvas de Frenet.

Teorema 3.2.15 Sean r(s) > 0y 7(s), cons € I, dos aplicaciones diferenciables. Entonces, existen tres
curvas parametrizadas reqularmente o : [ — E3 diferentes (es decir, tales que no existe un movimiento
rigido que lleve una en otra) tales que su curvatura y torsion son, respectivamente, k(s) y 7(s).
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Observacion 3.2.16 Notemos que con este primer resultado de existencia, ya estamos afirmando que,
en general, no existe unicidad.

Demostracion: La demostracion es muy similar a la que se realiza para demostrar el Teorema fundamental
de curvas alabeadas en el caso euclideo. En este caso, veremos que para dos funciones x(s), 7(s) dadas,
podremos obtener exactamente tres curvas, una temporal, una espacial con vector normal espacial, y otra
espacial con vector normal temporal, tales que k(s), 7(s) son su curvatura y torsion, respectivamente.

Sea entonces sy € I, y sea {ej, e, e3} una base ortonormal cuyos vectores seran las condiciones
iniciales de un sistema diferencial ordinario. Supongamos que e; es un vector temporal tal que dicha
base esté positivamente orientada. En este caso, definimos el sistema diferencial ordinario

t'(s) = r(s)n(s),
n'(s

)
b(s) = —7(s)n(s),

I
B
—~
V)
~—
o+
—~
Va)
~—
+
\]
—~
Va)
~—
o
—~
Va)
~—

con condiciones iniciales

t(So) = €1,
1’1(80) = €9,
b(sg) = es.

Por el Teorema de Picard, sabemos que en un entorno de sy dicho sistema tiene una y solo una
solucion {t(s),n(s),b(s)}.

La eleccion de este sistema diferencial ordinario no es trivial, sino que estamos buscando que las
soluciones {t(s),n(s),b(s)} formen un triedro de Frenet de una cierta curva temporal «(s), para asi
poder probar que x(s),7(s) son, respectivamente, su curvatura y torsion. Asimismo, la eleccion de la
causalidad de las condiciones iniciales tampoco es trivial, y en funciéon de la que tenga cada vector de
la base obtendremos una curva diferente (obteniendo asi las tres curvas buscadas).

Vamos entonces a ver que efectivamente {t(s), n(s), b(s)} es una base ortonormal con las mismas pro-
piedades causales que las condiciones iniciales {ej, es, e3}. Consideremos entonces el sistema diferencial
ordinario:

[ (t(s).n(s))" = k(s)(n(s),n(s)) + k(s)(t(s), t(s)) + 7(s)(t(s), b(s)),
(t(s),b(5))" = r(s)(n(s),b(s)) = 7(s){t(s), n(s)),
(n(s),b(s))" = £(s)(t(s),b(s)) + 7(s)(b(s), b(s)) — 7(s)(n(s), n(s)),
(t(s), t(s))" = 2r(s)(t(s),n(s)),
(n(s),n(s))" = 2r(s)(t(s),n(s)) + 27(s)(b(s), n(s)),
[ (b(s),b(s))" = —27(s)(b(s),n(s)),

con condiciones inciales en s = sy dadas por (0,0,0,—1,1,1). Sin embargo, las funciones

h=f=f=0, fi=-1, fi=[fs=1,

son solucién de dicho sistema diferencial ordinario con esas condiciones iniciales. De nuevo, por el
Teorema de Picard, sabemos que existe una tnica solucion del sistema en un entorno de sq, por lo que
podemos deducir:

(t(s),t(s)) = =1, (n(s),n(s)) = (b(s),b(s)) =1, (t(s),n(s)) = (t(s),b(s)) = (n(s),b(s)) = 0.

En otras palabras, {t(s),n(s),b(s)} es una base ortonormal de E? con t(s) un vector temporal.
Ademas, esté positivamente orientada pues, al ser ortonormal, sabemos que det(t(s),n(s),b(s)) = £1,
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pero como se verifica que en s = sy es 1 (por como hemos definido las condiciones iniciales), entonces
det(t(s),n(s),b(s)) =1, para todo s € I.
Si definimos la curva

entonces la base {t(s),n(s),b(s)} es su triedro de Frenet, por lo que a(s) es una curva temporal parame-
trizada naturalmente, pues /(s) = t(s). Vamos a ver entonces que x(s) es su curvatura, y 7(s) su torsion.
Sabemos que la curvatura de « se calcula como k4 (s) = |t(s)| o, equivalentemente, ,(s) = |d(s)], por
lo que, usando las ecuaciones de Frenet, podemos obtener

Fa(s) = |a(s)] = k(s)[n(s)| = w(s),

pues n(s) es unitario y espacial. Por tanto, k.(s) = k(s). Por otro lado, la torsion se calcula como
(n(s),b(s)), luego utilizando las ecuaciones de Frenet obtenemos

Ta(s) = ((s),b(s)) = (k(s)t(s) + 7(s)b(s), b(s)) = 7(s)(b(s),b(s)) = 7(s),

donde hemos usado que t(s) y b(s) son ortogonales, y b(s) unitario y espacial.
Por tanto, hemos demostrado que dadas dos funciones x(s), 7(s), existe una curva temporal tal que
dichas funciones son, respectivamente, su curvatura y torsion. Veamos los otros dos casos.

Para el caso de una curva espacial con vector normal espacial, consideramos la base ortonormal
negativamente orientada {eq, es, €3}, donde e3 es un vector temporal. En este caso, el sistema diferencial
ordinario a resolver es

n'(s) = —r(s)t(s) +7(s)b(s),
b'(s) = 7(s)n(s),
con condiciones iniciales
t(So) €1,
11(80) = €9,
b(So) = €3

Realizando el mismo razonamiento que en el caso temporal, llegamos a que {t(s),n(s),b(s)} es
una base ortonormal de E?, donde en este caso el vector temporal es b(s). Ademas, esta base esta
negativamente orientada, pues en s = sy lo estd, y podemos razonar de igual forma que en el caso
anterior.

Si definimos de nuevo la curva

entonces la base {t(s),n(s), b(s)} es su triedro de Frenet, por lo que «(s) es una curva espacial con vector
normal espacial parametrizada naturalmente, pues o/(s) = t(s). Veamos ahora que x(s) es su curvatura,
y 7(s) su torsion. La curvatura de « se calcula al igual que antes, luego utilizando las ecuaciones de
Frenet correspondientes llegamos a

Ka(s) = [6(s)] = K(s)In(s)| = r(s),

pues n(s) vuelve a ser unitario y espacial. Por tanto, k4 (s) = k(s). Por otro lado, la torsioén en este caso
se calcula como —(n(s), b(s)), luego utilizando de nuevo las ecuaciones de Frenet obtenemos

Ta(s) = (1(s), b(s)) = —(=r(s)t(s) + 7(s)b(s), b(s)) = —7(s)(b(s),b(s)) = 7(s),
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donde hemos usado que t(s) y b(s) son ortogonales, y b(s) unitario y temporal. Asi, ya hemos demos-
trado que 7,(s) = 7(s).

Por dltimo, veamos el caso de una curva espacial con vector normal temporal. Consideremos la
base ortonormal {eq, es, €3}, en este caso positivamente orientada, con es un vector temporal. Ahora, el
sistema diferencial ordinario a resolver es

¢(s) = R(s)n(s),

n'(s) = r(s)t(s) +7(s)b(s),
b'(s) = 7(s)n(s),
con condiciones iniciales
t(so)) = e,
n(sp) = ey,
b(So) = €3.

De nuevo, el razonamiento es el mismo, y llegamos a que {t(s),n(s),b(s)} es una base ortonormal
de E3, siendo ahora el vector temporal n(s). Esta base esta positivamente orientada, pues en s = sq lo
estd, y podemos razonar de igual forma que en los casos anteriores.

Si definimos una vez més la curva

entonces la base {t(s),n(s),b(s)} es su triedro de Frenet, por lo que a(s) es una curva espacial con
vector normal temporal parametrizada naturalmente, pues o/ (s) = t(s). Veamos por tltimo que x(s) es
su curvatura, y 7(s) su torsién. La curvatura de « se calcula en este caso como k(s) = |f(s)|, teniendo
en cuenta que es un vector temporal. Utilizando las ecuaciones de Frenet correspondientes llegamos a

Ka(s) = [t(s)| = r(s)In(s)| = K(s)y/—(n(s), n(s)) = r(s),

pues n(s) es unitario y temporal. Por tanto, k.(s) = k(s). Por otro lado, la torsion en este caso se
calcula de nuevo como (n(s), b(s)), luego utilizando las ecuaciones de Frenet obtenemos

Ta(s) = ((s), b(s)) = (k(s)t(s) + 7(s)b(s), b(s)) = 7(s)(b(s),b(s)) = 7(s),
donde hemos usado que t(s) y b(s) son ortogonales, y b(s) unitario y espacial. Asi, ya hemos demostrado
que T,(s) = 7(s).
Por tanto, queda probado que dadas dos funciones (s) y 7(s) diferenciables, existen exactamente
tres curvas cuya curvatura y torsion coinciden con k(s) y 7(s). O

Para las curvas luminosas y espaciales con vector normal luminoso obtenemos un resultado muy
similar, que también dependeré de las condiciones iniciales.

Teorema 3.2.17 Sea 7 : I — R una funcion diferenciable. Entonces, existe una curva luminosa vy
otra curva espacial con vector normal luminoso cuya pseudo-torsion es T.

Demostracion: La demostracion es analoga a la anterior, pero considerando en este caso bases nulas
en lugar de bases ortonormales. Tenemos que ver dos casos que, como pasdé anteriormente, vendran
determinados por la causalidad de las condiciones iniciales.

Sea entonces {ej, ey, €3} una base nula de E:f con e; un vector espacial. Tratamos de resolver el
sistema diferencial ordinario

s) = 7(s)n(s),
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con condiciones iniciales

t(So) = €1,
1’1(80) = €9,
b(sg) = es.

Vamos a ver que la solucion {t(s),n(s),b(s)} es una base nula, y una vez probado eso, que existe
una curva espacial con vector normal luminoso pseudo-parametrizada naturalmente «(s) con base nula
{t(s),n(s),b(s)}, para finalmente comprobar que 7(s) es su correspondiente pseudo-torsion.

Sabemos que dicho sistema tiene una tnica solucién en un entorno de sy en virtud del Teorema de
Picard. Actuando igual que antes, definimos otro sistema diferencial ordinario de la forma:

[ (t(s),n(s))" = (n(s),n(s)) + 7(s)(t(s),n(s)),
(t(s),b(s))" = (n(s),b(s)) + (t(s), t(s)) — 7(s)(t(s),b(s)),
(n(s),b(s))" = (t(s),n(s)),

(t(s),t(s))" = 2{t(s),n(s)),
(n(s),n(s))” = 27(s)(n(s),n(s)),
[ (b(s),b(s))" = 2(tb(s)) — 27(s)(b(s), b(s)),

con condiciones iniciales (0,0,—1,1,0,0). Dado que las funciones

f1:f2:f5:f6207 f3:_]-7 f4:]-7

son soluciéon del sistema diferencial con las condiciones iniciales, por el Teorema de Picard podemos
asegurar que es la tinica soluciéon. Por lo tanto, podemos deducir que

Por tanto, el conjunto {t(s),n(s),b(s)} es una base nula para E? con las mismas propiedades que
{e1, €2, €3}. Si definimos la curva

en particular {t(s),n(s),b(s)} es una base nula para «(s), puesto que o/(s) = t(s). Por tanto, a(s) es
una curva espacial con vector normal luminoso pseudo-parametrizada naturalmente. Vamos a calcular
su pseudo-torsion y vamos a ver que coincide con 7(s). Para este tipo de curvas, la pseudo-torsion se
calcula como 7,(s) = —(n(s), b(s)); por lo tanto, fijandonos en las ecuaciones de Frenet correspondientes
obtenemos que

Por tanto, hemos probado que 7(s) es la pseudo-torsién de una curva espacial con vector normal
luminoso.

Veamos ahora que también lo es para una curva luminosa. Consideramos ahora la base nula {e, e, e3}
de E2, donde ahora el vector espacial es ey. El sistema diferencial a resolver en este caso es

t'(s) = n(s),
n'(s) = 7(s)t(s) b(s),
b(s) = 7(s)n(s),



60 3.2. El triedro de Frenet. Curvatura y torsion.

con condiciones iniciales

t(So) = €1,
Il(S()) = €9,
b(So) = €3.

Al igual que en la demostracion anterior, esta parte de la demostracion es totalmente analoga al caso
anterior, por lo que la omitiremos.

Por tanto, tenemos que {t(s),n(s),b(s)} es una base nula de E} con las mismas propiedades que
{e1, €2, e3}. De nuevo, si definimos la curva a(s) como

tenemos que {t(s),n(s),b(s)} es una base nula para «(s), puesto que o/(s) = t(s). Por tanto, en este
caso a(s) es una curva luminosa pseudo-parametrizada por su longitud de arco. Igual que antes, vamos a
calcular su pseudo-torsion. En este caso, la pseudo-torsion se calcula igual que antes, por lo que usando
las ecuaciones de Frenet correspondientes obtenemos que

Ta(s) = —(0(s), b(s)) = =(7(s)t(s) + b(s), b(s) = —7(s)(t(s), b(s) = 7(s),

puesto que b(s) es un vector luminoso.
Por tanto, hemos probado que dada una funcion 7(s), existen exactamente dos curvas, una espacial
con vector normal luminoso y otra luminosa, tal que 7(s) es su pseudo-torsion. 0

Una vez probada la existencia, nos centramos en la unicidad de dichas curvas, que como hemos dicho
(y visto en el Teorema 3.2.15) no se da en general. Veamos primero el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.18 Sean las curvas «(s) = (coss,sins,0) y S(s) = (0,coshs,sinhs). Mediante unos
sencillos calculos, se obtiene que k = 1,7 = 0, es decir, ambas curvas tienen la misma curvatura y la
misma torsion, aun no existiendo ningin movimiento rigido que lleve una en la otra (ya que « es una
curva espacial y § una temporal).

En un primer momento, podria parecer que la no unicidad se puede deber a la distinta causalidad de
las curvas. Sin embargo, esta no unicidad no se debe solo a esta circunstancia, sino que también tenemos
que tener en cuenta el triedro de Frenet de ambas curvas, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.19 Sean o = «(s) la curva anterior y v(s) = (0,sinh s, cosh s). Estas curvas tienen la
misma curvatura x = 1, la misma torsion 7 = 0, y ambas son espaciales, pero, aun asi, no existe ningtn
movimiento rigido que lleve v en v, ya que n, es espacial, mientras que n, es temporal.

Entonces, parece claro que la unicidad se dara en los casos en los que la causalidad de los vectores
del triedro de Frenet coincida (y por tanto, también coincidird la causalidad de la curva). Con esta
idea, enunciaremos el siguiente teorema referente a la unicidad. Utilizaremos el siguiente concepto en el
teorema y su demostracion.

Definicion 3.2.20 Sean «, 3 : [ — E? dos curvas (pseudo)parametrizadas naturalmente. Decimos que
el triedro de Frenet de o y B tienen la misma causalidad si coinciden las causalidades de sus vectores,
es decir, si la causalidad de t,,n,, b, es la misma que la de tg, ng, bg, respectivamente.

Teorema 3.2.21 Sean «, : I — E? dos curvas parametrizadas regularmente que tienen la misma
causalidad de su base de Frenet. Entonces, si ambas curvas tienen la misma curvatura y (pseudo)torsion,
existe un movimiento rigido M de E? tal que B = M o a.
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Demostracion: Supongamos que «(s) y [(s) tienen la misma curvatura y torsion (o pseudo-torsion si es
el caso). Queremos ver que existe un movimiento rigido M de tal forma que 5 = M o «.

Sea entonces sy € I y consideremos la isometria A € O;(3) tal que A lleva el triedro de Frenet (o
base nula de Frenet en su caso) de a en la de  en s = sy, es decir,

At,(so) = ts(so0), Ana(so) =1ng(so), Aba(so) = bgs(so).

Si tomamos b = (s9) — Aa(sp), podemos definir el movimiento rigido Mx = Az +b, y asi considerar
la curva y(s) = M o «a(s). Nuestro objetivo es probar que y(s) = f(s). Por el Teorema 3.2.14 sabemos
que Kg(s) = K,(s), y también que 73(s) = 7,(s), ya que M es un movimiento directo, y donde 7(s)
denota la torsion o la pseudo-torsion, segun el caso. Esto implica que 7(s) verifica las ecuaciones de
Frenet de [3(s), asi como las condiciones iniciales en s = sy. Por tanto, en virtud del Teorema de Picard
de existencia y unicidad de soluciéon en un entorno de sy, podemos asegurar que:

ts(s) =t,(s), ms(s) =mn,(s), bs(s) =b,(s).

En concreto, del hecho de que tg(s) = t.,(s), podemos deducir que B(s) = 4(s), luego integrando
llegamos a que y(s) = [(s) + ¢, siendo ¢ la constante de integracion. Sin embargo, por la como hemos
definido el movimiento M, se cumple que v(sg) = B(so), lo que implica que ¢ = 0, por lo que podemos
concluir que 7(s) = B(s), para todo s € I, con lo que queda probado que dos curvas con igual curvatura
y torsion (o pseudo-torsion si es el caso), y con la misma causalidad del triedro de Frenet (o de la base
nula de Frenet), difieren en un movimiento rigido. O]

3.3. Curvas planas.

Vamos a estudiar ahora el caso de las curvas planas, centrandonos en el estudio de la curvatura (s)
que, a diferencia del espacio E?, queremos que tenga signo. En este caso, y a diferencia del plano euclideo,
tenemos dos opciones. Por un lado, podemos hacer el estudio de curvas en el plano de Minkowski E2.
Por otro lado, podemos estudiar las curvas de [E? contenidas en un plano afin. Sin embargo, dicho plano
puede ser espacial, temporal o luminoso:

- Si el plano fuese espacial, entonces la métrica serfa definida positiva, por lo que las bases orto-
normales estarian compuestas por dos vectores espaciales y, asi, el plano seria isométrico al plano
euclideo E?; luego este estudio ya se ha visto en la asignatura de Geometria Local de Curvas y
Superficies.

- Si el plano fuese temporal, entonces la métrica tendria indice 1, luego el plano seria isométrico al
plano E? de Minkowski, por lo que estariamos en la misma situacién que en la primera opcion.

- Por tltimo, el caso de que el plano sea luminoso es totalmente nuevo y no se puede cubrir ni
con el plano euclideo ni con el plano de Minkowski. Sin embargo, este caso no lo consideraremos,
pues deberiamos buscar una base nula para este plano, pero no hemos visto este concepto para
dimensiones distintas a 3.

Por tanto, vamos a hacer el estudio para las curvas que estén contenidas en el plano de Minkowski
E2 = (R?, (dx)? — (dy)?). Ademas, no haremos el estudio para curvas luminosas, pues para estas curvas
la nocién de curvatura no existe y, ademéas, como vimos en el Proposicion 3.2.13, si una curva luminosa
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es plana entonces es una recta, por lo que este caso no tiene un gran interés geométrico.

Sea entonces una curva de Frenet a : [ — E2. Definimos su vector tangente como

t(s) = a(s).

A su vez, el vector f(s) es ortogonal a t(s), lo que, al estar en el plano de Minkowski, implica que
t(s) y n(s) tienen distinta causalidad. Recordemos que en E? la eleccion de n,(s) se hacfa de tal forma
que el diedro de Frenet {t(s), n.(s)} estuviese positivamente orientado. Como en E? queremos, aparte de
definir el diedro de Frenet de tal forma que esté positivamente orientado, que la curvatura tenga signo,
la eleccion del vector normal estara sujeta al orden de t(s) y n(s), que a su vez dependera de cuél sea
el vector espacial. De esta forma, las dos opciones son:

- Si la curva es espacial, definiremos el vector normal n(s) de tal forma que la base {t(s),n(s)} esté
positivamente orientada.

- Si la curva es temporal, definiremos el vector normal n(s) de tal forma que la base {n(s),t(s)}
esté positivamente orientada.

Observacién 3.3.1 Recordemos que en E?, dado un vector u = (a,b), los vectores ortogonales a ¢él son
v1 = (—=b,a),vs = (b, —a). En el caso del plano de Minkowski, como la métrica no es definida positiva,
dado un vector u = (a,b), los vectores ortogonales a él son v; = (b,a), vy = (=b, —a).

Una vez definido el diedro, podemos empezar a estudiar ya la curvatura. En este caso, definiremos
la curvatura k(s) de la curva como la funcion que verifica que

t(s) = x(s)n(s).

Si tomamos (t(s),t(s)) =€, donde € € {1, —1}, segtin la curva sea espacial o temporal, se tiene que
(n(s),n(s)) = —ey, asi, la curvatura puede calcularse como

K(s) = —e(t(s),n(s)).

Por lo tanto, la curvatura tendra signo positivo o negativo segtin sea su causalidad. Por otra parte,
como hicimos en el espacio E3, también podemos calcular las ecuaciones de Frenet, que seran

t(s) = r(s)n(s),
n(s) = r(s)t(s),
donde la segunda ecuacion la hemos deducido de la siguiente manera:

1. Si el diedro es {t(s),n(s)}, entonces la curvatura es x(s) = —(t(s),n(s)) luego, si usamos el
Teorema 2.1.10, sabemos que

donde (1a(s),n(s)) = 0, y (a(s), t(s)) = —(t(s),n(s)) = x(s).

2. Si el diedro es {n(s),t(s)}, entonces la curvatura es x(s) = (t(s),n(s)) luego, de nuevo por el
Teorema 2.1.10, sabemos que

donde (n(s),n(s)) = 0,y (ia(s), t(s)) = —(t(s),n(s)) = —r(s).
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Observemos que estas ecuaciones son coherentes con las obtenidas para el caso de curvas alabeadas
espaciales (con vector normal temporal) y temporales, suprimiendo las coordenadas con respecto al
vector binormal. Por tanto, el signo negativo de la curvatura contrarresta el signo negativo de la métrica
de Minkowski cuando el vector tangente no es espacial.

Ejemplo 3.3.2 1. Sea el conjunto A = {(z,y) € R? : 22 — y? = —r?}. Este conjunto corresponde a
la hipérbola «;(t) del Ejemplo 3.1.4, por lo que es una curva espacial. Como el conjunto tiene dos
componentes conexas

At ={(z,y) € A:y>0}, A ={(z,y) e A:y <0},

vamos a ver la curvatura para cada una de las ramas. Para la rama A", podemos parametrizarla
naturalmente como

a(s) = (7" sinhf,rcosh f) )
r r

con lo que su diedro de Frenet es {t(s),n(s)}, con vectores

t(s) = (coshf,sinh f) ,  n(s)= (sinh f,cosh f) )
r r r r

. 1 S S 1
Asi, se tiene que t(s) = — (sinh —, cosh —), luego su curvatura es k(s) = —, para todo s.
r r r r

Para la rama A™, parametrizamos como

B(s) = (7” sinh f, —r cosh f) ,

r r

donde en este caso los vectores del diedro son

t(s) = <cosh;, — sinh ;) ,  1n(s)= <— sinhg,cosh ;) .

. 1 S S 1

Por lo tanto, ahora t(s) = — (— sinh —, cosh —) y asi su curvatura es k(s) = ——, para todo s.

r r r r

2. Sea el conjunto B = {(z,y) € R? : 22 — y*> = r?}. En este caso, este conjunto corresponde a la
hipérbola as(t) del Ejemplo 3.1.4, por lo que es una curva temporal. Como, de nuevo, el conjunto
tiene dos componentes conexas

Bt ={(x,y) € B:x >0}, B ={(x,y) € B:x <0}

vamos a ver la curvatura para cada una de las ramas. Para la rama B, podemos parametrizarla
naturalmente como

a(s) = (T cosh f,rsinh f) )
r

r
con lo que su diedro de Frenet es {n(s), t(s)}, con vectores

t(s) = (sinh 57 cosh f) , n(s)= (cosh ﬁ,sinh f) )
r r T T
. . . 1 s .. s 1
Asi, se tiene que t(s) = — (COSh —, sinh —), luego su curvatura es k(s) = —, para todo s.
r r r r
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Para la rama B~, parametrizamos como
s .. s
B(s) = (—7’ cosh —, r sinh —) ;
r r

donde en este caso los vectores del diedro son

t(s) = <— sinh f, cosh f) ,  n(s)= <cosh f, — sinh f) :

r r T r

. 1 s S 1
Por lo tanto, ahora t(s) = — (— cosh —, sinh —) y asi su curvatura es k(s) = ——, para todo s.
r r r r

En el plano euclideo, definimos la curvatura como x(s) = 6(s), donde 6 es una determinacion continua
del angulo que forma el eje OX con el vector tangente. Esta idea puede ser extendida también al plano
de Minkowski, teniendo en cuenta las restricciones de este espacio a la hora de medir &ngulos que vimos
en el capitulo anterior. Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.3 Sea o : [ — E? una curva temporal parametrizada naturalmente. Supongamos que
existe un vector temporal unitario v € B2 de tal forma que v y t(s) estdn sobre el mismo cono temporal,
para todo s € 1. i 0 es una determinacion continua del dngulo entre dichos vectores, entonces

k(s) = £6(s).

Demostracion: Por el Teorema 2.2.1 (desigualdad de Cauchy-Schwarz inversa), sabemos que se tiene
(t(s),v) = —cosh (0(s)), pues ambos vectores son unitarios. Entonces, derivando esta expresion:

—0(s) sinh (6(s)) = k(s)(n(s), v).
Ahora, por el Teorema 2.1.10, podemos escribir al vector v como:
v =—(v,t(s))t(s) + (v, n(s))n(s),
luego entonces, multiplicando por el vector v, obtenemos que
—1=—(v,t(s))* + (v,n(s))* = —cosh (8(s))” + (v,n(s))".

De esta forma, se tiene que (v,n(s)) = £ sinh (6(s)) y, por tanto, 8(s) = £x(s). O

El Teorema también se cumple si la curva es espacial y el vector t(s) forma un angulo constante con
un vector unitario espacial que esté en la misma componente de U2, es decir, que ambos estén en S;* 6

Si-.

Observacion 3.3.4 Gracias a este Teorema, también podemos asegurar una propiedad que se cumplia
en el espacio euclideo: una curva es una recta si y solo si su curvatura es nula.

Con este resultado, podemos estudiar la existencia y unicidad de curvas con curvatura x(s), tal y
como hicimos para las curvas en E?, y en lo que seria el equivalente al Teorema fundamental de curvas
planas del plano euclideo.

Para la existencia, vamos a hacer una observacion previa. Al igual que en el plano euclideo, podemos
obtener una parametrizacion de la curva en términos de la integral de la curvatura. Como hemos visto
antes, r(s) = £6(s), luego si la funcion diferenciable x(s) es conocida, entonces
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De esta forma, podemos definir dos curvas « y (3, espacial y temporal respectivamente, tal que x(s)
es su curvatura, de la siguiente manera:

afs) = ( / cosh (1) dt, / " sinh H(t)dt) ,
B(s) = < / sinh 0(¢)dt, / cosh@(t)dt) .

Asi, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.5 Sea k = k(s) una funcion continua. Entonces, eziste una curva espacial o temporal
parametrizada naturalmente tal que k(s) es su curvatura. Ademds, esta curva es unica salvo movimientos
rigidos directos de 2. De hecho, si a(s) es una curva espacial o temporal, y Mx = Ax+0b es movimiento
rigido de E? con A € SO1(2), entonces la relacion entre los diedros de Frenet de af(s) y B(s) = M oaf(s)
es:

tg(s) = Ata(s), mng(s) = An,(s).

Demostracion: Sean «, 3 : I — E? dos curvas espaciales parametrizadas naturalmente con la misma
curvatura k = (s). Fijado so € I, los diedros de Frenet {t,(so), na(s0)} v {ts(s0),ns(s0)} son dos bases
positivamente orientadas. Entonces, existe una isometria A € SO;(2) tal que

A(ta(s0)) = ts(s0), Ama(so)) = ng(so)-

Considerando b = f(sg) — Aa(s), definimos el movimiento rigido Mz = Az + b. Entonces, la curva
v = M o « satisface que k, = K, pues det(A) = 1. Si denotamos al diedro de y como {t,(s¢),n,(s¢)},
las curvas v y (B coinciden en s = sq. Asi, definimos la funciéon diferenciable f : I — R dada por

f(s) = [t5(s) — ta(s)[* — [ny(s) — mg(s)[".

Derivando f, y teniendo en cuenta las ecuaciones de Frenet y la ortogonalidad de los vectores tangente
y normal, deducimos que f’(s) = 0, para todo s € I, es decir, f es constante. Como f(sg) = 0 por lo
visto anteriormente, se tiene que f(s) = 0, para todo s € I. Ahora, como la métrica no es definida
positiva, no podemos asegurar que [t,(s) — tg(s)| = |n,(s) — ng(s)| = 0. Aun asi, desarrollando los
cuadrados de la ecuacion f(s) = 0, obtenemos que

(1, (), m5(5)) + 1 = (t,(s), ba(s)) — L.

Observemos que t.(s) y tz(s) estan en la misma componente de vectores espaciales unitarios, es
decir, ambos estan en SI™ 6 en S}~. Por lo tanto, por lo visto en el capitulo anterior, sabemos que
(t4(s),tp(s)) > 1, para todo s € I. A los vectores n,(s) y ng(s) les ocurre lo mismo. En este caso, al
ser temporales se verifica que (n,(s),ng(s)) < —1, pues ambos estan en el mismo cono temporal. Asi,
tenemos que

0> (n,(s),mp(s)) + 1 = (£(s), ta(s)) = 1> 0,

es decir, (t,(s),ts(s)) = 1, por lo que t,(s) = tz(s). Entonces, Ac(s) = 3(s), para todo s. Integrando,
existe un ¢ € E? tal que 3(s) = Aa(s) + c¢. Evaluando en s = sg, obtenemos que ¢ = b, con lo que
podemos concluir que §(s) = v(s) = M o a(s). Es decir, si dos curvas tienen la misma curvatura,
entonces difieren en un movimiento rigido.

La demostracion para el caso de curvas temporales es totalmente analoga al caso espacial. 0
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Observaciéon 3.3.6 En la demostracién hemos usado que tg(s) = At,(s), ng(s) = An,(s) para deducir
que

ts(s) = Ata(s) = A(ra(s)04(5)) = Ka(s)Ana(s) = Ka(s)ns(s),
lo que implica que kg(s) = Ka(S).

Por tltimo y para finalizar el estudio de curvas planas, vamos a revisar la nociéon de dngulo entre
dos vectores del plano de Minkwsoki que dimos en el capitulo anterior. Recordemos que en el plano
euclideo, el 4ngulo entre dos vectores unitarios u y v de la cirunferencia unidad S! puede medirse como
la longitud de arco de la curva méas corta en S' que une los puntos u y v. En E?, la idea es exactamente
la misma, pero tendremos que tener cuidado de que ambos vectores estén en la misma componente de

2
Ulc
Teorema 3.3.7 Sean u y v dos vectores unitarios de E? que estdn en la misma componente de U?.

Entonces, el dngulo Z(u,v) es la longitud de arco de la curva en U3 que une u y v.

Demostracion: Veamos primero el caso en que ambos vectores sean temporales. Sean u, v dos vectores
temporales unitarios que estan en el mismo cono temporal, y supongamos que u = (sinh ¢, cosh ¢),
v = (sinh ), cosh ), con p < 1. El arco de curva de H! entre u y v es a(s) = (sinh s, cosh s), s € [p, 9],
y su longitud LY («) es:

Lg@:L¢|a<s>\ds:[0¢1d8:¢_¢.

Si calculamos el angulo entre ambos vectores mediante la igualdad que vimos en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz inversa,

—(u,v) = —sinh (¢) sinh (¢) + cosh (¢) cosh (1)) = cosh (¢ — ),
pues cosh (x +y) = cosh (z) cosh (y) £ sinh (x) sinh (y). Por tanto, el d4ngulo es Z(u,v) = ¥ — @, pues
v —¢=>0.

Tomemos ahora u,v dos vectores unitarios espaciales que estén en la misma componente de UZ.
Supongamos en este caso que u = (cosh ¢, sinh ¢), v = (cosh ¢, sinh ¢), con ¢ < 1. De nuevo, el arco de
curva que une u y v es a(s) = (cosh s,sinh s), s € [p, Y], cuya longitud es:

(] ()
(U — S — _
Li(a) = / |au(s)|ds = / 1 tds =1 — .
¢ @
Usando ahora la Definicion 2.2.2, obtenemos que:

(u,v) = cosh (¢) cosh (¢) — sinh (¢) sinh (¢) = cosh (¢ — ¢),

donde hemos usado la misma identidad para los cosenos hiperboélicos que en el caso temporal. Por tanto,
como ¥ — ¢ > 0, el angulo es Z(u,v) =9 — . O

Observacion 3.3.8 Algunos autores definen el angulo entre dos vectores de una manera ligeramente
diferente. Si los vectores u y v son unitarios, temporales, y estdn en el mismo cono temporal, entonces
el angulo es Z(u,v) = ¢, donde ¢ € [0,00) es el valor tal que la isometria

[ coshy sinhe Sy
R, = < sinh cosh ¢ ) €02
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verifica Ry (u) = v.
En el caso en que u, v sean dos vectores unitarios espaciales que estan en la misma componente de

U2, el angulo se define como
L(u,v) = L(F(u), F(v)),

donde F' es la reflexion con respecto a la recta y = x. Ambas definiciones son coherentes con respecto a
la que se ha dado anteriormente en este trabajo.

Otros autores también definen el angulo entre vectores temporales y espaciales que estan en distintas
componentes de U}, llevandose ambos vectores a la componente H! mediante sucesivas reflexiones a
través del cono luminoso de E? (i.e, a través de las rectas y = £z). Sin embargo, en estos casos no existe
un arco de curva de U? que una u y v.
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