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Abstract

A main problem of Operator Theory consists of studying which operators have an invariant
subspace, or what properties they must have to possess it.

In this project we will work on separable complex Hilbert spaces and we will begin by
defining and viewing properties of the classical topologies that we will use. Later, we will
continue studying compact operators and proving the existence of invariant subspace.

Next, we will do the same with normal operators, relying on the spectral theorem. Finally,
we will define what is known as an essentially normal operator, and we will study a fairly
recent result on the existence of these invariant subspaces under certain hypotheses.

Resumen

Un problema principal de la Teoria de Operadores consiste en estudiar qué operadores
tienen subespacio invariante, o que propiedades deben tener para poseerlo.

En este proyecto trabajaremos sobre espacios de Hilbert separables complejos y comenza-
remos definiendo y viendo propiedades de las topologias cldsicas que usaremos. Después,
continuaremos estudiando los operadores compactos y probando la existencia de subespa-
cio invariante.

A continuacién, haremos lo mismo con los operadores normales, apoyandonos en el teorema
espectral. Finalmente, definiremos lo que se conoce como operador esencialmente normal,
y estudiaremos un resultado bastante reciente sobre la existencia de dichos subespacios
invariantes bajo ciertas hipotesis.
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema muy importante en teoria de operadores durante las ultimas décadas es el
problema del subespacio invariante. Consiste en, dado un espacio de Banach X y un ope-
rador T lineal y continuo sobre X, encontrar un subespacio cerrado no trivial £ de X de
manera que TE C E. Von Neumann probd en 1935 en un trabajo no publicado que todo
operador compacto en un espacio de Hilbert complejo posee subespacio invariante. Poste-
riormente, en 1954 Aronszajn y Smith extienden este resultado a operadores en espacios
de Banach. Méas adelante, Bernstein y Robinson prueban en 1966 que si un operador es
polinomialmente compacto (es decir, que existe un polinomio p tal que p(7T') es un opera-
dor compacto), entonces posee subespacio invariante. Dicha prueba se hizo usando andlisis
no estandar, sin embargo, Halmos obtuvo una demostraciéon del mismo resultado usando
métodos clasicos. Finalmente, en 1973 Victor Lomonosov prueba que todo operador no
escalar en un espacio de Banach que conmute con un operador compacto tiene subespacio
invariante. El resultado llegé como un reldmpago en un cielo despejado, provocando un
gran estruendo en la comunidad matematica.

También se realizaron investigaciones para encontrar operadores sin subespacios invarian-
tes. Per Enflo construyé en 1976 el primer ejemplo en un espacio de Banach de un operador
que no lo tenia, aunque dicho ejemplo no aparecié publicado hasta 1987. Mientras tanto,
Beauzamay simplificé el ejemplo y Read encontré otros distintos. En 2011, Angyros y Hay-
don construyeron un espacio de Banach en el que todo operador es suma de un escalar y
un compacto, y por el teorema de Lomonosov, todos tienen subespacio invariante.

No obstante, después de tantas décadas, la pregunta de la existencia de subespacio inva-
riante para operadores en espacios de Hilbert permanece abierta. Este serd el 4mbito de
este trabajo, estudiaremos la existencia de subespacio invariante para ciertos operadores
en espacios de Hilbert. Remarcaremos que a lo largo de todo el trabajo, cuando hable-
mos de espacios de Hilbert lo notaremos con H, y estos espacios siempre seran separables,
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8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

complejos y de dimensién infinita (a no ser que se indique lo contrario). De igual manera,
notaremos B(H) al espacio de los operadores lineales y continuos sobre H y siempre que
consideremos un operador 7' € B(H), este operador serd no nulo (a no ser que se diga lo
contrario).

En el primer capitulo del trabajo estudiaremos las topologias en espacios de Hilbert y en
el dlgebra de operadores que usaremos. Las definiremos y veremos algunas propiedades de
estas topologias, siguiendo los resultados vistos en [2]. En la dltima seccién, estudiaremos la
compacidad de la bola unidad en la topologia fuerte de operadores y daremos ejemplos que
nos seran utiles en las conclusiones del trabajo. En dicha seccion, seguiremos los resultados
estudiados en [3].

En el segundo capitulo resolveremos el problema de subespacio invariante para operado-
res compactos en espacios de Hilbert. Empezaremos definiendo estos operadores y viendo
algunas propiedades, y a continuacién, estudiaremos el espectro de un operador compacto
usando la alternativa de Fredholm. Finalmente, utilizaremos lo anterior para demostrar el
teorema de Victor Lomonosov de 1973, que nos da la existencia de subespacios invariantes
que buscdbamos. Para todo esto, utilizaremos resultados vistos en [1], [5] y [7].

En el tercer capitulo seguiremos una estructura bastante parecida al anterior, pero en-
contraremos subespacios invariantes para operadores normales. Para ello, empezaremos
por definirlos y dar algunas propiedades suyas. Después, utilizando resultados vistos en
el Master, enunciaremos el teorema espectral, con el cual, siguiendo las ideas dadas en
[6], podemos probar la existencia de subespacios invariantes para operadores normales, asi
como un teorema que nos serd de utilidad en el siguiente capitulo, éste es, el teorema de
Fuglede-Putnam.

Finalmente, en el tltimo capitulo estudiaremos el resultado mas interesante y que también
fue dado por Victor Lomonosov en 1980 ([4]). En este, estudiaremos la existencia de subes-
pacio invariante para operadores esencialmente normales que cumplan ciertas condiciones.
Para conseguirlo, definiremos estos operadores, daremos algunas propiedades y probare-
mos que tanto los operadores compactos como los normales son esencialmente normales.
Después, usaremos resultados de [2] para estudiar la descomposicién polar de un operador,
y ayudédndonos de esto, probaremos finalmente lo que buscdbamos. También, para acabar,
daremos algunas conclusiones relativas a los operadores esencialmente normales y veremos
que, como comentabamos antes, el problema del subespacio invariante todavia esta abierto
en muchos sentidos.



Capitulo 2
Topologias

En este capitulo presentaremos las topologias que usaremos a lo largo del trabajo, asi como
algunas de sus propiedades, para dejar claro dénde estamos trabajando. Estudiaremos la
topologia débil en espacios de Hilbert, las topologias en el algebra de operadores y veremos
brevemente algunos resultados sobre la compacidad de la bola unidad en la topologia
fuerte de operadores. Todos los resultados de las primeras dos secciones del capitulo se han
estudiado siguiendo [2]. Sin embargo, los enunciados del ultimo capitulo fueron estudiadas
en [3].

2.1. Topologia débil en espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio métrico, y por tanto, un espacio topolégico. La topologia
métrica (o topologia de la norma) de un espacio de Hilbert H es frecuentemente llamada
la topologia fuerte. Una base para la topologia fuerte es la coleccién de bolas abiertas, es
decir, conjuntos de la forma

{feH:|f - foll <e}
donde fy € H es el centro de la bola y € > 0 es el radio.

Otra topologia, llamada topologia débil, juega un importante papel en la teoria de espacios
de Hilbert.

Definicion 2.1.1. Llamamos topologia débil de un espacio de Hilbert H a la topologia
dada por la subbase (no una base) definida por la coleccién de todos los conjuntos de la
forma

{feH:|(f— fo,90)| <e}

donde (-, -) representa el producto escalar en H, fo,g0 € H y € > 0.
Se sigue de lo anterior que una base para la topologia débil es la colecciéon de todos los
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10 CAPITULO 2. TOPOLOGIAS

conjuntos de la forma

{fEH:’(f_f07gi)‘<€7i:17"‘7k}

donde k es un entero positivo, fo,91,...,9r € H y € > 0.

A partir de la anterior definicién de bases para esta topologia se prueba que, dada (f,,) una
sucesién en H y f € H, entonces f,, — f débilmente si y sélo si (fn,9) — (f,g) para
cualquier g € H.

Veamos la relacién que existe entre la topologia débil y la fuerte en espacios de Hilbert.

Proposicion 2.1.2. Sea H un espacio de Hilbert. Cada conjunto débilmente cerrado en H
es fuertemente cerrado en H, pero el reciproco no es cierto. Sin embargo, cada subespacio
de H es débilmente cerrado.

Demostracion. Si S es un conjunto débilmente cerrado en H y si (f,) es una sucesién de
vectores en S con f, — f fuertemente, entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|(Fns9) = (£, 9 < W fu = Sl - llgll — 0

Luego f, — f débilmente, y por ser S débilmente cerrado, tenemos que f € S. Esto
prueba que los conjuntos débilmente cerrados son fuertemente cerrados.

Veamos que el reciproco no se cumple. Sea {e1, g, - - - } una sucesién ortonormal. Para cada
vector f € H, los productos escalares (f, e,) son los coeficientes de Fourier de f, y, de esta
manera, son los términos de una serie de cuadrados absolutamente convergentes. Por tanto,
(f,en) — 0 para cualquier f, o lo que es lo mismo, e,, — 0 débilmente. Entonces, el
conjunto {ej,eg, -} no es débilmente cerrado, pues 0 no pertenece al conjunto, al ser los
en ortonormales. Sin embargo, en la topologia fuerte, dicho conjunto es discreto, ya que,
paran #m

Hen - emH2 = (en — €m,€En — em) = <€n,6n) - (en7em) - (€m7en) + (6m,€m)

=1-0-0+1=2=d(ey, em) =V2

Por tanto, al ser discreto es fuertemente cerrado. Luego hemos encontrado un conjunto
fuertemente cerrado que no es débilmente cerrado.

Nos falta probar que todo subespacio es débilmente cerrado. Si (f,) es una sucesién en un
subespacio M, y si f, — f débilmente, entonces, por definicién, (f,,g9) — (f,g) para
cualquier ¢ € H. Como f, es ortogonal a M+ (donde se define M+ = {g € H : (f,g) =
0, Vf € M}), se sigue que f es ortogonal a M, por la convergencia débil anterior. Por
tanto, f € M, como queriamos demostrar.

O



2.1. TOPOLOGIA DEBIL EN ESPACIOS DE HILBERT 11

Acabamos de ver que la convergencia fuerte implica la convergencia débil. Ahora estudia-
remos cudndo ocurre lo contrario.

Proposicién 2.1.3. Sea H un espacio de Hilbert. Si f, — f débilmente en H y || frn| —
| fll, entonces f, — f fuertemente en H.

Demostracion. La prueba se deriva facilmente de la igualdad

[ fa=F1I2 = (fa=f, fomf) = (Fus fu) = (s F)=(Fs ) 1) = W fallP=(F, fr) = (s £+

Como f, — f débilmente, entonces
o (f,fn) — (£, 1) =I/IP
o (fu, /) — (L)) =17

Usando esto y la hipétesis de que || fn|| — || f||, nos queda que

I fo = 12— WP = WP = WS+ SIP = 0= [ fu = fIl — O
Por tanto, f,, — f fuertemente, como queriamos probar. O

Cuando se trabaja con convergencia en topologias, siempre es interesante preguntarse qué
ocurre en la bola unidad. Veamos que en dicha bola, la convergencia fuerte y la convergencia
débil uniforme coinciden.

Proposicion 2.1.4. La convergencia fuerte es la misma que la convergencia débil uniforme
en la bola unidad. De hecho, si H es un espacio de Hilbert, (f,) C H una sucesion, entonces
| fn— fll — 0 para un cierto f € H si y sdlo si (fn,9) — (f,g) uniformemente para todo
g€ H con |g|| =1.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que f = 0.

Veamos la primera implicacién. Se tiene entonces que || f,|| — 0. Ademds, por la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz y tomando g € H con ||g|| = 1, tenemos que |(fn, 9)| < || fall- 119l =
|| fr|l. Por tanto, se sigue que (fy,g) — 0 uniformemente, como se queria probar.

Vamos a probar ahora la otra implicacién. Supongamos que (fy,,g) — 0 uniformemente,
para todo g € H con ||g|]] = 1. Entonces, para cada ¢ > 0, si n € N es suficientemente
grande, se tiene

|(fn,9)| <€

Por la uniformidad, sabemos que el valor de n no depende de g. Dicho de otro modo, si n
es suficientemente grande, se tiene que

()<
lgll



12 CAPITULO 2. TOPOLOGIAS

para cualquier g € H con g # 0. Asi tenemos que

|(frs9)| < €llg|| para cualquier g

Ahora, si n es suficientemente grande, y tomando g = f,, obtenemos que

|(frs fu)| = [1fall? < ell £l

O dicho de otro modo,
[fnll <e

Por tanto, hemos probado que || f,|| — 0, como queriamos.
O

El siguiente resultado es bastante interesante y referente a la compacidad de la bola unidad
con la topologia débil. Algunas veces es conocido como el teorema de Tychonoff-Alaoglu.

Proposicion 2.1.5. La bola unidad en un espacio de Hilbert es débilmente compacta.

Demostracién. Sea H un espacio de Hilbert, para cada f € H sea Dy el disco cerrado
Dy ={z € C:|z] <|f||} en el plano complejo, y sea D el producto cartesiano de todos
los Dy, con la topologia producto usual. Para cada g en la bola unidad, la aplicacién
f +— (f,g) es un punto, digamos d(g), en D. Esto se debe a que 6(g9)(f) = (f,9) € Dy,
para todo f € H, ya que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |(f, g)| < | fll-llgll < I f]l-
Si notamos By la bola unidad del espacio de Hilbert H, sea

0: BH — D
g +— 6(9)

La aplicacién § asi definida es un homeomorfismo de la bola unidad (con la topologia débil)
en D (con la topologia producto). Veamoslo. Claramente es inyectiva, ya que si §(g) = d(h)
con h # g, entonces (f,g9) = (f,h) para cualquier f € H, es decir, (f,g — h) = 0 para
cualquier f € H. Tomando f = g — h, nos queda que ||g — h|| = 0, es decir, g = h, y por
tanto 0 es inyectiva. Para la continuidad supongamos que (f,,) converge débilmente a f en
la bola unidad. Por la topologia débil, (f,,g) converge a (f,g) para cualquier g € H. Esto
es lo mismo que decir que (g, f,) converge a W para cualquier g € H. Usando ahora
la continuidad de la conjugacién, nos queda que (g, f,,) converge a (g, f) para cualquier
g € H,o0lo que eslo mismo, §(f,,) converge a d(f). Por tanto, la aplicacién ¢ es continua. Sin
embargo, d no es sobreyectiva, ya que d(g) es lineal, pero no todos los elementos de D tienen
porqué serlo. Consideraremos entonces la aplicacién § : By — Im(J), y calcularemos
explicitamente cudnto vale su imagen. Si ¢ € D, por ser D un espacio producto, ¢ es de
la forma

¢:H — C tal que o(f) € Dy, Vf € H
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Claramente, ||¢| < 1, ya que |p(f)| < ||f|| para todo f € H. Si consideramos A C D
definida como A = {¢ € D : ¢ es lineal} tenemos, por el teorema de representacion de
Riesz, que para cualquier ¢ € A, al ser lineal, existe un tinico g € H con ||g||lzg = [|¢| <1
y tal que ¢(f) = (f,g) para todo f € H. Por tanto, ¢ = d(g) y tenemos que I'm(d) = A.
Luego § : By — Im(J) es biyectiva y continua. Falta ver que es de inversa continua.
Definimos
6. Im(§) — Bg
¥ — g

donde g € By es el dado por el teorema de representacién de Riesz. Sea (¢,,) una sucesién
en Im(d) que converge a ¢ en la topologia producto, y sean g, = 6 *(¢n), g = d ().
Veamos que (g,,) converge a g en la topologia débil. Como (¢y,) converge a ¢ en la topologia
producto, entonces converge puntualmente, es decir, (¢, (f)) converge a ¢(f) para todo
f € H. Dicho de otro modo,

on(f) = (f,9n) — @(f) = (f,9) para todo f € H

Lo anterior es equivalente a decir que (g, f) — (g, f), y usando lo continuidad de la con-
jugacion, que (g, f) — (g, f) para todo f € H. Por definicién, tenemos que (g,,) converge
a g en la topologfa débil, y por tanto, que 6! es continua y § es un homeomorfismo.

El argumento hasta ahora logré construir un homeomorfismo § de la bola unidad en su
imagen contenida en D. Tenemos que D es un espacio de Hausdorff compacto en la to-
pologia producto, por ser un producto cartesiano de espacios de Hausdorff compactos (los
Dy). El resto del argumento mostrara que I'm(6) es cerrada en D (y entonces compacta,
por ser un cerrado contenido en un compacto). Una vez probado esto, la compacidad débil
de la bola unidad es evidente, ya que se trata de un homeomorfismo.

Pasamos pues a probar que la imagen de ¢ es cerrada. Sea (¢,,) una sucesion en §(Bp) tal
que ¢, — @ con la topologia producto. Claramente ¢ € D, por ser éste un compacto.
Veamos que ademds ¢ € §(Bp), y asi habremos probado que es cerrada. Usaremos de
nuevo que la convergencia en la topologia producto implica la convergencia puntual, luego
si consideramos fi, fo € H y a1,as € C, usando que los ¢,, son lineales (por pertenecer a
la imagen de §) se tiene que

plarfi+azfe) = lim gu(aifi +azfa) = lim [a10,(f1) + a2en(f2)]
n—-+00 n—-+o0o
Usando ahora que el limite puntual es lineal, tenemos que
e(fi+ fo) =ar_lm_ on(fi) + a2 lm @u(f2) = a1p(fi) + azp(f2)
n——+0o n—-+00

Por tanto, ¢ es lineal, luego ¢ € §(Bpy) y la imagen de ¢ es cerrada en la topologia producto.
Por tanto, es compacta en la topologia producto, y por ser § un homeomorfismo, la bola
unidad de H es compacta en la topologia débil. O
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Para acabar, estudiemos cudndo la bola unidad de un espacio de Hilbert con la topologia
débil es metrizable.

Lema 2.1.6. La bola unidad de un espacio de Hilbert H separable con la topologia débil es
metrizable.

Demostracion. En la prueba que veremos no sélo probaremos que es metrizable, sino que
ademas daremos una métrica concreta para la topologia débil de la bola unidad de H. Como
nuestro espacio de Hilbert es separable, existe {ej, ea,...} base ortonormal numerable de
H. Para cada vector f € H escribimos

“+oo

1
f1=_ 5 (f:e5)l
j=1
Como, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |(f,e;)| < |[f]| - |lejl| = || f]| para todo j,

tenemos que

+o00 1
1fl < HfllZg = [If]l < +o0
7j=1

luego la serie converge, y ademés define una norma en H. Si definimos d(f, g) = | f —g| para
cualesquiera f,g € H con ||f|| <1, |lg|| < 1, entonces d es una métrica en la bola unidad
de H. Para probar que d es la métrica asociada a la topologia débil de la bola unidad es
suficiente con probar que, si (fy,) es una sucesién en la bola unidad, entonces

fn —— 0 débilmente < |f,| —— 0
n—-+00 n——+o0o

Vamos a probarlo. Supongamos que f,, — 0 débilmente. En particular, por la definiciéon
de convergencia débil se tiene que

(fn,€j) — 0 para todo j

Sea e > 0y J € N. Por la convergencia anterior, para cada j € {1,...,J} existe un n; € N
tal que para todo m > n; se cumple que |(fm, ;)| < €. Sea ng = 121{523{7%’}, entonces para
<<

todo m > nyg se verifica que
|(fm.€j)| <€ para todo j € {1,...,J}
Por tanto, si consideramos S;(f,,) la suma parcial J-ésima de la serie |f,,| se tiene que

J
1 1
fm :227 fm;ej)‘<525§5
Jj=1

Jj=1
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Como J era arbitrario, se tiene que dado € > 0 existe un ng € N tal que, para todo m > ng
se verifica que

|[fm| <2

Como ¢ era arbitrario, esto es equivalente a decir que

[fn] ———0
n—-+0o

Supongamos ahora que |f,| — 0. Como la suma de la serie de |f,| domina cada término,

es decir,

1 =1

27’(fmek)| < Z 27‘(]07176]” = |fn‘7 Vk e N

j=1

se sigue que (fp,e;) — 0 cuando n tiende a infinito, para todo j. Esto implica que si
tomamos g € H una combinacién lineal finita de los e;, entonces (f,,g) — 0. Tales
combinaciones lineales son claramente densas (como {ej,es,...} es una base de H, todo
elemento de H se puede ver como el limite de una sucesiéon de combinaciones lineales finitas

de elementos de la base). Luego, si h € H, entonces

|(frs W) = 1(frs b+ 9 = )| < [(fns = )| +|(frn, 9)]

para cualquier g combinacién lineal finita de los e;. Dado € > 0, por la densidad de dichas
combinaciones lineales finitas, elegimos g de manera que ||h—g|| < §. Ahora, como se tiene
que (fn,g) — 0, existe un ng € N tal que para todo n > ng se verifica que |(fn, 9)| < §.
Aplicando todo esto a la desigualdad anterior y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y que |[fn]] < 1, nos queda que dado € > 0 existe ng € N tal que para todo n > ng se
verifica que

[(Fas W< 1 Fs =)+ (Fs 1 < [ fall- 1= gl +1(Fas )] < IIh =gl +1(Fas9)| < 5 +5 =

Como ¢ era arbitrario, esto significa que (f,,h) — 0. Como esto ocurre para cualquier
h € H, por definicién tenemos que f, — 0 débilmente en la bola unidad de H.
Por tanto, hemos probado que la bola unidad en un espacio de Hilbert separable con la

topologia débil es metrizable, y ademéas su métrica es

+o0

a(f,g) = ZQ% (f —9,¢j)l

j=1

para cualquier f y g en dicha bola.
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2.2. Topologias en el algebra de operadores

Un espacio de Hilbert tiene dos topologias utiles (la topologia fuerte y la débil), sin embargo,
el espacio de operadores sobre un espacio de Hilbert tiene varias. Empecemos estudiando
la topologia uniforme o topologia de la norma.

Definicién 2.2.1. Si la distancia entre dos operadores A y B se define como d(A, B) =
||A — BJ|, el conjunto de todos los operadores en un espacio de Hilbert se convierte en un
espacio métrico. La topologia heredada por esta métrica es la que denominaremos topologia
uniforme o topologia de la norma.

Poco después de la introduccién de una topologia en una estructura algebraica, como es
el espacio de operadores de un espacio de Hilbert, es necesario preguntarse sobre la conti-
nuidad de las operaciones algebraicas pertinentes. En el caso actual, resulta que todas las
operaciones algebraicas elementales (combinaciones lineales, conjugacién, multiplicacion)
son continuas en todas sus variables simultdneamente, y la norma de un operador es tam-
bién una funcién continua. Todas estas pruebas son elementales, gracias a la convergencia
en esta topologfa (si (A4;,) es una sucesién de operadores que converge hacia A, entonces
||A;, — Al converge a cero).

La principal operacién algebraica no mencionada antes es la inversién. Como no todos los
operadores son invertibles, la pregunta sobre la continuidad de la inversién tiene sentido
sélo en un subconjunto del espacio de operadores.

Proposicion 2.2.2. El conjunto de los operadores invertibles sobre un espacio de Hilbert
H es abierto en la topologia uniforme. Ademds, si A es un operador sobre H, la aplicacion
A — A1 del conjunto de operadores invertibles en si mismo es continua con la topoogia
de la norma.

Demostracion. Un truco estandar para demostraciones en el espacio de operadores es la
identidad

400
T-A) ' =1+A+A%+... =) A"
n=0

Si |A|| < 1, entonces la serie converge (con respecto a la norma del operador), y mani-
pulaciones algebraicas prueban que esta suma efectivamente actia como el inverso de I — A.

Remplazando A por I — A y reescribiendo la hipdtesis, tenemos que si ||[I — A|| < 1 entonces

A es invertible, y
+oo

AT =N (T - A

n=0
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Se sigue que
+00 +o00 1
A7) < 2N =AY < YOI = Al =
n=0 n=0
Supongamos ahora que Ay es un operador invertible. Entonces

I—AAGY = (Ag — A)AG?

para cada A. Se sigue entonces que si || Ag — A|| , entonces |1 — AA;!| < 1. Esto

o1
145

implica que si ||[4yg — A < entonces A es invertible, ya que por lo anterior, AA; !

1
IS
1457 A , !
lo serfa, pero el producto de dos operadores invertibles también lo es, y multiplicando por
Ap nos queda que A es invertible. Entonces, usando lo anterior y que AAj ! es invertible,

nos queda que

1
1—[[I = (ApA=1)~ 1

AT = 1145 (Ao A™HII < 1G] - A0 AT < 1AM -

_ 140" < 145"
L= =AAGH 1= |40 — Al - |45

Como conclusién, dado un operador invertible Ag podemos encontrar un entorno de radio
1

A—l
<’1’ue0 AH es invertible, y por tanto todo el entorno estd contenido en el subconjunto de los
operadores invertibles y dicho subconjunto es abierto. No sélo eso, sino que acabamos de
probar que todo elemento de dicho entorno, ademéas de invertible, verifica que la norma de
su inverso es acotada.

de manera que para todo operador A perteneciente a dicho entorno, se verifica

Con el resultado del parrafo anterior también podemos probar la continuidad de la in-
version. Dado € > 0, tenemos que encontrar 6 > 0 tal que si ||[A — Ap|| < 0, entonces

At — AgY| < e. Si tomamos § < entonces por el parrafo anterior existe una

b
(el
constante M > 0 tal que ||A~!|| < M. Observemos que

145" = A7H = [|AgH (A = A AT < | AGH| - 1A = Aol - 1A

5 1
M)A 1A

Tomando entonces 6 = min { }, nos queda que

145" — A7 <e

y por tanto, la inversién es continua, como queriamos probar.
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Ahora pasaremos a definir las topologias fuerte y débil en el algebra de operadores, asi
como a ver algunas propiedades de estas topologias.

Definicion 2.2.3. Una subbase para la topologia fuerte de operadores es la coleccion de
todos los conjuntos de la forma

{A:][(A=Ao)fll < e}

donde Ay es un operador sobre un espacio de Hilbert H, f € H y ¢ > 0. Correspon-
dientemente, una base para dicha topologia es la coleccién de todos los conjuntos de la
forma

{A: H(A—Ao)fZH <eg, i:1,...,]€}

donde k es un entero positivo, f; € H para todo i € {1,...,k}, Ay es un operador sobre H
y e > 0.

Diremos entonces que una sucesién (A, ) de operadores sobre H converge a A en la topologia
fuerte de operadores si (A, f) converge fuertemente a Af para cualquier f € H (es decir,
|Anf — Af]| — 0 para cada f € H).

Definicion 2.2.4. Una subbase para la topologia débil de operadores es la coleccién de
todos los conjuntos de la forma

{A: (A= Ao)f,9)| <e}

donde Ag es un operador sobre un espacio de Hilbert H, f,g € H y € > 0. Una base para
dicha topologia es la coleccién de todas las intersecciones finitas de los conjuntos anteriores.

Diremos entonces que una sucesiéon (A,,) de operadores sobre H converge a A en la to-
pologia débil de operadores si A, f converge débilmente a Af para cada f € H (es decir,
(Anf,9) — (Af,g) para cualesquiera f,g € H).

Las preguntas mas faciles de resolver son las relativas a la comparacion.

Proposicion 2.2.5. La topologia débil de operadores es mds pequena que la topologia
fuerte de operadores, y ésta a su vez es mds pequena que la topologia de la norma. En otras
palabras, cada abierto en la topologia débil de operadores es abierto en la topologia fuerte
de operadores, y cada abierto en la topologia fuerte de operadores es abierto en la topologia
de la norma. En todavia otras palabras, la convergencia en norma implica la convergencia
fuerte de operadores, y la convergencia fuerte de operadores implica la convergencia débil
de operadores.

Demostracion. Veamos esto ultimo, y lo anterior serd equivalente. Sea (A;) una sucesién
de operadores sobre un espacio de Hilbert H y A otro operador.
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e Si (A,,) converge a A en la topologfa de la norma, entonces || A, —A|| — 0. Entonces,
para cualquier f € H se tiene que

[Anf = AfIl = 1(An = A fIF < A = Al - £l — 0= [[Anf = Af|| — 0

Por tanto, (A4,) converge a A en la topologia fuerte.

e Si (Ay) converge a A en la topologia fuerte, entonces ||A,f — Af|| — 0, para
cualquier f € H. Si tomamos f,g € H cualesquiera, se tiene por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz que

((Anf,9) — (Af, @)l = [(Anf — Af, 9)| < | Anf — Af| - |lgll — O
= [(Anf9) — (Af,9)| — 0

Por tanto, (A,) converge a A en la topologia débil.
O

En presencia de uniformidad en la bola unidad, las implicaciones son reversibles (como se
vio en la proposicién 2.1.4). Vamos a verlo en detalle.

Proposicién 2.2.6. Sea H un espacio de Hilbert, (Ay) una sucesion de operadores sobre
H. Si (An,f,9) — (Af,g) uniformemente para cualquier g € H con ||g|| = 1 y cual-
quier f € H, entonces ||[Anf — Af|| — 0 para cualquier f € H. Si ||Anf — Af]] — 0
uniformemente para cualquier f € H con || f|| = 1, entonces ||A, — A|| — 0.

Demostracion. La primera afirmacién del enunciado es un caso particular de la proposicién
2.1.4, luego no hay nada méas que probar. Para demostrar la segunda afirmacién, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que A = 0. La hipétesis para este caso es que, para
cada ¢ > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces

|Anf|| < e para cualquier f € H con ||f]| =1

La uniformidad nos dice que ng no depende de f. Se sigue entonces que para n > ng
tenemos
f

||Anm|| < € para cualquier f # 0

Asi, obtenemos que
JAnfll < ellf ]| para cualquier f

Esto implica que para cualquier n > ng, entonces
[An] <e

Como ¢ era arbitrario, nos queda que ||A4,| — 0, y ya hemos probado lo que queriamos.

O
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Ahora, veremos un interesante resultado relativo a la continuidad en el dlgebra de operado-
res, respondiendo a la siguiente pregunta: ;Cudl de las tres topologias anteriores (uniforme,
fuerte y débil) hace a la norma (es decir, la aplicacién A — [|A||) continua?

Lema 2.2.7. La topologia uniforme hace a la norma continua, pero las topologias fuerte y
débil hacen a la norma discontinua.

Demostracion. La prueba para la topologia uniforme se deriva de la conocida desigualdad
A = [1B|[| < |[A - B|

Asi, si (A,) es una sucesién de operadores en un espacio de Hilbert que converge a A en
la topologia uniforme (es decir, |4, — A|| — 0), entonces

H[An]l = Al < [An = Al — 0 = [[An[| — [|4]

Por tanto, la norma es continua en la topologia uniforme. Esta prueba no dice nada sobre
las convergencia en cualquier otra topologia. Una norma es siempre continua con respecto
a la topologia que define, pero otras topologias pueden variar.

Vamos a dar un ejemplo para ver que la norma no es continua en la topologia fuerte, y
entonces tampoco lo serd en la topologia débil (porque la topologia débil es més pequena
que la fuerte, es decir, todo abierto de la topologia débil es abierto de la fuerte).

Sea {e,} una base ortonormal de nuestro espacio de Hilbert H, y consideramos los subes-
pacios cerrados

My = (en,ent1,-+)

Claramente {M,} es una sucesién decreciente de subespacios cerrados no nulos con inter-
seccion nula, es decir,

+o00
() M. = {0}
n=1

Consideramos {P,,} la correspondiente sucesién de proyecciones ortogonales. Cada P, estd
definida para cada z € H como

Phx = (CC, en)en + (ZE, en—i—l)en—i-l +

Por la identidad de Parseval, tenemos que

“+o00
1Paz]® = | (@, ex)?
k=n
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+oo
Tenemos entonces que || P, ||? es la cola de la serie Z](m, ex)|?, y dicha serie es convergente,

k=1
ya que de nuevo por la identidad de Parseval,

+oo
> (@ er)* = [l]* < 400
k=1

Por tanto, las colas de la serie convergen a 0, es decir,
| Poz|| — 0 para todo x € H

Lo anterior es equivalente a decir que P, converge fuertemente a 0. Si la norma fuera
continua en la topologia fuerte, entonces {|| P, ||} deberia converger a 0, pero esto no ocurre,
ya que por ser proyecciones ortogonales, ||P,|| = 1 para todo n. Por tanto, la norma no es
continua en la topologia fuerte, luego tampoco es continua en la topologia débil.

O

Al igual que en el lema anterior, podemos seguir resolviendo preguntas ttiles sobre conti-
nuidad en cada una de las topologias que hemos visto. Otro resultado interesante es resolver
la pregunta: ;Cudl de las tres topologias anteriores hace al adjunto (la aplicaciéon A — A*)
continuo?

Lema 2.2.8. El adjunto es continuo con respecto a la topologia uniforme y la topologia
débil, y discontinuo con respecto a la topologia fuerte.

Demostracion. La prueba para la topologia uniforme se debe a la igualdad
A" = B =I(A—-B)*|| = [|A - B

Claramente, si (A,) es una sucesién de operadores sobre un espacio de Hilbert H que
converge a A en la topologia uniforme, entonces ||A, — A| — 0, luego

147 — A% = |An — Al — 0
Por tanto, el adjunto es continuo con la topologia uniforme.

Ahora, debido a la definicién de continuidad topolégica, si una funcién de un espacio a otro
es continua, entonces sigue siendo asi si la topologia del dominio se hace mas grande, y
permanece asi si la topologia del rango se hace méas pequena (este es el motivo por el que la
discontinuidad de la norma en la topologia fuerte implica la discontinuidad de la norma en
la topologia débil). Sin embargo, si una aplicacién de un espacio en si mismo es continua,
no se sabe como se comportard cuando cambiamos la topologia. De hecho, cualquier cosa
puede ocurrir, y el adjunto prueba esto.
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Para probar la discontinuidad fuerte del adjunto, sea B el "backward shift”, es decir, el
operador que, dado un vector de un espacio de Hilbert H escrito en coordenadas de su
base, digamos f = (f1, f2,---) € H, entonces

Bf: (O>f17f27"')
Entonces el adjunto del operador B se define como, para f = (fi, fo, ) € H
B*f = (f2af37' ' )

Definamos Ay, = (B*)k Entonces, tenemos que, usando la identidad de Parseval

+oo
AR = 1 (frer Frsr = OIP =D |l
n=~k

Como
+oo
D 1l = 117 < +o00
n=1

tenemos que ||Axf|| es, para cada f € H, la cola de una serie convergente, y por tanto, se
tiene que ||Af|| — 0 para cualquier f € H. Hemos probado entonces que Ay — 0 en la
topologia fuerte. Sin embargo, no se verifica que Aj, — 0 fuertemente. Esto se debe a que
si f # 0, entonces (A} f) no es una sucesion de Cauchy, y por tanto, no converge en norma
a cero. Tomando n,m € N y usando que Af = B¥ y que ||B¥f|| = || f|| para cualquier k,
tenemos que

1S f = ALFIP = 1B f = BYf|? = | B™ f = fI? = | B f|I* = 2Re(B™ f, ) + || f]*
= 2(||fI* = Re(f.(B*)™f))

Como vimos antes, |[(B*)™f|| = ||[Amf|| — 0, luego Re(f, (B*)™f) — 0, y nos queda
que || Ay, ., f— A f|| no se hace pequeiia cuando m y n se hacen grandes. De hecho, cuando
m se hace grande, ||A%, ., f — A% f| converge a v/2||f||. Por tanto, tenemos que Ay — 0
fuertemente, pero A} no converge, luego el adjunto no es continuo en la topologia fuerte.

Finalmente, para la continuidad del adjunto en la topologia débil, dados A,C € B(H) y
f,g € H, utilizaremos la igualdad

((A"f,9) = (C*F,9) = [(f, Ag) = (f, Cg)| = [(Ag, f) — (Cy, f)]

Asi, si (A;,) es una sucesién de operadores sobre H que converge débilmente a A, entonces
[(Ang, f) — (Ag, f)] — 0 para cualesquiera f,g € H. Luego por la igualdad anterior, para
cada f,g € H tenemos que

Por tanto, A; — A* débilmente, y hemos probado la continuidad del adjunto en la
topologia débil.
O
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2.3. Compacidad en topologia fuerte de operadores

Para finalizar el capitulo, en esta iltima seccién veremos algunos resultados de compacidad
en la topologia fuerte de operadores, con los cuales podremos estudiar cuando la bola unidad
del dlgebra de operadores es compacta con dicha topologia. Recordemos que notamos B(H)
al algebra de operadores sobre H, y empecemos viendo un resultado previo.

Lema 2.3.1. Un subconjunto S de un espacio de Hilbert H es relativamente compacto si
y sdlo si para cada € > 0 hay un subconjunto compacto K. de H tal que S C K. + eBp.

Demostracion. Como S es relativamente compacto, entonces S es compacto, luego
por el lema 6.0.5, S es totalmente acotado. Dado € > 0, sean x1,...,x, € H tal que

n
Sc | JBl,e)
j=1
Tomemos K. = {z1,...,z,}, que claramente es compacto. Entonces
n
SCSC|JB(zj,c) =K. +eBy
j=1

como queriamos demostrar.

[ ]Seac >0y sean x1,...,2, € H tales que
" €
K:C|JB (g;j,§>
j=1

Esto se tiene por el lema 6.0.5 y porque K
tenemos que

¢ es compacto. Por hipétesis y lo anterior,

n
g 15 g
S C Ky +5BuC (for, o} + 5BH) + 5By = {w1,....wn} + B = | B(a;,)
j=1

Por tanto, S es totalmente acotado. Si tomamos S, también tenemos que es totalmente
acotado, y ademads es completo por ser un cerrado en un espacio de Hilbert, que también es
espacio de Banach, luego por el lema anterior S es compacto, y por tanto S es relativamente

compacto.
O

Lema 2.3.2. Sea S un subconjunto acotado de B(H). Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
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1. S es relativamente compacto en la topologia fuerte de operadores.
2. {Tx:T € S} es relativamente compacto para todo x € H.

3. Hay un subconjunto denso D de H tal que {Tz : T € S} es relativamente compacto
para todo x € D.

Demostracion. |(1) = (2)| Supongamos que S es relativamente compacto en la topologia
fuerte de operadores. Definamos la aplicacion

¢, B(H) — H
T — Tx

para cualquier z € H. Dicha aplicacién es continua para la topologia fuerte de operadores,
ya que si T,, — T fuertemente, entonces ||T,,z — Tx| — 0 para cualquier x € H, es decir,
¢2(Ty) — ¢(T). Por tanto, por continuidad, (¢,)|s = {Tx : T € S} es relativamente
compacto para cualquier z € H.

(2) = (1)| Notemos S, = {Tx : T € S}, para cualquier z € H. Por definicién de espacio
producto, tenemos que
Sc 1] s

zeH
Como cada S, es relativamente compacto, por el teorema de Tykhonov (teorema 6.0.10),

H Sz es relativamente compacto, luego tenemos que S es relativamente compacto, como

zeH
queriamos.

(2) = (3)| Es trivial, ya que D C H.

(3) = (2)| Como S es acotado, existe M > 0 tal que ||T|| < M para todo T' € S. Como
D es un subconjunto denso de H, para todo z € H y para todo € > 0 existe un y € D tal

que
€

— <
o=yl < —

Ademsds, tenemos que
{Tx:TeS}C{Ty:TeS}+{T(x—y):TeS}
Por un lado, se tiene que

9
1T =)l < T -lle -yl <M - 77 =e={T(x~y): T €5} CeBy
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Por otro lado, tenemos que
{Ty:TeS}C{Ty:T € S}

Luego, por (3), como y € D entonces {Ty : T' € S} es compacto. Notando K, = {Ty : T' € S},
llegamos a que
{Tz:T €S} C K. +eBy

y por el lema anterior, tenemos que {T'z : T € S} es relativamente compacto, para todo
r e X.
O

Con esto ya podemos caracterizar cuando la bola unidad del élgebra de operadores con la
topologia fuerte es compacta, ya que claramente dicha bola es un subconjunto acotado de
B(H). Veamos algunos ejemplos de esto.

Ejemplo 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert de dimensién infinita, y sea (E;);e; una
familia de subespacios de H de dimensién finita cuya unién es total en H. Si R es una
subélgebra de B(H) con la propiedad de que F; es invariante por R para todo R € R y
para todo ¢ € I, entonces la clausura de la bola unidad de R es fuertemente compacta.
Vamos a ver que esto se verifica.

Consideremos el subconjunto denso D de H dado por

D = span <U E)

el

Si z € D, entonces existen i1,...,1, y existen Aq,..., A, € C tales que

n
T = Z)\kxik con x;, € I, para cada k
k=1

Entonces, tenemos que
n
{Rz:ReR,|RI <1} => Mf{Rax;, : RER,|R| <1}
k=1
Tenemos que se verifica que
e Como cualquier R € R deja invariante a los E;, nos queda que para cualquier k
Por tanto, como dim (E;, ) < 400, tenemos por el teorema 6.0.9 que B;, es compacto

para todo k, luego {Rz;, : R € R,||R|| < 1} es relativamente compacto para todo k
(va que su clausura seria un cerrado contenido en un compacto).
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e El producto de un escalar por un conjunto relativamente compacto sigue siendo
relativamente compacto, luego A\g{Rz;, : R € R, || R|| < 1} es relativamente compacto
para todo k.

e La suma de conjuntos relativamente compactos sigue siendo relativamente compacta,
es decir

> MefRzi, : ReR,|R| <1}
k=1

es relativamente compacta.

Por tanto, nos queda entonces que {Rx : R € R, ||R|| < 1} es relativamente compacto, para
cualquier x € D, con D denso. Se sigue entonces que el dlgebra R satisface la condicién (3)
del lema anterior, y por tanto, la clausura de la bola unidad de R es fuertemente compacta.

Ejemplo 2.3.4. Una aplicaciéon de lo anterior nos da un ejemplo méas concreto. Sea H
un espacio de Hilbert separable, (ey)n>0 una base ortonormal de H, y denotemos B al
”backward shift” sobre H, es decir, Beg = 0 y Be,, = e,—1 para todo n > 1. Llamemos
E, = (ep,e1,- - ey). Esta claro que la unién de FE,, es densa en H, que cada E,, es invariante
por By que ||B|| < 1. Se sigue entonces, por el ejemplo anterior, que el "backward shift”
es un operador fuertemente compacto.

En el siguiente ejemplo utilizaremos el concepto de conmutante de un operador, es decir, el
conjunto de los operadores que conmutan con dicho operador. También se usaré el concepto
de operador compacto. Se les dard a ambas una definicién formal més adelante.

Ejemplo 2.3.5. La clausura de la bola unidad del conmutante R de un operador compacto
K con rango denso es fuertemente compacta. Veamoslo.

Sea D = K(H), donde H es el espacio de Hilbert tal que K € B(H). Sea y € D, digamos
y = Kz para cierto x € H. Entonces

{Ry:ReER,||R| <1} ={RKz:ReR,||R| <1} ={KRz: ReR,||R| <1} C |jz|-K(Bn)

De nuevo, por el apartado (3) del lema anterior, tenemos que la clausura de la bola unidad
del conmutante de K es fuertemente compacta.



Capitulo 3

Operadores compactos

En este capitulo estudiaremos los operadores compactos sobre un espacio de Hilbert, vere-
mos algunas propiedades importantes suyas y demostraremos que los operadores compactos
poseen subespacio invariante. Los resultados de la primera y segunda seccién se estudian
en [7], excepto los referentes a la alternativa de Fredholm en la segunda seccién, que fueron
vistos en [1]. En cambio, los resultados de la dltima seccién del capitulo se han visto en [5].

3.1. Definicién y algunas propiedades

Empecemos definiendo lo que se conoce como un operador compacto, y dando un ejemplo
de este tipo de operadores.

Definicién 3.1.1. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador. Diremos que
K es compacto si para todo subconjunto acotado de H, su imagen por K es relativamente
compacta, es decir, para todo S C H con S acotado, entonces K (S) es compacto.

1 1
Ejemplo 3.1.2. Sea H = [? nuestro espacio de Hilbert y A = <1, LR e ) Consi-
n
deremos el operador K = diag()\), es decir, K es el operador cuya matriz asociada es una
matriz cuya diagonal es el vector A y el resto de entradas de dicha matriz son 0. Si (e;,) es

una base ortonormal de H, entonces
1
Ke, = —e,
n

Es decir, si z € H, se tiene que

“+oo

1
Kz = Z E(m, en)én

n=1

27
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y por la identidad de Parseval, se verifica que

—+00

1
K2 =3 (e ea)?

n=1

Veamos que el operador K es compacto. Para ello, usaremos la proposicién 6.0.6. Sea
A C H acotado, es decir, existe una constante M > 0 tal que ||y|| < M para todo y € A.
Claramente K A estd acotado, ya que si x € K A, entonces

“+o0 1 +oo 1 +oo 1 T
IKAIR =3 @ e <3 —5llall® = el Y — < M
n=1 n=1 n=1

Luego K A es acotado, y basta ver que se verifica la igualdad de la proposicién. Usando la
—+00

ortogonalidad de los e,,, que la serie E — converge y que las colas de una serie convergente
n

n=1
convergen a cero, nos queda que

i, 2, S = s S =, S Sl <
=1
SnEToosupZ Slyl2 = dim supHyH Z* < lm M) =
+oo 4 J_n
= MnLl\TOO;ﬁ =0= ngrfoo SGL}?AZ| z,e5)|

n—+00 mEKA

Por tanto, por la proposicién 6.0.6, K A es relativamente compacto. Como esto ocurre para
cualquier A acotado, tenemos que K es compacto, como queriamos probar.

Vamos a ver una propiedad importante de los operadores compactos, la cual nos dice que
el producto de un operador compacto por cualquier otro operador también es compacto.

Proposicién 3.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador compacto.
Entonces, para todo T € B(H), se tiene que KT y TK también son compactos.

Demostracion. Sea S C H un subconjunto acotado.
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e Como S es acotado y T es continuo, entonces T'(S) es acotado. Por tanto, como
KT(S) = K(T(S)) y K es compacto, entonces KT'(S) es relativamente compacto,
luego KT es compacto.

e Como S es acotado y K es compacto, K(S) es relativamente compacto. Entonces,
como TK(S) = T(K(S)) y T es continuo, nos queda que TK(S) es relativamente
compacto, luego T K es compacto.

O

Para la siguiente propiedad de los operadores compactos necesitaremos un resultado de
Ascoli-Arzeld, el cual se estudia en el grado y viene incluido en el apéndice como el teorema
6.0.8.

Proposicién 3.1.4. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H). Entonces K es compacto
st y solo st K* es compacto.

Demostracion. Supongamos que K es compacto. Sea (z,) una sucesién acotada en
H, y notemos y,, = K*x,,. Tenemos que probar que (y,) posee una subsucesién convergente
(o lo que es lo mismo, que posee una subsucesién de Cauchy, porque nuestro espacio es
completo), y asi K* serd compacto. Tomando z € By, tenemos que

(ymz) = (K*xmz) = (xmKZ)

Consideramos la funcién f,, : KBy — C definida como f,(z) = (zn,2). Notemos F =
{fn : n € N}. Claramente F C C(K By, ||'||oo), ya que si (z,) converge a z, entonces por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y por verificarse que ||z,|| < M para todo n, con M > 0
una constante, se tiene que

[fn(zm) = fn(2)] = [(@n, 2m = 2)| < ||zl [|2m = 2] < M|z —2]| — 0 = falzm) — fu(2)

para cada n € N. Ademads, como K es compacto y By estd acotado, nos queda que K By
es compacto, y nos encontramos en las condiciones del teorema de Ascoli-Arzeld. Veamos
que F es equicontinua y uniformemente acotada.

e Usando que (zy,) es acotada (||z,| < M para todo n) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, tenemos que

[fn(2) = fu(w)| = [(2n, 2 = w)| < [zn]] - ||z — w]} < M][z = w]]

. €
Por tanto, dado ¢ > 0, si tomamos § = W tenemos que para todo n € N y para
todo z,w € KBy verificando ||z — w|| < ¢ se tiene que
€

[fa(2) = fa(w)] < Mllz = w| < M7

e = [fn(2) = fu(w)| <

Por tanto, la familia F es equicontinua.
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e Usando de nuevo que ||z,| < M para todo n, la desigualdad de Cauchy-Schwarz
y que KBy es compacto y por tanto acotado (existe una constante C' > 0 tal que
|z|| < C para todo z € KBp), nos queda que para todo n se cumple

[fu(2)] = l(@n, 2)| < llzall - [l2]| < M - C

Luego, la familia F es uniformemente acotada.

Por tanto, por el teorema de Ascoli-Arzeld, la familia F es relativamente compacta. Tene-
mos entonces que existe (fy,) una subsucesién convergente, es decir, una subsucesién de
Cauchy. Luego, dado € > 0 existe un N > 0 tal que para todo n;,n; > N se tiene que

[ fr; — frplloo <€
Utilizando ahora la igualdad para z € H que nos dice que

I2] = sup |(z, z)]
r€Bpy

nos queda que, para cualesquiera j y k, se tiene

Hyn]- _ynkH = ”K*(xnj - w”k)” = Sup ‘(K*(l‘n] _xnk)?w)| = Sup ‘(xn] _xmwKw”
wEBH ’u}EBH
= sup ‘(xng — Ty, 2)| = anj — frlloo
2eKBpy

Por tanto, dado € > 0 existe un IV > 0 tal que para todo nj,n; > N se tiene que

Yn; — ynill <€

Luego (yn, ) es una subsucesién de Cauchy, y por tanto convergente, y K* es compacto.

Supongamos ahora que K* es compacto. Por la implicacién anterior, tenemos que
(K*)* es compacto, pero como nuestro espacio es un espacio de Hilbert, tenemos que
(K*)* = K, y por tanto K es compacto.

O

3.2. Espectro de un operador compacto

En esta seccién veremos un resultado muy interesante de operadores compactos, que ademas
nos resultara util al momento de probar la existencia de subespacio invariante para estos
operadores. Para ello, primero recordemos la definiciéon de espectro de un operador.
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Definicién 3.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y 7' € B(H). Definimos el espectro de T’
como

o(T)={Ae C:T — X no es invertible}

donde I representa el operador identidad, es decir, I(xz) = x para todo z € H.
Podemos obtener entonces el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.2. Sea H un espacio de Hilbert con dim H = oo, K € B(H) un operador
compacto. Entonces 0 € o(K).

Demostracion. Vamos a probarlo por reduccién al absurdo. Supongamos que 0 ¢ o(K), y
entonces tenemos que K — 0I = K es invertible, es decir, existe K ! € B(H) tal que

KK '=K'K=1

Como K es compacto, por la proposicién 3.1.3 tenemos que KK ! y K~'K son compactos,
o lo que es lo mismo, que I es compacto.
Si consideramos By la bola unidad cerrada de H, claramente es acotada, luego I(By) =
By es compacta. Pero esto es una contradiccién, ya que por el teorema 6.0.9, la bola unidad
cerrada de un espacio de Banach es compacta si y solo si el espacio es de dimensién finita.
Como nuestro espacio H tiene dimensién infinita, By no puede ser compacta, y podemos
concluir que 0 € o(K), como querfamos.

O

A continuacién, probaremos los tres primeros apartados de la alternativa de Fredholm, los
cuales nos seran tutiles para obtener el resultado que necesitamos.

Lema 3.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador compacto. Entonces,
st denotamos I al operador identidad, tenemos que se verifica

a) ker(I — K) tiene dimensidn finita
b) Im(I — K) es cerrada
c) ker(l - K)={0} <= Im(I - K)=H

Demostracion.

a) Sea E = ker(I — K). Entonces By C K(Bpg), ya que si x € Bg, entonces Kz = x y
||z|| = 1. Evidentemente, como € By y Kx = x, nos queda que x € K (B ). Ahora, como
K es compacto y By es acotado, K (Bp) es compacto, y como Bg es un cerrado contenido
en K(Bp), nos queda que B es compacta. Por el teorema de Banach-Alaoglu (teorema
6.0.9), tenemos que E ha de tener dimensién finita, es decir, ker(I — K) tiene dimensién
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finita.

b) Sea (u,) una sucesién en H y (f,) una sucesiéon en Im(I — K), con f, = u, — Ku,, tal
que (fy) converge hacia cierto f. Veamos que f € Im(/ — K). Llamemos

d,, = dist(uy, ker(I — K))

Como ker(I — K) es de dimensién finita (por el apartado (a)), existe v, € ker(I — K) tal
que d,, = ||u, — vy|| para cada n. Ademds, como v,, esté en el nicleo de (I — K), entonces
Kuv, = vy, v se tiene que

fn =un — Kup = up — vy + Kvp — Ky = (uy, — vp) — K(up — vp)

Demostremos que la sucesién (||u, — vy, ||) estd acotada. Vamos a razonar por reduccién al

absurdo, suponiendo que existe una subsucesién tal que |[u,,; — vy,|| — +oc. Poniendo
Up — Un ;
, se tendria que

w fry
" [[tn — vn |

w ~ Kuw . (unj—’l)nj)—K(un]-—’Unj) o fn]‘
" " ||un_] - /Unj ” ||un_] - /Unj ”

Como f,; — f (por ser una subsucesién de una sucesiéon convergente) y ||un; — vy, || —
400, nos queda que
W, — Kwp; — 0

Ahora, como (w,,) estd acotada, ya que tiene norma igual a 1, usando que K es com-
b n] b b

pacto podemos extraer una sub-subsucesion, a la que notaremos (wn].k), de manera que

Kuwy;, — z para cierto z € H. Asi, tenemos que

Hwnjk - Z” < ||wnjk - Kwnij + HKwnjk - ZH —0

y obtenemos que Wp, — 2. Por tanto, como wy; — Kwy,; — 0, nos queda que z €
ker(I — K). Por otra parte,
dist(up, ker(I — K)) — dist(vy, ker(I — K))
[un — v
_ dist(up, ker(I — K))

llwn — vnl|

dist(wp, ker(I — K)) =

=1

ya que vy, € ker(I — K) y dist(up, ker(I — K)) = ||u, — vy||. Como esto ocurre para todo
n, tomando limite en la sub-subsucesién tenemos que
dist(z,ker(I — K)) = lim dist(wy, ker(l — K)) =1

nj, ——+00
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Pero esto no puede ocurrir, ya que vimos que z € ker(I — K). Por tanto, hemos obteni-
do una contradiccién, y concluimos que (||u, — v,||) es acotada, y como K es compacto,
podemos extraer una subsucesién (que volveremos a notar con n; pero es distinta de la
anterior) de manera que K (u,, — v,;) — | para cierto [ € H.

Ahora bien, como

fn = (un —vn) — K (up — vp)
entonces

Up — Up = [ + K(up —vp)

Y nos queda que

Un; — Un; — f+1

j
Llamando g = f + [, tenemos que
g-Kg=(f+)-K(f+1)= njlgﬂoo[(unj = Un;) = K(un; — vn;) + K(tn; —vn;)—

- K((un] - vnj) - K(u”j - vnj)> - K<K(u’ﬂ] - vnj))] = lim [(U”J - U"J')_

nj%+oo
— K (tn; — vn;) + K(K (upn; —vn;)) — K(K(up;, —vn,))] =
= 1 ol Cny = ) = Kn, —on)I = M S =T

Por tanto, hemos probado que f = g — Kg, es decir, que f € Im(I — K). Luego Im(I — K)
es cerrada.

c) Razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo que
Eit=Im(I-K)#H

Por el apartado (b), E; es un cerrado contenido en un espacio de Banach, y por lo tanto,
E; también es un espacio de Banach. También K(FE;) C Fj, ya que si x € E; entonces
existe y € H tal que (I — K)y =y — Ky = z, y tendriamos que

Ke=K(ly— Ky)=Ky— K(Ky)=( - K)(Ky) = Kz € E

Entonces K| g, es un operador compacto sobre el espacio de Banach Ey,y Es = (I—K)(E1)
es un subespacio cerrado de Ey. Ademads, Fy # E, ya que como ker(/ —K) = {0}, entonces
(I — K) es inyectivo. Si suponemos que E; = Es, entonces tomando y € H \ E; tenemos
que (I — K)y = = € Ej, y por lo tanto, existe un cierto z € Es tal que x = z, es decir,
existe un cierto w € Fj tal que (I — K)w = z = x. Por la inyectividad de (I — K), nos
queda que w =y, pero y ¢ E1, luego llegamos a una contradiccion.
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Poniendo E,, = (I — K)"(H) se obtiene una sucesién estrictamente decreciente de subes-
pacios cerrados. Por el lema de Riesz, existe una sucesién (uy,) tal que u, € E,, |uy| =1

y dist(up, Eny1) > % para cada n. Se cumple entonces que
Kup — Kty = —(up — Kuy) + (U — Kup,) + (Un — )
Observando que si n > m + 1, entonces E,,+1 C E, C Ep1 C By, v usando que
o (up — Kuy) € Epp
o (Um — Kup,) € By
o u, € £,

nos queda que
—(up, — Kup) + (U — Kty) + tp € Epg

Entonces

| Kun — Kt || = ||[—(un — Kup) + (U — Ktg) + wn)] — || > dist(tm, Epi1) >

N =

Por tanto, la sucesién (Ku,) no posee ninguna subsucesion convergente, pero esto es ab-
surdo, ya que K es compacto. Luego Im(I — K) = H.

Usando el teorema 6.0.11, nuestra hipStesis y que H+ = {0}, nos queda que
ker(I — K*) = (Im(I — K))* = H+ = {0}

Como K es compacto, por la proposicién 3.1.4 tenemos que K* también es compacto.
Utilizando esto y que ker(I — K*) = {0}, tenemos por la implicacién anterior que

Im(I-K*)=H
Entonces, usando la misma igualdad de antes, tenemos que
ker(I — (K*)*) = (Im(I — K*))* = H* = {0}

Pero como H es un espacio de Hilbert, (K*)* = K, luego hemos probado que ker(/ — K) =
{0}, como queriamos.
L]

Con esto ya podemos pasar a probar el resultado que queremos, y que serd clave para
resolver el problema de subespacio invariante en operadores compactos.
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Teorema 3.2.4. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador compacto. Entonces
se tiene que
o(K)\ {0} ={X € C: X es un valor propio y X\ # 0}

Demostracion. Claramente, si A # 0 es un valor propio, entonces K — Al no es invertible.
Esto se debe a que si « € H es el vector propio asociado a A, se tiene que x # 0, y entonces

Ke— 2r=0=K0- X0

Como z # 0, entonces K —AI no es inyectivo, luego no puede ser invertible y A € o(K)\{0}.

Supongamos ahora que A € o(K) \ {0} y veamos que A es un valor propio. Razonemos
por reduccién al absurdo. Si A no es un valor propio, entonces ker(K — AI) = {0}, o
equivalentemente, K — AI es inyectivo. Por la proposicion 3.2.3, esto es equivalente a que
Im(K — \I) = H, es decir, K — I es sobreyectivo. Por tanto, K — A\I es biyectivo, luego
es invertible, pero esto es una contradiccién, ya que A € o(K) \ {0}. Por tanto, A es un
valor propio distinto de cero.

O]

Finalmente, estudiaremos lo que se conoce como radio espectral, ya que también nos sera
muy util en el resultado que buscamos.

Definicién 3.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, 7' € B(H) un operador y o(7T’) el espectro
de T'. Se define el radio espectral de T, al que notaremos p(7T'), como

p(T) = sup{|| : A € o(T)}
El radio espectral cumple la siguiente féormula, la cual ya se ha estudiado en el Master:

p(T) = lm /T = fnf 3/|T"]]

n—-+o0o

3.3. Subespacios invariantes

En esta seccién vamos a probar la existencia de subespacio invariante para cualquier opera-
dor compacto sobre un espacio de Hilbert H, siguiendo los resultados de Victor Lomonosov
en [7]. Empecemos recordando la definicién de subespacio invariante.

Definicién 3.3.1. Sea H un espacio de Hilbert y 7' € B(H). Diremos que T posee subes-
pacio invariante si existe £ C H un subespacio cerrado no trivial, es decir, E 20y E # H,
tal que T'(E) C E.

Aunque el problema que queremos resolver es saber si los operadores compactos poseen
subespacio invariante, el resultado que daremos es aiin mas amplio. Para ello, necesitamos
definir también lo siguiente.
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Definicién 3.3.2. Sea H un espacio de Hilbert y T' € B(H). Llamaremos el conmutante
de T, notado {T'}’, al conjunto

(TY = {A € B(H): TA= AT}

Observacién 3.3.3. Cabe destacar que es evidente ver que {T'} es una subélgebra del
dlgebra de operadores B(H). Sin embargo, {T'}’ no tiene por qué ser una subalgebra con-
mutativa, ya que los elementos del conmutante no tiene por qué conmutar entre si.

Definicién 3.3.4. Sea H un espacio de Hilbert y T' € B(H). Diremos que T' posee subes-
pacio hiperinvariante si existe &£ C H un subespacio cerrado no trivial, es decir, £ # 0 y
E # H, tal que A(E) C FE para todo A € {T}'.

Es evidente que si T posee subespacio hiperinvariante, en particular posee subespacio
invariante, ya que claramente T' € {T'}’. Veamos entonces el resultado que nos interesa.

Teorema 3.3.5. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador compacto no
escalar. Entonces K posee subespacio hiperinvariante.

Demostracion. Sea A un valor propio de K y consideremos el conjunto My = {z € H :
Kx = A\z}. Claramente M) # H, porque K no es escalar. Pero ademds, M) # {0}, ya que
al ser A un valor propio, existe z € H \ {0} vector propio asociado a A tal que Kz = Az.
Entonces los conjuntos M) son hiperinvariantes para K, ya que si x € My y A € {K}/,
entonces

KAr = AKx = Alx = Mx — Ax € M),
Por tanto, A(M)) C M) para cualquier A € {K}'.

Por tanto, usando la proposicién 6.0.16 hemos demostrado lo que queriamos, ya que para
todo A € {K}' se verifica
A(IR) € AR € T

Luego hemos terminado siempre que K posea valores propios. Veamos que también se
cumple el teorema cuando K no los tiene. Supongamos que K no posee valores propios.
Entonces, por la proposiciéon 3.2.2 y por el teorema 3.2.4 tenemos que el espectro de K
es nulo, es decir, o(K) = {0}. Entonces p(K) = 0, y por la férmula del radio espectral
tenemos que

1K™ |[% — 0

si

1
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ||K|| = 1 (multiplicado K por &l

fuese necesario). Ahora, fijemos xo € H con ||[Kzg| > 1. Se tiene entonces que ||zg|| > 1,
ya que
L < [[Kzol < K- [zl = ol
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Sea B = B(zg,1) la bola unidad cerrada de centro zo y radio 1. Claramente 0 ¢ B,y
ademss, 0 ¢ KB (ya que KB C B(Kz,1) y |[Kzo|| > 1). Todo lo que usaremos en el
resto de la demostracion es lo anterior, que || K ”||% — 0y que KB es compacta, por ser
K compacto y B acotado.

Para cada y € H fijo con y # 0, el conjunto
M, = {Ay: A € {K}'}

es una variedad lineal que es invariante para todos los operadores que conmutan con K.
Esto ocurre ya que para cualesquiera A € {K} y D € {KV}/, se tiene que AD € {K}' pues

ADK = AKD = KAD

Luego si Dy € M, para un cierto D € {K}', entonces para cualquier A € {K}' se tiene
que ADy € M,, es decir, A(M,) C M,. Por tanto, deducimos que, para cualquier y € H
con y # 0, la clausura de M, es un subespacio que es hiperinvariante para K.

Hemos probado entonces el teorema, a no ser que todos los subespacios hiperinvarian-
tes sean triviales, es decir, My = {0} 6 M, = H, para todo y € H. Si y # 0, claramente
M, # {0} yaque Ky € M,y Ky # 0. Lo anterior se cumple porque si Ky = 0, como y # 0,
entonces 0 seria un valor propio para K, pero estamos suponiendo que K no tiene valores
propios. Luego sélo hemos de ver que para algin y # 0 la clausura de M, es distinta de
H, o lo que es lo mismo, tenemos que ver que para algin y # 0 se tiene que M, no es denso.

Probaremos que no es posible que M, sea denso para todo y # 0 por reduccién al absurdo.
Supongamos que si ocurre. Entonces para cada y # 0 existe un operador A € {K}' tal que
|Ay — zo]| < 1, por densidad. En otras palabras, si notamos

U(A) ={y € H : [[Ay — zo] <1}

entonces la unién de todos los conjuntos U(A) donde A € {K} es H \ {0}. Recordemos
que B = B(z,1). Claramente A(U(A)) C B. Como la clausura de KB es un conjunto
compacto contenido en H \ {0}, y como cada U(A) es claramente un conjunto abierto,
entonces por definicién de compacidad, existe un conjunto finito { Ay, ..., A, } de operadores
en el conmutante de K tales que

KB C OU(AZ-)
i=1

Ahora, como Kzyg € KB, por lo anterior existe un i; tal que Kzg € U(A;,). En otras
palabras, A;, Kxg € B. Entonces K A;, Kzg € K B, es decir, existe un i tal que K A;, Kzq €
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U(A;,), luego A;, KA;, Ko € B. Podemos seguir este proceso recursivo cuanto queramos,
y en la etapa m tendriamos que

AimKAim,lK .. -Az'lK.’IJ() eB
para ciertos 41, ..., %my. Recordando que cada A; conmuta con K, tenemos que
AimKAimflK' .. AilKa?() = AimAim—l cee Ailewo

Ahora notemos
c=max{||4;]| : 1 <i<n}

También llamemos

Tm = AzmA --'Aile$0

im—l
Como x,, € B para cada m y 0 ¢ B, existe una cierta constante M > 0 tal que ||z, | > M
para todo m. Entonces tendriamos que

M < |lzm|l < |Ai |- [[As Ml [[Aa | [T flzoll < ™ [[K™[] - [lzol|
1
Elevando todo a — nos queda que
m
1 1 1
Mm < c|[K™|[m - ||zl =

Finalmente, tomando limite cuando m tiene a infinito y utilizando que Cw — 1 para
cualquier constante C' > 0, junto con la férmula del radio espectral, tenemos que

1<c lim |K™|m =0
m——+0o0
Luego hemos llegado a que 1 < 0, lo cual es una contradiccién. Esta contradiccién prueba
que M, no puede ser denso para todo y # 0, y hemos concluido la demostracién del
teorema.

O

Nota 3.3.6. El caso en el que el operador K sea escalar se probaré en el siguiente capitulo,
usando el apartado (3) del ejemplo 4.1.2 junto con el apartado (a) del teorema 4.3.6.

Hemos demostrado entonces que dado un espacio de Hilbert H y K € B(H) un opera-
dor compacto no escalar, todos los operadores que conmuten con K poseen subespacio
invariante (de hecho existe uno que es invariante para todos los que conmutan con K), y
en particular K también lo tiene. Por tanto, el problema del subespacio invariante queda
resuelto para operadores compactos.



Capitulo 4

Operadores normales

En este capitulo seguiremos un esquema similar al anterior, pero estudiaremos los opera-
dores normales sobre un espacio de Hilbert. Veremos algunas propiedades caracteristicas
suyas y demostraremos que los operadores normales también poseen subespacio invariante,
siguiendo los resultados dados en [6].

4.1. Definicién y algunas propiedades

Al igual que en el capitulo anterior, empecemos definiendo que son los operadores normales
y dando algunos ejemplos.

Definicién 4.1.1. Sea H un espacio de Hilbert, A € B(H) un operador y A* su adjunto.
Diremos que A es un operador normal si conmuta con su adjunto, es decir, si

AAT = A"A
Ejemplo 4.1.2.
1. Todo operador autoadjunto es normal.
2. Todo operador unitario es normal.
3. Sea A € C. Todo operador de la forma T = AI es normal.

Vamos a ver algunas propiedades interesantes de los operadores normales. Para la primera
de ellas, necesitaremos del siguiente resultado previo.

Lema 4.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y B € B(H) un operador. Entonces
1B*B| = ||B]”

39
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Demostracion. Si B es el operador nulo, es evidente que se cumple. Sea ahora B € B(H)
cualquiera, no nulo. Es evidente que se tiene, para cualquier x € H,

1B*Ba|| < |B¥| - [|Bx]| < |B*[ - [|BI - |||

Y por tanto,
BB < [|B*|| - || Bl

Usando ahora la conocida igualdad ||B*|| = || B||, llegamos a que
1B*B| < ||B]”

Veamos ahora la otra desigualdad. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que,
para cualquier z € H

(B*Bx,2)| < |B*Bz| - ||| < |B*B| - ||| - [l=]| = | B*BI| - ||=]*
Tomando ahora z € H con ||z| < 1, tendriamos que
(B*Bz,x)| < |B*B| - |l«|* < | B"B|

Como esto ocurre para cualquier z € H con ||z|| < 1, podemos tomar supremo, de manera
que nos queda

|B*B| > sup |(B*Bx,)| = sup (B, Bx)| = sup |[Ba||? = |[B?
[lz][<1 [|lz][<1 [|lz][<1

Luego ||B*B|| > ||B||?, y por tanto hemos llegado a que ||B*B| = ||B||?, como querfamos
demostrar.

O]

Con este lema, podemos pasar a enunciar la propiedad que queremos y que nos caracteriza
la norma de un operador normal.

Teorema 4.1.4. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal. Entonces
[All = p(A)
donde p(A) es el radio espectral del operador A.

Demostracion. Por la férmula del radio espectral (definicién 3.2.5), tenemos que

p(4) = lim /A7

n—-+o0o

Por tanto, para probar lo que queremos es suficiente con probar que ||A"| = ||A[|™ para
una cantidad infinita de n € N. Entonces tendriamos que

p(4) = tm T4 = tim TAF = lm 4] = ||

n—-+o0o n—-+4o0o
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Vamos a probar esto por induccién. Para n = 2, se tiene por el lema anterior que
14%)1 = [|(A%)* A%
Utilizando que A es normal, nos queda que
|A%]? = | AT A" AA|| = |A*AAT A = || A" AAA"|| = [|(AA)"(AAY)||
Utilizando dos veces nuevamente el lema anterior, llegamos a que
1A%2 = | (AA*)* (AA")[| = [ AA™[* = [[A*A|* = (]| A]*)
Por tanto, tenemos finalmente que
14%] = ||A]1?

Ahora, supongamos que lo anterior se verifica para n = 27! y veamos que también se
cumple para n = 2¥. Por hipétesis de induccién, tenemos que

k-1 k-1
1A% = |14

Utilizando esto y que también se cumple para n = 2, llegamos a que
1\ 2 _ 1\ 2
1A% = (427 ) ) = a2 = (A = A

Luego hemos probado que |[A2"|| = ||A||?" para todo k, y como vimos antes, con esto
podemos concluir que ||A|| = p(A), como querfamos.
O

Ahora veamos otro resultado interesante, que nos va a permitir relacionar los valores propios
de un operador normal con los valores propios de su adjunto.

Teorema 4.1.5. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal. Entonces
Az = Az si y solamente si A*x = Az, para \ € C.

Demostracion. Utilizando que A es un operador normal y las propiedades del ope-
rador adjunto y el producto escalar, tenemos que

|Az — Az||* = |[(A = Nz|? = (A = Nz, (A = Nz) = (Az, Az) — (Az, \z) — (\z, Az)+
+ Az, \z) = (A* Az, 2) — ANz, A*x) — MN(A*2,2) + A\ (7, 2) = (AA* 2, 2) — N(w, A*2)—
— MA*z,7) + M\(z,7) = (A%, A*1) — (A2, A*2) — (A*2, A7) + (A2, Ap) =

= (A*z — Az, A*z) — (A*z — Az, \x) = (A*z — Ao, A*z — M) =

= || A"z — Az||?
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Luego tenemos que ||Az — A\z|| = ||A*z — Az||. Usando ahora que Az = Az, nos queda que
|A*x — Az|| = || Az — Az =0

Por tanto, A*x = Az, como queriamos demostrar.

Supongamos ahora que A*z = Az. Por la demostracién anterior, tenemos que esto
implica que

(A x = \z
Finalmente, usando que (A*)* = A y que = A, obtenemos que
Ax = Az

Y hemos probado lo que queriamos.
O

Del anterior teorema se deriva facilmente el siguiente corolario, que relaciona los valores
propios de un operador con los de su adjunto.

Corolario 4.1.6. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal. Entonces
A € C es un valor propio de A si y solamente si A es un valor propio de A*.

Demostracion. Si A es un valor propio de A, por definicién existe un vector € H no nulo,
tal que Ax = Ax. Por el teorema anterior, tenemos que A*x = Ax. Como z # 0, nos queda
que A es un valor propio de A*, como queriamos.

El reciproco es analogo. Por tanto, A es un valor propio de A si y solamente si A es un valor
propio de A*, como queriamos probar.
O

4.2. El teorema espectral

En esta seccién daremos una serie de resultados que nos permitiran obtener un teorema muy
importante para resolver el problema que queremos. Dicho teorema es el teorema espectral,
y nos permitird dar una caracterizacion de los operadores normales como integrales respecto
de un espacio de medida concreto. Todos los resultados de esta seccién se presentaran sin
demostracién, ya que todos han sido vistos y probados en la asignatura Variable compleja
y operadores del Master Universitario en Matemaéticas. Se afiadirdn a este capitulo en vez
de en el apéndice para facilitar la lectura y comprensién de la siguiente seccién.
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Definicion 4.2.1. Sea ¥ una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y H un espacio de Hilbert.
Una resolucién de la identidad o medida espectral es una aplicacién E : ¥ — B(H) con
las propiedades:

1. E0)=0,E(Q) =1

2. E(A) es una proyeccién autoadjunta (proyeccién ortogonal), para todo A € X.
3. E(A1NAg) = E(Ay) o E(Ay) = E(As) o E(A;), para todos Ay, Az € X.

4. Si Ay N Ay = (), entonces E(A; U Az) = E(A1) + E(A2).

5. Para todos x,y € H, si denotamos E, ,(A) = (E(A)z,y), para todo A € 3, entonces
E; , es una medida compleja en 3.

Proposicién 4.2.2. Sea E una resolucion de la identidad en B(H) definida en (€2,%).
Entonces:

1. E,; es una medida positiva para todo x € H.

2. Para cada x € H, la aplicacion A — E(A)x es una medida vectorial (H-valorada)
numerablemente aditiva.

+oo
3. Si(A,) C X, y E(A,) =0, para todo n, entonces E (U An> =0.

n=1

Definicién 4.2.3. Sea E una medida espectral definida en (€2, ). Definimos L*>°(E) como
el espacio de (clases de) funciones medibles f : & — C que son esencialmente acotadas;
esto es, que existe C' > 0 tal que E({|f| > C'}) = 0. L*°(E) es un espacio de Banach para
la norma del supremo esencial

1f1lLee () = min{C" = 0: E({[f] > C}) = 0}
Proposicién 4.2.4. L>°(E) es un dlgebra de Banach para el producto puntual de funciones.

Proposicién 4.2.5. En L>®(FE) las funciones simples son densas.

Proposicién 4.2.6. Sea E una resolucion de la identidad en B(H) definida en (€2,%).
Para toda f € L>(E), existe un operador unico T' € B(H) tal que

(T$7y) = /dex,y

para todo x,y € H.
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Definicién 4.2.7. Sean E una resolucién de la identidad en B(H) definida en (€2,3), y
f € L®(E). Se define T' = [ fdF, la integral de f con respecto a E, como el tnico operador
T € B(H) que satisface

(Tl’,y) = /dex,y
para todo z,y € H.

Proposicién 4.2.8. Sean E una resolucion de la identidad en B(H) definida en (€2,%),
[,g€ L®(E), T = [fdE y S = [ gdE. Entonces:

1. T* = [ fdE.

2. Si f es esencialmente real-valorada, entonces T es hermitico.
3. ToS=S0T={[fgdE.

4- TN = 1 fllpoe () -
5

. o(T) es el E-rango esencial de f; esto es, C\ o(T) es el abierto mds grande G tal
que E(f~1(G)) = 0.

Lema 4.2.9. Sea A un dlgebra de Banach con unidad e y sea B una subdlgebra cerrada
de A con e € B. Para todo x € B se tienen o4(x) C op(z) y d(op(x)) C d(oa(x)).
Consecuentemente, si o4(x) C R, entonces op(x) = oa(z).

Lema 4.2.10. Sea A C B(H) una subdlgebra cerrada conmutativa, con I € A y con la
propiedad de que T* € A, para todo T € A. Se tienen:

1. ¢(T) € R, para todo ¢ € A(A) y todo T € A que sea hermitico

2. ¢(T*) = ¢(T), para todo ¢ € A(A) y todo T € A

3. Para todo T € A, el espectro o o(T) de T en A coincide con el espectro o(T) de T
en B(H)

Lema 4.2.11. Sea T un operador normal y p un polinomio complejo de dos variables.
Entonces se tiene

lp(T, T%)I| = sup{lp(X, M)| : A € o(T)}

Teorema 4.2.12. (Teorema espectral) Sea T € B(H) un operador normal. Ezxiste una
unica medida espectral E definida en la o-dlgebra B de los subconjuntos de Borel de o(T)

tal que:
/ 2dE(z) =T
o(T)

Mads ain, dado S € B(H), se tiene que S conmuta con T si y sdlo si S conmuta con todas
las proyecciones E(A), para todo Borel A de o(T).
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Nota 4.2.13. A la ultima parte del teorema anterior, la relacionada con la conmutatividad
del operador normal, se le conoce en [6] como teorema de Fuglede. Sin embargo, en la
asignatura de Variable compleja y operadores se demostré junto con el teorema espectral
como se enuncia arriba, y por eso la incluiremos asi en este trabajo.

4.3. Subespacios invariantes y teorema de Fuglede-Putnam

En esta ultima seccién del capitulo utilizaremos los enunciados vistos en las secciones ante-
riores y el teorema espectral para probar los dos resultados méas importantes del capitulo:
la existencia de subespacio invariante para operadores normales y el teorema de Fuglede-
Putnam.

Empecemos resolviendo el problema del subespacio invariante. Para ello, antes necesitare-
mos de unos resultados previos. Lo primero que haremos es estudiar que se conoce como
espacio que reduce a un operador, y daremos un resultado sobre espacios reductores de
operadores normales.

Definicién 4.3.1. Sea H un espacio de Hilbert, A € B(H) un operador y F C H un
subespacio de H. Diremos que E reduce a A si F es invariante para A y para A*, es decir

e AECE
e A*ECE

Proposicién 4.3.2. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H). Si un subespacio E de H
reduce a A entonces E+ es invariante por A y por A*.

Demostracion. Sea x € E+ e y € E. Entonces
(Az,y) = (z, A%y)
Como y € E y E reduce a A, tenemos que A*y € E, luego, como = € E+, nos queda que
(Az,y) =0

Como esto ocurre para todo y € E, nos queda que Az € E+. Por tanto, E+ es invariante
por A. El resultado es andlogo para A*, usando que FE es invariante por A. Por tanto,

hemos probado lo que queriamos.
O

Proposicién 4.3.3. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H). Un subespacio E de H
reduce a A si y solo si AP = PA, donde P es una proyeccion ortogonal de H sobre E.
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Demostracion. Notemos que E = P(H) = P(FE), por ser P proyeccin.

Supongamos primero que F reduce a A. Entonces AE C E'y A*E C E. Tenemos
entonces que

(I -P)AP(H)=(I-P)A(E)C(I-P)(E)=FE—-PE=FE—-FE={0}
Por tanto, nos queda que
(I — P)AP =0= PAP = AP

Ahora, como P es la proyeccién ortogonal de E, sabemos por la proposicién 6.0.13 que
(I — P) es la proyeccién ortogonal de E-+. Por la proposicién anterior, sabemos que E+ es
invariante por A, luego podemos volver a usar el razonamiento de arriba y llegamos a que

(I — P)A(I-P)=A(I - P)
Desarrollando lo anterior y usando que PAP = AP, tenemos

(I—-P)AI—-P)=A(I—-P)—PA(I-P)=A— AP— PA+PAP =A—- PA

A(I-P)=A—- AP
Por tanto, nos queda que
A—PA=A—- AP = PA= AP

Luego hemos probado que P conmuta con A, y ya tenemos lo que queriamos.

Supongamos ahora que PA = AP y veamos que FE reduce a A. Usando que PE = FE,
tenemos

PA(E)=AP(E)= A(E)
Como PH = FE, nos queda que PA(E) C E, luego A(F) C E.
Usando ahora que P* = P (por ser una proyeccién ortogonal), tenemos que
(PA)" = (AP)" = A*P* = P*A* = PA* = A*P

Y siguiendo el mismo razonamiento de antes, llegamos a que A*(F) C E. Por tanto,
tenemos que F reduce a A, y hemos probado lo que queriamos.
O
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Teorema 4.3.4. Sea H un espacio de Hilbert, A = fo‘(A) zdE(z) un operador normal sobre
H y S un conjunto de Borel. Entonces E(S)(H) reduce a A.

Demostracion. Notemos que

o E(S) = [xsdE

o A= fo‘(A) 2dE(z) = [ 2Xo(a)dE(2)
Por el apartado (3) de la proposicién 4.2.8, tenemos que E(S) conmuta con A. Como E(S)
es la proyeccién ortogonal de (E(S))(H) y E(S)A = AE(S), por la proposicién anterior,

(E(S))(H) reduce a A, y ya tenemos lo que queriamos.
0

Ahora, veremos cémo caracterizar si un operador es escalar o no en funcion de su espectro.

Teorema 4.3.5. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal cuyo
espectro es un punto, es decir, c(A) = {\o} con Ao € C. Entonces A es escalar, dicho de
otro modo, existe A € C con A = AI.

Demostracion. Por el teorema espectral, sabemos que

A= / zdE(z)
a(A)

Pero como o(A) = {Ao} v sop(F) = 0(A), nos queda que
A= zdE(z) = / ModE(z) = )\0/ dE(z) = ME(0(A)) = ME(C) = Aol
o(A) o(A) o(A)

Por tanto, A es escalar, como queriamos probar.
O

Con todo esto, ya podemos pasar a probar el resultado que buscamos, y que nos resolvera
el problema del subespacio invariante para operadores normales.

Teorema 4.3.6. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal. Entonces
se cumple que

a) Si A es escalar (es decir, existe A € C tal que A = NI ), entonces A posee subespacio
invariante.

b) Si A no es escalar, entonces A posee subespacio hiperinvariante.
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Demostracion.

a) Si A es escalar, entonces existe A € C tal que A = AI. Para todo subespacio M C H
no trivial, se tiene por ser subespacio vectorial que si x € M, entonces ax € M para todo
a € C. Por tanto, claramente A(M) C M, y A posee subespacio invariante.

b) Sea A un operador normal no escalar. Entonces, por el teorema 4.3.5, existen z1, 29 €
o(A) con 21 # 23. Sea E la medida espectral de A, r = $|21 — 20| y S = B(z1,7).

Veamos que E(S) es no trivial. Por el teorema espectral, tenemos que A = / z2dE(z).
o(A

)
Usando el apartado (5) de la proposicién 4.2.8 (como f = id), tenemos que o(A) = sop(E).

Podemos entonces ver que:

e E(S) es no nula: Si E(S) fuera nula, es decir E(S) = 0, entonces S C C \ sop(E).
Como o(A) = sop(E) y SNo(A) # 0 porque z1 € S'y 21 € o(A), no puede ocurrir
que S C C\ sop(FE), y por tanto, E(S) es no nula.

o E(S)#1:8Si E(S) =1, entonces I — E(S) = 0. Pero por el apartado (4) de la defini-
cién de medida espectral, se deduce que E(U\ V) = E(U) — E(V), para cualesquiera
U, V. Por tanto, nos queda que

0=1-E(S)=EC\S)

Llegamos entonces a que C\ S C C\ sop(F). Usando de nuevo que sop(E) = o(A),
como z3 € 0(A) y z2 € C\ S, no puede ocurrir que C\ S C C\ sop(F), y por tanto,
E(S) #1.

Luego tenemos que (E(S))(H) # 0, H, es decir, dicho subespacio es no trivial, y por el
teorema 4.3.4, tenemos que (E(S))(H) reduce a A, lo cual indica que (E(S))(H) es un
subespacio invariante por A. Veamos que ademads es un subespacio hiperinvariante.

Sea T' € B(H) tal que TA = AT. Por el teorema espectral, 7' conmuta con cualquier
proyeccién (E(U)), con U un borel de o(A). En particular, T conmuta con E(S), es decir,
TE(S) = E(S)T. Nos queda entonces que

T(E(S))(H) = (TE(S))H = E(S)(TH) < (E(S))(H)

Por tanto, (E(S))(H) es invariante para 1, y como 1T era cualquier operador que conmute
con A, llegamos finalmente a que (F(.S))(H) es un subespacio hiperinvariante para A, como
queriamos demostrar.

O
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Por tanto, obtenemos que al igual que ocurria con los operadores compactos, todo operador
normal sobre un espacio de Hilbert posee subespacio invariante, y ademas todo operador
que conmute con un operador normal también tiene subespacio invariante (de hecho, existe
uno que es invariante para todos los que conmutan con un operador normal).

Veamos ahora el otro resultado importante y que nos serd muy 1til en el siguiente capitulo,
el teorema de Fuglede-Putnam. Para ello, necesitaremos del siguiente lema previo.

Lema 4.3.7. Si A es normal y AB = BA, entonces A*B = BA*.

Demostracion. Como A es normal, por el teorema espectral sabemos que

A= / z2dFE(z)
a(A)

Como A* = / ZdE(z) por el apartado (1) de la Proposicién 4.2.8, tenemos que para
o(A)

cada x e y fijos

(A*Bu,y) = / 2By (2)
o(A)

Recordemos que Ep;,(z) = (E(z)Bx,y). Usando ahora que A conmuta con B, por el
teorema espectral, B conmuta con E(z), luego

Epay(2) = (E(2)Br,y) = (BE(2)r,y) = (E(2)7, By) = ErBy(2)

Por tanto,

(4Bay) = [

2dBpay () = / 2B, gy (2) = (A, B*y) = (BA*z, y)
o(A)

o(4)
Luego nos queda
(A*Bz,y) = (BA*z,y) = ((A*"B — BA™)z,y) =0
Como esto ocurre para todo y € H, tenemos que
(A*B— BA")x =0
Finalmente, como lo anterior se verifica para todo z € H, llegamos a que
A*B—- BA*=0=— A*B = BA"

como queriamos demostrar.
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Teorema 4.3.8. (Teorema de Fuglede-Putnam) Si A y C son operadores normales,
y st B es un operador tal que AB = BC, entonces A*B = BC*.

Demostracion. Consideremos las matrices
A 0 0 B
s=(be) (o)
Entonces S es normal, ya que como A y C son normales, entonces
SS*—AO A* 0  [AAT 0 _[ATA 0 _(A* 0 A 0
~\0 C o ¢ ‘o ccr) \o cx¢) \N0 C*J\0 C
=5*S
También, como AB = BC, tenemos que
A 0 0 B 0 AB 0 BC 0 B A 0
st=(5 ¢)(o 0)=( V)= %)-( 5 &)=

Entonces, por el lema anterior tenemos que S*1" = T'S*, luego tenemos

0 A*B e s (0 BC*
(0 O>_ST_TS_<O 0)

Podemos concluir entonces que A*B = BC*, y hemos probado lo que queriamos.



Capitulo 5

Operadores esencialmente
normales

En este capitulo terminaremos la teoria del trabajo, dando el resultado mas interesante.
Definiremos que se conoce por operador esencialmente normal, daremos algunos ejemplos y
propiedades de ellos y, a través de la descomposicién polar de un operador, obtendremos los
resultados que nos permiten obtener subespacios invariantes para operadores esencialmente
normales que cumplen ciertas condiciones. Los resultados de la primera y tercera seccién
son de [4], mientras que los de la segunda seccién se estudian en [2]. Finalmente, daremos
algunas conclusiones, que confirman que el problema del subespacio invariante estd abierto
para los operadores esencialmente normales que no verifiquen las condiciones de la tercera
seccion.

5.1. Definicion y algunas propiedades

En esta seccién, como viene siendo habitual, empezaremos definiendo qué son los operadores
esencialmente normales, y viendo algunos ejemplos de ellos.

Definicién 5.1.1. Sea H un espacio de Hilbert y T' € B(H) un operador. Diremos que T’
es un operador esencialmente normal si TT* — T*T es un operador compacto.

Ejemplo 5.1.2. El operador ”shift” es un operador esencialmente normal. Veamoslo. Sea
x = (x1,22,...,%n,...) € H, recordemos que

Sz = (z2,3,...,%n,...)

*
S*r = (0,21,22,...,Zn,...)
Entonces

(SS* — S*S)x = (21,22, 23, ..., Tn,...) — (0, 22,23, ..., Tpn,...) = (21,0,...,0,...)

o1
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Luego §5* — S*S es la proyecciéon sobre la primera coordenada, que es claramente un
operador compacto, y por tanto, S es un operador esencialmente normal.

Veamos algunas propiedades de este tipo de operadores. Empecemos viendo qué podemos
decir del adjunto de un operador esencialmente normal.

Proposicién 5.1.3. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador esencialmente
normal. Entonces T* también es esencialmente normal.

Demostracion. Como T' es esencialmente normal, existe un operador compacto K € B(H)
tal que
T -T'T =K

Tomando adjuntos, nos queda que
T -TT" = K*

Usando la proposicion 3.1.4, como K es compacto, K* también lo es, luego por definicién
T* es esencialmente normal, como queriamos demostrar.

O]

Ahora, veremos que los operadores que hemos estado estudiando hasta ahora resultan ser
operadores esencialmente normales.

Proposicién 5.1.4. Sea H un espacio de Hilbert y K € B(H) un operador compacto.
Entonces K es esencialmente normal.

Demostracion. Como K es compacto, por la proposicion 3.1.3 tenemos que K K* y K*K
son operadores compactos. Ademas, la suma de operadores compactos es compacta, ya que
si K,L € B(H) son operadores compactos, entonces, para cualquier A C H acotado, se
tiene por continuidad que

(K+L)ACKA+LA

Como K y L son operadores compactos y A es acotado, KA y LA son compactos, y como
la suma de compactos es compacta, nos queda que (K + L)A es un cerrado contenido en
un compacto, y por lo tanto, es compacto. Luego K + L es un operador compacto, y hemos
probado que la suma de operadores compactos es un operador compacto.

Por tanto, como KK* y K*K son operadores compactos, entonces K K* — K*K es un
operador compacto, luego nos queda que K es un operador esencialmente normal, como

queriamos probar.
O

Proposicién 5.1.5. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador normal. En-
tonces A es esencialmente normal.
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Demostracion. La prueba es evidente, ya que por definicion de operador normal, AA* =
A* A, luego
AAT—ATA=0

Como el operador nulo es claramente compacto, nos queda que A es esencialmente normal,
como queriamos demostrar.

O]

Por tanto, ya hemos encontrado algunos operadores esencialmente normales que si poseen
subespacio invariante. Veremos maés atn, pero para ello, primero necesitamos estudiar lo
que se conoce como descomposiciéon polar de un operador.

5.2. Descomposicién polar

FEn esta seccién veremos una serie de resultados previos que nos serdn 1tiles para probar la
existencia de subespacios invariantes para los operadores esencialmente normales. Estudia-
remos la descomposicién polar. En los niimeros complejos, es muy frecuente descomponer
un ndmero en un producto de su médulo por su dngulo, es decir, si |z| = r y ang(z) = 6,
escribimos z = re’. Esta es la descomposicién polar de un complejo, y ademds es tnica.
En esta seccién veremos que se puede realizar algo similar con los operadores lineales y
continuos en un espacio de Hilbert. Empecemos dando la siguiente definicién.

Definicién 5.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y V' € B(H) un operador. Diremos que V
es una isometria parcial si ||V z|| = ||| para todo x € ker(V)*. Llamaremos espacio inicial
de V a ker(V)*.

Teorema 5.2.2. Sea H un espacio de Hilbert y V € B(H) un operador. Entonces V es
una isometria parcial si y solo st V*V es una proyeccion.

Demostracion. Supongamos que V' es una isometria parcial sobre H con espacio
inicial M. Si FE es la proyecciéon de H sobre M, y si x € M, entonces

(V*Vz,x)=(Va,Vz) = HV:ch2 = H:ch2 = (z,z) = (Ex,x)

Ahora, si z € M, entonces (Ez,z) = 0, y por definicién de espacio inicial tenemos que
x € ker(V), luego
(V*Vz,2) =0= (Ex,x)

Como H = M @M+, nos queda que (V*Vz,z) = (Ex,x) para todo € H, luego V*V = E
como queriamos probar.
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Supongamos ahora que V*V = FE, donde E es una proyeccién de H sobre un cierto
M. Entonces, para todo = € H, usando que E = E? y E = E* por ser una proyeccion, se
tiene que

IVz|* = (Va,Vz) = (V'Va,z) = (Bz, ) = (E*z,2) = (Ez, Ex) = || Bx||?

Ast, |Vz| = ||z|| siz € My Vo = 0si 2 € M*+. Luego ker(V) = M+, y V es una
isometria en ker(V)1 = M. Por tanto, V es una isometria parcial, y ya hemos probado lo

que queriamos.
O

Corolario 5.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y V' € B(H) una isometria parcial. Entonces
V* también es una isometria parcial.

Demostracion. Como V es una isometria parcial, por el teorema 5.2.2 tenemos que V*V
es una proyeccién. Recordemos que un operador E es una proyeccién si y sélo si E? = E.
Por tanto, (V*V)? = V*V. Luego usando esto, tenemos que se verifica que

(VV*3 = VVVVVV* = V(VVIV)VF = V(VV)2VF = VIV YV = (VV*)?

Ahora, veamos que si A es un operador normal tal que A3 = A2, entonces A es una
proyeccién. Como A% = A%, entonces o (A% — A%) = {0}. Usando el teorema de la aplicacién

espectral (teorema 6.0.14) y considerando el polinomio p(z) = 23 — 22, tenemos que

{0} = (4% — A42) = 5(p(A)) = {p(N) : A € 0 (A)} = {X* = A2: A € o(4)}

Por tanto, A3 — A\? = 0 para todo A € o(A). Esto implica que o(A4) = {0, 1}. Usando ahora
que A es normal, que A2 = X si A € {0, 1}, y el teorema espectral junto con el apartado (c)
de la proposicién 4.2.8, nos queda que

A= / ME(\) = / NdE(\) = A?
o(A) o(A)

Por tanto, A2 = A y A es una proyeccién.

Ahora, como VV* es normal, pues (VV*)* = VV* y como (VV*)? = (VV*)2, nos queda
que VV* es una proyeccién. Utilizando de nuevo el teorema 5.2.2; tenemos que V* es una

isometria parcial, y hemos probado lo que queriamos.
O

Con esto, podemos pasar a probar el resultado que nos interesa, y que nos permitira
descomponer un operador lineal y continuo en un producto de una isometria parcial por
un operador positivo.
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Teorema 5.2.4. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador. Entonces existe
una isometria parcial V. en H y existe un operador positivo P en H tales que T = V P.
Los operadores V' y P pueden ser encontrados de manera que ker(V) = ker(P), y esta
condicion adicional determina la unicidad.

Demostracion. Empecemos con la construccién de P. Recordemos que T*T es positivo en
H, luego sabemos que existe un operador positivo P tal que P? = T*T. Por ser P positivo,
tenemos por definicion que P* = P, luego para todo x € H se cumple que

|Pa|? = (Px, Pa) = (P*2,x) = (I"Tx,2) = (T2, Tx) = || Ta|

De manera que la ecuacion

VPx=Tx

define inequivocamente un operador lineal y continuo V' del rango de P (al que notaremos
R) en el espacio de Hilbert H, y tal que V es una isometria en R. La linealidad y continuidad
de V son obvias, por la linealidad y continuidad de P y T. Veamos que la definicién es
consistente. Si existen x1,x9 € H con 1 # x9 y Pxy = Pxs, entonces P(x; — x2) = 0. Por
tanto,

0= | Pler —22)]| = |1 — 22)|| = |71 — Tws

Por tanto, Tx1 = Txs, y el operador V es consistente.

Ahora, como V es acotado en R, existe una unica extensién acotada de V' a R, y, por esto,
una Unica extensién a una isometria parcial sobre H con R su espacio inicial, es decir,

. . , - —1
definirfamos el operador V' de manera que V es una isometria sobre Ry V (R ) = 0.

Entonces, la ecuaciéon T' = V P se tiene por construccién. El nicleo de la isometria parcial
V' es el complemento ortogonal de su espacio inicial, que es la clausura del rango de P, y
como el complemento ortogonal del rango de un operador hermitico es su nicleo y P* = P,
nos queda que ker(V') = ker(P). Con esto probamos la existencia.

Para probar la unicidad, supongamos que T' = V P, con V una isometria parcial y P un
operador positivo tal que ker(V') = ker(P). Es obvio que se tiene que

T* = (VP)* = P*V* = PV* = T* = PV*

Por el teorema 5.2.2 sabemos que V*V = E  donde F es una proyeccion de H sobre el
espacio inicial de V. Por tanto,

T*T = PV*VP = PEP
Ahora utilizaremos el teorema 6.0.11, que dice que si S € B(H) entonces

ran(S*) = ker(S)*
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Como el espacio inicial de V es ker(V)* y ker(V) = ker(P), por la igualdad anterior
tenemos que el espacio inicial de V' es la clausura del rango de P*, pero como P* = P,
tenemos que el espacio inicial de V es la clausura del rango de P. Por tanto, como E era
la proyeccién sobre dicho espacio inicial, nos queda que EP = P, de manera que

T*T = PEP = P?

Con esto tenemos la unicidad de P. Ahora, como H = ker(P)@ker(P)* = ker(P)®ran(P),
y como Vz =0 six € ker(P) y VPx = Tx en la clausura del rango de P, nos queda que
V' también estd determinado de manera tnica como definimos antes. Por tanto, hemos

probado con esto la unicidad de V' y P.
O

Lo anterior nos permite descomponer un operador lineal y continuo en una isometria parcial
por un operador positivo. Sin embargo, el resultado que necesitamos es mas restrictivo, es
decir, necesitamos que la isometria parcial sea un operador unitario. Para ello, usaremos
el siguiente resultado.

Corolario 5.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, T € B(H) un operador y T = VP su
descomposicion polar. Si T es inyectivo y tiene rango denso, entonces V es un operador
unitario.

Demostracion. Empezaremos probando que ker(S*S) = ker(S) para cualquier operador
S € B(H). Es evidente que ker(S) C ker(S*S), pues si x € ker(.5), entonces S*Sz = S*0 =
0. Supongamos ahora que x € ker(S*S). Entonces, para todo y € H se tiene que
(5*Sz,y) =0

En particular, si tomamos y = x nos queda que

0= (S*Sz,z) = (Sz,Sz) = ||Sz||> = ||Sz| =0
Por tanto, Sx = 0, y = € ker(.S). Luego hemos probado que ker(S*S) = ker(5S).
Usando esto y que P? = P*P (por ser P un operador positivo), observemos que

ker(V) = ker(P) = ker(P?) = ker(T*T) = ker(T)

Si T es inyectivo, entonces ker(7') = {0}. Por tanto, ker V= {0}, y como V es una isometria
sobre el complemento ortogonal de su nicleo, nos queda que V es una isometria sobre H,
y esto es equivalente a decir que V*V = I, porque

(V*Va,z) = (Va,Va) = |Va|? = |l2|* = (2, 2)
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para todo x € H. Por tanto, V*Vx = x para todo « € H, y nos queda que V*V = 1.

Ahora, por el corolario 5.2.3, tenemos que V* también es una isometria parcial, cuyo
espacio inicial es ker(V*)*. Usando de nuevo el teorema 6.0.11 y que ran(V) = ran(T) por
construccién, tenemos que

ker(V*) = (ran(V))* = (ran(T))*

Como el rango de T es denso, ran(T) = H, de manera que ker(V*) = {0}. Entonces, por
el mismo razonamiento anterior, se verificarfa que (V*)*V* = VV* = [.

Por tanto, nos queda que VV* = V*V = [ y por definicién, tenemos que V' es un operador
unitario.

O]

Con todo esto, ya podemos encaminarnos a probar el resultado que buscdbamos, y que nos
permitira concluir el capitulo.

5.3. Subespacios invariantes

En esta dltima seccion, resolveremos el problema més importante del trabajo, que sera en-
contrar subespacios invariantes para operadores esencialmente normales bajo unas ciertas
hipétesis. Para ello, como va siendo costumbre, necesitaremos de unos resultados previos,
que pasamos a demostrar.

Empecemos recordando la definicién de limite de Banach.

Definicién 5.3.1. Un limite de Banach (que notaremos Lim) es un funcional lineal y
continuo Lim : [*® — R definido sobre el espacio de Banach [*° tal que, para cualesquiera
x=(zp) ey=(yn) con z,y €1 y o, € C, se cumple que

1. Lim(ax + By) = aLim(x) + SLim(y) (linealidad)
2. Si x, > 0 para todo n > 1, entonces Lim(x) > 0
3. Lim(x) = Lim(Sx), donde S es el operador ”shift” definido como
S(x1,x9,. .. Tny...) = (T2, T3, ..., Tpy .. .)
4. Si z es una sucesién convergente, entonces Lim(z) = limx
Como consecuencia de las anteriores propiedades, un limite de Banach también verifica que

liminf z < Lim(z) < limsup z
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Ahora, para continuar necesitaremos hacer la siguiente construccién. Sea H un espacio de
Hilbert separable y Lim un limite de Banach en [°°. Sabemos por resultados de Analisis
Funcional que toda sucesiéon débilmente convergente es acotada. Denotamos H; al espacio
de sucesiones en H que convergen débilmente a 0, y definimos para cualesquiera (x,,), (y,) €
H; la forma sesquilineal semidefinida positiva

((#n), (yn)) = Lim(zn, yn)

Fl espacio obtenido al hacer el cociente de H; por el nicleo de la anterior forma ses-
quilineal es un espacio prehilbertiano. El espacio resultante de completar el anterior es-
pacio prehilbertiano sera denotado H , v la aplicaciéon candnica de Hy a H se denotard
n: Hy — H. Notemos que n(z,) es la clase de equivalencia de las sucesiones (y,) € Hj
tales que Lim||x, — y,||?> = 0. Esto se debe a que estamos haciendo cociente por el nticleo
de la forma sesquilineal, y se tiene que

((xn), (xn)) = 0 <= Lim(zn, zn) = 0 <= Lim||za|> = 0

Por tanto, la relacién de equivalencia definida por el cociente es (z,) ~ (yn) si y sélo si
Lim||z, —yn]|?> = 0, y de aqui es evidente la anterior definicién de 7. Veamos como podemos
relacionar operadores lineales y continuos sobre H con operadores lineales y continuos sobre
H.

Proposicién 5.3.2. Todo operador lineal y continuo T en H induce un operador lineal y
continuo T en H, de manera que, si (x,) € Hy, entonces

'fn(wn) = n(Txy)

Demostracion. Empecemos viendo que esta bien definido. Claramente n(xy,) € H , ¥ COmo
(T'zy,) € Hy, por continuidad de T', tenemos que n(Tx,) € H. Por tanto,

'fn(wn) = n(Txy)

estd bien definido. Veamos que es consistente, es decir, que si (x,) es equivalente a (y,),
entonces (T'z,,) es equivalente a (T'y,). Pero esto es evidente, ya que si (x,,) ~ (y,) entonces
Lim||z, — yn|/?> = 0, y tendriamos que

Lim|Tzn — Tyn|* < Lim (| 7| - lzn — yal*) = |T1* (Lim||zy — yul*) =0

Por tanto, (T'zy,) ~ (Tyn).

Falta ver que T es un operador lineal y continuo. Sin embargo esto es trivial, ya que n y
T son lineales y continuos, luego su composicién Tn(z,) = 1(Tx,) también lo serd. Por
tanto, hemos probado que T es un operador lineal y continuo sobre H.

O



5.3. SUBESPACIOS INVARIANTES 99

Veamos algunas propiedades de estos operadores.

Proposicion 5.3.3. Sean T y S operadores lineales y continuos sobre Hy. Entonces se
verifica

—

1. (TS)=T5
2. (T%) = (f)
3. Si T es un operador compacto, entonces T=0

4. SiT es un operador esencialmente normal, entonces T es normal

Demostracion.
a) Utilizando la definicién de T'y S, se tiene que para todo (x,) € H;

—

(TS)n(zn) = n(TSz) = T(Swn) = TSn(zy)

Luego claramente (T/g) =T5.

b) Sean (x,), (yn) € Hi cualesquiera. Se tiene que

(n(xn), (f> 1(yn)) = (Tn(@n),n(yn)) = 0(T24),1(yn)) = Lim(Tzp, y) = Lim(aa, T*yn)

—

= (n(@n), n(T"yn)) = (n(xn), (T*)n(yn))

Como esto ocurre para todo (z,) € Hi, nos queda que
(7)) = T)n(n)
Y como lo anterior ocurre para todo (y,) € Hi, concluimos que
(1) =@

como queriamos probar.

c¢) Supongamos que T' es compacto. Usaremos que si (x,,) es una sucesiéon en H que tiende
a 0 débilmente y posee una subsucesién que converge en norma a 0, entonces ||x,| — 0.
Para probar esto, definimos el conjunto

Q= {x € H: Euiste una subsucesion (xy,) tal que ||z, — x| — 0}
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Como estamos suponiendo que existe una subsucesion (digamos (z,,,)) tal que [|zy;|| — 0,
entonces 0 € €. Ahora, si x € ), entonces existe una subsucesién (x,,) de manera que
|zn, — || — 0, luego para todo y € H se tiene por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
que

(Tny = 2,) < @, — 2+ [y —> 0 = (@n, —2,5) — 0

Por tanto, (z,, ) converge débilmente a x, pero como (x,,) converge débilmente a 0y (zy, )
es una subsucesion, entonces debe ocurrir que x = 0. Luego hemos probado que © = {0}.

Ahora, usando que ||z,|| < supl|zp, ||, nos queda que
Nk

]| — 0

como queriamos ver. Usemos esto para probar lo que buscdbamos. Sea (x,,) una sucesién en
H que tiende a 0 débilmente. Como 7" es continuo, (T'x,) también converge débilmente a 0.
Ahora, como (x,) es acotada y T es compacto, (T'z,) posee una subsucesién convergente,
digamos (1T'z;,). Supongamos que dicha subsucesién converge a un cierto z € H. Como
vimos antes, la convergencia en norma implica la convergencia débil, luego nos queda que
(T'zn;) — x débilmente, pero como (Tx,) converge débilmente a 0 y (Tx,,) es una
subsucesién, nos queda que x = 0. Por tanto, (T'z,) es una sucesién en H que converge
débilmente a 0 y que posee una subsucesién (Tacnj) que converge en norma a (0. Por lo
que hemos probado més arriba, nos queda que ||T'z,| — 0. Entonces, podemos deducir
facilmente que
|| Tz,||? = 0

Por tanto, por la propiedad (4) de la definiciéon de limite de Banach, nos queda que
Lim||Tz,||? = 0. Luego, por la definicién de la aplicacién canénica n, tenemos que n(T'z,,) =
7(0) = 0 (porque (T'z,) y 0 estdn en la misma clase de equivalencia). Por tanto,

~

T'n(zn) =n(Tz,) =0

Como esto ocurre para todo (z,) € Hi, llegamos a que T = 0, como queriamos.

d) Supongamos que T es esencialmente normal, es decir, existe un operador compacto K
tal que
Tr* —T"'T =K

Usando los tres apartados anteriores y la linealidad, llegamos a que
0=K=(TT* - 7T =T(T)" — (T)*T = T(T)* = (T)*T

Por tanto, T es un operador normal, y hemos probado lo que queriamos.
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Ya hemos definido pues el espacio donde vamos a trabajar. Ahora podemos encaminarnos
a probar el resultado que nos dard la clave para probar lo que queremos. Sin embargo,
primero necesitaremos de varios lemas previos, que pasamos a enunciar y demostrar.

Lema 5.3.4. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador. Sea (1) una sucesion
en el conmutante {T} deT ' que converge débilmente a cero. Entonces existe un operador
R:H — H tal que RT = TR y que verifica para todo x € H que

liminf||T,,z| < ||Rz| < limsup|T,z|

Demostracion. Para cada vector © € H definimos Rx = n(T,,x). Claramente R estd bien
definido y es un operador lineal y continuo, por la continuidad y linealidad de T, y 7.
Entonces, como (T},) C {T}’, tenemos que

RTz = n(T,Tx) = n(TT,z) = Tn(Tyz) = TRx
Como esto ocurre para todo x € H, nos queda que RT = T R, como queriamos ver.

Ahora, recordemos la propiedad de los limites de Banach que nos dice que
liminf z,, < Lim(zy,) < limsup z,,

También, necesitamos recordar una propiedad de los limites superiores e inferiores. Sean
(an) v (bn) sucesiones positivas cualesquiera, entonces

liminf a,b, > (liminf a,) (lim inf b,)

lim sup a,b, < (limsup a,) (limsup b,,)
Usando ahora que ||[n(T,2)|?* = (n(Thz),n(Thz)) = Lim|T,z|? (por definicién de ), la

propiedad de los limites de Banach que mencionamos y las dos desigualdades anteriores,
tenemos que

(m inf| Tz |)?* < Mminf|Toz|® < Lim| Tz = |0(Toe)|* = || Rz

|R||* = |In(Tn2)|? = Lim|Tyz|* < lmsup| Tz |? < (limsup||Tz|)?

Por tanto, (iminf|Thz|)*> < ||Rz|? < (imsup||Thz|)?, y tomando raiz cuadrada nos
queda que
liminf||T,,z|| < ||Rz| < limsup|T,z|

como queriamos demostrar.

O]

Definicién 5.3.5. Sea H un espacio de Hilbert y 7' € B(H) un operador. Diremos que T’
es una cuasiafinidad en H si T es inyectivo y de rango denso.
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Lema 5.3.6. Sea H un espacio de Hilbert, A,B € B(H) operadores normales y R €
B(H) una cuasiafinidad. Si se cumple que AR = RB, entonces A y B son unitariamente
equivalentes (es decir, existe un operador unitario U € B(H) tal que A =UBU*).

Demostracion. Como R es una cuasiafinidad, por el corolario 5.2.5 sabemos que existe un
operador unitario U y un operador positivo P con U, P € B(H), P> = R*Ry R=UP su
descomposicién polar. Como A y B son operadores normales y AR = RB, por el teorema
de Fuglede-Putnam (teorema 4.3.8) tenemos que A*R = RB*. Por tanto, se tiene que

BR*R=(BR")R= (RB*)*R=(A"R)*R=(R"A)R = R*(AR) = R*RB
Luego, como P? = R*R nos queda que
BP? = P*B
Se sigue entonces, usando el lema 6.0.15 para la funcién raiz cuadrada, que
BP =PB

Finalmente, por hipdtesis tenfamos que AR = RB, o dicho de otro modo, que AUP =
U PB. Entonces podemos concluir con lo anterior que

AUP=UPB=UBP

Ahora, como R = UP y U unitario, entonces U*R = P. Usando que U es un isomorfismo
(por ser unitario) y que el rango de R es denso (por ser cuasiafinidad), nos queda que el
rango de P es denso. Luego se verifica que, como AU, BU € B(H) y coinciden en un espacio
denso (ran(P)), entonces por continuidad AU = U B. Finalmente, como U es unitario, nos
queda que A = UBU™, y hemos probado que A y B son unitariamente equivalentes, como
queriamos.

O]

Lema 5.3.7. Sean Hy y Ho dos espacios de Hilbert, y sean A : Hi — Hy y B : Hy — H;
operadores lineales y continuos. Si ran(B) = Hy, entonces ran(AB) = ran(A).

Demostracion.
Esta contencién es obvia. Claramente ran(AB) C ran(A), y tomando clausura nos

queda que ran(AB) C ran(A).

Sea z € ran(A). Entonces existe un y € H; de manera que z = Ay. Como la clausura
del rango de B es densa en Hj, existe una sucesion (z,,) C ran(B) de manera que

y= lim Bz,

n—-+o0o
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Por tanto, usando la continuidad de A, nos queda que

n—-4o0o

z2=A ( lim an> = lim ABz, = z € ran(AB)
n—-4o00

Luego ran(AB) 2 ran(A), y hemos probado lo que queriamos.
O

Lema 5.3.8. Sea H un espacio de Hilbert, A € B(H) un operador normal y E C H un
subespacio que reduce a A. Entonces A|g es un operador normal.

Demostracion. Se tiene claramente que
(Alp)" = A"|p
Como A, A* € B(E) y A es normal, nos queda que
(Alp)" (Alp) = A*|pAlp = (A"A)|p = (AA")|p = (Alp) (Alp)"

Por tanto, A|g es normal, como queriamos ver.

O]

Con esto, podemos probar el resultado del que vamos a deducir la existencia de subespacio
invariante para operadores esencialmente normales bajo unas ciertas condiciones. Para ello,
primero definiremos las nociones con las que trabajaremos.

Definicién 5.3.9. Sea H un espacio de Hilbert y T, S € B(H) operadores. Diremos que
T y S son semejantes si existe un operador R € B(H) invertible, con

T=R'SR

Definicién 5.3.10. Sea H un espacio de Hilbert y T, S € B(H) operadores. Diremos que
T y S son cuasisemejantes si existen dos cuasiafinidades R,V € B(H), con

TR=RS
VT =SV

Definicién 5.3.11. Sea H un espacio de Hilbert y (7;,) C B(H) una sucesién de ope-
radores. Diremos que dicha sucesiéon converge lentamente a cero si converge a cero en la
topologia débil de operadores y para todo = € H \ {0} se cumple que

lim inf||T,x| > 0
n——+0o00
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Definicién 5.3.12. Sea H un espacio de Hilbert y (7,,) C B(H) una sucesién de opera-
dores. Diremos que dicha sucesion converge muy lentamente a cero si converge lentamente
a cero y existe un ¢ > 0 tal que para todo x € H \ {0} se cumple que

lim inf|| T, x|| > J||=||
n—-+o0o
Finalmente, pasemos a ver el resultado que nos dard la clave para probar la existencia de

subespacio invariante que buscdbamos.

Teorema 5.3.13. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador esencialmente normal tal
que existen sucesiones en {T} y {T*}', respectivamente, que convergen lentamente (muy
lentamente) a cero. Entonces T' es cuasisemejante (semejante) a un operador normal.

Demostracion. Notemos (T,) la sucesién en el conmutante de T' que converge lentamente a
cero. Por definicién, converge a cero en la topologia débil de operadores. Por el lema 5.3.4,
existe un operador R: H — H tal que R =TRy

liminf||T,,z| < ||Rz| < limsup|T,z|

Ademsds, como (T;,) converge lentamente a cero, se tiene también por definicién que para
todo x € H con z # 0 se verifica

lim inf|| T, x|| > 0
Por tanto, tenemos que para todo x # 0 se cumple
|Rz|| > liminf||T,z| > 0 = ||Rz| >0
Deducimos entonces que ker(R) = {0}, es decir, el operador R es inyectivo.

Ahora, por la proposicién 5.1.3, tenemos que T también es esencialmente normal, luego

de manera analoga podemos encontrar un operador S tal que ST* = (f) Sy ker(S) =
{0}. Tomando adjunto en la ultima igualdad, nos queda que T'S* = S*f, y usando las
desigualdades anteriores tenemos que

T(RS*) = RTS* = (RS*)T
Como T es esencialmente normal, por el apartado (d) de la proposicién 5.3.3 tenemos que
T es normal, luego por el teorema de Fuglede-Putnam (teorema 4.3.8) nos queda que

*

(f) (RS") = (RS") (T)
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Usando que ran(S*) = ker(S)* y que ker(S) = {0}, nos queda que ran(S*) = H, luego
por el lema 5.3.7 deducimos que ran(RS*) = ran(R). Se sigue de estas relaciones y de la

A~

[ ~ *
proposicién 6.0.16 que ran(R) es invariante por Ty (T) , ya que

T (W) —7 (RS*(ﬁ)) C TRS*(H) = RS*T(H) C R(

~—

(f) (W) _ (T) (RS*(ﬁ)) - (f) RS*(H) = RS* (f) (H) C R(H)

Por tanto, ran(R) reduce a T', y por el lema 5.3.8 la restricciéon Tr = f| es normal.

ran(R)

Andlogamente, el operador Tg = T |m también es normal.

Sean Ug y Ug operadores unitarios de ran(R) y ran(S), respectivamente, en H, y sean
Np = URTRU_l, Ng = USTSUSTl, Ry = UgrR y S1 = UgS. Entonces Ng y Ng son
operadores normales en H, por ser Tr y Ts normales y Ur y Ug unitarios (también son
normales). Ademds Ry y Sp son cuasiafinidades. La inyectividad se tiene por la inyectividad
de Ry Sy por ser Ug y Ug unitarios. La densidad del rango se debe a que, para cualquier
re H

L
12 =R'Upr =0<= Upz € ker(R") = <ran(R))

- S
Como Upx € ran(R) (por definicién de Ug) y como Ujx € <rcm(R)) , nos queda que

Upr = 0, y por ser U}, unitario, sélo puede ocurrir si = 0. Por tanto, ker(R}) = {0},

1L -
y usando de nuevo que ker(R}) = (mn(Rﬂ) , nos queda que ran(R;) = H. Entonces

efectivamente R; es una cuasiafinidad, y se prueba de manera totalmente andloga que Sy
también lo es.
Luego usando todo lo anterior se verifica que
RiT = UrRT = URTR = URTrR = URTRUglURR = NrR;
Por tanto, R;T = NrR;. De manera anéloga,

ST = UsST* = Us (T) 8 = Us (T) U5'UsS = (UsTU") UsS = N5y
Luego S17T* = NgS1, y tomando adjuntos tenemos que 7'ST = STNg. Por tanto, usando
las igualdades anteriores nos queda que

Nr(R157) = RiTST = (R157)Ns

Como R;S7 es una cuasiafinidad (esto es obvio sabiendo que R; y S1 lo son y usando la
definicién junto con la igualdad ran(S;) = ker(S1)*), por el lema 5.3.6 tenemos que existe
un operador unitario U de manera que Ng = U* NrU. Entonces, deducimos que

TS; = S{Ng = S;U*NgU
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O dicho de otro modo,
T(S7U") = (SiU")Nr

Ademads, STU* es una cuasiafinidad (de nuevo por ser ST una cuasiafinidad y por ser
U unitario). Por tanto, hemos encontrado dos cuasiafinidades Ry y S{U* y un operador
normal Nr de manera que

RiT = NrR;y

T(S1U%) = (STU")Nr

Por definiciéon, hemos probado que T es cuasiasemejante a un operador normal, como
queriamos.

Notemos que bajo la condicién de convergencia muy lentamente a cero, el operador R
pasa a ser un operador invertible, ya que por definicién de R y de convergencia muy lenta
se tiene que existe § > 0 de manera que para todo x € H con z # 0 se verifica

|Rx|| > liminf||T,x| > d|z||

Esto implica que ran(R) es cerrado, y como R era inyectivo, nos queda que R es un
isomorfismo sobre su rango. Ahora, Ug es unitario, luego también es un isomorfismo, y
como Upg estd definido sobre el rango de R, nos queda que Ry = UrR es un isomorfismo
por composicién. Por tanto, R; es invertible, y de la igualdad RyT = NgrR; anterior,

deducimos que
T = R{'NgR,

De nuevo por definicién, deducimos que T es semejante a un operador normal, y hemos
terminado la demostracién.

O

Con este teorema, se puede probar el resultado que estdbamos buscando, y que concluye
la dltima demostracion de esta seccidon. Esto es, la existencia de subespacios invariantes
para operadores esencialmente normales bajo ciertas hipotesis. Sin embargo, antes de di-
cha prueba, necesitaremos como es habitual algunos resultados previos, que pasamos a
demostrar.

Lema 5.3.14. Sea H un espacio de Hilbert y A,B € B(H) dos operadores. Si A y B
son cuasisemejantes y B tiene un subespacio hiperinvariante, entonces A también posee un
subespacio hiperinvariante.

Demostracion. Por ser A y B cuasisemejantes, existen dos cuasiafinidades Ry S de manera
que
AR =RB

SA=BS
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Sea FE el subespacio hiperinvariante de B y definimos
Fo={TRx:z€ E, T € {A}'}

Finalmente, denotamos F' = I, y vamos a probar que el subespacio F es hiperinvariante
para A. Para ello, veamos que si C1,Cy € {A}, entonces C1C5 € {A}. Esto se debe a que

C1C2A = C1ACy = AC1Cy
Por tanto, sea C' € {A}’ cualquiera, entonces para todo z € E'y T € {A}’ se tiene que
CTRx € Fy = CFy C Fy

Por tanto, nos queda que
CF=CFyCCFyCFy=F

Luego CF C F para todo C € {A}. Veamos que F es no trivial. Claramente F' # {0}, ya
que E # {0}. Sea ahora C' € {A} cualquiera. Se tiene que

SCRB = SCAR =SACR = BSCR
Por tanto, B conmuta con SCR para cualquier C' € {A}'. Notemos ahora que
SFy={SCRz:z € E, C € {A}}

Como FE es hiperinvariante para B y SC R conmuta con B, nos queda que FE es invariante
para SCR, para cualquier C € {A} . Por tanto, para todo = € E, tenemos que SCRx € E,

de lo que deducimos que
SFyCFE

Por tanto, llegamos a que
SF=SF,CSFh,CE=E

Finalmente, esto implica que SF' C E. Recordemos que
e Como F es un subespacio hiperinvariante, E # H
e Como S es una cuasiafinidad, SH = H

Por tanto, si F = H, tendrfamos que SF = H, pero SF C E # H. Por reduccién al
absurdo, nos queda que F' # H, y hemos probado que F' es un subespacio hiperinvariante

para A.
O

Definicién 5.3.15. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador. Se define el
doble conmutante del operador A como

{AY' ={B € B(H) : BT =TB para todo T € {A}'}



68 CAPITULO 5. OPERADORES ESENCIALMENTE NORMALES

Veamos un resultado extremadamente sencillo, pero que nos permitird aclarar la relacion
entre el conmutante y el doble conmutante, y que ademés nos serd muy util.

Proposicién 5.3.16. Sea H un espacio de Hilbert y A € B(H) un operador. Entonces se
verifica

a) Ae{A})
b) {A}" C {A}

Demostracion.
a) Esto es evidente, ya que A conmuta con todo elemento de {A}'.

b) Sea B € {A}’. Como A € {A} se tiene que B conmuta con A, luego B € {A}.
0

Con todo lo anterior, podemos pasar ya a probar el resultado que queremos, y que concluye
esta seccidn.

Teorema 5.3.17. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador esencialmente
normal no escalar.

a) Si existen sucesiones en {T} y {T*}, respectivamente, que convergen a cero débil-
mente, pero no fuertemente, entonces T posee subespacio invariante

b) Si existen sucesiones en {T}" y {T*}", respectivamente, que convergen a cero débil-
mente, pero no fuertemente, entonces T posee subespacio hiperinvariante.

Demostracion.

a) Vamos a probar el resultado haciendo dos reducciones al absurdo, una de ellas contenida
en la otra. Notemos (7},) la sucesién en el conmutante de T' que converge débilmente a cero,
pero no fuertemente. La primera reduccién al absurdo serd suponer que 7' no posee ningin
subespacio invariante. La segunda serd suponer que (7)) no converge lentamente a cero.
Por definicién de convergencia lenta, esto implica que existe un z € H \ {0} de manera que

lim inf||Tnz|| = 0

Por propiedades de los limites inferiores, lo anterior implica que existe una subsucesion
(Th,;) de manera que
Aim ||T,,z]| =0
J—+too
Sea {T'}" el doble conmutante de T', y definimos

E={Sz:5€{T}"}
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Como T, S € {T'}", entonces T'S € {T'}", ya que para todo A € {T'}’ se tiene que
TSA=TAS =ATS

Por tanto, T'Sx € E para todo S € {T'}", o dicho de otro modo, TE C E. Pero como T
no posee subespacio invariante, por hipétesis, y como E # {0} (porque z € E ya que la
identidad pertenece a {T'}"), entonces E tiene que ser de rango denso.

Tenemos entonces que
[T S|l = 15T, x| < [[S]] - [|Tn;[| — 0O

Como (T,) es acotada (por converger débilmente a 0) y como ||T,,y|| — 0 para todo
y perteneciente a un conjunto de rango denso, nos queda que 7, n; converge fuertemente a
cero. Usando el mismo razonamiento de la demostracién del apartado (¢) de la proposicién
5.3.3 para operadores, tenemos que como (7,) es una sucesién que converge débilmente
a cero y posee una subsucesién que converge fuertemente a cero, entonces (7;,) converge
fuertemente a cero. Pero esto es una contradiccién, porque por hipétesis (7)) converge
débilmente pero no fuertemente a cero. Por tanto, tenemos por reduccion al absurdo que
(T},) converge lentamente a cero.

Si T* poseyera un subespacio invariante M, entonces evidentemente M~ serfa un subes-
pacio invariante para T, y por hipdtesis esto no puede ocurrir. Por tanto, T no tiene
subespacio invariante, y haciendo el mismo desarrollo anterior obtenemos que existe una
sucesién en {T*} que converge lentamente a cero. Luego, por el teorema 5.3.13, tenemos
que T es cuasisemejante a un operador normal. Entonces tenemos que existe una cuasiafi-
nidad (que por notacién llamaremos S) de manera que

TS =SNgp
Si Ng es escalar, entonces Ng = AI para un cierto A € C\ {0}, luego tendriamos
TS = SNp = SA = IS

Como S es de rango denso (por ser una cuasiafinidad), la anterior igualdad implica que
T = M\, pero por hipotesis T es no escalar, luego Nr no puede ser escalar. Por tanto, por
el teorema 4.3.6 tenemos que Ni posee subespacio hiperinvariante.

Como T es cuasisemejante a un operador que posee subespacio hiperinvariante, por el le-
ma 5.3.14 tenemos que 1" posee subespacio hiperinvariante, pero esto es una contradiccién,
porque estdbamos suponiendo que 1" no posee subespacio invariante. Por tanto, por reduc-
cién al absurdo, llegamos a que T' debe poseer subespacio invariante, y ya hemos probado
lo que queriamos.
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b) En esta demostracién seguiremos un desarrollo casi idéntico a la del apartado anterior.
De nuevo tomaremos dos reducciones al absurdo, una contenida en la otra. Notemos (7,)
la sucesién en el doble conmutante de T' que converge débilmente a cero, pero no fuerte-
mente. La primera reduccién al absurdo serd suponer que 7' no posee ningin subespacio
hiperinvariante. La segunda serd suponer que (7;,) no converge lentamente a cero. De nuevo
tenemos que existe un = € H \ {0} de manera que existe una subsucesién (7,.) que verifica

J

lim || Ty, z|| = 0

Jj—+oo

Ahora definimos

E={Sz:Se{T}}

Sean A, S € {T}' cualesquiera. Ya vimos anteriormente que AS € {T'}’. Por tanto, tenemos
que
ASxe E= AECE

Por tanto, E es un subespacio hiperinvariante para T, pero estamos suponiendo que 7" no
posee subespacio hiperinvariante. Luego, como E # {0} (porque = € E ya que la identidad
pertenece a {T'}'), entonces E tiene que ser de rango denso.

Tenemos entonces que
[T, S| = [|STo ]| < (IS - 1T ]] — O

Usando el mismo razonamiento del apartado anterior llegamos a que (7},) converge fuerte-
mente a cero, lo cual es una contradiccién. Por tanto, hemos encontrado una sucesion en
{T}" que converge lentamente a cero. De igual forma que antes, obtenemos que existe una
sucesion en {T*}" que converge lentamente a cero.

Ahora, por el apartado (b) de la proposicién 5.3.16, tenemos que {T}" C {T} y que
{T*}" C {T*} . Por tanto, hemos encontrado sucesiones en {T'}' y {T*}, respectivamente,
que convergen lentamente a cero. Por el teorema 5.3.13, tenemos que T' es cuasisemejante
a un operador normal, y siguiendo el mismo desarrollo que antes, llegamos a que dicho
operador normal no es escalar, luego posee subespacio hiperinvariante.

De nuevo, como T es cuasisemejante a un operador que posee subespacio hiperinvarian-
te, por el lema 5.3.14 tenemos que T posee subespacio hiperinvariante, pero esto es una
contradiccion, porque estadbamos suponiendo que no lo tenia. Por tanto, por reduccién al
absurdo, llegamos a que T debe poseer subespacio hiperinvariante, y ya hemos terminado
la demostracion.

O
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Nota 5.3.18. La hipétesis de T no escalar se debe a que claramente si T" es escalar posee
subespacio invariante, usando el apartado (3) del ejemplo 4.1.2 y el apartado (a) del teorema
4.3.6.

5.4. Conclusiones

En la seccién anterior acabamos de ver que existe subespacio invariante para operadores
esencialmente normales que cumplen una cierta condicion, en este caso, que tanto su con-
mutante como el conmutante de su adjunto tengan una sucesion que converge débilmente a
cero pero no fuertemente. La pregunta légica que nos hacemos es, ; existen operadores esen-
cialmente normales que no verifiquen esta condicién? Si no existieran, habriamos probado
la existencia de subespacio invariante para todos los operadores esencialmente normales,
lo cual seria una revolucién. Sin embargo, se puede probar que si existen operadores que
no verifican esta condicién, aunque por comodidad, lo haremos mediante una equivalencia
con el teorema 5.3.17. Para ello, nos ayudaremos de algunos resultados previos.

Definicién 5.4.1. Una subdlgebra A C B(H) del algebra de operadores se llamard SC-
algebra si su bola unidad es relativamente compacta (es decir, si la clausura de la bola
unidad es compacta) en topologia fuerte de operadores.

Nota 5.4.2. Por notacion, escribiremos ( para referirnos a la topologia fuerte de opera-
dores y denotaremos o a la topologia débil de operadores.

Lema 5.4.3. Sea A C B(H) una subdlgebra del dlgebra de operadores. Entonces A es una
SC-dlgebra si y sdlo si = o en la clausura de la bola unidad de A.

Demostracion. Denotemos B a la clausura de la bola unidad de A. Por hipétesis, B

es compacta en 3. Consideramos la funcién identidad
id: (B,8) — (B, 0)

Claramente id es sobreyectiva, por ser la identidad. Ademads, id es continua, ya que por
la proposicién 2.2.5, cada abierto en la topologia débil de operadores es abierto en la
topologia fuerte de operadores, luego id~! lleva abiertos de o en abiertos de 3, y id es con-
tinua. Ahora, tenemos por hipétesis que (B, 3) es compacto, y por la proposicién 6.0.19,
sabemos que (B, o) es Hausdorff. Por tanto, usando la proposicién 6.0.20, nos queda que
id : (B,3) — (B, o) es un homeomorfismo, o lo que es lo mismo, que = o en B, como
buscédbamos.

Por hipétesis, 8 = o en B. Usando la proposicién 6.0.21, tenemos que B es compacto
en o, y por lo anterior, nos queda que B es compacto en 3, luego A es una SC-algebra,

como queriamos demostrar.
O
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Con todo esto, podemos dar un resultado equivalente al teorema 5.3.17, el cual pasamos a
enunciar.

Teorema 5.4.4. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador esencialmen-
te normal no escalar. Si ni {T} ni {T*} son SC-dlgebras, entonces T posee subespacio
tnvariante.

Demostracion. Denotemos B a la clausura de la bola unidad del conmutante de 7. Como
{T} no es una SC-dlgebra, por el lema anterior tenemos que o # 3 en B. Por ser H un
espacio de Hilbert separable, ambas topologias son metrizables en B, y usando esto junto
con la proposicién 2.2.5, deducimos que lo anterior (o # 8 en B) implica que existe una
sucesién en B que converge débilmente, pero no lo hace fuertemente. Denotemos dicha su-
cesién como (7},) y supongamos que converge débilmente a 7. Entonces hemos encontrado
una sucesiéon en {T'}, la cual serfa (T, — T'), que converge débilmente a cero, pero no lo
hace fuertemente.

Como {T*}’ tampoco es una SC-élgebra, siguiendo un desarrollo andlogo, podemos encon-
trar una sucesién en {T*}" que converge débilmente a cero, pero no fuertemente. Por tanto,
usando el teorema 5.3.17, tenemos que eso implica que T posee subespacio invariante, y ya

hemos probado lo que queriamos.
O

Usando esta equivalencia del teorema 5.3.17, podemos ver de forma mas sencilla que existen
operadores esencialmente normales que no verifican la condiciones del teorema anterior, y
por tanto, que no podemos saber si tienen o no subespacio invariante. Un ejemplo de esto
serian los operadores compactos de rango denso, ya que éstos son operadores esencialmente
normales y en el ejemplo 2.3.5 vimos que la clausura de la bola unidad del conmutante de
dichos operadores es fuertemente compacta.

Por tanto, para responder al problema del subespacio invariante en operadores esencial-
mente normales, hemos probado la condicién que a priori parece mas dificil, que seria la de
considerar que ni el conmutante de nuestro operador ni el conmutante de su adjunto son
SC-algebras. Faltaria por probar entonces la condiciéon que en principio se intuye mas facil,
que seria cuando el conmutante de nuestro operador es una SC-dlgebra. Es decir, todavia
tenemos la siguiente pregunta:

Problema abierto: ;Dados H un espacio de Hilbert y 7' € B(H) un operador esencial-
mente normal cuyo conmutante es una SC-algebra, entonces T' tiene subespacio invariante?

Sin embargo, atin no se ha dado solucién a este problema, y por lo tanto, no se conoce la
existencia de subespacios invariantes para todos los operadores esencialmente normales.



Capitulo 6
Apéndice

En este capitulo incluiremos algunos de los resultados menos conocidos que utilizamos en
el trabajo y que, sin embargo, presentaremos sin demostraciéon ya que ya fueron probados
durante el Grado o el Master en Matematicas.

Definicién 6.0.1. Se dice que una sucesién de vectores (u,) en un espacio prehilbertiano
es un sistema ortogonal si se verifica (up|un,) = 0 para todo n # m. Si ademds |lu,|| =1
para todo n € N entonces se dice que (uy,) es un sistema ortonormal.

Definicién 6.0.2. Se dice que un sistema ortonormal (u,) en un espacio de Hilbert H
es completo cuando ademds, la variedad lineal generada por {u, : n € N} es densa en H.
También se dice que (u,) es una base ortonormal de H. Si (u,) es un sistema ortonormal
completo de un espacio prehilbertiano H, entonces se define la sucesién (¢,,) de coeficientes
de Fourier de un vector z € H como ¢, = (z|uy,).

Proposicién 6.0.3. Sea {u1,...,u,} un sistema ortonormal completo finito en un espacio
n
prehilbertiano H, y sea x € (uy,...,uy), digamos x = Z cxug. Entonces ¢ = (z|ug) para
k=1

todo 1 < k <n, y ademds

n
lz]® = | ()
k=1

Teorema 6.0.4. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si x,y son vectores en un espacio
prehilbertiano, entonces |(z|y)| < ||z - ||yl

Lema 6.0.5. Sea (X, d) un espacio métrico y K C X un subconjunto. Son equivalentes

1. K es compacto

73
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2. K es completo y totalmente acotado, es decir, Ve > 0 existen x1,...,x, € X tales
n
que K C U B(zj,¢)
j=1

Proposicién 6.0.6. Q C [? es relativamente compacto si y sdlo si Q es acotado y ademds

Definicion 6.0.7. Sean X e Y dos espacios métricos y F una familia de funciones de
X en Y. Denotaremos con dx y dy las métricas respectivas de estos espacios. La familia
F es equicontinua en un punto zg € X si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que
dy (f(zo), f(z)) < € para todo f € F y todo x tal que dx(zp,x) < ¢. La familia es
equicontinua si lo es en cada punto de X.

Teorema 6.0.8. (Ascoli-Arzeld) Sea (X, d) un espacio métrico compacto y F C C(X, |||lo0)
una familia de funciones continuas con la norma infinito. Son equivalentes:

1. F es relativamente compacta.
2. F es equicontinua y uniformemente acotada.

Teorema 6.0.9. Sea X un espacio de Banach. Entonces la bola unidad cerrada de X es
compacta st y solo si X es de dimension finita.

Teorema 6.0.10. El producto de cualquier coleccion de espacios topologicos compactos
también es compacto.

Teorema 6.0.11. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H) un operador. Entonces
ran(T*) = ker(T)*

Definicion 6.0.12. Sea V un espacio vectorial y £ C V un subespacio. Una proyeccion
de V sobre E es un operador lineal P : V — E tal que P?> = P.

Cuando V es un espacio de Hilbert, podemos usar el concepto de ortogonalidad. Una
proyeccién P de un espacio de Hilbert H sobre un subespacio F se llama proyeccién
ortogonal si satisface (Px,y) = (x, Py) para todo z,y € H.

Proposicion 6.0.13. Sea H un espacio de Hilbert, E C H un subespacio, P la proyeccion
ortogonal de H sobre E y Q la proyeccion ortogonal de H sobre E+. Entonces, para todo
x € H, se tiene que

r=Pxr+ Qx

De aqui puede deducirse también que Q =1 — P.
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Teorema 6.0.14. Sea H un espacio de Hilbert, T € B(H) y p € C[z] un polinomio.
Entonces

o(p(T)) ={p(A) : A€ a(T)}

Lema 6.0.15. Sea H un espacio de Hilbert con T,S € B(H) operadores normales. Si
TS = ST, entonces Sf(T) = f(T)S, para toda f continua en un entorno del espectro de
T.

Proposicién 6.0.16. Sea H un espacio de Hilbert, T € B(H) un operador y A C H
cualquiera. Entonces

T(A) CT(4)

Definicién 6.0.17. Un élgebra compleja (real) es un espacio vectorial A sobre C (R) en
el que hay definido un producto que verifica, para todos z,y,z € A, y todo a € K| las
propiedades:

L (zy)z = x(yz)
2. x(y+2)=ay+zz, (y+2)x =yr+ 2z

3. a(ry) = (ax)y = z(ay)

Definicion 6.0.18. Sea A un algebra sobre K. Se dice que A es conmutativa si lo es su
producto, es decir, si zy = yx para todos z,y € A. Se dice que A tiene elemento neutro
o unidad si lo tiene su producto, es decir, si existe e € A tal que ex = ze = x para todo
x € A.

Proposicién 6.0.19. Sea H un espacio de Hilbert y A C B(H) una subdlgebra del dlgebra
de operadores. Entonces la clausura de la bola unidad de A es un espacio Hausdorff en la
topologia débil de operadores.

Proposicién 6.0.20. Sean (X, 1) un espacio topoldgico compacto, (Y,7") un espacio to-
poldgico Hausdorff y f : (X,7) — (Y, 7') una aplicacidn. Entonces, si [ es continua y
sobreyectiva, se tiene que f es un homeomorfismo.

Proposicién 6.0.21. Sea H un espacio de Hilbert y A C B(H) una subdlgebra del dlgebra
de operadores. Entonces la clausura de la bola unidad de A es un espacio compacto en la
topologia débil de operadores.
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