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Summary

In 1966, Russian mathematician Vladimir Gurariy proved that the set of continuous
functions on the interval [0, 1] that are nowhere differentiable contains, except for the
zero function, an infinite-dimensional vector space (that is, it is lineable, a term coined
by Gurariy himself). This is a surprising result to say the least, since it evinces that,
however difficult it is to find any such function, not only there are many of them, but

they also constitute large algebraic structures.

The study of lineability and algebrability (the analogous property for algebras ins-
tead of vector spaces) has gained in popularity over the 21st century; the book [1] is a
sizeable compilation of results in the field. Based on two recent articles [2, 4], this work
addresses the lineability and algebrability of anti-L’Hépital and anti- Weierstrass M
spaces, which are respectively formed by functions and sequences of functions which
verify the conclusions of L’Hopital’s Rule and Weierstrass M Criterion despite failing

to meet their hypotheses.

In Chapter 1 we include some notions and results that are required in the following
chapters, so as to make the text as self-contained as possible. Specifically, we briefly
review real analytic functions, we lay out the basic theory of cardinal numbers in
plenty of detail, we give the general proof of the Dimension Theorem, we prove that
the dimension of R over Q is ¢, we recall the concepts of algebra and free algebra, we
list several well-known results in Topology and Functional Analysis, and we introduce

the spaces of functions and sequences of functions that are used throughout the work.

Chapter 2 contains the definitions of lineability and algebrability, as well as a crite-

111



iv Summary

rion that provides a sufficient condition for an a-lineable set to be densely a-lineable,

which is used in the two remaining chapters.

Chapter 3 begins with a review of L’Hopital’s Rule and an example of a function
to which it cannot be applied. Inspired by this function, we define the anti-L.’Hopital
space on a given subset of R and characterise when it is non-empty. Finally, we obtain

the dense c¢-lineability and the strong c-algebrability of these spaces.

Chapter 4 has the same structure as the previous one. First we recall the concept
of uniform convergence, the Cauchy Criterion (which gives an equivalent condition
to uniform convergence) and the Weierstrass M Criterion (which gives a sufficient
condition). Then we construct an example of a sequence of functions which is uniformly
convergent but does not meet the hypotheses of the Weierstrass M Criterion. Next we
define anti-Weierstrass M spaces, we obtain a big family of examples and we use it to
show the c¢-lineability. Lastly, we prove a couple of technical lemmas and the strong

c-algebrability.



Resumen

En 1966, el matemaético ruso Vladimir Gurariy demostré que el conjunto de las fun-
ciones continuas en el intervalo [0, 1] que no son derivables en ninguna parte contiene,
salvo por la funcién nula, un espacio vectorial de dimension infinita (es decir, es linea-
ble, término acunado por el propio Gurariy). Se trata cuando menos de un resultado
sorprendente, pues pone de manifiesto que, a pesar de la dificultad de encontrar tales
funciones, no s6lo hay muchas, sino que ademas constituyen estructuras algebraicas

grandes.

El estudio de la lineabilidad y la algebrabilidad (la propiedad anéaloga con algebras
en vez de con espacios vectoriales) ha cobrado cierto auge en el siglo XXI; un compen-
dio amplio de resultados en el campo es el libro [1]. Este trabajo aborda, siguiendo
dos articulos recientes |2, 4], la lineabilidad y la algebrabilidad de los espacios anti-
L’Hopital y anti-M de Weierstrass, que estan formados respectivamente por funciones
y por sucesiones de funciones que verifican las conclusiones de la Regla de L’Hopital

y del Criterio M de Weierstrass pese a no cumplir sus hipotesis.

En el Capitulo 1 incluimos nociones y resultados que se requieren en los siguientes
capitulos, con el &nimo de que el texto sea lo mas autocontenido posible. En concreto,
repasamos brevemente las funciones analiticas reales, desarrollamos con bastante deta-
lle la teorfa basica de nimeros cardinales, damos la demostracion general del Teorema
de la Dimension, probamos que la dimension de R sobre Q es ¢, recordamos los con-
ceptos de algebra y élgebra libre, recogemos varios teoremas conocidos de Topologia

y de Analisis Funcional, e introducimos los espacios de funciones y de sucesiones de
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funciones que se emplean a lo largo del trabajo.

El Capitulo 2 contiene las definiciones de lineabilidad y algebrabilidad, asi como un
criterio que proporciona una condicién suficiente para que un conjunto a-lineable sea

densamente a-lineable, el cual se usa en los dos capitulos restantes.

En el Capitulo 3 comenzamos revisando la Regla de L'Hépital y dando un ejemplo
de funcion a la que no se le puede aplicar. Inspirdndonos en esta funciéon, definimos el
espacio anti-L’Hopital en un subconjunto dado de R y caracterizamos cuando es no
vacio. Para terminar, obtenemos la c-lineabilidad densa y la c-algebrabilidad fuerte de

dichos espacios.

El Capitulo 4 tiene la misma estructura que el anterior. Primero repasamos el con-
cepto de convergencia uniforme, el Criterio de Cauchy (que da una condiciéon equiva-
lente a ella) y el Criterio M de Weierstrass (que da una condicion suficiente). Después
construimos un ejemplo de sucesion de funciones que converge uniformemente aunque
no cumple las hipoétesis del Criterio M de Weierstrass. A continuacion definimos los
espacios anti-M de Weierstrass, obtenemos una gran familia de ejemplos y la utiliza-
mos para mostrar la c-lineabilidad. Finalmente, probamos un par de lemas técnicos y

acabamos con la c-algebrabilidad fuerte.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion

A lo largo de este trabajo, N representara el conjunto de los ntimeros naturales,
sin el 0, y Ny = NU{0}. Como es habitual, Z, Q, R y C seran respectivamente los
conjuntos de los niimeros enteros, racionales, reales y complejos; emplearemos K para
denotar indistintamente R o C. Dados z € C, r > 0, el disco de centro z y radio r
en el plano complejo lo indicaremos con D(z,r). Representaremos el conjunto de los
polinomios con coeficientes en K e indeterminadas X, ..., X, por K[X,...,X,]. SiV
es un espacio vectorial sobre un cuerpo K y C' C V, el subespacio vectorial generado

por C sera K(C).

Fijado un espacio topolégico X, denotaremos por C(X) el conjunto de las funciones
continuas de X en R. Ademés, si U es un abierto de R, para cada i € N, DY(U)
representara el conjunto de las funciones f: U — R derivables al menos i veces en
U (DY(U) =D(U)) y C{(U) el subconjunto de D*(U) formado por las funciones cuya
derivada i-ésima sea continua en U. Indicaremos con C*(U) el conjunto de las fun-
ciones indefinidamente derivables en U. Dado 1 < r < +o0, ¢, sera el conjunto de las
sucesiones (a,)22, de nimeros reales tales que Y - |a,|" < +00, ¥ ¢o serd el de las

sucesiones convergentes a (.
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Por tultimo, si C' es un conjunto arbitrario, P(C') sera el conjunto formado por todas
las partes o subconjuntos de C'. Mediante U indicaremos la unién disjunta. Si C'y D
son conjuntos, C'P denotara el conjunto de las funciones f: D — C. Ocasionalmente,

una funcién f € CP la escribiremos en forma de «tuplay: f = (f(d))aep-

1.2. Funciones analiticas reales

En esta seccion definimos las funciones analiticas reales y damos sus propiedades

basicas, que usaremos en el Capitulo 3.

Definicién 1.1. Sea U un abierto de R. Una funcion f: U — R se dice analitica en
un punto zy € U si hay alguna serie de potencias con coeficientes reales Y > a,(z —
xo)™ que coincide con f en un intervalo (zg — r,xo +7) C U con r > 0, es decir, tal

que

f(2) =3 an( —m)"  para todo € (zo — 1,30 +7).

n=0
Cuando f es analitica en todos los puntos de U, se dice simplemente que es analitica

en U. El conjunto formado por tales f se representa por C¥(U), y es claro que
C(U)2DWU)2CH(U)2D*U)DC*(U) 2 ---DC>(U) 2C*(U),

siendo todos los contenidos estrictos, en contraste con lo que ocurre en C, donde todos

son igualdades excepto el primero.

Proposicion 1.2 (operaciones con funciones analiticas). Sea U un abierto de R.
Dadas dos funciones f,qg: U — R analiticas en un punto xo € U y un escalar X € R,

se tiene:
(a) f+ g es analitica en xo;
(b) \f es analitica en xo;

(c) fg es analitica en x.
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Demostracion. Los dos primeros apartados son consecuencia de la linealidad de las
series de potencias. Para el tercero, al ser f y ¢ analiticas en xg, se podran encontrar

sendas series de potencias tales que

f(zx) :Zan(:c—a:o)”, me x —xo)"

para cada x € (g — 1,9 + r). Como toda serie de potencias converge absolutamente
en su intervalo de convergencia (abierto), para cada x € (zg —r, xo+r) el Teorema de
Mertens asegura que el producto de Cauchy de ambas series converge a f(z)g(z) =

(fg)(x), y este producto resulta ser

oo o
n m k
5 E an(x — 20)" by (x — 20)™ = E 5 by | (z — x0)",
k=0 n,m>0 k=0 n,m>0
n+m=k n+m=k
una nueva serie de potencias centrada en xy. Por tanto, fg es analitica en x. O]

Proposicion 1.3 (condicion suficiente para la analiticidad real). Para que una funcion
f: U — R definida en un abierto U de R sea analitica en un punto vy € U, basta
que exista una funcion F holomorfa en un disco D(xg,r) con v > 0 de manera que

(wo —rxo+1) CU y F(x) = f(x) en todo x € (xo — 1,20 + 7).
Demostracion. Utilizando resultados conocidos de Variable Compleja,
= F" (g
Fe- 3 P00 (o sy para todo = € Diay. 1), (1)

Ademas, para cada x € (zg — r,29 + 1) C D(x0,7),

F'(z) = lim —F(z) — F(ﬁ),

zZ—T z — X
y dado que este limite tiene que ser F'(z) comoquiera que z se aproxime a z,

F(t) = F(x) f@t) = f(x)

Fla)= lm  —o——2— i t ,
— — t—zx —
te(:vo—rifco-‘rr) z te(xo—r,xo+T1) *

eR
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luego F'(z) € R para todo = € (z¢ — 7,9 + 7). Reiterando se obtiene que, para cada
n €N, F™(x) € Ren todo x € (x9—71,70+7). En particular, F( () € R para todo
n € Ny (notar que FO(xq) = F(zy) = f(z9) € R), y asi (1.1) conlleva que f se puede
expresar en (xo—r,xo+ 1) como serie de potencias con coeficientes reales centrada en

2. Concluimos que f es analitica en z. n

Corolario 1.4 (composicion de funciones analiticas). Sean f: U - R y g: V = R
funciones definidas en abiertos U,V C R tales que f(U) C V. Si f es analitica en un

punto xg € U y g es analitica en f(xq), entonces go f: U — R es analitica en xy.

Demostracion. Como f es analitica en zp y ¢ es analitica en yy = f(zg), existen

r,s > 0 y sendas series de potencias con coeficientes reales tales que

- Z an(x - J:O)na Z bm y yO
n=0 m=0

para todos x € (g —r, 20+ 1), ¥y € (Yo — S, Yo + $). De acuerdo con la Formula de
Cauchy-Hadamard, las series de potencias con variable compleja > 7 a,(z — xo)" y
Yo o bm(w — yo)™ tienen el mismo radio de convergencia que las correspondientes

series con variable real, luego poniendo

= an(z — )", = bm(w —yo)"
n=0 m=0

quedan definidas dos funciones holomorfas F': D(xo,7) = Cy G: D(yo,s) — C que
coinciden con fy g en los intervalos (xg —r,xo+7) y (Yo — S, Yo + $) respectivamente.
Por dltimo, ya que F'(z¢) = f(xo) = yo y F es continua en xg, habra algin 0 < r’ <r
tal que F'(D(zo,7")) € D(yo, s), con lo que la composicion G o F' estara bien definida y
serd holomorfa en D(xg,r’) y coincidira con go f en (zg—1’, z9+7r"). Por la proposiciéon

anterior, esto basta para garantizar la analiticidad de g o f en x. O

También como consecuencia de la proposiciéon anterior, obtenemos una condiciéon

suficiente 1til para que una funcion sea analitica:
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Corolario 1.5. La restriccion de cualquier funcion holomorfa sobre un abierto de C

a un abierto de R contenido en éste es analitica.

Corolario 1.6. Sea U un abierto de R y f: U — R. Entonces el conjunto {x € U :

f es analitica en x} C U es abierto en R.

Demostracion. Fijado xg en el conjunto, se argumenta como al principio del Corolario
1.4 que existe una serie de potencias con coeficientes reales que converge en un disco
D(xg,r) con (xg —r,zo+ 1) C U y que representa a f en (zg — 7,z + ). El corolario
anterior garantiza que f es analitica en (xg — r,xo + 1), es decir, que (zg — 7,29 + )
esta contenido en el conjunto. Esto significa que x( es interior al conjunto, luego éste

es abierto. [

1.3. Numeros cardinales

Desarrollamos aqui la teorfa basica de ntimeros cardinales, que nos sera de utilidad
en los capitulos posteriores. Seguimos esencialmente la exposiciéon que puede verse en

[1, pags. 1-10].

Definiciéon 1.7. Dados dos conjuntos no vacios A y B, se denota:
(a) |A| < |B| si hay alguna aplicacion inyectiva de A en B;
(b) |A| > |B| si hay alguna aplicacion sobreyectiva de A en B;
(c) |A| = |B] si hay alguna aplicacion biyectiva de A en B;
(d) |A| # |B] si no hay ninguna aplicaciéon biyectiva de A en B;
(e) [A] < [B]si |A] < |B| pero [A] # [B];
(£) 14] > |B| si |4] > |B] pero |A] # |B.

El simbolo |A] se lee «cardinal de A».



6 Capitulo 1. Preliminares

Nota. Representemos por #(C') el nimero de elementos de cada conjunto finito C. Si
Ay B son conjuntos finitos, es claro que #(A) < #(B) siy solo si |A| < |B|, #(A4) >
#(B) siy solo |A| > |B], etc. Asi, el cardinal viene a ser una extension del namero de
elementos a conjuntos cualesquiera. En particular, en el caso de conjuntos finitos C),
el cardinal puede identificarse con el ntiimero de elementos y resulta natural escribir
|C| = #(C) (también |@| = 0). Ademas, es usual denotar |[N| = Ry (X es la letra
hebrea dglef) y |R| = ¢. Enseguida veremos que Rq es el menor cardinal infinito y que
¢ = |P(N)| > N,. Los conjuntos finitos o de cardinal ¥, se denominan numerables.
Por otro lado, observar que de |A| < |B| y |B| < |C| se deduce que |A| < |C|. Los
resultados que damos a continuaciéon muestran que < posee todas las propiedades que

cabe esperar.

Proposicion 1.8. |A| < |B| equivale a |B| > |A|.

Demostracion. Si |A| < |B|, por definicion existe una aplicacion inyectiva f: A — B.
Entonces cualquier aplicacion g: B — A que haga corresponder a cada b € f(A) su
tnica antimagen por f es sobreyectiva, pues todo a € A es imagen por g de f(a), luego
|B| > | A|. Para el reciproco, si | B| > | A|, hay alguna aplicacion f: B — A sobreyectiva
y cualquier aplicacion g: A — B que asocie a cada a € A una antimagen suya por f es
inyectiva, ya que de g(a) = g(a’) con a,a’ € Asesigue quea = f(g(a)) = f(g9(a')) =/,
por lo que |A] < |B|. O

Lema 1.9. Si se puede encontrar una inyeccion de un conjunto E en un subconjunto

suyo F C E (con lo que |E| < |F|), entonces |E| = |F].

Demostracion. Podemos suponer que F' # E, pues de lo contrario la conclusion se
verifica trivialmente. Por hipotesis, existe alguna aplicacion inyectiva u: £ — F. Para

cada x € F'\ F (# @), llamemos
S, = {x,u(x),v?(z),...} = {u"(z) : n € Ny}

(los exponentes indican cudntas veces se compone u consigo misma). Es facil ver,

teniendo en cuenta la inyectividad de u, que exponentes n € Ny distintos dan lugar a
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elementos u™(x) distintos y que S, NS, = @ para todos z,y € E\ F' con = # y. Notar

que

S= || Se=E\F)U | | {u"(z):neN},

z€E\F T€E\F

J/

::a‘rgF
de modo que E = SU(F'\S). Probemos que la aplicacion v: E — F definida mediante
u(z) sizes,

v(x) =
x size FF\S

es biyectiva:

= v es inyectiva. Supongamos que v(x) = v(y) para ciertos x,y € E. Como v(S) C
S,v(F\S)CF\SySnN(F\S)=9,obien x,y €S, obienz,y € F\S.
En el primer caso, u(x) = u(y) y, por ser u inyectiva, x = y; y en el segundo,

directamente x = y.

» v essobreyectiva. Seax € F.Six ¢ S, entonces x = v(z);ysiz € S = (E\F)UG,
como x € F, necesariamente x € GG, luego existen y € E\ F'y n € N tales que

r=u"(y) = u(u""'(y)), con u"(y) € S, y asi x = v(u""(y)). O

Teorema 1.10 (Cantor-Bernstein-Schroder). |A| = |B| si y sdlo si |A] < |B| y
Bl < |A.

Demostracion. La implicaciéon directa es evidente. Para la reciproca, si f: A — By
g: B — A son inyectivas, g o f lleva inyectivamente A en g(B) C A. Por el lema
precedente, |A| = |g(B)]|. Pero, como g es inyectiva, al restringir su codominio a g(B)

se obtiene una biyeccion entre B y ¢g(B), asi que |B| = |g(B)| = |4|. O
Teorema 1.11 (comparacion de cardinales). Si o y B son nimeros cardinales, en-

tonces a < o < a.

Demostracion. Sean A 'y B conjuntos tales que |A| = oy |B| = 3. Debemos probar

que hay una inyeccion de A en B o de B en A. Para ello, en el conjunto

S={(C,D,f):CCADCB,f:C— D es biyectiva}
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(S # @, sin més que tomar C'y D unipuntuales) consideramos el orden parcial definido

por
(C1, Dq, f1) < (Ca, Dy, fo) <= Cy € Cy, Dy C Do, fi(x) = fo(x) en todo z € C4.

Sea T = {(Cy, Dy, f;) }ier una cadena de S, esto es, un subconjunto donde < es un
orden total. Llamando C' = U;c;C; C Ay D = U;erD; C B, la aplicaciéon f: C — D
dada por

f(z) = fi(z) para cualquier i € I con z € C;

esté bien definida y es biyectiva:

» f esta bien definida. Si x € C; N Cj, al ser T cadena, (C;, D;, fi) < (C;, Dy, f;)
o al revés; supongamos por ejemplo que (C;, D, f;) < (Cj, Dj, f;). Entonces
C; CCj, D; € Djy f; coincide con f; en Cj, por lo que fi(z) = f;(x).

» f es inyectiva. Supongamos que f(z) = f(y) para ciertos z,y € C. Escogiendo
i,je€lconz e CeyeC) filr) = flz) = fly) = f;(y). Igual que en el
punto anterior, si por ejemplo (C;, D;, fi) < (Cj, Dy, f;), resulta que C; C C; y

fi(x) = fj(z) = f;(y), lo que implica x = y por ser f; inyectiva.

= f es sobreyectiva. Dado z € D, hay algin ¢ € I tal que z € D;. Como f; es

biyectiva, existira x € C; tal que f;(x) = z, y entonces f(z) = z.

Se sigue que (C, D, f) € §. Ademas, por construccion (C;, Dy, f;) < (C, D, f) para
todo ¢ € I, luego T esta acotada superiormente y, en virtud del Lema de Zorn, &
tiene algin elemento maximal (C,,, Dy, fm). Veamos que C,,, = A o D,,, = B: si fuese
Cn # Ay D, # B, podriamos tomar a € A\ C,, y b € B\ D,,, con lo que la
aplicacion g: Cy, U {a} — D,, U {b} dada por g(x) = f,.(z) para cada x € C,, y
g(a) = b seria biyectiva y se tendria (Cy,, Dy, fin) < (Cy, U {a}, D, U{b},g) € S, en
contradiccion con la maximalidad. Asi pues, o bien ), = A, en cuyo caso cambiando
el codominio de f,,: A — B,, C B por B se obtiene una inyecciéon de A en B; o bien
D,, = B, y entonces cambiando el codominio de f.': B — C,, C A por A se obtiene

una inyeccién de B en A. m
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Observar que el resultado anterior hace que tengan sentido las expresiones méx{a, f}

y min{«, $}, donde v y 8 son ntimeros cardinales.

Proposicién 1.12. Para todo conjunto A, se cumple |A] < |P(A).

Demostracion. La aplicacion f: A — P(A) dada por f(a) = {a} es inyectiva, por lo
que |A] <|P(A)|. Ademas, ninguna g: A — P(A) es sobreyectiva, pues forzosamente
B={acA:a¢gla)} ¢ g(A): sifuese B € g(A), existiria ay € A tal que B = g(ayp),
y entonces se tendria ag € B siy solo si ag ¢ g(ag) = B, lo cual es absurdo. Por tanto,

Al < [P(A)]. O

Proposicion 1.13. Si A es infinito, necesariamente |A| > X.

Demostracion. Sea x1 € A. Ya que A es infinito, se puede tomar x5 € A con x; # xa,
después 3 € A con w3 # x1,Ty, y asi sucesivamente. En consecuencia, existe una
sucesion (z,)2, de elementos de A tal que z; # x; cuando i # j y la aplicacién
f: N — A dada por f(n) = z, es inyectiva, lo que implica que Ry = |[N| < |4, o
equivalentemente, |A| > Ny. O

Definicion 1.14 (aritmética de cardinales). Sean o y § ntumeros cardinales. Se escri-
be:
(a) a+ 5 =|AU B|, siendo A y B conjuntos disjuntos tales que |[A| = ay |B| = f;
(b) a- 8 =]A x B|, siendo A y B conjuntos tales que |A| = a y |B| = 3;

(c) af =|Al|, siendo A e I conjuntos tales que |A| = a y |I| = f.

Naturalmente, hay que comprobar que estas definiciones no dependen de qué con-
juntos se escojan para representar cada cardinal. Veamos, por ejemplo, el caso de la
potencia. Supongamos que |A| = |A'| = ay que |I| = |I’|, de tal manera que existen
biyecciones ¢: A — A’ y ¢p: I — I'. Entonces la aplicacion F': AT — (A)" que asocia
a cada f € A’ la aplicacion F(f) = g o fo~! € (A) es biyectiva:

» F es inyectiva. Si F(f) = F(g) para ciertas f,g € AL, po foyy™l =pogoyp™t,
de donde se sigue que ¢ 1o (po fory™Hop=plo(pogory ) o Porla
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asociatividad de la composicion, (¢ top)o fo(yp o) = (p~top)ogo(p~lor),
es decir, f = g.

= F es sobreyectiva. Toda f € (A')! puede expresarse como f = po(p~to foth)o
=" con (¢t o foy) € Al asique f = F(p~' o foy)).
Asi, |AT] = |(A)"| y la definicién de o es consistente.

Proposicion 1.15 (propiedades de la aritmética de cardinales). Para cualesquiera

cardinales o, 3,7, se verifica:

(a) a+p =+ q
(b) (a+B)+v=a+(B+7);
(c)a-B=05"q

(d) (- B)-v=a-(B-7);
(¢)a-(B+7)=a-B+a-
(f) (- B) =a?-pB%;

(9) o =af a7

(h) (aﬁ)w = aPr = (av)ﬁ‘

Demostracion. Se trata de comprobaciones sencillas. Hagamos, para ilustrarlo, (e).
Tomando conjuntos A, By C tales que |A| = «, |B| =, |C| =~vy BNC = &, el lado
izquierdo de la igualdad es | Ax (BUC')|. Notar que (Ax B)N(AxC) = Ax(BNC) = @,
por lo que el lado derecho es |(A x B) U (A x C)|. Pero (Ax B)U(Ax C) = A X
(BUC(C) (igualdad entre conjuntos), y por tanto sus cardinales coinciden, que es lo que

queriamos probar. O

Proposicion 1.16 (compatibilidad entre el orden y las operaciones de cardinales). Si
a1, Qa, B1, Ba son cardinales con oy < an y By < PBa, entonces:

(a) oy + B < g + Bo;
(b) oy - P < - Po;
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(c) of' < ah’.
Demostracion. De nuevo se trata de comprobaciones muy sencillas. O]

Teorema 1.17. Sean « y S numeros cardinales. Siempre que al menos uno de ellos

sea infinito, se tiene:
(a) o+ B =méx{a, f};
(b) o-f = max{a, f}.

Demostracion. No hay pérdida de generalidad en suponer que o > 3, lo que implica
que max{ca, B} = oy que « es infinito. En toda la demostracion A es un conjunto con

|A| = a.

(a) Dividimos la demostracion en tres casos:

m Caso f =n € N. Tomando B = {by,...,b,} conb; #b;sii# jy ANB =0,
lo que debemos probar es que |A U B| = |A|. Dado que A es infinito, existira
{ar}2y € Acona; # a; sii # j. Sea f: AUB — A la aplicacién dada por
f(by) =apparak =1,...,n, f(ay) = arsn paracada k € Ny f(a) = a para cada
a € A\ {a}2,. Es claro que f es biyectiva, lo que da la igualdad de cardinales

buscada.

m Caso a = (8. Tenemos que ver que « + a = « sabiendo que « es infinito. Con

ese fin, sea
S={f:Cx{0,1} = C:C C A, f es biyectiva}.

Puesto que A es infinito, existe N = {ax}32, € Acona; # a;sii # jy la
aplicacion h: N x {0,1} — N dada por

Aok sir=20

h(ag,r) =

Aok —1 sir=1

es biyectiva, de modo que h € Sy S # &.
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Para cada f € S, denotamos por C el subconjunto de A tal que f tiene por
dominio Cf x {0,1} y por codominio Cy. Claramente, la relacién < definida en
S por

CyCCy
<9
f(z,r) =g(z,r) en todo (z,r) € Cy x {0,1}
es un orden parcial, y de forma muy parecida a como se hizo en la demostracion
del Teorema 1.11 se comprueba que toda cadena de S esté acotada por arriba. Por
el Lema de Zorn, S posee algun elemento maximal f,,: Cp, x{0,1} — C,, (hemos
puesto Cy, = C},.). Como f,, es biyectiva, porque f,, € S, |Cy,| = |C, x {0,1}],

y por las propiedades aritméticas de los cardinales

Ol = [Cr x {0, 1} = |Cr| - [{0, 1} = |Cra| - 2 = [Cra| - (1 + 1)

Observar que a donde queremos llegar es a la igualdad (1.2) con A en vez de con

Cy C A. Ahora, como A = C,,, LU (A\ Cy),
Al = |Cn| + AN\ Cal, (1.3)

y por lo tanto, si A\ C,, fuese finito, necesariamente C,, serfa infinito y podriamos
aplicar el caso anterior para deducir que |C,|4+|A\ Cyn| = |Cinl, 1o cual implicaria
por (1.3) que |A| = |C,,|, igualdad que nos daria el resultado buscado |A| + |A] =
|A| por (1.2). Veamos por reduccion al absurdo que efectivamente A\ C,, es finito:

Si A\ C,, fuese infinito, se podria construir una biyeccion g: M x {0,1} — M
para cierto M C A\, infinito numerable por el mismo procedimiento que hemos
empleado para construir i al principio. Asi, definiendo f: (C,,, LU N) x {0,1} =
(C x {0,1}) U(N x {0,1}) — C,, U N mediante

fml(z,r)  six e Cpy,
fla,r) =
g(x,r) sixe M,
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f es biyectiva, luego f € S,y f,n < f, en contradicciéon con la maximalidad de

fm- Concluimos que A\ C,, es finito.

m Caso general. Como o > [y a > «, sumando estas dos desigualdades se obtiene
que a + a > a + (. Ademas, trivialmente o + 8 > «, luego a < a+ < a + a.
Pero, segun el caso anterior, o + a = «, asi que a < a + < a y el Teorema de

Cantor-Bernstein-Schréder permite concluir que o + 8 = a.
Dividimos la demostracion en dos casos:

m Caso a = (. Tenemos que ver que « - & = « sabiendo que « es infinito. Sea
S={f:CxC—C:CCA, f es biyectiva}

(S # @, sin més que tomar C' unipuntual). Para cada f € S, denotamos por Cf
el subconjunto de A tal que Cy x Cf es el dominio y C el codominio de f. La
relacion < definida en & mediante

CyCCy

<9

f(z,y) = g(x,y) en todo (z,y) € Cy x Cy
es de orden, y como en el apartado anterior o en el Teorema 1.11, se comprueba
que toda cadena de S esta acotada superiormente. De acuerdo con el Lema de
Zorn, S tiene algin elemento maximal f,,: C,, X C,, — C,,, (hemos puesto C,, =
Ct,,). Como f,, € S es biyectiva, |Cy,| = |Cy, x Cp| = |Cpy| - |C|. Notar que ésta
es, cambiando C,, C A por A, la igualdad a la que queremos llegar, por lo que
si fuese |C),,| = | A, habriamos terminado. Veamos por reduccion al absurdo que
efectivamente |C,| = |A|:

Ya que C,,, C A, |C,,| < |A|. Por lo tanto, si fuese |C),| # |A|, se tendria

|C| < |A|. Por otra parte, la igualdad |Cy,| - |Cy| = |Chn| obliga a que C,, sea
infinito, y como A = C,, U (A\ C,,), teniendo en cuenta (a),

Al = |Cn| 4+ [AN\ Cin| = max{|Cpnl, [A\ Ca[}
= [A\ Gl
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Por consiguiente, |C,,| < |A\ Cp|, y esto quiere decir que C,, se puede inyectar
en A\ C,,, o equivalentemente, que C,, esté en correspondencia biyectiva con un
subconjunto D C A\ C,,, de modo que |C,,,| = |D| y C,, N D = @. Pongamos
E = (Cp,xD)U (D x Cp)U(D x D). Los tres conjuntos cuya unién disjunta
forma E tienen cardinal |Cy,| - |Cp| = |Cinl|, que es infinito; luego, por el segundo
caso de (a), |F| = |Cy,| = |D|, y asi existe una biyeccion g: E — D. Deducimos

que la aplicacion f: (C,, x Cy,) U E — C,, U D dada por

fm(@,y) st (2,y) € Coy x Oy

g(x,y)  si(r,y)€E

flz,y) =

es biyectiva. Pero

(Co x Cp) UWE = (Cyy x Cp) U[(Cyy x D) U (D x Cy) U (D x D)
= (C,,UD) x (C,, U D),

por lo que f € Sy f,, < f, en contradicciéon con la maximalidad de f,,. Se sigue

que |Cy,| = |A] y este caso esta completo.

m Caso general. Multiplicando las desigualdades o > gy a > «, resulta que
a-f > a-a. Ademas, trivialmente av- o > «, luego a < - < v+ 5. Pero, por el
caso anterior, a-a = «, asi que a < -8 < a y el Teorema de Cantor-Bernstein-

Schroder afirma que « - 8 = a. n
Corolario 1.18. Sean ay, ..., «a, numeros cardinales. Siempre que alguno de ellos sea
infinito, se tiene:

(a) a;+ -+ o, = max{oy,...,a,};
(b) ay ... a, =max{a,...,a,}.
Demostracion. Veamos (b), por ejemplo; (a) es idéntica. Para n = 2 es el teorema

anterior. Suponiendo la propiedad cierta para n—1 cardinales (hipotesis de induccion),

probemos que también lo es para n cardinales oy, ..., ,:
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= Si s6lo un cardinal «; de los n es infinito, teniendo en cuenta las propiedades de

la aritmética de cardinales y el caso n = 2,

n n n
H&k:&i-Hak:méx O‘“Ha’f = o; = max{ay,..., 4}
k=1 k=1 k=1
lei lei
(aqui no hemos necesitado la hipotesis de induccion).
» Si hay dos cardinales infinitos «; y «;, teniendo en cuenta lo mismo que en el

caso precedente y ademas la hipétesis de induccion,

n n n

H&k = O""H Q) = Max < ay, H Qap p = MAax < o, m]fmx ap ¢ = max{ay,...,q}.
1<k<n

k=1 k k=1 ki

=1
k#i ki
]

Corolario 1.19. Se verifica que |Z| = |Q| = N,.

Demostracion. Tenemos Z = NU{0}U(—N). Trivialmente —N esté en biyeccion con N,
lo que implica que | —N| = Vg, y asi |Z| = Rg+ 1+ Ry = R, segtn el corolario anterior.
En cuanto a Q, cualquier aplicacion de Q en Z x Z que asocie a cada z € Q un par
(p,q) € ZxZ tal que x = p/q es inyectiva, luego |Q| < |ZXZ| = |Z|-|Z| = Rg-Rg = Ny.
Como Z C Q, también Xy = |Z| < |Q|, y el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder

permite concluir que Q| = X,. O

Teorema 1.20. Se verifican las siguientes propiedades:
(a) |P(A)| =27 si |A] = o
(b) c=2% > No;

(c) todo intervalo no degenerado (es decir, no vacio ni unipuntual) en R tiene car-

dinal c.

Demostracion. Para (a), notemos que la aplicacion f: P(A4) — {0,1}* que a cada
S € P(A) le asocia f(S) = (x4)aca con x, = 1sia € Syxz, =0sia € A\S es
biyectiva. Por tanto, [P(A)| = [{0,1}4| = [{0, 1}|4 = 2=
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En cuanto a (b), teniendo en cuenta (a) y la Proposicion 1.12, 2% = |P(N)| > |N| =
Ng. Veamos que ¢ = 2%, La aplicacién g: R — P(Q) que hace corresponder a cada
z € R su cortadura de Dedekind g(z) = (—o0,x) NQ es inyectiva: dados z,y € R con
x # y, podemos suponer por ejemplo que z < y, y entonces los niimeros racionales del
intervalo [x,y) pertenecen a g(y) pero no a g(z), luego g(z) # g(y). En consecuencia,
¢ = [R| < |P(Q)| = 2/% = 2% Por otra parte, la aplicacién h: {0,1} — R dada por
h(an)ey = > o, a,/10" = ntmero real cuya representacion decimal es 0,a1azas . . .
es inyectiva, pues la tnica manera de que un nimero tenga dos representaciones deci-
males es que una acabe en infinitos 0 consecutivos y otra en infinitos 9 consecutivos.
Por consiguiente, 2% = {0, 1}/ = [{0, 1} < |R| = ¢. Las dos desigualdades proba-

das implican que ¢ = 2% por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder.

Por ultimo, probamos (c) en los casos I = (a,4+o0) con a € Re I = (0,1), que
son los que necesitaremos mas adelante. Como exp: R — (0,+00) y la traslacion
7.0 (0, +00) — (a, +00) dada por 7,(x) = x+a son biyecciones, la composicion 7,0exp
es una biyeccion entre R y (a, +00). Por tanto, |(a,+00)| = |R| = ¢. Por otro lado,
puesto que la transformacion afin o: (0,1) — (—7/2,7/2) dada por o(z) = 7z — 7/2
y tg: (—7/2,7/2) — R son biyecciones, la composicién tgoo es una biyeccion entre

(0,1) y R, por lo que |(0,1)] = |R| =¢. O
Proposicion 1.21. Para cada n € N, sea A,, un conjunto con |A,| < Rg. Entonces

U
n=1

< No.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A, # @ cualquiera
que sea n € N. Para cada n € N, si |A,| = No, pongamos A, = {an1,an2,...}, ¥
si A, es finito, A, = {an1,...,ank, } (en ambos casos anm # Appy St m # m'). Sea
fr U2, A, — NxN una aplicacién que asocie a cada x € U | A, un par (n, m) tal que
T = Qpm (no hay una sola eleccion posible, pues cada = puede pertenecer a varios A,,).

Es claro que f es inyectiva, asi que |U2 | A, | < INXN| = |N|-|[N| =Ry Ry =8,. O
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Proposicién 1.22. Sean a y B cardinales. Si (3 es infinito y 2 < a < 28, entonces

o =20, En particular, ¢ = c.

Demostracion. Como [ es infinito, -3 = [ por el Teorema 1.17. Teniendo en cuenta
la relacion con el orden y las propiedades de la aritmética de cardinales, 2° < of <
(28)% = 288 = 28y la primera parte se sigue del Teorema de Cantor-Bernstein-

Schréder. Finalmente, ya que 2 < ¢ = 2%, ¢¥ = 2% = ¢ (Proposicién 1.20-(b)). O

Teorema 1.23 (Principio del Palomar). Sean A y B conjuntos, A infinito, tales que
|A| > |B|. Entonces para cada aplicacion f: A — B existe b € T tal que f~'({b}) es

infinito.

El nombre de este teorema alude a la siguiente interpretaciéon de su enunciado: si
se tiene un conjunto infinito de palomas A, un conjunto de palomares B y hay mas
palomas que palomares, al repartir las palomas entre los palomares (lo que equivale
a establecer una aplicacion f: A — B), forzosamente habra que colocar infinitas

palomas en algiin palomar.

Demostracion. Supuesto A infinito, basta probar que si una aplicacion f: A — B
cumple que f~1({b}) es finito para todo b € B, necesariamente |A| < |B|. Notar que

con estas hipotesis B tiene que ser infinito, porque de lo contrario

A=y

beB

serfa finito, al ser unién finita de conjuntos finitos.

Pongamos, para cada b € B,

fﬁl({b}> = {ablv cee 7abnb}

(sin repetir elementos). Llamando

{ap,} sil1<n<n
Cyn = para cada (b,n) € B x N,

%} sin > ny
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A se puede expresar como

A== = [ G

beB beB n=1 (b,n)eBxN

Es decir, para cada a € A hay un solo g(a) € B x N con a € Cy,. Ya que cada
Cpyn consta como mucho de un elemento, la aplicaciéon g: A — B x N resultante es

inyectiva, y esto prueba que
|Al < [B x N| = [B] - IN| = [B] - Ry = mdx{|B|, Ro} = |B];

la penultima igualdad se debe al Teorema 1.17 y la tltima a la Proposicion 1.13, que

afirma que N, es el menor cardinal infinito. O

1.4. Espacios vectoriales

Definicién 1.24. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se dice que un
subconjunto S C V es:
(a) linealmente independiente o libre si de \jz1+---+X\,z, =0 (n € N; \; € K|,
x; € Sparai=1,...,n) se sigue que \; = 0 para i = 1,...,n (vacuamente el
conjunto vacio es libre);

(b) generador si V = K(S);

(c) base si es a la vez linealmente independiente y generador.

Teorema 1.25 (existencia de bases). Todo espacio vectorial posee base.

Demostracion. Sea V un espacio vectorial sobre K. Si V' = {0}, entonces @& es base
de V; supongamos que V' # {0}. En § = {S C V : S es libre}, considerar la relacion
de orden C (notar que § # @, ya que contiene a & y a los {v} con 0 # v € V). Fijada

una cadena T de S, veamos que

v=JrT

TeT
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es libre: si para determinados n € N, vy,...,v, € U y \,..., A\, € K se tiene \jv; +
<o+ A\, = 0, eligiendo T; € T con v; € T; para i = 1,...,n, por ser T cadena
existird una permutacion o: {1,...,n} — {1,...,n} tal que T,y C ... C Ty, con

lo que v; € T, (n) para i =1,...,n, y como T, es libre, \; =0 parai=1,...,n.

En consecuencia, U € S, y por construccion 7' C U cualquiera que sea T € T, asi
que T esta acotada superiormente. El Lema de Zorn afirma que S tiene algin elemento
maximal S,,. Y debe ser K(S,,) = V, porque si existiera x € V' \ K(S,,), entonces
Sm U {z} seria libre. En efecto, si una combinacion lineal de elementos de S, U {z}
es nula y en ella no aparece z, todos los escalares deben ser nulos por ser S,, libre;
y si aparece x, su escalar debe ser nulo porque de lo contrario x se podria despejar
como combinacién lineal del resto y z € K(S,,), con lo que queda una combinacion
lineal nula sin x, cuyos escalares deben ser nulos por el caso anterior. Asi, S, es libre

y genera V, o lo que es lo mismo, 5, es base de V. O]

Lema 1.26. Sea A un conjunto infinito y denotemos por F(A) el conjunto de sus

partes finitas, es decir, F(A) = {F C A: F es finito}. Entonces |F(A)| = |A|.

Demostracion. La aplicacion f: A — F(A) dada por f(a) = {a} es inyectiva. Por
tanto, |A| < |F(A)| vy, por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder, basta probar
que |F(A)| < |A|. Llamando

C = |_| A" = {tuplas (finitas) de elementos de A},

n=1
la aplicacion g: F(A) \ {@} — C que hace corresponder a cada F' € F(A) una tupla

g(F) € A con los |F| elementos de F' (da igual en qué orden) es inyectiva, luego
F(A)\{a} < |C]. (1.4)

Ademas, cualquiera que sea n € N, |A"| = |A]" = max{|A|} = |A| (Corolario 1.18),
por lo que existe una biyecciéon ¢, : A" — A. La aplicacion h: C' — N x A dada por

h(ai,...,a,) = (n,¢u(as,...,a,)) es biyectiva, por lo que

O] =[N x A| = [N| - |A] = Ro - |A] = méax{Ro, |A]} = [4],
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y asi (1.4) se puede reescribir como
[F(A)\ {2} < |A].
Por tltimo, dado que

IF(A)] = [FA) A} + {a}] = [FA)\{@}] + 1 = méx{[F(A) \ {2}, 1}
= [FA) {2},

concluimos que |F(A)| < |A|. O

Teorema 1.27. Sea V un espacio vectorial sobre K. Dados dos subconjuntos S, T C V'

con S libre y T generador, |S| < |T|.

Demostracion. Si T es finito, entonces V' esté finitamente generado y el teorema es
conocido de Algebra Lineal elemental. Supongamos que T es infinito y que |S| > |T|
(lo que implica que S también es infinito) y veamos que se llega a un absurdo. Por
hipotesis, V = K(T'). Por lo tanto, cada v € S se puede expresar como combinaciéon
lineal de los vectores de una parte finita f(v) de T. Queda asi definida una aplicacion
f: S — F(T). Por el lema anterior |S| > |T'| = |F(T)|, y estamos en condiciones de
aplicar el Principio del Palomar para deducir que existe F' € F(T) tal que f~'({F})
es infinito. Finalmente, ya que f~'({F}) C S, f~'({F}) es libre; pero, por definicién
de f, f7Y({F}) C K(F), y por consiguiente el subespacio finitamente generado K (F')
contiene infinitos vectores linealmente independientes, lo cual contradice el resultado

para T finito. O

Corolario 1.28 (Teorema de la Dimension). Todas las bases de un mismo espacio

vectorial tienen igual cardinal, que se denomina dimensién del espacio vectorial.

Demostracion. Sean By y By bases de un mismo espacio vectorial V' sobre K. Como B;
es libre y By genera V| el teorema precedente asegura que |Bi| < |Bs|. Pero asimismo
By es libre y By genera V| luego |By| < |B;|. Por el Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroder, |By| = |Ba|. O
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Proposicion 1.29. Considerar R como espacio vectorial sobre Q. Fijada una enu-
meracion (qr)5>, de Q (es decir, Q = {qx : k € No} y distintos k se corresponden con

distintos qy, lo cual es posible por el Corolario 1.19), el conjunto

_{Z%:rek}

qr<r

es linealmente independiente. En consecuencia, la dimension de R sobre Q es c.

Demostracion. Llamemos

1
a, = Z o para cada r € R, (1.5)

qr<r

de modo que S = {a, },er. Es claro que S C R, ya que
a, = Z i i i =e <400
N k! K '
QK< k=0
Ademas, si r < s,

DD DR ST S
qr<s qr<r r<qrp<s r<qrp<s
Dado que hay nameros racionales en el intervalo [r, s), esta tltima suma no es nula
y a, # as. Asi pues, indices r € R distintos dan lugar a vectores a, € S distintos
y |R] < |S]. Como S C R, también |S| < |R|. Por el Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroder, |S| = |R| = ¢.

Suponer que A\ia,, + -+ + A\pa,, = 0 para determinados \; € Q, r; € R (r; distintos
dos a dos). Para probar que S es linealmente independiente, debemos ver que \; = 0
para todo i. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que r; > ry > --- > 7 ¥,

multiplicando por un multiplo comiin de los denominadores, que \; € Z para todo 1.
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Para cada n € N,

= nl > 1
:Z '_k:zn;rl(n+1)(n+2)~--k
1 1 1

Tl it D)+  mrDm+2)med

1 1
= 1
n—i—l( +n+2+(n+2)(n+3)+ )
1

(1+ Lol )
n+1 2! 3!

e—1

n+1’

expresion que tiende a 0 cuando n — +o0. Por lo tanto, existe n; € N tal que

= n! .
(|M] 4+ -+ 1) Z E<1 siempre que n > ny.
k=n+1

Sea ny = max{ni, |A1|} € N. Puesto que en el intervalo (rq, r;) hay infinitos numeros
racionales, existira n > ny tal que ry > g, > ro > --- > r,. Para este n fijado,
1 1 1 1
=) Tt m T

q<ri k<n k>n
qr<ri qp<T1

yparai=2,...,p,

1 1 1
%IZHIZH+ZH-
qL<T; k<n k>n
qr<ri qe<ri

Consecuentemente, Aja,, + -+ + Apa,, = 0 se puede reescribir como

1 1 A 1 1
D D D e e D D i D D)
k<n k<n k>n k>n
qr<ri qr<rp q<r1 qr<rp

y multiplicando por n!,

A —+ 4N, Z TR = Y k: (1.6)

k<n k<n k>n k>n
qr<T1 q<Tp q<ri q<Tp



Contraejemplos en Analisis: Lineabilidad 23

El lado derecho de (1.6) tiene por valor absoluto

o0

n! n! n!
e Y < (e Y <

k>n k>n k=n+1
qL<r1 Ak <Tp

y ademaés es entero, porque lo es el lado izquierdo (\; € Z para todo i y los sumatorios
que aparecen son sumas finitas de naturales, pues k < n). Por ende, ambos lados de
(1.6) son 0, en particular el izquierdo, y asi

n! n!

M=mM2 g 2
k<n k<n
qk<T1 q<Tp

=0 (mo6d n).

Pero, como |A;| < n, la unica posibilidad es que \; = 0. Reiterando, A\; = 0 para todo

1 vy queda probada la independencia lineal.

Sea B una base de R sobre Q (ya hemos demostrado que todo espacio vectorial
tiene base). Entonces, por el Teorema 1.27, ¢ = |S| < |B|, y dado que B C R, también
|B| < |R| = ¢. Segtin el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder, |[B| = ¢ y la dimension

de R sobre Q es c. O

Corolario 1.30. Existe C C (1,400) con |C| = ¢ linealmente independiente sobre Q.

Demostracion. Manteniendo la notacion de la proposicién precedente, para que a, > 1
es suficiente que r > max{qo, ¢1 }, ya que entonces la suma (1.5) incluye los sumandos
asociados a k = 0y a k = 1, que son 1 + 1 = 2. Esto implica que C' = {a, : r >
méax{qo, 1 }} C (1,+00) es un conjunto de ntmeros reales linealmente independiente

sobre Q, y es claro que |C| = [(max{qo, ¢1}, +00)| = ¢ (Teorema 1.20-(c)). O

1.5. Algebras

Definicion 1.31. Un dlgebra sobre K es un conjunto A dotado de tres operaciones
binarias +: AxA — A (suma), x: KxA — A (producto por escalares) y -: Ax A —
A (producto interno) tales que (A, +, k) es espacio vectorial sobre K y para todos

a,b,c e A, \ € K se verifica:
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(a) (ab)e = a(be);
(b) a(b+c¢) =ab+ac, (a+b)c=ac+ bc;
(¢) Alab) = (Aa)b = a(AD).

Si el producto interno es conmutativo, se dice que A es un dlgebra conmutativa.
Los subconjuntos de A que sean algebras con las operaciones heredadas se denominan

subdlgebras de A.

Proposicion 1.32. Sea A un dlgebra conmutativa, y sea S C A. Entonces
A(S)={P(a1,...,a,) :pe N, PeK[Xy,...,X,], P(0,...,0) =0, ay,...,a, € S}

es una subdlgebra que contiene a S y que estd contenida en cualquier otra subdlgebra
que contenga a S. Asi, A(S) es la menor subdlgebra que contiene a S, y por eso se

llama subalgebra generada por S.

Definicion 1.33. Sea A un algebra conmutativa sobre K y o un cardinal. Se dice que
A esta libremente a-generada si hay algin S C A con cardinal o que genera A y
cumple la siguiente implicacion: dados p € N, P € K[X1,...,X,]| con P(0,...,0) =0
yai,...a, €S (a; # a; sii# j) tales que P(ay,...,a,) = 0, necesariamente P = 0.
En tal caso se dice también que S es un sistema libre que genera A, o que A es el

algebra libre generada por S.

1.6. Topologia y Analisis Funcional

Listamos a continuacion varios resultados conocidos que nos haran falta de Topologia

y Anélisis Funcional. En la mayoria de los casos no incluimos las demostraciones aqui.

Recordemos que un espacio topologico se dice separable si posee algin subconjunto
denso y numerable, y 2-numerable si admite alguna base de abiertos numerable. Las

siguientes proposiciones recogen las propiedades que usaremos de este tipo de espacios:

Proposicion 1.34. Para un espacio métrico E, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
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(a) E es separable;

(b) E es 2-numerable.

Demostracion. Véase |6, Teor. IX.5.6]. O

Proposicion 1.35. Sea I un conjunto tal que |I| < ¢. Si para cada i € I se tiene un

espacio topoldgico separable X;, entonces [[..; Xi es separable dotado de la topologia

iel

producto.

Demostracion. Véase |6, Teor. VIIL.7.2]. O

Proposicion 1.36. Todo espacio métrico separable tiene cardinal inferior o igual a c.

Demostracion. Sea (FE,d) un espacio métrico separable y D un subconjunto denso
numerable suyo. Si dos puntos x,y € F satisfacen d(z,a) = d(y,a) para todo a € D,
entonces x = y. En efecto, si fuese z # y, se tendria d(x,y) > 0y, por ser D denso,
existiria a € D tal que d(z,a) < d(z,y)/2, lo que implicarfa el absurdo d(z,y) <
d(z,a) + d(y,a) = 2d(z,a) < d(x,y). Esto prueba que la aplicacién f: E — RP dada
por f(z) = (d(z,a)).ep es inyectiva, luego |E| < |RP| = |R|IPI = ¢/PI. Como | D| < R,
las Proposiciones 1.16 y 1.22 permiten deducir que |E| < ¢® = ¢. [

Teorema 1.37. Sea X un espacio topoldgico de Baire y E un espacio métrico. Si una
sucesion (fn)s, de funciones continuas f,: X — E converge puntualmente a una

funcion f: X — E, entonces el conjunto de los puntos de continuidad de f, es decir,
{z € X : f es continua en x},

es denso en X.

Terminamos la secciéon recordando coémo las familias separantes de seminormas in-

ducen topologias sobre espacios vectoriales:

Definiciéon 1.38. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una seminorma sobre X es

una aplicacion p: X — R tal que:



26 Capitulo 1. Preliminares

(a) p(z) > 0 para todo = € X
(b) p(Az) = |A|p(z) para todos X € K, z € X
(¢) p(z +y) < p(x) + p(y) para todos z,y € X.

Es decir, p cumple las mismas propiedades que una norma, sélo que puede valer 0 en
algiin elemento no nulo. Una familia P de seminormas se dice que es separante si

para cada € X \ {0} hay alguna p € P con p(z) # 0.

Teorema 1.39. Sea X un espacio vectorial sobre K y sea P una familia separante de
seminormas sobre X. Entonces, existe una topologia sobre X que hace de €l un espacio

vectorial topoldgico localmente convezo tal que para cada x € X la familia

{B(z;p1,...,pn;e) :n €N, p1,...,pp € P, e > 0},
donde
B(x7p177pn7€) :{yEX pl(y_x) <‘€pa’rai: 177”}7
es una base de entornos de x.
Dicha topologia satisface las siguientes propiedades:

(a) una sucesion (vy)p>, converge a x si y solo si p(xy, —x) — 0 cuando k — o0

para toda p € P;
(b) es la menos fina que hace continuas a todas las seminormas de P;

(c) si P es numerable, entonces X es metrizable.

Demostracion. Véase |7, Cap. 1]. O

1.7. Algunos espacios de funciones y de sucesiones de

funciones

Introducimos en esta tultima seccién los espacios de funciones y de sucesiones de

funciones que utilizaremos en los Capitulos 3 y 4. Siempre que aparezcan dichos es-
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pacios, se debe entender que se consideran con las estructuras algebraica y topologica

definidas aqui.

El espacio de las funciones continuas en un intervalo compacto. Dados
a,b € R con a < b, denotamos Cla,b] = C([a,b]) = {f: [a,b] — R : f es continua}.
Es claro que Cla, b] es un élgebra con la suma de funciones, el producto de funcio-
nes por escalares y el producto de funciones. Ademas, es sabido que la aplicacion

Cla,b] — R definida por

Il

£l = méx [f()]

z€[a,b]
es una norma que hace de C[a, b] un espacio de Banach (es decir, Cla,b] es completo

para la distancia a la que da lugar la norma).

El famoso Teorema de Aproximacion de Weierstrass afirma que el conjunto II[a, b]
de las funciones polinémicas en [a, b] es denso en (Cla,b], | - ||.,) (consultar [, Teor.
7.26]). Es facil demostrar, empleando la densidad de Q en R, que el conjunto de las
funciones polinémicas con coeficientes racionales Ilgla, b] es denso en Il[a,b], y por

tanto también en Cla, b]. Notar que

Mg[a,b] = | | 1T5[a, 8],
n=0

siendo IIf[a,b] el subconjunto de Ilg[a,b] formado por las funciones polinomicas de
grado n. La aplicacion de I1g[a, b] en Q" que asocia a cada ¢,z" +--- + 12 + qo la n-
tupla (¢n, - - -, @1, qo) es inyectiva, por lo que |II§[a, b]| < [Q"[ = Ry. Consecuentemente,
por la Proposicion 1.21, [Ilga, b]| < Ny, v asi C[a, b] es separable.

El espacio de las funciones continuas en R. Recordemos que C(R) = {f: R —
R : f es continua}, que es un &lgebra con las operaciones habituales. Ademas, para

cada n € N, la aplicaciéon p,,: C(R) — R dada por

Palf) = mix |f(@)

es una seminorma, y la familia {p,},eny formada por todas ellas es separante. En

efecto, si 0 # f € C(R), entonces existe z € R tal que f(x) # 0y, tomando n € N con
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n > |z|, se tiene que p,(f) > |f(x)| > 0. De acuerdo con el Teorema 1.39, se puede
considerar en C(R) la topologia inducida por {p, },en. Dada una sucesion (fx)32,, se
tendra que fy — f cuando k — oo siy so6lo si p,(fr — f) — 0 para todo n € N, lo que
equivale a que

max | fx(z) — f(x)] =0

z€[—n,n

cuando k — oo para todo n € N, es decir, a que fr — f uniformemente en todo
[—n,n] con n € N. Como todo compacto esta contenido en un intervalo de esta forma,
concluimos que f; — f con la topologia inducida por {p,}nen si y solo si fr, — f
uniformemente en compactos. Por otra parte, dado que {p, }nen es numerable, C(R)

es metrizable.

Veamos que C(R) también es separable con la topologia que acabamos de introducir.
Para ello, consideremos el conjunto Ilg(R), que ya hemos probado que es numerable
(en el razonamiento anterior no importa que el dominio sea [a,b] o R). Nos falta por
demostrar su densidad en C(R). Sea f € C(R) y tomemos un entorno bésico de f, que
sabemos que es de la forma B(f;py,,...,Dn,;€) para ciertos r € N, ny,...,n, € N,
e > 0 por el Teorema 1.39. Debemos mostrar que lg(R) N B(f;pnys- -+ Pni€) # 2.
Sin pérdida de generalidad, supongamos los indices ordenados de modo que n; < ny <

-+ < n,, con lo que py, < pp, <o < p,, en todo C(R), y asi

B(f;pnw"'apnr;g) :{QGC(R) Ipn,.(g—f) <€parai:1,...,r}
= {9 €CR) :pa, (9 f) <e}.

La condicion py, (9 — f) < € equivale a |lg — fll¢(_,,, ) < & v como Hg[—n,, n,] es
denso en C[—n,,n,], existe g € llg[—n,, n,] para la que se verifica esta desigualdad.
Por consiguiente, su extension a R esta en Ig(R) N B(f; pnys- - -5 Dn,;€) v tenemos la

densidad.

El espacio de las sucesiones de funciones continuas (Cla,b])N. El conjunto
(Cla, b)Y de las sucesiones de funciones continuas en un intervalo [a,b] es un algebra

cuando se lo dota de las operaciones componente a componente, es decir:

(ot + (gn)ass = (fo + gn)ozrs c(fa)mer = (cfn)oias (fr)aii(Gn)ney = (frgn)ner-
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Para cada k € N, la aplicacion py: (Cla, b)Y — R dada por

Pr(fu)nzs = [ fell

es una seminorma, y la familia {py}ren formada por todas ellas es separante. En
efecto, si 0 # (f,)%2, € (Cla,b)V, existe k € N tal que f, # 0y, por lo tanto,
pie(f0)2y = |Ifell > 0. Segtn el Teorema 1.39, {p;}7°; induce en (C[a,b])" una
topologia que hace de ¢l un espacio vectorial topolégico metrizable. Una base de

entornos para cada (f,)32; es
B={B((fa)o1;Pkys-- Dk €) : (fn)ooy € Cla, )N, 7 €N, ky,..., k. € N,e > 0},
donde
B((fa)pZ1iPhys - - - > Phy 3 €)
= {<gn)zo:1 S (C[av b])N : pkz(<gn)zo:1 - (fn)zozl) < € para = 17 s 770}
= {(gn)nz1
110

neN

S (C[a7b])N : ||gk?z - sz”oo <eparai=1,... ,’I"}

siendo U, la bola de centro f, y radio € en Cla, b| cuando n = k; para algini =1,...,r
y U, = Cla,b] para cualquier otro n. Es sencillo entonces ver que B también es base
de entornos de (f,,)%°, si se considera la topologia producto en
(Cla, o)™ = T[(Cla, 0], || - [l.0),
neN
luego ambas topologias coinciden. En particular, ya que Cla, b] es separable, también

lo es (Cla, b])N por la Proposicion 1.35.

El espacio (o (C[a,b]). Definimos || - ||,_: (C[a, b)) — [0, +0c] mediante
I(Fn)nzille., = sup ([ fallo
neN

Y Loo(Cla, b)) = {(fa)ozy € (Cla, )™ < |(fa)pyll,. < 400} . Se comprueba sin difi-
cultad que |- ||, es una norma en (. (Cla,b]). Asi, ({(Cla,b]),[ - ||, ) es espacio

normado.
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El espacio cy(Cla,b]). Definimos co(Cla,b]) = {(f2)32; € (Cla, b)) : || fall, — O},
que es subespacio vectorial de {(C[a, b]). Por lo tanto, (co(Cla, b]), | - ||,.) es espacio

normado.

El subespacio vectorial
coo(Cla, b)) = {(f,)2, € (Cla,b])" : existe ng € N con f, = 0 para todo n > ng}

es denso en ¢y(Cla, b]). En efecto, dados (f,,)52, € co(Cla,b]) y € > 0, existe ng € N tal
que || fnll, < € para todo n > ng. Asi, la sucesion (g,,)5>; € coo(Cla, b]) con g, = f, si
n<ngy g, =0 sin>ng verifica que
1(gn)nzt = (fa)nzille, = 1090 = fa)azille., =supllgn — fullw = sup llgn — fullo
neN n>no

= sup [[fullo <€

n>ng
y se tiene la densidad.

Veamos que ¢o(C|a, b]) es separable. Ya sabemos que Ilg[a,b] es denso en Cla,b] y
numerable. Considerar ahora D = {(f,)r>; € coo(Cla,b]) : f, € lgla,b] para todo n €
N} = coo(Ilgla, b]). Notar que

D:U{(fl,...,fn,O,...,O,...):fiEHQ[a,b] parai=1,...,n}
n=1

y que el n-ésimo conjunto de esta unién tiene cardinal |(Ig[a, b)) = R? = R, asi
que |D| < Rq por la Proposicion 1.21. Ademéas D es denso en cy(Cla, b]). En efecto,
dados (f,)22, € coo(Cla,b]) y € > 0, habra algin ny € N tal que f,, = 0 siempre que
n > ng. Paran = 1,...,ng, se tiene f,, € Cla,b], y como Ilg[a,b] es denso en Cla, b],
existira g,, € Ilg[a,b] con ||g, — full,, < €. Poniendo g, = 0 para n > ng, la sucesion
(gn)5%, € D cumple que

lgn)azs = (Fu)ialle =supllgn = falloe = 3P lgn = fulle <&

1<n<ng

Con esto se tiene la densidad de D en ¢go(Cla, b]) y por tanto en ¢y(Cla, b]). Concluimos

que ¢o(Cla, b)) es separable.



Capitulo 2
Introduccion a la lineabilidad

En este breve capitulo damos las definiciones bésicas de lineabilidad y algebrabilidad,
propiedades que estudiaremos en espacios concretos en los Capitulos 3 y 4. Probamos

también un criterio de lineabilidad que nos sera de utilidad méas adelante.

Definicion 2.1. Sea X un espacio vectorial topolégico sobre K, C' C X y o un nimero

cardinal. Se dice que C' es:
(a) a-lineable si X posee algtn subespacio vectorial S de dimensién « tal que

S\ {0} C C;

(b) densamente a-lineable si C' es a-lineable y el subespacio S puede tomarse

denso en X.

Cuando no se precisa el cardinal «, se entiende que se exige que « sea infinito. Notar

ademés que la condicion S\ {0} C C' es equivalente a S C C' U {0}.

La demostracion del siguiente teorema, que proporciona una condicién suficiente
para que un conjunto a-lineable sea densamente a-lineable, esté extraida de [3, Teor.

2.3]:

Teorema 2.2. Sea X un espacio vectorial topologico sobre K, A, B C X y a un

numero cardinal. Supongamos que:

31
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(a) A es a-lineable;

(b) B contiene, salvo por el 0, algin subespacio vectorial denso;
(¢c) A+ B C A;

(d) existe una base B de abiertos de X con |B| < a.

Entonces A contiene, salvo por el 0, algin subespacio vectorial denso. Mds ain, si

ANB =g, A es densamente «-lineable.

Demostracion. Por (a) y (b), existen subespacios vectoriales Sy4 y Sp de X con
dimSy = a, Sa € AU{0}, Sp € BU{0} y Sp denso en X. Sea {a;}<; una ba-
se vectorial de Sy y B = {U,};es. Segtn el Teorema de la Dimensién, |I| = a, y por
hipotesis |J| < a = ||, luego podemos tomar una aplicacion sobreyectiva ¢: I — J.
Recordando que un conjunto es denso si y solamente si corta a todos los abiertos no
vacios (o, equivalentemente, a todos los de una base), Sp N U; # @ para todo j € J.

Sea b; € SpNU; para cada j € J.

Por ser X espacio vectorial topologico, {entornos de 2} = {x+U : U es entorno de 0}
para cada x € X. Por tanto, dado j € J, como U; es entorno de b;, U; = b; + V; para
algin entorno V; de 0; pero esto implica que V; = U; —b;, con lo que U; —b; es entorno
de 0. Puesto que el producto por escalares K x X — X es continuo y para cada i € [
es (0,a;) — 0, para cada i € I existe ¢;; > 0 tal que [—&;5,&;5la; C U; —b; vy, en

particular, ¢;;a; € U; — b;. Asi,

gija; +b; € U; para todosi € I, j € J. (2.1)

Llamemos S = K(e;u()a; + by : @ € I). Para cada j € J, al ser ¢ sobreyectiva,
existe ¢ € I con p(i) = j, y entonces €;ja; + b; = iy + bypy) € S N Uj. Vemos asi
que S corta a todos los abiertos U; de la base B, lo que conlleva que S es denso en X.

Ademas, cualquier x € S\ {0} es de la forma

T = M) @i 0+ Apiypli) Qi T Mbyli) + 0+ Abiy) (2:2)

a'g a'g
=u =
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conp €N, (Ar,..., ) € KP\{(0,...,0)}, 41,...,4, € I; y como u € S4\ {0} (porque
{a;}ier es libre y algun escalar de la combinacion lineal de u es no nulo) y v € Sp,
z € (Sa\{0})+Sp C A+ (BU{0}) C A. Por tanto, S\ {0} C Ay A contiene, salvo

por el 0, un subespacio vectorial denso.

Para terminar, supongamos que AN B = & y comprobemos que S tiene dimension
a. Sean iy,...,i, € I (distintos dos a dos) y A1,...\, € K de tal manera que la
combinacion lineal (2.2) se anule. Si fuese (Ar,...,A,) # (0,...,0), entonces u # 0
yv=—u€ Sy \{0} C Ay también v € Sg\ {0} C B, luego v pertenece tanto
a A como a B, lo que contradice nuestra suposicion A N B = &. Consecuentemente,
Ay ==\, =0, distintos ¢ € I dan lugar a distintos €;,(;a; + by(;) y el conjunto
{€ip@i)@i + by = @ € I} tiene cardinal |I| = a y es linealmente independiente. Es decir,

dim S = «, como queriamos probar. O

Corolario 2.3. Sea X un espacio vectorial topologico sobre K metrizable y separable,

A, B C X y a un cardinal infinito. Supongamos que:
(a) A es a-lineable;
(b) B contiene, salvo por el 0, algin subespacio vectorial denso;
(¢) A+ B C A
(d) ANB =g.

Entonces A es densamente a-lineable.

Demostracion. Por la Proposicion 1.34, X es 2-numerable, es decir, admite una base
de abiertos B con |B| < Xy < «. Asi, se cumplen las hipotesis del teorema anterior y

A es densamente a-lineable. O]

Definicion 2.4. Sea A un algebra conmutativa sobre K, C' C A y « un ntmero

cardinal. Se dice que C' es:

(a) a-algebrable si A posee alguna subalgebra S generada por un conjunto de

cardinal « (es decir, a-generada) tal que S\ {0} C C;
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(b) fuertemente a-algebrable si A posee alguna subélgebra S generada libremente

por un conjunto de cardinal « tal que S\ {0} C C.

Como antes, la condicién S\ {0} C C' se puede sustituir por S € C'U {0}.



Capitulo 3

Funciones anti-L’Ho6pital

3.1. Regla de L’Hopital

Este capitulo, basado en el articulo [2], esta dedicado al estudio de la lineabilidad y
la algebrabilidad de ciertos espacios de funciones a las cuales no se les puede aplicar
la Regla de L’Hopital. Comenzamos recordando dicho resultado, del que puede verse

una demostracion en [8, Teor. 5.13].

Teorema 3.1 (Regla de L'Hopital). Sean I un intervalo, zog € R U {xoco} un punto
de acumulacion de I y f,g: I — R funciones derivables en I\ {xo} con ¢'(x) # 0 en

todo x € I\ {zo}. Supongamos que

m ) e R U {too)

=0 g'(x)
y que se cumple alguna de las condiciones siguientes:

(a) f(z) — 0 yg(z) — 0 cuando r — x;

(b) lg(x)| = 400 cuando x — xy.

Entonces

. flx)
dm oy =L

35
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El siguiente ejemplo ilustra que el limite de f'(z)/¢’(x) puede no existir aunque exista
el de f(x)/g(z). En tales casos esto ultimo no puede probarse mediante la Regla de
L'Hopital.

Ejemplo. Sea f: R — R la funcion definida por
a?sent six #0,

flz) =
0 six =0.

Como el seno esta acotado,

1
lim @ = lim (.70 sen —) =0.

z—0 X z—0 x

Sin embargo, el limite del cociente de derivadas es

! 1 1
lim / gx) = lim (295 sen — — cos —) )

x—0 x—0 €T €T

que no existe, puesto que 2xsen(1/z) — 0y cos(1/x) oscila cuando z — 0. Por tanto,
no se puede aplicar la Regla de L’Hopital para calcular el limite de f(x)/z cuando

x — 0.
Si se define f(z) = z?sen(1/z?) para x # 0, se tiene la misma situacion, sélo que en
este caso el limite cuando x — 0 de

1 2 1

!
—9 = Zcos—
f'(z) = 2z sen p b

no existe en R porque f’ ni siquiera estéd acotada alrededor de 0 (basta considerar
la sucesion x,, = 1/v/2mn — 0, que cumple f'(x,) = —2v/2mn — —o0). A lo largo
del capitulo vamos a trabajar con funciones como esta segunda f, que llamamos anti-

L’Hopital y que pasamos a definir.

Definicion 3.2 (funciones anti-L’Hoépital). Sea Z C R. Una funcién f: R — R se
dice anti-L’Hopital en Z si cumple las tres condiciones siguientes:

(a) f es derivable en todo R;

(b) f es analitica en cada punto de R\ Z;
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(c) para cada g € Z,

limsup | f'(z)| = +oo = limsup | f'(z)].

+

JI—)J?O 13—>£L’0

El conjunto de las funciones anti-L’Hopital en Z lo representamos por ALH ;. Ademés,

escribimos ALHY = {f € ALHy : f(z) =0 en todo z € Z}.

La segunda funcion del ejemplo anterior es anti-L’Hopital en Z = {0}.

Nota. Sea g: R — R. Dado un punto zy € R, la funciéon

§>0— sup g(z) e RU{+o0}
z€(xo,z0+9)

es claramente creciente en (0,400). En consecuencia, existe

60+ z€(z0,x0+9) 6>0 z€(z0,x0+9)

lim ( sup g(x)) = inf( sup g(:z:)) € RU{zxo0},

y por definicion

lim sup g(z)

+
$ﬁx0

es el valor de este limite/infimo.

En particular, la condicién

lim sup | f' ()]
$—>$a—

de la definicion precedente equivale a que

sup |f'(z)] =400  para todo § > 0,
z€(x0,x0+9)

es decir, a que f’ no esté acotada en ningun intervalo (zq,zo + ) con § > 0. Con el

limite superior por la izquierda la situaciéon es anéloga.

Nota. Dada f € ALHz, para cada zy € Z el limite

o @) = flw)

T—x0 Tr — J,‘O



38 Capitulo 3. Funciones anti-L’Hopital

existe (vale f'(z)), hecho que sin embargo no puede deducirse mediante la Regla de

L’Hopital, pues

T—T0 (,’,L" — .];'0)/ T—T0

no existe en R por la condiciéon (c). Asi, las funciones de ALH 7 (a continuacion vere-
mos exactamente para qué Z existen) muestran que para que se cumpla la conclusion
de la Regla de I’Hopital no hace falta que se cumpla la hipotesis de la existencia del
limite del cociente de derivadas. ALH ; es, pues, un conjunto de «contraejemplos» a

la Regla de L’Hopital.

3.2. Caracterizacion de la existencia de funciones anti-

L°Hopital

La siguiente proposicién caracteriza para qué conjuntos Z existen funciones anti-
L’Hopital:
Proposicién 3.3. Sea Z C R. Las sigutentes condiciones son equivalentes:

(a) Z es cerrado y tiene interior vacio;

(b) existe alguna funcion derivable f: R — R analitica en cada punto de R\ Z y

con f' discontinua en cada punto de Z;
(c) ALHz # @,
(d) ALHY # &;

(e) existe alguna f € ALH 7 cuyos ceros son exactamente los puntos de Z.

Demostracion. Evidentemente, (¢) = (d) = (¢) == (b). Para ver que (b) = (a),
supongamos que f es como en (b). Si f fuera analitica en algin punto zo € R\ Z, se
podria desarrollar en serie de potencias en algun intervalo (zg — 7,29+ 7) conr >0y
seria indefinidamente derivable en ¢él, con lo que f’ seria continua en xy. Puesto que

no es el caso, f no es analitica en ninguno de estos puntos y su conjunto de puntos de
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analiticidad es R\ Z, que debe ser abierto por el Corolario 1.6. En consecuencia, Z es

cerrado. Ademés, definiendo f,,: R — R mediante

h) =1 (s+2) = 1)

para cada n € N, las f,, son continuas y f, — f' puntualmente, y como R es un
espacio métrico completo y, por tanto, espacio de Baire, el Teorema 1.37 afirma que
el conjunto de puntos de continuidad de f” es denso en R. Pero este conjunto es R\ Z,
pues f es analitica en R\ Z y por hipotesis f’ no es continua en ningin punto de
Z. Recordando que un conjunto es denso si y sélo si su complementario tiene interior

vacio, concluimos que Z tiene interior vacio.

Falta por demostrar que (a) = (e). Si Z = &, se trata simplemente de encontrar
una funciéon analitica en R sin ceros, y a tal efecto sirven las constantes no nulas,
analiticas en R trivialmente. Supongamos que Z # &. Al ser Z cerrado, R\ Z es
abierto, y todo abierto de R se puede expresar como unién disjunta de una cantidad

numerable de intervalos abiertos, luego existe algin N numerable (por fijar ideas,

N={1,2,...,m}conméeNo N =N) tal que

R\ Z = | |(an,bn), (3.1)

nenN

siendo —o0 < a, < b, < +o0 para cada n € N. Notemos que como mucho un a,, es
—00 y como mucho un b,, es +00, ya que de lo contrario la uniéon no seria disjunta, y
no puede ser a,, = —o0 y b, = 400 para el mismo n € N, porque entonces R\ Z = R,

imposible si Z # @.

Para a,b,c,d € R con a < by ¢ > 0, definamos

o) = (2 = )0~ o) (44500 ) L),
) L(—oo) (),
) La,+o0)(7);

— X

1
Y_sopedalx) = (b—2x)° (d + sen ;

VYo to0cd(®) = (x —a)° (d + sen

Tr—a
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donde g(z)1;(z) significa g(x) six € I y 0si x € R\ /. Estas funciones ) son analiticas
en los intervalos abiertos de sus indicadores 1. Por ejemplo, para g cq con a,b € R,

la funcion de variable compleja

2 (z—a)’(b—2)° (d + sen (3.2)

)
(z—a)(b—2)

es holomorfa en Q := C\ ((—o0, a]U[b, +o0)), pues (z—a)® = e*°8>=9) es holomorfa en
C\ (—00,a], (b—2)¢ = e°Let=2) Jg es en C\ [b, +o0) y el tltimo factor lo es en C\ {a, b}
(recordar que el logaritmo principal complejo Log es holomorfo en C\ (—o0, 0]). Como
2 contiene a (a,b), Yupcq €s analitica en (a,b) gracias al Corolario 1.5. Los demas

casos son similares pero més sencillos.

Elijamos ¢ € (1,2) y d > 1 cualesquiera, y sea f: R — R la funcién definida por

f - Z Q/Jan,bn,cyd'

neN

Teniendo en cuenta que ¥gp.q(x) = 0si z € R\ (a,b), sin excluir los casos a = —00 y
b = 400, es claro que f(z) =0 cuando x € Z y que f(x) = ¥4, b, .ca(z), siendon € N

el inico indice tal que = € (ay,b,), cuando z € R\ Z.

m f es analitica en R\ Z. Fijado n € N, f(z) = Y, p,.ca(z) para cada x € (an, by,).
Dado que g, p,.ca €s analitica en (ay,, b,), f también, y al ser n arbitrario, concluimos

que f es analitica en R\ Z.

m [ se anula exactamente en Z. Ya hemos senialado que f(z) = 0 para todo x € Z, y si
xr € R\ Z, existe un tnicon € N con = € (an, b,) y se tiene que f(z) = Y4, b, .ca(z) # 0
(notar que los factores con el seno de las funciones ¢ no se anulan nunca, porque

|sen(-)] <1 en todo Ry d > 1). Asi pues, los ceros de f son exactamente los puntos

de Z.

m [ es derivable en R. En los puntos de R\ Z ya esta probado, por el primer punto. Sea
xg € Z. Veremos que f’ (x9) = 0, y analogamente f’ (x9) = 0, con lo cual f'(zq) = 0.

Por (3.1), a, € Z para todo n € N, ya que en caso contrario a,, serfa interior a algin
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intervalo de la unién distinto de (a,, b,), que intersecaria a éste, y la uniéon no seria

disjunta. Analogamente b, € Z para todo n € N.

Supongamos que xy no es el extremo izquierdo de ninguno de los (ay,, b,). Entonces
(xo,20 + 1) N Z # & para todo r > 0. En efecto, si hubiese algin r > 0 tal que
(xo,z0 +7)NZ = &, se tendria que (xg, 20 +7) C R\ Z, y al ser (xg,zo + ) conexo,
estaria contenido en alguna componente conexa de R\ Z. Pero dichas componentes
conexas son los (a,,b,), puesto que cada (a,,b,) es conexo y cualquier conexo mas
grande contendria a, € Z o b, € Z, por lo que se saldria de R\ Z (los conexos de
R son los intervalos). Por lo tanto, (xo,z9 + ) C (an,b,) para algin n € N, y de
aqui se sigue que a, < xg < xg+ r < b,. No puede ser a, < xy, porque en tal

caso g € (an,b,) C R\ Z, y asi g = a,, en contradiccién con nuestra suposicion.

Concluimos que (xg, zg + 1) N Z # & para todo r > 0.
En definitiva, debemos considerar dos casos: g = a, para algin n € N y (x, zo +

r)NZ # . Si xg = a, para algun n € N, supuesto b, € R,

fi(@o) = lim ) _ i Yontnea(®)
z—ay T — an z—al T — Qp

= lim |(z —a,) (b, — 2)° (d + sen =0,

z—at

(z — an)l(bn - x))}

pues ¢c—1 > 0, (b, —z)° tiende a la constante (b, —a,, )¢y el tercer factor esté acotado.
Cuando b, = +00 se obtiene la misma expresion pero sin (b, — )¢ ni b, — = en el

denominador del seno, que también tiende a 0.

Ahora, si (zg,x9 + 1) N Z # & para todo r > 0, sea ¢ > 0 y fijemos r = (¢/(d +
1))=Y > 0. Tomando y € (2,20 +7)NZ # &, para cada x € (zg,y), o bien z € Z,

y entonces

f@) -~ fl) _0-0
r—xy = T—1x9

o bien z € R\ Z, en cuyo caso existe un solo n(z) € N tal que & € (ay(z), bn(z)) ¥y POT

fuerza

Ty < lplz) < T < Dby <y <x0+7 (3.3)
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(si fuese () < o, se tendria xg € (An(z), bn)) € R\ Z; y si fuese y < by (y), se tendria
Y € (An(), buz)) € R\ Z). En consecuencia, para cada x € (zo,y) N (R\ 2),

f(x) B f(xo) — wan(z)’bn(z)vcvd('r)
T — 2o T — 2o
T — an(x)

1
= —(x—anx )C_l(bna: _x)c <d+sen )
p— @) @) (& = Gn(@) (bn@) — @)

<(d+1)r* ! =g,

donde se ha tenido en cuenta (3.3), y por tanto

f(z) — f(xo)

<e para todo x € (zq,v),
r — I

lo que significa que este cociente tiende a 0 cuando x — z, es decir, f/ (z) = 0.

m Para cada xg € Z,

limsup | f'(z)| = 400 = limsup | f'(z)|.

m%xaL T—=Ty
Lo probamos solamente con el limite por la derecha, al ser el otro analogo. Igual que en
el punto anterior, hay dos casos posibles: zq = a,, para alginn € Ny (xg, zo+1r)NZ #
@ para todo r > 0. En el primero, f(x) = g, p,a(x) para todo x € (an,b,), y
supuesto que b, € R,

f'(x) = (=22 + a, + b,)(x — a,) (b, — ) (d + sen = an)l(bn — $>>
(=2 + @+ b)) (@ — an)* (b — 7)°2 cos ( = an)l(bn - x)) (3.4)

en todo = € (ay,,b,). La funcion

a, + by,
2

p: T € [an, } — (2 —a,)(by — ) = —2% + (@ + by)x — anb, €R

crece de manera estricta y continua de 0 a (b, —a,,)?/4 en su intervalo de definicion. Sea
ko € N tal que 1/(27k) < (b, — a,,)?/4 para todo k > k. Poniendo z;, = ¢~ (1/(27k))

para cada k > ko, se obtiene una sucesion ()72, contenida en [0, (a, + b,)/2] que
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satisface z, — a, cuando k — oo y ¢(xx) = 1/(2wk) para todo k > kg, luego
sen(1/p(zg)) = sen(2mk) = 0y cos(1/p(xy)) = cos(2wk) = 1 para todo k > ky. Por
lo tanto, recordando que 1 < ¢ < 2,

-2z + a, + by,

f'(wr) = cd( =2y, + ay + by) (2 — @) (b — 24) 7" = (e — an)*=(by — p)>~

— —00,

y en particular, dado que x, — a,, = xo cuando k — oo, f’ no esta acotada en ningun
intervalo (xg,zo + 1) con r > 0, lo que equivale a la condicién deseada sobre el limite
superior segtn la primera nota de este capitulo. Cuando b, = +00, en lugar de (3.4)

se obtiene la expresién mas simple

1

T —a,

1

T —a,

f'(z) =c(z — a,)! (d + sen ) — (v — an)*? cos

para todo = € (a,,+0o0), y escribiendo x, = a, + 1/(27k) para cada k € N, queda
definida una sucesion (xy)2, contenida en (a,,+00) que satisface zy — a, cuando
k — ooy xp—a, = 1/(27k) para todo k € N, con lo que sen(1/(zr—a,)) = sen(27k) =
0y cos(l/(xy — a,)) = cos(2rk) = 1 para todo k € N. Asi,

1 1

lim f'(we) = lim | ed(@y = an)™" = o o

= —00,
k—o00

yva que 1 < ¢ < 2, y esto permite razonar del mismo modo que cuando b, € R.

Para finalizar, consideremos el caso (xg,zo + r) N Z # & para todo r > 0. Fijado
k € N, se puede tomar = € (xg,z9+ 1/k) N Z, y también y, z € Z tales que zg < z <
y < z. Es imposible que (z,z) C Z, porque entonces y seria punto interior de Z, con
lo que existe w € (z,2)N(R\ Z), y habra un tnico n(k) € N tal que w € (an(), bn(r))-
Siw € (2,9), (anw), baw)) € (2,9), ya que de lo contrario (@), byk)) contendria z
o y vy el correspondiente niimero no perteneceria a Z. Anéalogamente, si w € (y, z),
(@n@k)s b)) € (y, ). Por lo tanto, siempre se tiene (G k), bnk)) < (@0, o + 1/k). Por
los célculos hechos en el caso precedente (vélidos para cualquier intervalo (a,,b,),
aunque ahora xy no es ningin extremo izquierdo a,), se puede encontrar para cada

k € N una sucesion en (), bnr)) que converja a a,g y cuya sucesion imagen por f’
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converja a —oo. Asi, para cada k € N, existe x; € (an), bur)) € (0, 2o+ 1/k) tal que
f'(zx) < —k. Se deduce que x, — x¢ y que f'(x}) — —o0, luego [’ no esté acotada

en ningun (xg, o + ) con r > 0 y esto completa la demostracion. O

3.3. Algebrabilidad y espaciabilidad de las funciones
anti-L’Hopital

Estamos en condiciones de estudiar la algebrabilidad y la lineabilidad de las funciones
anti-L'Hopital. Recordar que en C(R) consideramos las estructuras introducidas en la

Seccion 1.7.

Teorema 3.4. Sea Z # @ un cerrado de R con interior vacio. Entonces:
(a) ALHY es fuertemente c-algebrable en C(R);
(b) ALHz es densamente c-lineable en C(R).

Demostracion. Para (a), razonando como en la demostracion precedente, existe N

numerable tal que

R\ Z = | |(an,bn),

neN

donde —oo0 < a, < b, < 400 para todo n € N (recordar que como mucho un a,, es

—o00 y como mucho un b, es +00). Para a,b,c € R con a < by ¢ > 1, definamos

“(b—x)°sen | ex ! x
Vanela) = (@ = 0 0 sen (30— ) L),

77Z)—oo,l7,c(x) = (b - x)c sen (exp b i Ilf) ]-(—oo,b) (‘%’)7

1
) 1(a7+oo) (I)

r—a
Estas funciones 1 son analiticas en los intervalos abiertos de sus indicadores 1. Por

7#a,—l—oo,c(l‘) = ((L’ - a)c sen (exp

ejemplo, para 9,4 con a,b € R, la funcién de variable compleja

z— (2 —a)’(b—2)°sen (eXp m)
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es analitica en C \ ((—o0,a) U (b, +00)) (ver (3.2) de la demostracion anterior), luego
Yape, restriccion suya a (a,b), es analitica en (a,b) por el Corolario 1.5. Los demés

casos son similares pero més sencillos.

Para cada ¢ > 1, definamos g.: R — R mediante

gc = Z wan,bn,c-

nen

Teniendo en cuenta que ¥, .(z) =0six € R\ (a,b), sin excluir los casos a = —oco y
b = +o00, es claro que g.(x) =0 cuando = € Z y que ¢.(x) = Yq, b, (), siendon € N
el tnico indice tal que x € (an, b,), cuando x € R\ Z. En particular, g. es analitica en
R\ Z. Veamos que g. es derivable, con derivada nula, en cada punto de Z (con lo que
ge resulta derivable en todo R). Sea xy € Z. Igual que en la proposicién anterior, hay
dos posibilidades: z¢ = a,, para algin n € N o (zg,zo + 1) N Z # & para todo r > 0.
En el primer caso, supuesto b, € R,

lim gc(x) _QC(Gn) — lm 1/)an,bn,6(x)

x—)a:{ T — Qp a:—)afl T — Qp

= lim_|(z —a,)*"(by — 2)°sen <eXp (z — an)l(bn - fﬁ)ﬂ

T—an

(gc)/Jr (1'0) =

=0,

pues (x —a,) ' — 0, al ser ¢ > 1, (b, — )¢ — (b, — a,)¢ € R y el tercer factor esté
acotado. Si b, = +o0, se obtiene el producto de (z — a,,)*"! por un seno, expresion

que también tiende a 0.

Tratemos el caso (zg,x9 + 1) N Z # & para todo r > 0. Sea ¢ > 0 y fijemos
r = (g/(d+ 1))=Y > 0. Tomando y € (z¢,zo +7) N Z # O, para cada x € (z,y),

o bien x € Z, y entonces

gc(x) — gc(xO) _ 0-0 _ 0;

T — X9 r — XIg

o bien z € R\ Z, en cuyo caso existe un solo n(x) € N tal que & € (ay(z), bn(z)) y POI
fuerza

Ty < lplz) < T < Dby <y <x0+7 (3.5)
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(si fuese () < o, se tendria xg € (An(z), bn)) € R\ Z; y si fuese y < by (y), se tendria
Y € (An(), buz)) € R\ Z). En consecuencia, para cada x € (zo,y) N (R\ 2),

o wan(z)vbn(z)zc(w)

gc(x) - gc(%)

r — X
x—an()

€z c—1 c
- - — Unp(z bna:_
x_xo(l‘ n()) (bn() — )

1
e (eXp (- an(x))(bn(:r:) - :E)) ‘

<(d+1)r* ! =g,

donde se ha tenido en cuenta (3.5), y por tanto

9e(7) — ge(w0)

<e  paratodo z € (xg,y),
T — X

lo que significa que este cociente tiende a 0 cuando x — x{, es decir, (g.), (zo) = 0.

Analogamente se prueba que (g.)" (z9) =0, y asi g.(xo) = 0.

Por el Corolario 1.30, existe C' C (1,+00) € R linealmente independiente sobre
Q con |C| = ¢. En particular, dados p € N y p nameros distintos ¢y,...,¢, € C,
se tiene D% kjc; # >0 mjc; en cuanto k # m, siendo k = (ky,...,k,), m =
(my,...,m,) € Nj. Llamemos A al algebra generada por S = {g. : ¢ € C'} y veamos

que satisface las condiciones deseadas:

m Las funciones de A son derivables en R, analiticas en R\ Z y se anulan en Z. Hemos

probado antes que S esta contenido en
A1 ={f eDR)NCY(R\ Z) : f(x) =0en todo x € Z} C C(R),

que es una subéalgebra de C(R), al ser estable para las tres operaciones: suma, producto
por escalares y producto interno (recordar la Proposicion 1.2). Como A es la menor
subalgebra de C(R) que contiene a S, esto conlleva que A C A;. Es decir, las funciones
de A son derivables en R, analiticas en R\ Z y se anulan en Z (estas propiedades
también pueden deducirse de la forma de las funciones de A, que son expresiones
polinémicas sin término independiente en los elementos de S, segiin la Proposicion

1.32).
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m A esté libremente c-generada por S. Es claro que |S| = |C] = ¢, pues las g. son
distintas entre si. Mostremos que A esté libremente generada por S. Para ello, fijemos
p € N, un polinomio P € R[Xy,...,X,] con P(0,...,0) = 0 y p puntos distintos
ci,..., ¢ € C, que sin pérdida de generalidad podemos suponer ordenados de manera
que ¢; < ¢ < -+ < ¢p,. Partiendo de la hipotesis de que F' = P(gc,,...,g.,) = 0,
debemos demostrar que P = 0, y lo haremos por reducciéon al absurdo. Si fuese P # 0,
habria un subconjunto finito KX C Nj\ {(0,...,0} y un escalar A\, € R\ {0} para cada
k € K tales que
P=>) NX{e- Xfr,

keK

donde k = (ky,...., k), y asi

F(z) = Z A, ()" g (x) =0  para todo z € R. (3.6)

keK
En particular, esto sucede en cada componente conexa (a,,b,) de R\ Z. Si existe
n € N con a,, b, € R, ya que g, (7) = Vq, p,.c,(7) para cada x € (an,b,), la igualdad
F(z) =0 para todo = € (ay,b,) se traduce en que

r—a — z)) kel gen™l ( ex ! = )
5 Al = )by~ ) sen® (exp o) =0 (3)

keK
para todo x € (ay,b,), denotando |u| = uy +---+u, y uv = (ugvy, ..., u,v,) para u =
(w1, .5 up),v=(v1,...,0,) € [0, +00)P. Dado que los exponentes |ke| =37, kjc; >

0 son distintos dos a dos, segiin hemos senalado ya, hay un solo ky € K tal que
koc| = min |ke| =: s. )
[koc| = min [ke| =: 5 (3.8)

Como dijimos en la demostracion de la proposicion anterior, p(z) = (x — a,)(b, —
x) crece forma estricta y continua de 0 a (b, — a,)?/4 en (an, (a, + b,)/2], luego
exp(1/¢p) decrece de forma estricta y continua de +oo a 4/(b, — a,)* en ese mismo
intervalo. Sea mg € N tal que 7/2+ 2mm > 4/(b, — a,,)? para todo m > mg. Poniendo
T = (exp(1/¢)) "1 (/2 + 2mm) para cada m > mg, queda determinada una sucesién

(Xm)25_, en (an, (a, +b,)/2] tal que z,,, = a;f y sen(1/¢(z,,)) = sen(n/2+427m) =1

m=mg
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para todo m > my, con lo que (3.7) implica que
> Al(@m = @) (b — ) = 0
keK

para todo m > mg. Separando kg de las demas p-tuplas de K,

Ao (T — ) (bn Y Me((@n = an) (b — ) =0,
Ktk

y extrayendo el primer sumando como factor comin,

Mol = )b = 1) (1 3 3 (= )b = )4 | =0

keK
k#ko

Dado que el factor de fuera del corchete no se anula nunca (pues z,, € (an, (a, +

b,)/2] C (an,b,) para todo m > my), resulta que
1+ Z SR — ) (b — )75 =0 para todo m > my,
ko
ke K

k#ko

y haciendo m — oo, como |kc| > s siempre que k # kg, se obtiene que 14+ 0 = 0, lo

cual es absurdo.
Si no existiera n € N con a,,b, € R, entonces N = {1,2} y R\ Z = (—o0,b;) LU
(ag, +00) con by,as € R, by < ay. En este caso, (3.6) para x € (as, +00) se traduce en

que

F(zx) = Z (2 — ag) kel sen™! (exp

keK

) =0 para todo z € (ag, +00),
T — Q2

y escribiendo
1

2 log(m/2 + 27m)

Tm =

. ., +
para cada m € N, se obtiene una sucesion (z,,)5_; en (ag,+00) con x,, — a; y

sen(exp(1/(xy, — az))) = sen(m/2 + 2wm) = 1 para todo m € N, por lo que

Z Ak (T ‘k°| =0 para todo m € N,

ke K
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y extrayendo el factor Ay, (x,, — a2)®, donde ky y s son como en (3.8),

A
1+ Z ﬁ(xm — a2)‘k°‘_5 =0 para todo m € N.

keK ~ %0
kZkg

Haciendo m — oo, 1 + 0 = 0, porque |kc| > s siempre que k # kg, y llegamos otra

vez a una contradiccion. En consecuencia, P = 0y A esta libremente generada por S.

m Cualquiera que sea F € A\ {0},

limsup |F'(z)| = 400 lim |F'(z)] para todo g € Z.

x—)xg' T

Lo hacemos con el limite por la derecha, pues con el limite por la izquierda es analogo.
Fijemos F' € Ay xy € Z. Por la Proposicion 1.32, existen algin p € N, algtin
P eR[Xy,...,X,]\ {0} con P(0,...,0) =0y algunos ci, ..., ¢, € C (que suponemos
ordenados ¢; < ¢ < --- < ¢p) de forma que F' = P(g,,...,gc,). Tenemos que
considerar, como hemos hecho varias veces, dos casos: rg = a, para algin n € N, o

bien (zg,x¢ + r) N Z # & para todo r > 0.

Supongamos que zy = a, para algin n € N. Si b, € R,

F(z) =Y Mel(z = an) (b, — x))* sen™ (exp = an)l(bn — ac))

para todo x € (ay,by), v al derivar,

F'(z) = (ap+b,—22) Z Ak [|kc|((yc—ot,hb)(bn—:v))kc"1 sen/®! <exp ! )

b (x — ap) (b, — )

— [K|((x — @) (b — 22 exp ((m - an>1<bn - f>>

sen/®I—1 (eXP (= an)l(bn _ x)) o8 (eXp (x — an)l(bn — x)) ]

para todo = € (ay, by,). Con la notacion del punto anterior de esta demostracion, a par-

tir de algtin m tiene sentido poner z,, = (exp(1/¢))~(37/4-+27m), y consecuentemen-

te z, — a; y sen(exp(1/¢(x,,)) = sen(37/4 + 2mm) = 1/v/2 y cos(exp(1/¢(x,,)) =
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cos(3m /4 + 2mm) = —1/+/2 a partir de cierto m. Asi,

F'(z) = (an + by — 22.,) Z % Ukc\((xm — a,) (b, — xm))|kc|71}
b = 20) 3 G (= )t~ )2 ().

ke K
Con la notacion de (3.8), al extraer como factor comin ((z,,—an)(bm—2y))* 2 exp(1/((z,—

an) (b, — z,,))) en la segunda linea,

F/ () = (an + by — 20,) S % (Kol (@n — ) (b — )1

keK

+ (an + by — 22) (T — an) (b — ) > exp ((xnl—-anl —'$m))

Al [ Ko A |K| Ike|—s
gz T 2 gz (@ = @) (bn = @)
ke K
kZko
Puesto que t’e’/* — +o0o cuando t — 01 para cualquier § € R, la sucesion de la
linea central tiende a +o0o cuando m — oo. Recordando que |ke| > s si k # ko, el
corchete tiende a (Mg, |ko|)/2%l/2 € R\ {0}. Y la primera linea tiende a 0 porque
|ke| = E?Zl kjc; > 1, al ser algin k; € Ny todo ¢; > 1. Se sigue que F'(z,,) diverge
a +00 0 a —oo (en funcion del signo de Ay), con lo que F’ no esté acotada en ningin

(xo,z0 + 1) = (ap,a, + 1) con r > 0.

Si en cambio b, = 400,

F(z) =Y Mz — a,)* sen™ (eXp 1 )

T —a
keK n

para todo x € (a,, +00), y al derivar,

Fl(z) =) M [|kc|(x — a,) k=1 senlk (eXp L )

T —a
keK n

1 1 1
— k|(x — an)* "2 exp < ) senk~1 <exp ) cos (exp ) ]
xr — ay T — Qap T — an




Contraejemplos en Analisis: Lineabilidad 51

para todo = € (a,,+0o0). Para cada m a partir de cierto valor, existe x,, € (a,, +00)
con exp(1/(zy, — ay)) = 37/4 + 27m, de modo que los senos de la expresion anterior

valen 1/ V2 y los cosenos —1 / V2 en cada z,,. Asi,

i " K| " 1
Flam) = Sz kel (@m — an) 7 + > a7z (@m — @)™ exp T — n )

keK keK

El primer sumatorio tiende a 0 cuando m — oo porque |kc| > 1, y extrayendo en el
segundo como factor comtn (x,, — a,)* 2 exp(1/(x,, — a,)), de nuevo con la notacién

(3.8), este sumatorio es igual a

_ 1 Ak Ko A /K| _
. s—2 0 . |ke|—s
(O = )" X (xm - an> oz + 2 iepa (o = an)*

keK
k#ko

que tiende a +00 0 a —oo, segin el signo de \y,, pues t’e!/* — +o0o cuando t — 0F
para cualquier # € R y |kc| > s siempre que k # kq. Se sigue que F” no esté acotada

en ningun (xg, xg + 1) = (an, a, +r) con r > 0.

Supongamos que (xg, xo+7)NZ # & para todo r > 0. Igual que en el ultimo parrafo
de la demostracion de la proposicion anterior, para cada m € N hay un n(m) € N con
(@n(m), bnm)) € (20, o + 1/m). Por los calculos que hemos hecho méas arriba en este
punto (validos para cualquier (a,,b,), aunque ahora zy no es ningun a,,), para cada
m € N existe Zp, € (An(m), bnim)) con |F'(xy,)| > m. Se deduce que z,, — a;}, y que
|F'(2,,)] — +00 cuando m — oo, por lo que F’ no esta acotada en ningun (xg, o +r)

con r > 0 y esto prueba la condicién sobre el limite superior por la derecha.

m A\{0} C ALH . Es consecuencia del primer y el tercer punto de este apartado (a).

El apartado (b) resulta de aplicar el Corolario 2.3 con X = C(R), que es un espacio
vectorial topolégico metrizable y separable (Seccion 1.7), A = ALH, y B = II(R).
Observar que ALHY C ALH; = A. Como ALHY es fuertemente c-algebrable, en
particular es c-lineable (toda &lgebra libremente c-generada es espacio vectorial de

dimension al menos ¢, porque el sistema libre de generadores es asimismo linealmente
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independiente, y contendra por tanto un subespacio de dimensiéon ¢), de donde se
sigue la c-lineabilidad del conjunto més grande A. Ademaés, B es subespacio vectorial
denso en C(R), por lo que trivialmente contiene un subespacio denso salvo por el 0.
La derivada de una funcién de A no es continua en los puntos de Z # &, mientras que
las derivadas de los polinomios son continuas en R, asi que AN B = &. Finalmente,
dados f € Ay P € B, f+ P es derivable en R y analitica en R\ Z. Sea xy € Z y
r > 0. Entonces, para cada = € (zg,z9 + 1),

|(f + P) (@) = [f'(2) + P'(@)| = | (2)| = [P'(2)| = |f'(2)| = max |P(y)],

y€Elzo,x0+7]

y como f’ no esta acotada en (xg,z9 + ), |(f + P)(x)| se puede hacer tan grande
como se quiera en este intervalo, luego f+ P € A, A+ B C A y queda probado que

se verifican todas las condiciones exigidas por el Corolaro 2.3. O]

Observacion. El teorema anterior no se puede mejorar en cuanto a cardinal /dimension,
dado que, al ser C(R) metrizable y separable, |C(R)| < ¢ por la Proposicion 1.36. En
particular, el teorema prueba que el cardinal de C(R) y su dimensién como espacio

vectorial real son ¢.



Capitulo 4

Sucesiones de funciones anti-M de

Weilerstrass

4.1. Criterio M de Weierstrass

En este ultimo capitulo estudiamos la lineabilidad y la algebrabilidad de ciertos
espacios de sucesiones de funciones a las que no se les puede aplicar el Criterio M de
Weierstrass. Nuestra referencia fundamental es el articulo [4]. Comenzamos recordando

la nocion de convergencia uniforme y el Criterio de Cauchy, que la caracteriza.

Definicion 4.1 (convergencia uniforme). Sea A un conjunto cualquiera, y sea (f,)>
una sucesion de funciones definidas en A y con valores en R. Dada una funciéon f: A —
R, se dice que (f,)5, converge uniformemente a f si para cada € > 0 hay algin

no € N tal que, siempre que n > ng, |f.(z) — f(x)| < € para todo = € A.
Se dice que la serie >~ | f, converge uniformemente a f si lo hace la sucesion de

sumas parciales asociada a ella (D7, fr)o2;.

Proposicion 4.2 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de sucesiones).
Sea A un conjunto y (f,)5, una sucesion de funciones definidas en A y con valores

en R. Entonces (f,)32, es uniformemente convergente en A si y sdlo si para cada

23
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e > 0 existe ng € N tal que para cualesquiera n,m > ngy se tenga |f,(x) — f(x)| < €

en todo x € A (en palabras, si y sdlo si (f,)22, es uniformemente de Cauchy ).

Demostracion. Supongamos que f, — f uniformemente en A. Sea £ > 0. Por defini-
cion de convergencia uniforme, existe ny € N tal que para cada n > ng es |f,(z) —

f(z)| < &/2 en todo x € A. Por tanto, si n,m > ng,

() = ()] < () = f(@2)] + | fin(2) = f(2)]
<eg/24¢/2=¢

en todo = € A, lo que significa que (f,)2; es uniformemente de Cauchy.

Para cada z € A, (fn(x))22, es de Cauchy, y como R es completo, (f,(z))52; tiene
limite f(x) € R, con lo que queda definida una funcion f: A — R. Veamos que la
convergencia f, — f es uniforme. Dado ¢ > 0, por hipétesis hay algin ng € N tal
que |f,(z) — fm(x)| < € para todos n,m > ng, x € A, y al hacer m — oo resulta que

|fn(z) — f(x)] < e para todos n > ng, z € A. O

Corolario 4.3 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de series). Sea A

un conjunto y (fn)o, una sucesion de funciones definidas en A y con valores en R.
o0 - . - . .

Entonces )" | fn converge uniformemente en A si y sdlo si para cada € > 0 existe

ng € N tal que para cualesquiera m > k > ng se tenga

en todo x € A.

Demostracion. Aplicar la proposicion anterior a la sucesion de funciones (3 ,_, fi)22 ;.

]

De aqui se sigue inmediatamente el Criterio M de Weierstrass (véase, por ejemplo,

|8, Teor. 7.9]).
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Teorema 4.4 (Criterio M de Weierstrass). Sea A un conjunto cualquiera, y sea
(fn)o2, una sucesion de funciones con dominio A y valores en R. Supongamos que
para cada n € N se tiene una constante M, > 0 tal que |f,(z)| < M, en todo x € A.
Sty M, < 400, entonces - fn converge absoluta y uniformemente a alguna

funcion en A.

Antes de seguir, damos un ejemplo de sucesion a la que no se le puede aplicar el

Criterio M extraido de |5, Ejemplo 1.10].

Ejemplo. La sucesion de funciones f,: [0, 1] — R definida por

fn<x>:1sen2(2"+1m)1( L@

n on+1°27
da lugar a una serie Y~ f, que converge uniformemente, pero ello no se puede

deducir mediante el Criterio M de Weierstrass.

Para verlo, notemos primero que f; es nula fuera de (1/22,1/2), f, es nula fuera de
(1/23,1/2%), f3 es nula fuera de (1/2%,1/23), etc. En particular, para cada n € N es
fo(z) =0en todo x € [1/2,1] U {1/2°} >0, v asi

ifn(x) =0 entodox € [1/2,1]U{1/2}s50.

Six ¢ [1/2,1]U{1/2°}.>2, entonces hay un solo n(x) € N tal que z € (1/2"@)+1 1 /2n@))

y fau(z) = 0 excepto cuando n = n(x). Por lo tanto, en este caso

sen?(2"@+lrg),

> $ule) = Fuole) = i

y concluimos que Y, f,, converge (absolutamente, por ser de términos no negativos)

en [0, 1].

Dados m > k, la suma

vale 0 0 f, (), ¥ en este ultimo caso k < n(x) < m, luego

sen?(2"@H ) < — <

S (7) = n(lx)

| =

n(z)



56 Capitulo 4. Sucesiones de funciones anti-M de Weierstrass

Tenemos asi que

m

0< > fale) <

n==k

para todos m > k, x € A.

| =

Sea € > 0 y tomemos ng € N tal que 1/ny < e. Entonces, cualesquiera que sean

mZanoa

& 11
OSan(:v)SESn—O<5 para todo x € [0, 1],
n=~k

y segun el corolario anterior esto basta para afirmar que Y~ f,, converge uniforme-

mente.

Por otra parte, cada f, alcanza su méaximo en x = 3/2"+2 € (1/2"*!/1/2"), cuando
2"z = 31 /2, el cuadrado del seno es 1y f,(z) = 1/n. Asi, || f.||., = 1/n para todo
neNy Y™ |fallo =D e, 1/n = +o0o, por lo que no es posible encontrar ninguna
sucesion de mayorantes que dé lugar a una serie convergente para aplicar el Criterio

M de Weierstrass.

A lo largo del capitulo trabajaremos con sucesiones de este tipo, que llamamos anti-M

y que pasamos a definir.

Definicién 4.5. Una sucesion (f,)22, € (Cla,b))N se dice anti-M de Weierstrass

(o, abreviadamente, anti-M ) si la serie de funciones
o0
> fn
n=1

converge absoluta y uniformemente en [a, b] pero

n=1

El conjunto de las funciones anti-M en [a, b] se representa por AMW]a, b o, si no hay

lugar a confusion respecto al intervalo, AMW.

Notese que la sucesion del ejemplo anterior pertenece a AMWI0, 1].
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Nota. En las condiciones de la definiciéon anterior, al ser cada f,,: [a,b] — R continua,

[ falloe = méx | f ()]

z€la,b]
Por tanto, cualquier sucesion (M), de cotas superiores de las f, (es decir, tal que
para cada n € N sea | f,,(z)| < M, en todo = € [a,b]) cumplira || f, | < M, para todo

n € N, de donde se sigue que
ISR
n=1

y no es posible aplicar el Criterio M de Weiestrass para probar que (f,,)°; es absoluta
y uniformemente convergente. Asi pues, el espacio AMW]|a,b] esta formado por las
sucesiones de funciones continuas en [a,b] cuya serie asociada converge absoluta y
uniformemente a pesar de que no se les puede aplicar el Criterio M de Weierstrass,

por no existir ninguna sucesion de cotas que dé lugar a una serie convergente.

4.2. Lineabilidad de las sucesiones de funciones anti-

M

En esta seccion abordamos la lineabilidad de los espacios que acabamos de introducir.
Empezamos probando que, como consecuencia del Criterio de Cauchy, AMW esta

contenido en el espacio ¢y(Cla, b]) definido en la Seccion 1.7:

Proposicion 4.6. AMW C ¢;(Cla,b]) C loo(Cla,b]) C (Cla,b))N.

Demostracion. Sea (f,)22, € AMW. Entonces Y >, f, converge uniformemente en
[a,b]. Para cada ¢ > 0, por el Criterio de Cauchy hay algin ng € N tal que si m >

k > ng, entonces

<e entodo z € [a,b];

en particular, haciendo m = k > ng, |fu(z)| < e para todos n > ng,x € [a,bl.
Consecuentemente, | f,||,, < € para todo n > ng y |/ f.|l,, — 0 cuando n — oo, o lo

que es lo mismo, (f,)>2, € ¢o(Cla,b]). Las demés contenciones son obvias. O
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Los definicién y los resultados siguientes van encaminados a construir una familia

de ejemplos de funciones anti-M, que luego usaremos para probar la lineabilidad.

Definicién 4.7. Denotamos por F el conjunto de las sucesiones (u,)%; € (Cla,b])"

que cumplen las dos condiciones siguientes:
(a) sop(u,) Nsop(u,,) = & siempre que n # m;
(b) existen L, M > 0 tales que L < [Ju,||,, < M para todo n € N.

Aqui, dada f: [a,b] — R, sop(f) denota el soporte de f, es decir, sop(f) = {x €
[a,0] = f(z) # 0}.

Lema 4.8. Sea (u,)5, € F y (an)5>, una sucesion de escalares en R. Entonces:

oo
(a) Z ayu, converge absolutamente en [a, bl;
n=1
oo
(b) Z anuy, converge uniformemente en |a,b] si y solo si (a,)22, € ¢o;

n=1

(c) Z lanuy, ||, < 400 siy solo si (an)se; € 4.

n=1

Demostracion.

(a) Dado x € [a,b], o bien = no pertenece a ningin sop(uy,), en cuyo caso

o0

Z |an“n(x)| = 0;

n=1

o bien hay un solo n(x) € N tal que x € sop(un(s)), por ser los soportes disjuntos,

y entonces
oo
Z |antin ()] = [@n @) tn() (T)].
n=1

Esto prueba la convergencia absoluta.

(b) Supongamos que la serie converge uniformemente en [a,b]. Como (u,)>, € F,

existe L > 0 tal que L < ||u,|| ., para todo n € N. Por el Criterio de Cauchy,
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para cada € > 0 hay algin ng € N tal que para cualesquiera m > k > ng se tiene

Z AU ()

en particular, haciendo m = k > ng, resulta que

< Le en todo x € [a, b];

|anu,(z)| < Le para todos n > ng, x € A.

Dado que cada u, es continua, existe x,, € [a,b] tal que |u,(z,)| = |lu,|,, para
todo n € N, y asi, si n > ny,

|ty ()] lanu,(z,)|  Le
= —_— = 67
|tn ()] [tnl o L

lan| =

con lo que (a,)%, € .

Reciprocamente, supongamos que (a,)52; € ¢p. Como (u,)r, € F, existe M >
0 tal que |lu,||,, < M para todo n € N. Dado ¢ > 0, ya que (a,);2; € co,
hay algin ng € N tal que |a,| < ¢/M para todo n > ng. En consecuencia, si

m >k > nyg, para cada = € [a,b], o bien la suma

Z Ay ()

vale 0, o bien vale |ay()Un(z) ()|, siendo k& < n(z) < m el tnico indice con

T € S0P(Un(z))s ¥ COMO |G (z)Un(x)(T)| < |an@)|M < (¢/M)M = e, en ambos
casos es menor que €. En virtud del Criterio de Cauchy, concluimos que la serie

converge uniformemente.

(c) Sean L, M > 0 tales que L < ||u,||,, < M para todo n € N. Entonces L|a,| <
lanu,|, < Mlay,| para todo n € N y el Criterio de Comparacion asegura
que Y 7 |lanunll, < 400 siy sélosi Y 7 |a,] < +o0, es decir, siy solo si

Corolario 4.9. Cualesquiera que sean (u,)5>, € F y (a,)5, € o\ l1, la serie de fun-
ciones 7 | anu, converge absoluta y uniformemente en [a,b] pero Y 7 ||antn| . =

+00, 0 lo que es lo mismo, (a,u,)>2,; € AMW.
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Ejemplo. Sea f € Cla,b] \ {0} y A = (£,,)5°, una sucesiéon de nimeros reales tal que

a=t <ty < --<ty<---<b  limt,=>h

n—oo

Para cada n € N, definamos en [a, b] la funcion

[ f(a) =t

- v = Si A E [t3n727 t3n71]7
tgnfl - t3n72

b—a .
f (a + —(a’} — t37’b—1)) S1 T 6 [t3n—17 t3n]7
Af t3n — t3n—1
u, ' () = 4

tanis — :

f(b i sl x € [tan, tsnt1],
t3ny1 — t3n

0 si @ & (t3n—2,t3n11)-

\

Observemos que, aunque ts, o, t3,_1, t3, vV t3,11 pertenecen a dos de los cuatro trozos
en los que se da la definicion de u>/, se obtiene el mismo valor para ambos, por lo que
uM/ esta bien definida y, mas atn, u’/ € Cla,b]. Ademés, es claro que sop(u/) C
(t3n—2,t3n+1) para todo n € N, y como estos intervalos abiertos son disjuntos dos a
dos, sop(u/) Nsop(udf) = @ si n # m. Por otra parte, en el intervalo [ts, o, 3, 1] la
grafica de u/ es el segmento que une (t3,_»,0) con (t3,_1, f(a)); en [t3,_1,t3,] se tiene
ubl(z) = f(1.(2)), siendo 7,,: [tzn_1,t3.] — [a,b] una transformacion afin biyectiva,
asi que u™/ toma los mismos valores que f; y en [ts,,tsn.1] la grafica de u/ es el
segmento que une (t3,, f(b)) con (t3,41,0). Todo esto implica que |[ud/]|_ = ||fll.

para cualquier n € N. En particular, al ser || f||_ > 0, u’/ € F para todo n € N.

Dadas f,g € Cla,b] \ {0} con f # g, existe x € [a,b] tal que f(z) # g(x), y por lo
tanto v (774(x)) = f(z) # g(z) = ud9(77(x)), de donde se sigue que u/ # u9
para todo n € N. En particular, la aplicacion Jy: Cla,b] \ {0} — F C (Cla, b)Y
dada por Jy(f) = (ud/)2, es inyectiva. Por consiguiente, su extension Jy : Cla, b] —
F U {0} C (Cla,b))N con J)(0) = 0 también es inyectiva, y es facil comprobar que
es lineal. Puesto que la imagen de un subespacio vectorial de dimensiéon o por una

aplicacion lineal e inyectiva es otro subespacio de dimension «, si S es un subespacio
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de Cla, b] de dimensién «a, entonces J,(S) es un subespacio de (Cla, b)Y de dimension

a contenido en F U {0}.

Finalmente, recordar de la Seccion 1.7 que en el espacio vectorial

(. (Cla,B]) = {(fn)?’fl e (€l ssup 1. < +oo}

tenemos definida la norma

I(fn)nzille,, = sup [ fnll -
neN

Asi, F C lo(Cla,b]) y para cada f € Cla, b] \ {0},

A

ITa (Pl = sup [[un? [l = sup | Fllo = [ £l
neN neN

Hemos probado, pues, lo siguiente:

Proposicion 4.10. Sea A = (¢,)5°, una sucesion de nimeros reales con a = t; <
o < - <thy <th <---<byt, = bcuando n — oco. Entonces la aplicacion
JIr: Cla,b] = (Cla, b)) definida por

(udl)ee,  si f #0,
0 si f=0

es una isometria lineal cuya imagen estd contenida en F 11 {0}.

Teorema 4.11. Sea M un subespacio vectorial tal que M\ {0} C ¢ \ ¢1. Dada una

sucesion (u,)e2, € F, el conjunto
S ={(anun)nZy : (an)p2, € M}

es un subespacio vectorial con S\ {0} € AMW. Ademds, si {(a’), }ier es una base
de M, entonces {(a’u,), ticr s una base de S, por lo que ambos tienen la misma

dimension.
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Demostracion. Consideremos la aplicacion ®: ¢y — (Cla,b])N dada por ®(a,)>,

(anuy)e . Es claro que ® es lineal. Si ®(a,)22, = 0, cualquiera que sea n € N,

anu,(z) = 0 para todo x € [a, b]. Pero u,, # 0 para todo n € N (porque (u,)>; € F),

luego para cada n € N hay algun = € [a, b] tal que u,(x) # 0, y asi a, = 0 para todo

n € N. Esto prueba que ® es inyectiva. Por consiguiente, S = ®(M) es subespacio

vectorial y se cumple lo referente a bases y dimensiones. La inclusion S\ {0} C AMW

es consecuencia del Corolario 4.9.

Corolario 4.12. El conjunto AMW es c-lineable en (Cla, b])".

Demostracion. Se obtiene aplicando el teorema anterior a

1 o
M:R<(—) :O<c<1>.
ne n=1

Los elementos no nulos de M son de la forma

A A e \
(1+ 2 )

net ne2 nck

n=1

]

conk € N, 0 < ¢; < 1distintos y A; € R\ {0} para j =1,..., k. Evidentemente, estas

sucesiones convergen a 0. Por otra parte, suponiendo que ¢; < ¢3 < -+ < ¢ (lo que

no conlleva pérdida de generalidad),

o0

D

n=1

A A A
1 2 4t k
net ne2 nck

A

ne2—c1

A1+

=1
=> -

n=1

nck—Cc1

Ak

y como la sucesion del valor absoluto tiende a |A;| > 0, estara acotada inferiormente

por algin € > 0 de algiin ny € N en adelante. Asi,

[e.e]

A A A 1 A
SAL 2 ey 2
— nc1 nec2 nCk — nc1 nc2—c1

=1 Ao
2 Z ncl 1 Cc2—C1

Ak

nck —C1

Ak

nek—c1
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por lo que ningin elemento no nulo de M pertenece a ¢; y M \ {0} C ¢ \ ¢;, como

exige el teorema.

Veamos que {(1/n°)%2; : 0 < ¢ < 1} es libre y, por tanto, base de M, lo cual
implicara que la dimension de M es [(0,1)] = ¢. Sean k € N, 0 < ¢; < 1 distintos y

Aj € Rparaj=1,...,k tales que

1\~ 1\~ 1\~
(B ) )
ne n=1 ne n=1 ne n=1

A A A
A2 2k para todo n € N.
ncl ne2 nCk

es decir,

Suponiendo de nuevo, sin pérdida de generalidad, que ¢; < ¢ < - -+ < ¢, al multiplicar

esta igualdad por n® resulta que

A A
A+ T — para todo n € N,
nez—c1 nCk—c1
y haciendo n — oo, A\; = 0. Reiterando, A\; = 0 para j = 1,...,k y se tiene la
independencia lineal. O

Teorema 4.13. El conjunto AMW es densamente c-lineable en cy(Cla, b]).

Demostracion. Como co(Cla, b]) es normado, es espacio vectorial topologico metriza-
ble, y también es separable. Ya hemos visto que AMW es c-lineable. Por otro lado,

el subespacio vectorial
coo(Cla, b)) = {(f,)2, € (Cla,b])" : existe ny € N tal que f, = 0 para todo n > ng}

es denso en ¢y(Cla, b]) (Seccion 1.7) y, por lo tanto, trivialmente contiene un subespacio
denso en ¢y(Cla, b]) salvo por el 0. Si (f,,)s2; € AMW y (gn)p>; € coo(Cla, b)), enton-
ces fn + gn = fn a partir de algin n, de manera que (f, + ¢,)72; € AMW,; es decir,
AMW + co(Cla, b)) € AMW. Finalmente, notemos que coo(Cla, b)) N AMW = &,
porque para toda sucesion (g,)>2, € coo(Cla,b]) es g, = 0 a partir de algin n y, en
consecuencia, Y~ ||gnl|,, s una suma finita, lo que implica que (g,)5>; ¢ AMW.
Estamos en condiciones de aplicar el Corolario 2.3 para deducir que AMW es densa-

mente c-lineable en ¢ (Cla, b]). O



64 Capitulo 4. Sucesiones de funciones anti-M de Weierstrass

Observacion. Los dos resultados que acabamos de probar no se pueden mejorar
en cuanto a la dimension, ya que tanto (Cla,b])N como cy(Cla,b]) son metrizables y
separables (Seccion 1.7), por lo que su cardinal es a lo sumo ¢ (Proposicion 1.36).
Observar que, de hecho, los teoremas implican que estos dos espacios tienen cardinal

y dimensién iguales a c.

4.3. Algebrabilidad de las sucesiones de funciones anti-

M

En esta ultima secciéon tratamos la algebrabilidad de las sucesiones de funciones anti-

M. Primero probamos dos lemas técnicos que necesitaremos en el teorema principal:

Lema 4.14. Sea {g;}ic; C Cla, b] un conjunto de funciones que genera un dlgebra libre
en Cla,b]. Dada una familia {q;}ic; de funciones polinémicas de grado exactamente 1,

el conjunto {q; o g;}icr también genera un dlgebra libre en Cla, b).

Demostracion. Sea A C Cla,b] el algebra generada por {¢; o g;};c;. Para cada i €
I, existen A;, B; € R con A; # 0 tales que ¢;(z) = Ajxz + B;. Sean p € N, P €
R[Xy,...,X,] con P(0,...,0) = 0 e iy,...,4, € I (distintos dos a dos) tales que
F = P(¢;; 04, ---,q,°9,) = 0. Veamos que debe ser P = 0. En adelante escribimos

i; = j para j = 1,...,p a fin de aligerar la notacion.

Si fuese P # 0, habria un conjunto finito X C Nf \ {(0,...,0)} y un escalar A €
R\ {0} para cada k € J de forma que

PZZAkaI---X;fP.

keK
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Asi,

)= 3" M@ (91(2))™ - (g (gp(2)))*

keK
= Z M (Argi () + Bl) o (Apgp() + Bp)kp
keK
kp k‘
_ Z A Z (j )le(A191< )) 1—=j1, .. Z ( .p> BIJ)p(Apgp(x))kp—Jp
keK Jj1=1 1 Jp=1 Jp

=D 35 D DU () L TONAEI TR () PRI

keK j1=0 Jp=0

_ Z Z Z (AkH (kfl> szAkz JZ) ( )k1—j1 . _gp(x)kp—jp —0
keK j1=0 Jjp=0
para todo x € [a,b]. Es decir,
S kl i Aki—it k1 —1 kp—j
ZZ > AkH Bl Al . gl =
keK j1=0  jp=0

y esto es una expresion polindmica en gi,..., g, sin término independiente. Como

{gi}icr es un sistema libre de generadores,

p
AN
T () s o
=1

cualesquiera que sean k € Ky 5, =0,... k paral =1,...,p. En particular, tomando

Jji=0paral=1,...,p,
p
)\kHA;” =0 paratodo k € K,

y dado que A; # 0 para l = 1,...,p, concluimos que \y = 0 para todo k € K y
P=0. O]

Lema 4.15. Sea (a,)p2; € co \ U, £ Dado P € R[X]\ {0} con P(0) =0, se tiene
(P(an))5zy € co \ b1
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Demostracion. El polinomio P sera de la forma P = A\, X% + A\, X5 + - + N X!
con1 < s <t A\ €Rparatodo jy \s # 0. Entonces P(a,) = A\sal, + Asp1astt +- -+
Aal, — 0 cuando n — oo, por lo que (P(ay,))5, € co. Ademés, como (a,)2, ¢ (1,
existe ng € N tal que a,, # 0 para todo n > ng, luego tiene sentido el limite

P(ay, , _
lim M = lim |)\5—{—/\5+1an+---%—)\taf1 s‘ = |X\s| > 0.

n—00 |afL‘ n—00

Dado que (a,)%2, ¢ (s, la serie Y > |as| = > 7 |a,|® diverge, y el Criterio de

Comparacion por Paso al Limite asegura que >~ | |P(a,)| diverge también, es decir,

(P(an))3sy & 61 =

Teorema 4.16. Sea (a,);2; € co \ U, b, y supongamos que G' = {g;}icr es un
sistema libre que genera un dlgebra A en Cla,b]. Dada una sucesion A = (t,)22, tal

quea =1 <ty <--- <t 1 <t,<---<buyt, — b, la familia
S = {(anul)ozy : (up)oy = Ja(0igi + 1), i € I},

donde 6; = 1/g;(a) si gi(a) #0 y §; =1 si gi(a) =0, tiene el mismo cardinal que I y

es un sistema libre que genera un dlgebra contenida en AMW U {0}.

Demostracion. Debemos probar tres cosas:

m A estd libremente generada por S. Fijemos p € N, P € R[X,...,X,] tal que

P(0,...,0) =0 e indices iy, ...,i, € I distintos entre si. A fin de aligerar la notacion,
podemos suponer que i; = j para j = 1,...,p. Partiendo de la hipétesis de que
(F)2, = P((a,ul)ee ..., (a,ul)> ;) = 0, tenemos que ver que P = 0. Igual que en

la demostracion anterior, si fuese P # 0, habria un conjunto finito K C NS\ {(0,...,0)}

y un escalar A\ € R\ {0} para cada k € K de forma que

P=Z>\ka1---X§P,

keK
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con lo que

(Fis = D Mcl(anug )o2)" - (anif )32,)

keK
- (Z Ml () - <uz>'fp> =0
keK n=1
y, cualquiera que sea n € N,
Fo(z) = Z Aal¥lul (z)*r -l () =0 para todo z € [a, b], (4.1)

keK

donde |k| = ky + - -+ + kp. Dado que (u)2°, = Ja(d;g; + 1) para todo ¢ € I, hay una
aplicacion biyectiva afin 7,: [t3,_1,t3,] — [a,b] tal que u!,(x) = (6;g; + 1)(7n(7)) en
todo x € [t3n_1,t3,]. Teniendo esto en cuenta, la igualdad (4.1) para = € [ts,_1, t3,] se

puede reescribir como

Fo(@) =) My (191 + 1) (1 (@)™ - (8,95 + 1) (7)) = 0

keK

para todo x € [t3,_1,t3,], v al ser 7, biyectiva,

S Ma((@g+ D)(@) - (B9 + V(@) =0 para todo @ € [a, ],

keK

o lo que es lo mismo, para cada n € N,

> Mall(G1gr + 1)F - (dpg, + 1) = 0.

keK

Sea n € N lo suficientemente grande para que a, # 0 (sabemos que existe porque
(an)sey & £1). Como {g;}ier es libre, por el primer lema también lo es {d;g; + 1}ier,
pues 0; # 0 para todo ¢ € I, y lo anterior es una expresiéon polinémica sin término
independiente en varias funciones distintas de esta familia, por lo que )\k(z'rf( =0 para

todo k € J y, al ser a‘rlf'yéO, Ak = 0 para todo k € K.

m |S| = |/]. En el punto anterior s6lo hemos supuesto que los indices iy, ..., i, sean

o0

. . . . . .. ; s/
distintos dos a dos. Si existiesen 7,7 € I con (a,ul)s, = (a,ul,)r, a pesar de que
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i #4', se tendria P((anul,)>,, (anul)2,) = 0 para el polinomio P = X; — X, # 0, en
contradiccion con lo que acabamos de probar. Asi pues, indices distintos dan lugar a

sucesiones distintas y |S| = |1].

B AC AMWU{0}. Sea (F,)5, € A\ {0}. Por la Proposicion 1.32, existen p € N,
P e R[Xy,...,X,] con P(0,...,0) =0 e indices distintos iy,...,i, € I de forma que
(F)52, = P((anup)ey, ..., (anub)2 ) (volvemos a poner i; = j para j = 1,...,p).
Debe ser P # 0, asi que, como en el punto precedente, hay algin conjunto finito
K CNE\{(0,...,0)} y algun escalar A\ € R\ {0} para cada k € K tales que
F, = Z Mca® (koo (uP)ke para todo n € N.
keK

Queremos ver que (F,)%, € AMW, es decir, que la serie Y~ | F,, converge absoluta

y uniformemente pero > >° || F,||, = +oc.

Fijado k € K, se tiene (AkaLk‘)le € co\l1, yaque (a,)22; € e\l y ((uh)? -+« (ub)kr)>e | €
F. En efecto,

p p
sop((up)* -+ (uB)*r) = sop | J](ub)® | = () sop(u),
Py Py

y como (u}); = Jr(d;g; + 1) para todo i € I, siendo ,g; + 1 # 0 (en a esta funciéon
vale 1 o 2, por definicién de §;), (u?)se, € F para todo i € I, lo cual implica que

sop(u’,) Nsop(ul ) = @ sin =m, y por tanto

sop((u)* - (uh)"*) N sop((uy, )" -+ (ub)) = () sop(uy,) N ) sop(uy,,)

=1
k;#0 k1 #0
p
= ) (sop(ul,) Nsop(uy,)) = @
=

Esto prueba la condicién (a) de la Definicién 4.7. En cuanto a (b), dado que (uf)>2, €

< M; para todo

nll
nlloo

F para todo i € I, para cada ¢ € [ existe M; > 0 tal que ||u

n € N. Por consiguiente, para cada n € N,

k k
[ () -ty (2) "] = Jug (@)l (@)% < lugllog - lub |2 < M- My
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en todo z € [a,b], luego |[(ul)™ - (ub)kr|l < Mt ... My? para todo n € N.
Por otro lado, como (uf)>°, = Jr(d;g; + 1) para todo i € I, recordando c6mo
funciona la aplicacion Jy, u!,(t3,-1) = (d:g; + 1)(a) = 102 para todos i € I,
n € N. En consecuencia, |(ul(tz,_1))* -+ (u2(t3,-1))*| > 1 para todo n € N. Se
deduce que [|(ub)---(ub)k»|| . > 1 para todo n € N y queda probada (b). Asi,

((ul)kr ... (ub)kr)oe | € F para cualquier k € K.

Sea fyn = )\ka‘,}ﬂ(u}l)kl -+ (uP)* para k € K, n € N. De acuerdo con el Lema 4.8,
para cada k € K la serie ), fx, converge absoluta y uniformemente. Pero, para
cada N € N,

N N N
2 =22 =2 ) fin
n=1 n=1keK keK n=1
y como cada >~ fk, con k € K converge uniformemente, lo mismo le sucede a

> F,. Ademas, si z € [a, b], para cada N € N,

STHE@] =1 fn@)| <D0 [ funl2) ZZ fien(

que converge cuando N — oo. Por tanto, la sucesion de sumas parciales de Y | | F,(2)]

esta acotada y Y~ | F,, converge absolutamente.

Finalmente, notar que para cada n € N,

[Fo(tsn-1)l = [ D Akal (G191 + D))" -+ (8,9, + 1)(a)*],

-~ 7
keK P

y el Lema 4.15 aplicado al polinomio P = Y, _ . M X¥ afirma que (P(a,))32, ¢ {1,

con lo que

S 1Flle = 3 1Faltsnn)l = Y [Plan)] = +oc.
n=1 n=1 n=1

Concluimos que (F},)%, € AMW, luego A\ {0} € AMW y la demostracion esté
completa. O

Corolario 4.17. AMW es fuertemente c-algebrable en (Cla, b])N.
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Demostracion. Sea C' C (0,+00) un conjunto con |C| = ¢ linealmente independien-
te sobre Q (recordar la Proposicion 1.29 y el Corolario 1.30). Considerar el élge-
bra generada por {e“}.c.c en Cla,b], que vamos a ver que es sistema libre. Fijemos
p €N, PeR[Xy,...,X,] con P(O,...,0) =0y cy,...,¢, € C distintos tales que
F = P(e*,... e*") = 0. Como en otras ocasiones, si fuese P # 0, existirian
K C Nj\ {(0,...,0)} finito y un escalar \x € R\ {0} para cada k € J de forma

que

F(z) = Z (€)Y R (e R = Z Aelkel® para todo x € [a, b],

keK keK
donde la yuxtaposicion de dos tuplas representa su producto componente a compo-
nente (y las barras | - | significan lo mismo que en la demostracion anterior). Asi, la

funcién holomorfa

ze€Cr— Z/\ke‘kc‘z eC

keK

se anula en [a, b], que evidentemente tiene puntos de acumulacion en C. Por el Principio

de Prolongacién Analitica, se anula en todo C y, en particular,

Z Ake‘kc‘x =0 para todo z € R.
keK

Ahora, como C es linealmente independiente sobre Q, |nc| = Z?Zl nic; # Z?Zl m;c; =
|mc| en cuanto m = (my,...,my), n = (n4,...,n,) € Ni, m # n. Por tanto, existe
un tnico kg € K tal que
s = min |kec| = |koc| > 0.
keK
Separando el sumando correspondiente de los demés,
A€ + Z Aelkelr = 0,
keK
kZko
y dividiendo entre A\ e # 0,
Ak
14 X ellkel=s)z — ara todo x € R.
)™ p

keK 0
kZko



Contraejemplos en Analisis: Lineabilidad 71

Al hacer © — —o0, resulta que 1+ 0 = 0, pues |kc| > s siempre que k # kg. Este
absurdo conlleva que el sistema {e“ }.cc es libre, y basta aplicar el teorema precedente
con G = {e“}.cc para deducir que AMW U {0} contiene un algebra libremente c-

generada. O

Observacion. De nuevo, este resultado no se puede mejorar en cuanto a cardinal,
pues Cla, b] es metrizable y separable, y por lo tanto su cardinal es como mucho ¢. Por

lo que acabamos de probar, tiene que ser exactamente c.
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