UNIVERSIDAD DE SEVILLA

Trabajo Fin de Master

Método POD y aplicaciones: caso

discreto y continuo

Presentado por: Dirigido por:
Manuel Bernardino del Pino Macarena Gomez Marmol

Samuele Rubino

DEPARTAMENTO DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y ANALISIS

NUMERICO

MARZO DE 2021






A mi abuelo...






Abstract

The proper orthogonal decomposition (POD) is a technique that aims at obtaining a
compact representation of the data reducing the computational cost. The key idea of
the POD is to reduce a large number of interdependent variables to a much smaller
number of uncorrelated variables while retaining as much as possible of the variation
in the original variables. This method has been gaining popularity over the years and
it is being used to detect the number of signals in a multichannel time-series, for
forecasting in meteorology or for the design of gurney flaps, among others. In this
work, a theoretical study is carried out on this method in both the continuous and
the discrete cases, the effective calculation is exposed and two numerical simulations

are made; one for each of the two cases mentioned above.
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Introduccion

El método proper orthogonal descomposition (POD) es una técnica que tiene como
objetivo obtener una representacién compacta de una serie de datos reduciendo el
coste computacional. La idea clave de este método es reducir un gran niimero de va-
riables interdependientes a un niimero mucho menor de variables no correlacionadas
mientras se retiene la “informacién esencial” de las variables originales. Se realiza
una transformacién ortogonal a la base de los autovectores de una cierta matriz, y los
datos se proyectan en el subespacio generado por los autovectores correspondientes
a los autovalores més grandes. Esencialmente, proporciona una base ortogonal para
representar un conjunto dado de datos en un cierto sentido éptimo de minimos cua-
drados, es decir, ofrece formas de encontrar aproximaciones éptimas de dimensiones

inferiores para ese conjunto de datos.

Este método, también conocido como la descomposicién de Karhunen-Loeve (KLD),
fue propuesto de forma independiente por varios cientificos, entre los que destacan
Karhunen, Kosambi, Loeve, Obukhov y Pougachev y fue concebido originalmente en
el marco de procesos continuos de segundo orden. Cuando se restringe a un caso de
dimension finita y se trunca después de algunos términos, el POD es equivalente al
andlisis de componentes principales (ACP). Esta tultima metodologia se origind con
el trabajo de Pearson como un medio de ajustar planos por minimos cuadrados orto-
gonales, pero también fue propuesta por Hotelling. Con esto quiero enfatizar que en
la literatura el método POD aparece con distintos nombres dependiendo del area de
aplicacién, a saber, ACP en la literatura estadistica, funcién ortogonal empirica en
oceanografia y meteorologia y analisis factorial en psicologia y economia. En las refe-
rencias [8], [9] y [14] pueden encontrarse una discusién detallada sobre la equivalencia

de POD, ACP y su conexion con la descomposicién de valores singulares.



4 Manuel Bernardino del Pino

El método POD ha ido ganando popularidad con los anos y se estd utilizando en
numerosos campos. Por ejemplo, Chacén et al. [3] lo usaron para hacer modelado
computacional sobre gurney flaps y microtabs. Wax y Kailath [13] sugirieron su uso
para detectar el nimero de senales en una serie de tiempo multicanal. Bayly et al.
[2] empleé el POD para describir cambios cuantitativos en la complejidad espacial
durante episodios prolongados de fibrilacién ventricular. Epureanu et al. [4] obtuvie-
ron modelos de orden reducido de flujos viscosos inestables. Barnston y Ropelewski
[1] emplearon el método para obtener prondsticos en meteorologia. Leen et al. [7] lo
introdujeron como un medio para clasificar los datos de voz.

Este trabajo estd formado por los siguientes capitulos:

En el primer capitulo presentamos algunos resultados sobre optimizacién no lineal y
teoria espectral de operadores con el objeto de que esta memoria sea lo mas autocon-
tenida posible. Estos conceptos no son nuevos, ya que se han estudiado en diversas
asignaturas del grado en matemadticas y en el méster.

En el segundo capitulo, que engloba la mayor parte del trabajo, se hace un desarrollo
del método POD en los casos continuo y discreto. Veremos su relacion con la descom-
posicion en valores singulares, como se realiza el cdlculo efectivo para encontrar una
base POD, cudles son algunas propiedades de estas bases y lo aplicaremos a algunas
situaciones de interés. En concreto a una ecuacion diferencial ordinaria y a una ecua-
cién en derivadas parciales.

En el tercer, y ultimo capitulo, vamos a realizar dos simulaciones numéricas. Una co-
rrespondiente al caso discreto y otra al caso continuo. En el caso discreto, el pardametro
que se esta usando para la POD es la temperatura interior. Concretamente, dispo-
nemos de datos experimentales correspondientes a las temperaturas en el interior de
diversos patios y nuestro objetivo es usar esos valores para aproximar en otro patio
nuevo. Con respecto al caso continuo, el pardametro que vamos a usar es el tiempo y
vamos a aplicar el método POD en el caso concreto de un sistema diferencial ordinario

de tres ecuaciones.



Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo vamos a recoger algunas herramientas fundamentales que usaremos
a lo largo del trabajo sobre optimizaciéon no lineal y teoria espectral de operadores
de modo que este sea lo mas autocontenido posible. Para la elaboracién del capitulo,

hemos seguido fundamentalmente las referencias de [6] y [10].

1.1. Optimizaciéon no lineal

Vamos a plantearnos el problema de hallar los posibles méaximos de una funcién, en

principio no lineal, con restricciones de igualdad, es decir, queremos resolver:
(P) méax J(x) sujetoa e(x)=0,

donde J : R®™ — R denota la funcion objetivo y e : R* — R™ m < n son las
restricciones de igualdad. Un punto x € R™ se dice admisible si e(x) = 0. El conjunto

de las soluciones admisibes se define como
F(P)={z e R":e(z) = 0}.
Definicion 1.1.1. Sea € R™ un vector arbitrario.

a) El punto Z se dice que es una solucién local de (P) si & € F(P)y J(Z) > J(x)
para todo z € U(z) N F(P), donde U(Z) C R™ es un entorno abierto no vacio de

x.
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b) El punto Z se dice que es una solucion local estricta de (P) si z € F(P) y
J(z) > J(x) para todo z € U(z) N F(P), donde U(z) C R"™ es un entorno

abierto no vacio de 7.

¢) El punto T se dice que es una solucion global de (P) si z € F(P)y J(z) > J(x)
para todo = € F(P).

d) El punto & se dice que es una solucion global estricta de (P) si z € F(P) y
J(z) > J(z) para todo x € F(P).

Para caracterizar las soluciones de (P) necesitamos la nocién de plano tangente. Una
curva en un hiperplano # C R” es una familia de puntos z(t) € H, donde z : [a, b] —
H es continua y a < b. Diremos que la curva es diferenciable en t cuando (t) exista.
De igual forma, diremos que es dos veces diferenciable cuando exista Z(t). Diremos
que la curva z pasa por el punto T € H si existe ¢ € [a, b] tal que z(t) = Z. El conjunto
de todos los vectores tangentes #(t) de todas las curvas diferenciales que pasan por Z

se denomina plano tangente en I.

Definicién 1.1.2. Un punto & € F(P) se dice regular con respecto a la restriccién

e(z) = 0 si el conjunto {Ve1(Z),...,Ven(Z)} es linealmente independiente en R™.
El siguiente resultado nos da una caracterizacién del plano tangente.

Teorema 1.1.3. Supongamos que Z € F(P) es un punto regular. Entonces, el plano

tangente en T es igual al conjunto
ker Ve(z) = {v € R" : Ve(z)v = 0} C R",
donde
Vep (.T)T
Ve(z) = : e R™"
Ven(z)"

es el Jacobiano de e en T.

Ahora podemos formular las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden

para el problema (P).
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Teorema 1.1.4 (Condiciones necesarias de optimalidad de primer orden). Suponga-
mos que J y e son funciones continuamente diferenciables. Ademas, sea Z una solucién
local de (P) y un punto regular para e(x) = 0. Entonces, existe un tinico multiplicador

de Lagrange A = (5\1, cees S\m) € R™ resolviendo
VJ(Z) + i A\iVey(T) = VJ(Z) + Ve(z) ' A = 0. (1.1)
i=1
Nota 1.1.5. Si definimos la funcién Lagrangiana £ : R™ x R™ — R como
L(z,N) =J@) + N e@)rm = J(x) + X e(z),
entonces (1.1) puede expresarse como
V.L(Z,N) =VJ(Z)+ Ve(Z)"A =0 e R"
Ademss, la restriccién se satisface en Z, asi que se cumple que
VAL(Z,\) = e(Z) =0 € R™.

Combinando estas dos igualdades, tenemos un sistema con n + m ecuaciones para los

vectores desconocidos Z € R" y A € R™.

Si J y e son mas regulares, podemos formular condiciones necesarias y suficientes de

optimalidad de segundo orden.

Teorema 1.1.6 (Condiciones necesarias de optimalidad de segundo orden). Supon-
gamos que J y e son dos veces diferenciable con continuidad. Ademads, sea T una

solucién local de (P) y un punto regular para e(z) = 0. Entonces, la matriz n x n
m
V2L, A) = V2I(Z) + ) AiV2e()
i=1
es semidefinida negativa en el conjunto ker Ve(z) C R", es decir,
v V2 L(Z,\)v <0 para todo v € ker Ve(Z).

Aqui, A = (5\1, ceey S\m)—r € R denota al inico multiplicador de Lagrange introducido

en el Teorema 1.1.4.
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Para asegurar que un punto € F(P) es una solucién de (P) tenemos que garantizar

las condiciones suficientes de optimalidad.

Teorema 1.1.7 (Condiciones suficientes de optimalidad de segundo orden). Supon-
gamos que J y e son dos veces diferenciable con continuidad. Ademaés, sea el par

(z,\) € R™ x R™ verificando las condiciones necesarias de optimalidad:

V. L(Z,A\) =0,
V)\ﬁ(ii', 5\) =0,
Més atin, si  es un punto regular para e(z) = 0, entonces la matriz V2, L£(Z, \) es

definida negativa en el conjunto ker Ve(z) C R", es decir,

v V2 L(Z,\)v <0 paratodo v € ker Ve(Z)\{0}.

1.2. Espacios de Hilbert. Teoria espectral

El objetivo de esta seccién es recordar algunos conceptos de andlisis funcional ligados
a espacios de Hilbert asi como una breve introduccién a la teoria espectral de opera-
dores.

Consideremos dos espacios de Hilbert (H1, (-, )%,) ¥ (Ha2,(:,-)7,)- En lo que sigue,

escribiremos simplemente H; y Ha por abreviar la notacion.

Definicién 1.2.1. Sea T € L(H1,H2), es decir, una aplicacién lineal y continua entre

ambos espacios. Llamamos imagen o rango del operador T' al conjunto
ImT ={Tx:x € H}

Si Im T resulta ser un subespacio de Hy de dimensién finita, diremos que el operador

T es de rango finito.
Veamos que los operadores de rango finito admiten una representacién muy sencilla.

Teorema 1.2.2. Supongamos que 7' € L (H1,Hs2) tiene rango n. Entonces existen

vectores v1,...,v, en Hy y vectores 1, ..., p, en Hs tales que para cada z € H;

n

Tx = Z(w,vj>g0j.

=1
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Ademas, los vectores ¢1,..., ¢, pueden ser tomados de forma que sean una base

ortonormal de Im 7.

Observemos que la representacion de operadores de rango finito no es tnica pues de-
pendiendo de la base ortonormal que escojamos tendremos distintas representaciones.

Recordemos, a continuacién, el concepto de operador adjunto en un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.3. Sea T' € L(H1,Hz2). Definimos el operador adjunto de T como la
aplicacién
T : 7‘[2 — 7‘[1

y— Ty =y

verificando (T'w,y)y, = (v,T*y)y, , para cada x € H; y cada y € Ha.
Seguidamente describimos algunas propiedades notables de este operador.

Proposicién 1.2.4. Sean T,S € L(Hi,H2) y a € R. Entonces, se verifican las

siguientes propiedades:
1. T* es un operador lineal y continuo de Hs en H; con || 17| = ||T]|.
2. (T+8) =T+ 5"
3. (aT)* = oT™.
4. T** =T
5. Sea D € L (Ha,H3) entonces, (DT')* = T*D*.
Definicién 1.2.5. Sea T' € L(#H). Diremos que T es autoadjunto si T = T*.

Introducimos a continuaciéon un subconjunto de los operadores continuos que necesi-

taremos para desarrollar el teorema espectral, los llamados operadores compactos.

Definicién 1.2.6. Un operador T' € L(H1,H2) es compacto si para cada sucesién
{zn}72, acotada en Hy, la sucesién {Tx,}5° ; tiene una subsucesién convergente en

Ho.

Veamos algunos resultados importantes sobre este tipo de operadores:
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Teorema 1.2.7. Un operador T' € L(H1,H2) es compacto si y solo si su operador

adjunto T* € L(Ha, H1) lo es.

Teorema 1.2.8. Sea {7} una sucesién de operadores compactos en L (Hi, Ha) y

n—,oo

T € L (H1,H2) tal que || T,, — T|| — 0. Entonces T es un operador compacto.

Teorema 1.2.9. Sean T : ‘H — H un operador compacto y S € L(H). Entonces T'S

y ST son compactos.
Teorema 1.2.10. SeaT' € L(H) un operador de rango finito, entonces T es compacto.

Se vio en Algebra Lineal que si H es de dimensién finita, entonces todo operador

simétrico es diagonalizable, es decir, tiene una base de autovectores:

Teorema 1.2.11. Sea H es un espacio euclideo de dimensién n y T € L(H) un
operador autoadjunto, entonces existe una base ortonormal {11, ...,1,} de H y unos

numeros reales Aq,...,\, tales que TW; = \jyp;, Vi=1,...,n.

El objetivo ahora serd generalizar este resultado al caso de un operador autoadjunto

sobre un espacio de Hilbert que puede ser infinito dimensional.

Definicién 1.2.12. Sea T' € L(H). Diremos que un escalar A € R es un autovalor si
existe  # 0 en H tal que Tz = Ax. Al vector x se le llama autovector asociado al

autovalor A.

Es claro que A € R es un autovalor de 7' si y solo si Ker (T' — A\ d) # {0}, es decir, si
y solo si T'— A\Id no es inyectivo.

Los autovalores de un operador autoadjunto verfican las siguientes propiedades:

Proposicién 1.2.13. Sea T' € L£(H) un operador autoadjunto, entonces sus autova-

lores (en caso de tenerlos) son reales.

Proposicién 1.2.14. Los autovalores asociados a distintos autovalores de un opera-

dor autoadjunto son ortogonales.

Vamos a terminar con un resultado clave en la teoria espectral: todo operador com-

pacto y autoadjunto es diagonalizable.
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Teorema 1.2.15. Sea T' € L(H) un operador compacto y autoadjunto. Entonces,
existe un sistema ortonormal {x, } de autovectores de T"y su correspondiente sucesién

de autovalores {\,} tal que para cada = € H se tiene que
Tx = Z A (T, T0) Ty
n

La sucesién {\,} es decreciente y si es infinita converge a 0.



Capitulo 2

El método POD en el espacio R

2.1. Planteamiento del problema

El método proper orthogonal descomposition, a partir de ahora, método POD, es
una técnica que permite calcular una aproximacién de unos vectores 1, ...,y, € R™
utilizando una serie de datos experimentales de los que se extrae su “informacién
esencial” en términos de unos pocos vectores, que llamaremos base POD. Es decir,
se trata de sustituir las variables originales por un nimero menor de variables que
sean una combinacion lineal de las originales. Supongamos que yi,...,y, € R son
los vectores dados que queremos aproximar, entonces el problema de aproximar si-
multdneamente estos vectores por ¢ (< n) vectores normalizados y ortogonales dos a

dos, puede ser planteado como el siguiente problema de maximizacién:

L n

~ méx ZZ |<yj,1/~)i>|2 sujeto a <1/~11,1/~}J> =0;; para 1 <1i,5 </,

YL Pe€R™ Gy iy
donde §;; es la funcién delta de Kronecker, es decir, toma el valor uno si i = j y cero
en caso contrario.
El objetivo, por tanto, serd resolver este problema de optimizacién no lineal, obte-
ner algunas propiedades de la base POD y aplicar este método a alguna situacién
de interés. Para ello, la descomposicién en valores singulares serd una herramienta
fundamental.

Para el desarrollo de este capitulo hemos seguido la referencia de [12].

12
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2.2. La descomposicién en valores singulares (SVD)

Sea Y = (y1| - |yn) € R™*™ una matriz de rango d < min{m,n} con las columnas
y; € R™ para todo j =1,...n.

Recordemos que la descomposicién en valores singulares, en adelante, SVD, de Y
garantiza que existen unos numeros reales o1 > o9 > --- > o4 > 0, una matriz
ortogonal ¥ € R™*™ con columnas {¢;}, v ® € R™"™ ortogonal con columnas

{¢pi}, tales que:

D ©6
Yo = =% € R™*" (2.1)
© 06
donde D =diag(o1,...,04) € RdXd, los ceros © denotan matrices nulas de dimensiones

adecuadas y ‘T’ la traspuesta de una matriz (o vector) (ver [5], pdg 76).

Ademis, se puede probar ficilmente a partir de la definicién (2.1) que los vectores

{#:}d ;v {wi}L, verifican que
Yoi=oih; y Y ';=0;¢; paratodo i=1,...d. (2.2)
Ademss, utilizando estas igualdades obtenemos:
= YTYqbi = O'Z‘YTl/}i = afgzﬁi para todo i=1,...d.
» YY)y =0,V = aflbi paratodo i=1,...d.

Por tanto, {¢:}e, v {¢i}¢, son el conjunto de autovectores de la matriz Y'Y
2

)

{@itiig (sid <n)y {¥i}iZ,, (sid < m) son autovectores de Y'Y eYYT aso-

e YYT, respectivamente, asociado a los autovalores A; = o7 > 0. Los vectores

ciados al autovalor nulo.
Por otra parte, de (2.1) y de las propiedades de ¥ y ®, se obtiene que Y puede ser
descompuesta como

Y =UXNo .

Es més, Y puede ser escrita como sigue:

Y =wiD(@)7, (2.3)
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donde las matrices U¢ € R™*% y & € R"*? vienen dadas por
\Il%:\I/ij paral <:<m; 1< 75 <d,

<I>d =®;; paral <i<n;1 <5 <d.

Definiendo B¢ := D(®%)T € R?¥*" podemos reescribir (2.3) de la forma Y = ¥¢B%.
Por tanto, el espacio columna de Y puede ser representado en términos de las d
columnas independientes de ¥¥. Los coeficientes de la expansién para las columnas Yj
(j =1,...,n) enlabase {;}¢_, vienen dados por la j-ésima columna de BY. Ademss,

como ¥ es ortogonal, se tiene:

d d d
— Bd»\I/d~: D(I)dT1~ ;= \de T\IJdD (I)dTi‘ ;
; A ;( (@) )i ;(( _)Id (@) )iz
d d m d
Z \Ild TY zng Z <Z\Ilgzykj> Z wuyj R™ 1%
i=1 =1 = i=1
=y, y;

donde I; es la matriz identidad de orden d, \IJdZ denota la i-ésima columna de la matriz
vy (-, -)rm representa el producto escalar euclideo en R™ que denotamos a partir
de ahora simplemente por (-, -) para simplificar la notacién. Luego, hemos escrito los
vectores columna de Y como combinacién lineal de {v;}¢:

d

Y; = Z(yj,wi)wi paratodo j=1,...n
i=1
2.3. Relacion entre el método POD y la descomposicion
en valores singulares (SVD)
Supongamos que yi,...,Yn € R™ son los vectores dados que queremos aproximar.

Para comenzar, vamos a considerar el problema de aproximar simultdneamente todos

estos vectores y; por uno sélo normalizado:

PhH max Z\ yj, sujeto a |[9)*> =1
weR'ﬂL
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donde ]| = /(4 &) para ¢ € R™.

Notemos que (P!) es un problema de optimizacién no lineal con restriccién de igualdad
que puede ser resuelto considerando las condiciones necesarias de optimalidad de
primer orden. Para ello, vamos a escribir nuestro problema en la forma estdndar
definiendo la funcién e : R™ — R por e(y)) = 1 — ||[4||* para ¢» € R™. Entonces, la
restriccién de (P!) puede ser expresada como e(¢)) = 0. Observemos que cualquier
solucién ¢ de (P!) es no nula, ya que tiene que verificar ||| = 1. Por tanto, para
cualquier solucién 1 del problema, el conjunto {Ve(y)} = {—21 "} es linealmente
independiente y por ende cualquier solucién de (P!) es un punto regular.

Sea £ : R™ x R — R el funcional Lagrangiano asociado a (P!), es decir,

n

LN =) )P+ 21— [9]*)  para (,)) ER™ xR.

j=1
Supongamos que 1) € R™ es una solucién de (P!). Como 1 es un punto regular,

se deduce del Teorema 1.1.4 que existe un unico multiplicador de Lagrange A € R

verificando la condicién necesaria de optimalidad de primer orden
VL(p,\)=0 en R™xR.

Vamos a empezar calculando el gradiente de £ con respecto a :

;’Z@M) 30 <; ;ka +A<1—Z¢k>)
2y (me) — 2\¢;

J=1 “k=
=23 (Z ﬁm) — 200
k=1
_,_/
=YY )ik

Por tanto, V4 L(,A) = 2(YY T9p — A\p) = 0 si y solo si YY T9p = Ap. Ahora bien,
como la matriz YY" es simétrica y semidefinida positiva, existen m autovalores \; >
A2 > ... > Ay > 0y autovectores asociados, que denotamos por {t;}I";, que pueden

ser elegidos de forma que el conjunto {#1, ..., ¥, } sea ortonormal. Es decir, se verifica
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que YY Tep; = M\ap; (1 < i < m) y ademds, si 1) € R™ es un vector arbitrario, entonces

m
=" (Y, i)t
i=1
Por otra parte, la condicién g—f(@b, A) = 0 nos conduce a ||| = 1. Es decir, la condicién

necesaria de optimalidad nos lleva a resolver el problema:

YYTy=M) en R™,
vl =1 en R

Debido a la SVD, en particular, el vector ¢ resuelve (2.4) y se tiene:

Z |<yj7¢1>|2 = Z<yj7¢1><ij¢l> = Z<<yj7wl>yja¢1> = <Z<yj7wl>yj7¢1>
j=1

Jj=1 j=1 j=1
= <Z (Zykj(lbl)k) yj,¢1> = <Z D YV (W ,?/)1>
J=1 \ke=1 k=1 \j=1

= (VY T, ) = Afibr ) = A [ =,
~——

=1

donde (1)1), es la k-ésima componente del vector 1 e Y.; denota la j-ésima columna
de la matriz Y. Observemos que V., L(¥,A) = 2(YY T — AI,,,) € R™*™,

Si evaluamos en (11, A1) se concluye de \y > A\g > ... > A\, >0 que
(0, Vs L1 M) =2 (0, (VYT = ML)t )
=23 S Wi y) (Y1, (VYT = M)y )

i=1 j=1
=2 % (O = M)W, ) (0, ) (W, 05)
i=1 j=1
=23 (A — M) [, ) <.
i=1

Por tanto, (1, A1) verifican las condiciones necesarias de optimalidad de segundo
orden para un maximo, pero no las suficientes (Teoremas 1.1.6 y 1.1.7). Probemos a

continuacién que en realidad 1) resuelve el problema (P!). En efecto, supongamos que
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) € R™ es un vector arbitrario con ||¢|| = 1. Como {;}, es una base ortonormal

de R™, tenemos:

Por tanto:

:ZZZ (i, Vi) (Y5, i) (D, i) (D, ¢k>)

N
S
—

.

> (i) y],¢k><¢,wz-><¢?,wk>>

—_——
=i

(
= ii (< z‘%%kﬂ&%)(&%))

f

3

=D Ml P <)1) P = M9l =

i=1 i=1
= > s 0>
j=1
Luego, vy resuelve (P!) y argmax(Pl) = 02 = \;.
Si ahora buscamos un segundo vector, ortogonal a ; que describa nuevamente el
conjunto de datos {y;}I ; con el menor error posible, entonces tenemos que resolver
el siguiente problema:;:

(P?) max ZI yi )7 sujetoa [[9IP =1y (dd) =

wERm

La SVD implica que 9 es una solucién de (P?) y arg max(P?) = 02 = A. De hecho,

19 resuelve las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden y para

b= (i) € (i)t

Ms

=2

.
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tenemos
n

Z|<ij |2<)‘2 Z|yjﬂ/12

=1
Claramente, este procedimiento se puede continuar por induccién finita. Vamos a

resumir los resultados obtenidos con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea Y = (y1]|---|yn) € R™*™ una matriz de rango d < min{m,n}
y denotemos por Y = UX®" la descomposicién en valores singulares de Y, donde
U = (1] |[¢m) € R @ = (1] |¢n) € R™™™ son matrices ortogonales y la

matriz ¥ € R™*X" es:
D ©

© 6

Y —

donde D =diag(o1,...,04) € R¥? Entonces, para cualquier £ € {1,...,d}, la solu-
cion de
L n ~ o
(P omix SN [yl sujetoa (i dy) =i para 1 < i, j < (
Y1, ER™ i=1 j=1
viene dada por los vectores {wi}le, es decir, por las primeras £ columnas indepen-

dientes de ¥, donde d;; es la delta de Kronecker. Ademads,

arg max (P*) = ZO’Z-Q = Z)‘i'

i=1 i=1

Antes de demostrar el anterior resultado, vamos a dar la siguiente definicion:

Definicién 2.3.2. Para ¢ € {1,...d}, los vectores {¢;}¢_, se llaman base POD de

rango £.

Demostracion del Teorema. Como (P?) es un problema de optimizacién con restric-

cién de igualdad vamos a definir la funcién Lagrangiana

L:R™x ... x R™ xR
—_————

f-veces

por
L n

l
Ly A) =Y Wy P+ D N (85 — (i)

i=1 j=1 ij=1
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para 1, ...,y € R™y A = ((\;;)) € R Las condiciones necesarias de optimalidad

de primer orden para (Pg) vienen dadas por

oL
G2

Ahora bien,

(V1,...,,A)z=0 paratodo z € R™y ke {l,...,(}. (2.5)

~

n

oL (1&17'..71/% 222 y]ﬂ/}z yj7

w =1 j=1
4 0
- Z Aij (i, 2) ]k’ - Z )\zy z wj ) Oki
ij=1 ij=1
n l
:2Z<y]’7/)k Yj, = Z zk;"‘)\kz 1/1“2>
7j=1 i=1
n ¢
= <2Z y]awk Z zk+Ak1 Vi, 2 >
j=1 i=1
Luego (2.5), es equivalente a:
n ¢
1 m
Z (Wi, VoK) y =5 Z ik + Aki) i en R™ para todo k € {1,...,(}. (2.6)
j=1 i=1

Ahora bien, como

YY T => (y;,9)y; parat) €R™,

la condicién (2.6) puede ser escrita de la forma:

)4
1
YY Ty, = 3 Z (Nik + Agi) i en R™ para todo k € {1,...,¢}. (2.7)
i=1

Ahora procedemos por induccién. Para £ = 1 se escribe como
YY Ty =Ny en R™

con A1 = A11. Ahora supongamos que para £ > 1 las condiciones de optimalidad de

primer orden vienen dadas por

YY " = A\pthp  en R™ para todo k € {1,...,¢}. (2.8)



20 Manuel Bernardino del Pino

Probemos para £ + 1:

YY "pi1 = Ney1thesr  en R™. (2.9)

Como consecuencia de (2.7), se tiene que

{41

1
YYTd)g_H = 5 Z ()\i7g+1 + /\g+172‘) ¥v; en R™. (2.10)
=1

Como {1 fi% es una base POD, se cumple que (¢s41,%;) = 0 para 1l < j < . Usando

(2.8) y la simetria de la matriz YY" tenemos que para cualquier j € {1,...,/}

0= A (e, ) = (wern, YY T ) = (VY T, )
|
=3 D i1+ Aerna) (Wi v5) = N1 + Aerg) -
i=1
Luego,

Ae41i = —Aigt1  para cualquier ¢ € {1,...,(}. (2.11)

Volviendo a (2.10) y utilizando (2.11), obtenemos:

~

1
5 Z (Niyeg1 + Aeri) i + Meg1 1904

YY e = 5

=1

o

=5 Z (Mg — Nijet1) i + A1 p01%ep1 = A1 p410041-
=1

24
Poniendo Ap41 = Agq1,041 Obtenemos (2.9).
Resumiendo, las condiciones necesarias de optimalidad para (Pg) vienen dadas por

el problema de autovalores siguiente:
YYTh = Nty parai=1,..., ¢

Se sigue de la SVD que {@bi}f:l resuelve el anterior problema de autovalores. La
prueba de que {@Z)i}le es una solucién de (PZ) y que argmax (PZ) = Zle o2 se hace

de manera andloga a la prueba para (P!). O
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2.4. Propiedades de la base POD

El siguiente resultado establece que para cada ¢ < d, la aproximacién de las columnas
de Y por los primeros vectores singulares {wi}le es la éptima en cierto sentido que

veremos a continuacion.

Teorema 2.4.1 (Optimalidad de la base POD). Supongamos que estamos bajo las
hipdtesis del Teorema 2.3.1. Supongamos ademés que Jd € R™*4 g una matriz con
vectores 1@ dos a dos ortonormales y que la expansién de las columnas de Y en la

base {Qﬁz d¢_ viene dada por

Y = ¥%C?,  donde Cflj = <1ﬁi,yj> paral <i<d;1<j<n.

Entonces, para cada [ € {1,...,d}, tenemos
IV — OB < Y — B (212)
En la expresién anterior, || - || denota la norma de Frobenius dada por:

|AllF = ZZ |4;;|> = \/Traza (ATA) para A € R™*",

i=1 j=1

la matriz ¥ denota las primeras ¢ < d columnas de ¥, B’ las primeras /¢ filas de B

y andlogamente se definen Wt y C*.

Antes de dar la prueba de este resultado, vamos a dar un lema que nos establece que

la norma de Frobenius es invariante bajo la multiplicacién por matrices ortogonales.

Lema 2.4.2. Sea A € R™*™ y (Q una matriz ortogonal de orden m. Entonces:
IQA[lF = || AllF.

Demostracion.

IQA||% = Traza((QA) ' (QA)) = Traza(AT QT QA) = Traza(AT A) = [|Al[3-



22 Manuel Bernardino del Pino

Veamos ahora le prueba del Teorema 2.4.1

Demostracion. Usando el Lema 2.4.2; es facil ver que
d n
Iy =¥t = [94(C! - CollE = I0? = Cgliz = D D ICHP
i=04+1 j=1

donde Cg € R ge obtiene a partir de C' € R¥*™ reemplazando las dltimas d — ¢
filas por 0.

Anélogamente,

d n
Iy —w'B% = |W5(B? = BO)F = I1B* = Byl = > > IBLP

i=0+1 j=1
- Z Z‘ vi» i)l Z Z (Ys, Vi) i, i) (2.13)
i={+1 j=1 i=0+1 j=1
d d
=3 (W)= Y o
i={+1 i=0+1
Por el Teorema 2.3.1, los vectores 91, ..., ¢, resuelven (P*). Ademds, usando (2.13),

d n
Y17 = [WCiE = lc91F = > > 1Ch

i=1 j=1
Yy
1Y (7 = 1 w*BY|3 = HBdHF_ZZ|B ZU
=1 j=1
se concluye que
l
Iy —U'BY|} = Z o; —ZU —203— 1Y% - ZZ\ yj i)
i=0+1 i=1 j=1
n
B S SR AI I o) Slle T D yle T
=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= Z SR Iy — #Ct
i=0+1 j=1

lo cual implica (2.12), como queriamos demostrar. O



EL METODO POD EN EL ESPACIO RM 23

Observemos que

n m l 2
1Y — ‘I’ZCEHF = ZZ Yij — Z‘I’zkcka = Z Yij — Z @bk?% ‘i’
i=1 j=1 7j=1 =1 k=1

2

l
Z y]71/]k
k=

n
J=1

Andlogamente,
n 4 2
Iy =¥ B% =D |y Z Yis Vr)Vk
j=1 k=
Por tanto, (2.12) implica que
n L n L
> s Zygﬂ/% wk <>y Zygywk wk
j=1 k= j=1 k=

para cualquier otro conjunto {&i}le de £ vectores dos a dos ortonormales. Luego, por
el Teorema 2.4.1 la base POD de rango ¢ puede también ser determinada resolviendo

el siguiente problema de optimizacién:

n

(P min Z

Y1, P ER™ j=1

¢ 9
yj—Z@jﬂ/%Wi

i=1

sujeto a (1, h;) = 8y para 1 <i,j < L.

Nota 2.4.3 (Comparacién de las condiciones de optimalidad entre (P?) y (PY)).

Sea {wi}le un conjunto de vectores ortonormales en R™, es decir,

(i, ) = 0y, para i,k € {1,...,m}. (2.14)
Para cualquier indice k € {1,...,¢} y direccién z € R™ tenemos:
0 0
0 - = (51 (2]
D0 (dik) 2 = Bon (i 0n) )2

(i, z)  paraie {1,...,00\{k}
2 (Y, z) parai=k

Por tanto,

(i, 2y =0 paraie{l,... . £}y zeR™ (2.15)
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Para ¢ € {1,...,m}, tomemos

l
Z]:Z](,l/}b7¢£):y]_z<y]7wl>wl€Rm para’jzla"'7n
=1

Sea

1/}17"'7w5 Z”ZJH

Usando (2.14) obtenemos:

4 J4
12115 = (25, 25) = < Z (Yjs ¥r) Yr, y5 — Z(yj7¢i>¢i>
k=1 i=1
l l l
y],y] 22 y]a@bz y]?dh + Z y]ﬂ/)l y]7¢k> <1/1M!1k>
i=1 =1 k=1
l
= llyll” =2 s ) + Z [y, )P
=1 =1

L

2 2
= llysl1> = > 1y, )]
i=1
Luego:

14
T (61, ) = Zuz]r\ —Z(nyjn?—ZMyj,W) (2.16)
=1

Para cualquier k € {1,...,¢} vamos a considerar las siguientes derivadas:

O N S 1 0 (N :
6)qﬁk(jzl(uyau S lv) v M(;mwl,...,wn)

Debido a (2.16), ambas derivadas deben ser la misma. Observemos que

w L 1,0 2 T (Z(llyyll —lez ))
—;awk<llygll ;I@J,MH )

== 2y, ¥x) (ys, 2)

J=1

= < — 2§:<yja¢k>yjaz>

=1
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para cualquier direccién z € R™ y para 1 < k < £. Notemos que
n
D (i ¥)y; =YY para ) € R™.
j=1
Por tanto, se tiene
aJ T
Do (V1,...,0p) = =2YY "9, paral <k </ (2.17)
Por otro lado tenemos
0z;
67%'2 = —(Yj, r) 2 — (Y5, 2) Y. = — (Y5, ¥r) 2 — (Y5, 2) Y

para 1l <k </{y z € R™. Ahora, usando (2.14) y (2.15) obtenemos:

gy () == g s = =2 (5. )

L

=2 (15 = 3 i i oo — () )
=1
4

= —2(yj, 2) (W, Vr)gm + 22 (Yj, i) (Y, 2) (Yj, k)

i=1

—2 <yj7¢k> <yj7 Z>Rm + 22 <yj7¢i> <yj7 ¢k> <yj7 Z>

l
=1
= —2(yj, ) (W5, 2) = (=2 (y;, i) yj, 2)

para cualquier direccion z e R™, j=1,...,ny 1 <k < /.

Resumiendo, tenemos

n

1/} b, 1p0) ——22 (), k) y; = —2YY Ty

el cual coincide con (2.17).

La siguiente consecuencia del Teorema 2.3.1 nos establece que los coeficientes POD

estan incorrelados.

Corolario 2.4.4. Supongamos que estamos bajo las hipdtesis del Teorema 2.3.1.

Entonces:

n

Z(%Jﬂz (Y, V) = ZB Bk.j 028, parai ke {l,...,0}.

j=1
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Demostracion. La prueba es una consecuencia inmediata de (2.14):

j=1 =1
—_———

=YY Ty

Calculo efectivo de la base POD

D (s i) (s, n) = <Z<yj,1/1i>yj,¢k> = (o74i, Yk) = 07 b

Vamos a terminar con una observacion sobre la computacién practica de una base

POD de rango £.

= Sin < m, entonces se puede determinar la base POD de rango ¢ de la siguiente

forma: Se calculan los autovectores ¢1, ..., ¢, € R" resolviendo el problema de

autovalores n x n:
Y'Y¢; =Ny parai=1,...,¢
y se toma por (2.2),

i = Y¢; parai=1,...,L

1
VA

(2.18)

(2.19)

= Si n > m, entonces se puede calcular la base POD resolviendo el problema de

autovalores m x m:

YY T = Nty parai=1,...,L

(2.20)

Por razones histéricas [11] este método de determinar la base POD es a menudo

llamado método de los snapshots.

Para la aplicacién de este método POD a problemas concretos, la eleccion de ¢ es

de vital importancia. En general, no hay reglas definidas para ello. Mas bien, su

eleccién se basa en consideraciones heuristicas combinadas con la observacién de la

relacion entre energia modelada y energia total contenida en el sistema Y, lo cual

viene expresado como

(2.21)
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Notemos que Zle A\; =Traza (YY' ") =Traza (Y 'Y). Mencionemos ademés que el
método POD se llama también Andlisis de Componentes Principales o Descomposi-

cion de Karhunen-Loéve.

2.5. El método POD para productos escalares con peso

Dotemos a R™ del siguiente producto escalar con peso:

W, Pyw = W = (b, WiP)gm = (Wep,(h)gm  para 1h,¢) € R™, (2.22)

donde W € R™*™ es una matriz simétrica y definida positiva. Ademds, sea |||y =
\/m para ¢ € R™, la norma inducida asociada. Observemos que para la eleccion
de W = I, el producto escalar anteriormente definido coincide con el producto
escalar euclideo.

Motivemos esta definicién con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.1. Sea L?(0,1) el espacio de las funciones medibles de cuadrado inte-

grable en (0,1), es decir,
1
L*0,1) = {gp :(0,1) = R medibles : / lp|?dx < —i—oo} .
0
Es bien conocido que L?(0,1) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

1
(¢, @) L2(0,1) =/0 ppdr  para ¢, @ € L*(0,1)

cuya norma inducida es |[¢||z2(0,1) = 1/ (¥, ) 12(0,1) Para ¢ € L?(0,1).

Nuestro objetivo es mostrar que el producto escalar en L?(0, 1), espacio de dimensién
infinita, se puede aproximar por un cierto producto escalar discreto en un espacio de

dimensién finita. Para ello, consideramos una particién uniforme del intervalo (0, 1):
{0=:E1 <I2<~-<xm_1<xm:1},

donde
zj=(—1h paraj=1,...,m,

h=1/(m—1).
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1
Vamos a aproximar la integral / o(z)@(x) dx usando la férmula de cuadratura del
0

trapecio:
1 mol ez ~
(2 B r20) = /0 @(w)w(w)dfv:; / T pwpteds
h ) m—1 ) h }
~ §s0(961)80(9«"1) +h o(z;)p(xy) + 580(%)80(%)-

[\

j=

Si tomamos " = (gp?,...,g@ﬁl)—r ER”y @ = (gb’f,...,gbh)—r € R™, donde cpf =

m

o(z;) y @ = ¢(x;) para todo j = 1,...,m, definimos el siguiente producto escalar

discreto en L2(0,1):

E N hany , Pl
(0, @) r2(01) = h<2 + Z (pj@7) + m2 m>‘ (2.23)
j=2
Si escribimos (2.23) en forma matricial, tenemos:
2l
> . hiys sh
<90790>L%(0,1) = < go’f cpﬁn )W : = "We",
P

donde W := diag(h/2,h,...,h,h/2) € R™™ Es decir, hemos escrito el producto

escalar de la misma forma que aparecia en (2.22):

(e, @) r2(01) = (@h)TWSZ?h = (", "),y

Ahora vamos a reemplazar (P1) por
n ~ ~
(Pyy) JHEX D Ny dywl sujetoa [l = 1.
€Rm *
7=1

Anélogamente a lo que hicimos en la Seccién 2.3, vamos a tratar (Pi;;) como un
problema de optimizacién con restriccién de igualdad. El Lagrangiano £ : R xR — R

asociado a (P{;;) viene dado por

LEA) =S [y hwl + A1 - [013) para  (,4) € R™ x R.

=1
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Introducimos la funcién e : R™ — R definida por e(y) = 1 — ||[¢[|}, = 1 — ¢ Wy
para ¢ € R™. Entonces, la restriccién del problema puede reescribirse como e(y) = 0.
Observemos que cualquier solucién 1 de (Pj;,) es no nula, ya que tiene que verificar
l|lw = 1. Por tanto, para cualquier solucién 1 del problema, el conjunto {Ve(¢)} =
{—2¢)TW} es linealmente independiente y por ende cualquier solucién de (Pl,) es
un punto regular. En consecuencia, existe un tnico multiplicador de Lagrange A € R
asociado con la solucién éptima v verificando la condicién necesaria de optimalidad

de primer orden

VL(p,\)=0 en R™xR.

Vamos a empezar calculando el gradiente de £ con respecto a ¢. Como W es una

matriz simétrica, se tiene:

A(l By zmjwywykwk))

k=1v=1

=23 (L v ) ()

j=1 Nk=1v=1
p ( S Wi+ Y szk)
v=1 k=1
=2 Z Z Z Win Z Y Yo Wokthe — 2 ( Z Wikl/}k)
k=1v=1p k=1

—9 (WYYTI/Vq/; - Aqu)i .
Por tanto:
VoL, \) =2 (WYYTW¢ . Aww) :

Siimponemos que V4, L(1, ) = 0, entonces tenemos que resolver el siguiente problema

de autovalores generalizado
(WY)WY)Tp = AW, (2.24)

Como W es simétrica y definida positiva, posee una descomposicién de la forma W =
QDQ', donde D = diag (M, -..,Mm) que contiene los autovalores 7y > ... > 1y, >0

de Wy @ € R™*"™ es una matriz ortogonal. Definamos:

= Qdiag (n{,...,nm) Q" vparaacR.
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Es facil comprobar las siguientes propiedades de la matriz W¢.
x (W)™ = W2 para cualquier o € R.
» WotB = WeWPB para cualesquiera o, f € R.

Ademsds, tenemos

(w0 Bhw = (W2, W)yl = [ W72 para v, § e R

Tomando ¢ = W'/2i e R™ e Y = W'/2Y € R™*" y multiplicando (2.24) por W~1/2

por la izquierda, llegamos al siguiente problema de autovalores
YY) =X) enR™.
oL

De 3%(1,A) = 0 en R obtenemos la restriccién [[¢[wr = 1 que puede también ser

expresada como

1l = 1.

Por tanto, las condiciones de optimalidad de primer orden para (P%,V) son andalogas a
las de (Pl) (2.4), pero en este caso, la matriz Y y el vector ¢ tienen que estar pesados
por la matriz W1/2,

Notemos que VyyL(), A) = 2 (WYYTWw - )\WLZJ) € R™*™_ Sea 1) € R™ un vector
arbitrario. Como Y'Y T es simétrica, existen m autovectores ortonormales (con respec-
to al producto escalar euclideo) 11, ..., %, € R™ de YY T verificando YY Te); = A\
para 1 < i < m. Tomemos ©; = W 1/2¢;, 1 < i < m. Entonces, {api}i, for-
man una base ortonormal (con respecto al producto escalar con peso) en R™ vy

WYYTWwi = \;W1;. Podemos escribir 9 en la forma

m

=) (), %) gm Ui

=1
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Veamos que VL (11, A1) es semidefinida negativa:

U Vgl (1, M) b = 2007 (WYYTW . /\1W) "

D (0 il {4 b 01 (WyyTw - W)y

IV

-
Il
—

<.
Il

(Aj = A1) (8, i gm (0,07 g Wi W;

I
.F%S
NERD

~
Il
-
<.
Il
—

(A = A1) (1, i) | < 0.

||

-
I
_

Por tanto, la matriz VL (11, A1) es semidefinida negativa, lo cual implica que se
verifica la condicién necesaria de optimalidad de segundo orden. No obstante, haciendo

un argumento analogo al de la Seccién 2.3, se puede probar que
hy = W12

resuelve (Pll/v) , donde 1 es un autovector de YY T correspondiente al mayor auto-

HRm = 1. Debido a la descomposicién en valores singulares (SVD),

el vector 11 puede también ser determinado resolviendo el problema de autovalores

valor A1 con HQZ)l

YY1 =M
donde Y'Y =Y TWY, y tomando

_ 1 -
e W2V = —— V.
VAL ” Va1 ”

Como en la Seccién 2.1, podemos continuar buscando un segundo vector ¥ € R™ con
n
(¢, 11)w = 0 que maximize Z [y, 0 )w?.

Jj=1
Generalicemos a continuacion el Teorema 2.3.1:

P = W2,

Teorema 2.5.2. Sea Y € R™*™ una matriz con rango d < min{m,n}, W una
matriz simétrica y definida positiva, ¥ = WY2Y y £ € {1,...,d}. Ademés, sea
Y = UXP ' la descomposicién en valores singulares de Y, donde ¥ = [1/;1, ey @Em] €

R™XM § = [g?)l, e ,qgn] € R™™™ son matrices ortogonales y ¥ una matriz de la forma

o D ©
U'Yd = =Y € R™X™,
® O
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Entonces, la solucién de

(PY,)  méx ZZ] yi, viyw|® sujeto a (1, bi)w = & para 1 <i,j < £
"Z]l: 77/"Z€Rm i=1 j=1

viene dada por los vectores 1; = W24, =1,...,¢. Ademés,

argmax ( PZ Z o; = Z A

Demostracion. Usando argumentos similares de la prueba del Teorema 2.3.1, se puede

demostrar que {wi}le resuelve (P,). O

Calculo efectivo de la base POD
Debido a la SVD y Y'Y = YTWY, la base POD {wi}le de rango ¢ puede ser

determinada por el método de los snapshots de la siguiente forma.

Resolver el problema de autovalores:

YTWYQEi =\ parai=1,...,/¢

y tomar
- 1 _ - 1 _ 1 -
i =W = W (V) = =W PW2Y g = ——Y ¢
v s Ve = s =y
parai=1,...,¢. Notemos que

VAN

Para m > n el método de los snapshots resulta ser mas rédpido que calcular la base

(Wi, sy = ] W = para 1 <i,j < /.

POD resolviendo el problema
YYTp=X) en R™,
|Y||rm =1 en R.
Nota 2.5.3. Siguiendo las mismas ideas que las ya desarrolladas en la Seccién 2.4 po-

demos dar una reformulacién del problema (P%V). Nos planteamos, entonces, resolver

el siguiente problema de optimizacién:

n l
2
L _ min Zaijj—Z<yjﬂ/%>W¢i o

(]-SW ) U1, ER™ j=1 i=1

s.t @Mﬁj)w =0;; para 1 <1i,5 </,
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donde los «; denotan pesos no negativos que especificaremos mds adelante. Observe-
mos que si tomamos «; = 1 para todo j = 1,...,ny W = I, el problema (ngg)
coincide con (PY).

Para resolver (f’%g) vamos a usar las técnicas que hemos visto con anterioridad.

Definimos la funcién Lagrangiana

L:R™x ... xR"xR> 5 R
{— veces
por
2 [

. + O Ay (1= Wity

i=1 j=1

n

L1, the, A Z

V4
Z (W i)y i

para ¥1,...,0, € R™ y A € R* con elementos Nij = 6;5, 1 < 4,5 < L. Resulta que

la solucién de (f’g‘f) viene dada por las condiciones de optimalidad necesarias de

primer orden:

L(1,... b, A)=0 enR™ 1<i</ (2.25)

Wi i)y = 83y, 1 <id,5 <L (2.26)

De (2.25), haciendo calculos similares a los de la prueba del Teorema 2.3.1, se tiene:
YDY "Wip; = Ny parai=1,....0 (2.27)

donde D = diag (ay,...,a,) € R™™. Escribiendo ¢; = W~2¢; en (2.27) y multi-
plicando (2.27) por W12 por la izquierda, llegamos a

W2y DY TW /24, = A\
Por otro lado, de (2.26), obtenemos:

(i3 g = 0 Wy = % Wby = (W, ¥s)y, =055, 1<y j <L

Tomando Y = W2y D/2 € R™*" y usando el hecho de que las matrices W y D

son simétricas, inferimos que la solucién {wi}le de (Pa’,e) viene dada a través del

siguiente problema de autovalores simétrico m x m:
YY " = ki, 1<i <4,
(i, Y rm = 635, 1<1i,j <L
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Notemos ademas que
Y'Y = DV2y Twy DY? e R

Por tanto, la base POD de rango ¢ puede también ser calculada por el método de los
snapschots de la siguiente forma.

Calculo efectivo de la base POD

Hay que resolver, en primer lugar, el problema de autovalores simétrico n x n dado

por
YTY¢i=Ngi, 1<i<{
(ir &g )gn = 0ijy 1<id,j <V
Después, por la SVD, tomamos

1 WYy g, = LYDW@, 1<i<d.

i =WV =
v ViU Now

Observemos que

1 _ D VR Aidij
(Wi iy = W] Wiy = —==p] DI2YTWY D2 §; = b1 65 = 5=
Aij e VA Aidj
para 1 < 4,5 < £, es decir, los vectores de la base POD 11, ..., son ortonormales

en R™ con respecto al producto escalar (-, )y .

2.6. Algunas aplicaciones del método POD

2.6.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Para T' > 0 vamos a considerar el siguiente problema de valor inicial semilineal:

y(t) = Ay(t) + f(t,y(t)) para te (0,7,

SL
51 y(0) = yo,

donde yg € R™ es una condicién inicial elegida, A € R™*™ es una matriz dada,
f:]0,7] x R™ — R™ es una funcién continua en ambos argumentos y Lipschitziana
con respecto a la segunda variable.

Es bien conocido que el problema (SL) tiene una tinica solucién clasica y € C*(0,7; R™)N
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C([0,T];R™). Entonces, la solucién y de (SL) viene dada por la siguiente expresién

integral en forma implicita:

o) =t [ CeIA (s, y(s)) ds,
0

o

t’rLA’I’L
con €tA = E .
n!

n=0
Vamos a considerar ahora una particién del intervalo [0,77], es decir, {0 = ¢; < ta <

-+« < t, = T}. Por simplificacién, vamos a escoger la particién de manera uniforme con
paso de tiempo At = T'/(n—1), es decir, t; = (j — 1) At. Supongamos que conocemos
la solucién de (SL) en los instantes de tiempo t; para j = 1,...,n. Nuestro objetivo

es determinar una base POD de rango ¢ < min{m,n} que describa el conjunto

t.
yj = y(ty) = eyo + / el I f (s, y(s) ds, =1,
0

con el menor error posible. Para ello, nos planteamos el problema (1371}’,6). Observemos
que hemos pasado del caso continuo al discreto calculando y; = y(t;) para cada
j=1...,n.

El conjunto de snapshots {y; i_1 para (].E’TJVZ> y por tanto el conjunto generado por
{y1,...,yn} dependen de la eleccién de los instantes de tiempo {t;}7_;. Por con-
siguiente, los vectores de la base POD, {¢; le y los correspondientes autovalores

{)\i}le dependen también de los instantes de tiempo, es decir,
vi=1y oy A=A, 1<i</l

Ademds, no hemos discutido hasta ahora cudl es la motivacién para introducir los
)
: An oY) Z 7 . .
pesos no negativos {a;} iy en (PW ) Por esta razén nos planteamos las siguientes

cuestiones:

= ;Cémo elegir unos instantes de tiempo que te permitan obtener una buena

aproximacion en otros tiempos?

= ;Cudles son los apropiados pesos no negativos {a;} _1 que debemos elegir para
n .
que el producto escalar con peso que genera estos valores {ca;} _, aproximen al

producto escalar continuo?
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Para responder a estas dos preguntas vamos a introducir una versién continua del
método POD y supondremos que el problema (SL) tiene una tnica solucién y :
[0,T] — R™. Si estamos interesados en encontrar una base POD de rango ¢ que
describa toda la trayectoria {y(¢) : t € [0,7]} C R™, tenemos que considerar el

siguiente problema de optimizacion:

T 4 _ 2
: win [ ot = S tw(o). dow |

(Pf/V) 1/;17---7wZ6Rm 0 i=1

st (Ui, )\w = 0y para 1 < 4,5 < L.

dt

Vamos a resolver este problema usando las mismas técnicas que hemos empleado
hasta ahora.

Observemos que para £ = 1 tenemos el siguiente problema de minimos:

T
, T2 . =112
min / Hy(t) —(y(t), v)w Q,Z)HWdt sujeto a HwHW =1 (2.28)
PeR™ JO
Supongamos que los {1 ™ 5 son elegidos de tal forma que el conjunto {0, g, ..., 0m}

sea una base ortonormal de R™ con respecto al producto escalar (-, )y . Entonces,

tenemos:
y(t) = (y(t), V)w o+ > _(y(t), ¥i)wi  para todo t € [0,T].
=2
Por tanto,
T ~ T . m ~ 2
[ ot = tweor i = | VORI
T m _ B m B
= [ D b0 D )
0 V= i=2 w
m T
2
_ ; d
> o il a
Luego, (2.28) es equivalente al siguiente problema:
T ~ ~
win [0, Dl sjeton 3 = 1. (2.29)
PeR™ Jo
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Definimos la funcién Lagrangiana £ : R™ x R — R asociada a este problema, que

viene dada por

T 2
L(1h, A) :/O (), p)w|* dt + A (1 - HleW) para (i, \) € R™ x R.

Por los mismos razonamientos desarrollados en las Secciones 2.3 y 2.5 se puede probar
que cualquier solucién de (2.29) es un punto regular. Consecuentemente, las condicio-

nes necesarias de optimalidad de primer orden viene dadas por
VL(p,A) =0 enR™ xR.

Por tanto, vamos a calcular la derivada parcial de £ con respecto a la i-ésima com-

ponente 1); del vector :

¢(w, (/T}ijijk (Wit ||t + (1 iimmm&)

k=1v=1 k=1v=1
/ (23w Wkuwy)zw Wmdt—zAZWm
k=1v=1

=2 (/OT(y(t), VywWy(t)dt — AW¢>

%

para i € {1,...,m}. Luego,

T
VL) = 2 ( [ vt omwatoa - Aww) .

Es decir, la condicién VL(), A) = 0 nos conduce a la siguiente ecuacién

T
/0 (y(t), ) Wy(t)dt = \We  en R™. (2.30)

Multiplicando (2.30) por W~! por la izquierda obtenemos una expresiéon més simpli-
ficada:
T
/ (), v)wy(t)dt =X en R™ (2.31)
0

A continuacién, vamos a definir el operador R : R™ — R™ como

T
R() = /0 (w(t), G)w y(t)dt, parap € R™

y vamos a obtener algunas de sus propiedades.
A partir de ahora nos referiremos a este operador como un operador continuo ya que

a pesar de estar definido de R™ en R™, viene dado a través de una integral.



38 Manuel Bernardino del Pino

Proposiciéon 2.6.1. El operador R es lineal y continuo. Ademss,

a) R es no negativo, es decir,

(Rip,)w >0  para todo ¢ € R™.

b) R es autoadjunto, es decir,
(Rp, d)w = (&, Ri)w  para todo 9,9 € R™.

Demostracion. La linealidad del operador R se da trivialmente por la linealidad del
producto escalar y de la integral. Ahora bien, como R es lineal, demostrar que R
es continuo es equivalente a probar que R es acotado, es decir, existe una constante
C > 0 tal que

IRY|lw < C||¢|lw, paratodoy € R™. (2.32)

En efecto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que

T

T
HRwHWS/O <y (), Lrw y(O)llw dt:/o [y (@), ywl ly(@)l[w dt

T T
< [ et de= ([ 1oy de) Bolbw = 5] 1w

para cualquier 1 € R™. Ahora bien, como y € C ([0,T];R™) C L?(0,T;R™), la
norma ||yl|z2(o,7rm) estd acotada y por ende se cumple (2.32) y R estd acotado.

Veamos ahora que R es no negativo:
T T T
®ocow = ([ oo a) wo= [0 o wo

T
=/0 (), w2 dt > 0

para toda i € R™.

Por tltimo, veamos que R es autoadjunto:

para toda 1,79 € R™. O
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Usando el operador R, podemos reescribir (2.31) como el siguiente problema de au-

tovalores:

RY =Ap en R™.

Ademds, por la Proposicién 2.6.1, R posee unos autovectores {1;}.", y autovalores

relales asociados {\;}/; tales que
Ripi = iy para 1 <i<my M >X>...> )\, >0. (2.33)

Observemos que 1 resuelve el problema (2.28), ya que

T
| e e = / (), G y(0), 1)y dt = (R, i)y = A 6512
=\ vparai€{l,...,m}

v A1 es el mayor de los autovalores.

Fl siguiente resultado, cuya prueba se basa en las mismas ideas que las ya desarrolladas
en secciones anteriores nos muestra que la base POD de rango ¢ que resuelve el
problema (f’f/v) es la formada por los autovectores de R correspondientes a los ¢

mayores autovalores.

Teorema 2.6.2. Supongamos que (SL) tiene una unica solucién y : [0,7] — R™.
Entonces, la base POD de rango ¢ que resuelve el problema de minimos (f’f/v) viene

dada a través de los autovectores de R correspondientes a los £ mayores autovalores

AL> > A
Volvamos ahora a las condiciones de optimalidad dadas en (2.27), es decir,
YDY "Wy = \itp;  parai=1,..., L

Para cualquier ) € R™ e i € {1,...,m} obtenemos:

(VDY W), =33 0 ViV Winthy = Y Vs (1, )y

v=1j=1 k=1 j=1
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donde (y;), denota la i -ésima componente del vector y; € R™. Por tanto,

YDY TWep =" a; (y;, )y vj-
j=1

Definimos ahora el operador R™ : R™ — R™ como
n
R™(¢) =Y a; (y;, )y y; paray € R™
j=1

y vamos a obtener algunas de sus propiedades.
Observemos, que a diferencia de R, este operador es discreto porque esta definido a

partir de un suma.
Proposicion 2.6.3. El operador R" es lineal y continuo. Ademas,
a) R™ es no negativo, es decir,

(R™",¢)w >0 para todo ¢ € R™.

b) R™ es autoadjunto, es decir,
(R™Mp, P)yw = (¥, R™))w  para todo 1, 1) € R™.

Demostracion. La prueba de este resultado sigue el mismo razonamiento que el ya
efectuado en la Proposicién 2.6.1.

La linealidad del operador R™ se tiene trivialmente por la linealidad del producto
escalar. Como acabos de probar que R" es lineal, demostrar que R"™ es continuo es

equivalente a probar que R" es acotado, es decir, existe una constante C' > 0 tal que
IR Y|lw < ClY|lw, paratodop € R™. (2.34)

En efecto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que

IR llw <> Nl (Wi )y wsl <D el @dwlllyslw <> agllysllivllvllw

J=1 Jj=1 J=1

= [lllw Y ajlly;lify = Cllellw

j=1
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para cualquier ¥ € R™. Es decir, R" estd acotado.

Veamos ahora que R" es no negativo:

(R™, )y <Za3 Y, P Wy]7 >W_Zaj|<yj7w>w‘220
j=1

para todo ¢ € R™.
Por 1ltimo, probemos que es autoadjunto:

n

<RW’¢> <Z (Y, ¥dw yﬂ’¢> Zay Ui 0w (W, )
<i% (wi+ WW’>W = (R"pv) = (0. R"D)

=1

.

para todo 1,7 € R™. O

Por tanto, R" tiene las mismas propiedades que el operador R anteriormente definido.

Resumiendo, tenemos:

R = XU, AP 2N 2 Ny > Miypr =< = Al =0, (2.35)
R; = Ny, )\1Z...)\(2...)\d>)\d+1:...:>\m:0. (2.36)

Lema 2.6.4. Bajo las condiciones anteriores, se cumplen las siguientes dos igualdades:

a)

d(n) m
Z%‘Hy(tj)HiV =Y A=) A, paracadancN.
=1 o

J=1

Demostracion. Vamos a comenzar probando el apartado a). Recordemos que

T
Rap; = /0 (y(t),Yi)y y(t)dt paratodoi e {1,...,m}.
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Si tomamos producto escalar, con respecto a W con ;, obtenemos:

T T T
<Rwi,wi>wz( /0 <y<t>,wi>wy<t>dt) W = /O (E), i)w y(t) W dt

T
- / ORI

Ahora, sumamos desde i =1, ...,d:
d d d m
Z/ 2dt = (Rpi, i)y = Y b, Ga)w = D _ A= i
i=1 i=1 i=1 i=1
Si desarrollamos y(t) € R™ en términos de {;};",, tenemos

m

i=1

y por tanto,
T m T m
JRCIED DY VORT NGRS SEY
i=1 =1

Veamos, por tltimo, que se cumple b). En efecto,

n
R™p; = Zozj (i, viYwwvj paratodoiec{l,...,m} y neN.
j=1

Multiplicamos escalarmente con respecto a W por 97"

<Rn¢z7¢z <Zaj y]71/}1>Wy]71/}z> :Zaj}<yj7w?>w{2
j=1

Ahora, sumamos desde i = 1,...,d(n):
d(n) n d(n)
DD il vl =D (R o)y
i=1 j=1 =1

n

i=1

d(n) m
=D A=) A

i=1 i=1
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Si desarrollamos y; € R™ en términos de {t7'}!" |, tenemos

m
RPN
i=1
y por tanto,
Z%mmm 3" e |t 87y Zv;mm@mN

=1 j=1

O

LLegados a este punto nos proponemos demostrar que el operador discreto R™ con-
verge al operador continuo R y que las correspondientes sucesiones de autovalores y

autovectores también lo hacen.

Teorema 2.6.5. Supongamos que (SL) tiene una tnica solucién y : [0,7] — R™, y €
CH0,T;R™)NC([0, T); R™) y sean {(¢", AP) I v {(i, \i) }i* ;| los pares autovectores-
autovalores dados en (2.35) y (2.36). Supongamos que £ € {1,...,m} es un valor fijado
verificando Ay # Apy1 y

m m

DONAO Y [y va)wl

=041 i=0+1

Entonces, se cumple que

Jim R =R z@m) = 0, (2.37)

donde £ (R™) denota el espacio de Banach de todas las aplicaciones lineales y conti-

nuas de R™ en si mismo y en consecuencia:

lim X! = Ail = i [[97 — @il =0 para 1<i <L,

n—oo
m
, n N
nh_}ngo Z (A —Xi) =0,
1—€+1
nli)m Z |y0a¢)z Z |y07¢z
i=0+1 i=0+1

Demostracion. Sea ¢ € R™ un vector arbitrario tal que [[1|[r = 1. Definamos la

funcién fy : [0,7] — R™ por:

fo@) = (y(t), ¥)wy(t)  para t €0,T].
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Entonces, tenemos que fy, € C1 ([0, T];R™) con
Ju(t) = @), )wy(t) + (y(®), ¥)wy(t)  para t € [0,7].

Usando el desarrollo de Taylor para la funcién fy;(t), existen 7;1(t) € (¢;,t) y Tj2(t) €
(t,tj4+1) dependientes de ¢ tales que:

Folt) = fo (8) + fu (@) (t = 15) vy fu(t) = fy (t1) + fu (132(0)) (t = tj1).

Entonces:

[ nwde= [ f )+ o () - 1) e
t; t;
w5 [ Bt + o a®) (= )
=5 s+ ot +5 [T fotrm@) -t a
1

w5 [ Felma®) =t e

J

- [ wa(t)dtHW

Z (At (Fo )+ £ (t35) = |

j=1 J

Jj+1
U [ 1 ) e 51+ ) Ly e~ 0

j=1"%

Por tanto,

IR" = Rl =

ti+1

fult)dt) H

W

| /\

t=tj41

IN

1 . =t (L —1)?
2%&?]"“(”%2(( 2]) _(H—l2 ))

J=1 t=t;

n—1
== > _ (A)°(n —1)
5 i 1t My 380" = =5 i 1o @)

AtT

= 2 7@l

=— mé’fx {9 @), Lywy(t) + (y(b), L)w i ()l

_ 2
- AtTtIGI%&% 9O lw ly@®)llw < ALT(yl[En o 79.mm)-
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Luego,
At—0
IR" = Rlloam = sup [R" =Rl < ATyl oy =0
W=
Vamos a probar a continuacion que
m m
Z A — Z Ai cuando n — 0o. (2.38)

i=1 i=1

En efecto, por el Lema 2.6.4, la convergencia dada en (2.38) se puede reescribir como

n T
S ]y(tj)H‘Q,[/—)/O ly®)|% dt  cuando At — 0. (2.39)
=1

Luego, basta elegir los a; de manera que se garantice dicha convergencia. Para ello,

si aproximamos esa integral usando la regla del trapecio,

T 2 e 2 At 2 2
/0 ly(®) 5y dt=>_ / @)y dt =S~ 5 (It Iy + vl )
j=1""%

Jj=1
los pesos a; (j = 1,...,n) que tendriamos que poner para tener la convergencia

buscada serian los siguientes:

At At
aL=—, a; = At para 2§j§n71,an:?. (2.40)
Ahora, fijemos ¢ € {1,...,m} tal que Ay # Ap11. Entonces, por el andlisis espectral

de operadores compactos y (2.37), se sigue que
A = A; para 1 <i</{ cuando n — oc. (2.41)

Combinando (2.38) y (2.41), existe un ny € N tal que

m m
Z A <2 Z Ai  para todo n > ng (2.42)
i=0+1 i=0+1

m
si Z Ai # 0. Ademsds, para £ como antes, ng puede ser escogido de forma que se
i=04+1
verifique:
d(n)

m
Z |<Z/Oa¢?>w|2 <2 Z |<y07w2>W|2 para todo n > no (243)
i=0+1 i=0+1
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siempre que 1", (Yo, Vi) |* # 0 v se cumpla (2.37).
En efecto, recordemos que el vector yg € R™ es la condicién inicial dada en el problema

(SL). Por tanto, se verifica que

lyollfy = ZI Yo, i)y |” - (2.44)
Si t1 = 0, tenemos que yo € (y1,--.,Yn) para cada n y
d(n)
2 2
lyolly =D 1o, ) w - (2.45)
i=1

Luego, para ¢ < d(n) y usando (2.44) y (2.45), es facil comprobar que

d(n) d(n) ¢
Z ‘<y0a¢?>W‘2:Z’<y07w?>W| Z‘<y07¢z W‘ +Z‘ y07wz ’
i=0+1 i=1 i=1 i=1
+ > o, vidw!* =D o, i)y
i=0+1 i=1
=5 (w2 = Lo, )+ 3 Hoos iy
i=1 i=0+1

Como consecuencia de (2.37) y de que £ es tal que Ay # A\py1, tenemos que

limy, o0 |9 — ¥illy, = 0 para i =1,...,¢ y por ende se verifica (2.43). O

Nota 2.6.6. Hemos realizado el estudio tedrico sobre el problema (SL), pero podriamos
haberlo hecho para cualquier otro problema realizando argumentos andlogos a los ya

descritos.

Calculo efectivo de la base POD

Definamos el operador lineal y continuo ) : L?(0,T) — R™ de la siguiente forma.

T
Vo = /0 o(t)y(t)dt para ¢ € L*(0,T).

Observemos que ) es un operador compacto ya que es de rango finito (Teorema
1.2.10).

Definamos ahora su operador adjunto Y* : R™ — L2(0,T) como

(Y*, ¢>L2 0,7) = (¢, Yo)w  para todo (¢, ¢) € R™ x LQ(O,T).
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Usando esta definicién, es facil comprobar que (V*9)(t) = (¢, y(t))w para todo
1 € R™ y para casi todo ¢t € [0,T]. Ademds, Y* es compacto al serlo ) (Teorema
1.2.7).

Entonces, tenemos:

T T
VY = / (W () by (t) dt = / ((t) Bywy(t) dt = Ry

para todo 1) € R™; es decir, R = YY*. Mds aun,

T T
(V' Y9) (t) = </0 ¢(s)y(s) d87y(t)> —/0 (y(s), y())wo(s) ds =: (Ko) (1)

W
para todo ¢ € L?(0,T) y en casi todo t € [0, T]. Por tanto, KL = Y* .
Se puede probar que el operador K : L?(0,T) — L?(0,T) es lineal, acotado, auto-
adjunto y compacto (esto ultimo es trivial por el Teorema 1.2.9). Por tanto, la base

POD puede también ser computada de la siguiente forma: Resolver
T
Koi= g paral <i<¥l, M >...>2Xx>0, / gbl(t)qb](t) dt = 51']' (246)
0

y tomar
1 I :
i = Tiy¢i = )\z‘/o ¢i(t)y(t)dt parai=1,... ¢

Observemos que (2.46) es un problema de autovalores en el espacio de dimensién

infinita L2(0, 7).

2.6.2. Ecuaciones en derivadas parciales

Vamos a considerar la ecuacion del calor uno-dimensional:

O1(t, x) = Oy (t, x) para todo (t,z) € (0,T) x €,
(EC) 0.(t,0) = 0,(t,1) =0 paratodo te€ (0,T),
6(0,x) = Oy (x) para todo x € (2,

donde Q2 = (0,1),7 > 0y 6y € C(f2) es una condicién inicial dada. Para resolver
(EC) numéricamente vamos a aplicar una aproximacién por diferencias finitas en la
variable espacial z. Igual que hicimos en el Ejemplo 2.5.1, vamos a construir una

particién uniforme {z;}7, del intervalo [0,1]. Denotemos por y; : [0,7] — R a la
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aproximacién numérica de 6(-,x;) para i = 1,...,m. La derivada 6,, y la condicién
de contorno son discretizadas usando diferencias finitas centradas de segundo orden;

asi que obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias para las funciones

Yi:
. —2y, (£) + 2ua (1
yl(t) — yl( )h2 3/2( )’
gatt) = Y1) = 2%” vl g m,
(1) = 20 Zinat)

para t € (0,7]. Ademas, de 0(0,z) = 6yp(z), inferimos la condicién inicial y;(0) =
Oo(x;), i = 1,...,m. Vamos a expresar lo anterior como un sistema de ecuaciones

diferenciales. Para ello, introducimos la matriz

-2 2 0
1 -2 1
1
1 -2 1
0 2 =2
v los vectores
y1(t) 0o (1)
y(t) = : para t € [0,T], yo= : e R™,
ym(t) to (5Um)

de modo que podemos escribir:

y(t) = Ay(t) para te (0,T],

Observemos que este problema lineal de valor inicial coincide con (SL) tomando
f =0. Ademas ahora el vector y(t), t € [0, T], representa una funcién en  evaluada
en m puntos. Por tanto, deberiamos dotar R™ por un producto escalar con peso que
represente un producto escalar discreto en un apropiado espacio de funciones. Aqui,

elegimos el producto escalar introducido en (2.23). Después elegimos una particién
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{tj}?:1 del intervalo [0,7] y definimos y; = y(t;) para j = 1,...,n. Si estamos

interesados en encontrar una base POD de rango ¢ < min{m,n} que describa el

n

conjunto de puntos {y;} 1> debemos plantear el problema (P;LVK)



Capitulo 3

Aplicaciones practicas del método POD

En este capitulo vamos a aplicar los resultados tedricos que hemos tratado con ante-
rioridad en algunos casos préacticos, considerando un ejemplo para el caso discreto y

otro para el caso continuo. Para ello, usaremos el software mateméatico MATLAB.

3.1. Caso discreto

Vamos a considerar una serie de patios de los que tenemos mediciones experimentales
de sus temperaturas internas cada hora en un determinado periodo del ano. Mas
concretamente, para que las temperaturas se mueven en un rango similar, hemos
escogido patios en una misma zona climatica cuyas mediciones se corresponden a
periodos similares del afio (en concreto, verano - otono). A continuacién, enumeramos

los patios escogidos y las mediciones de las semanas consideradas.

1. Carlos Rubio en Cérdoba (26 de julio a 1 de agosto).

2. Carlos Rubio en Cérdoba (9-15 de agosto).

3. Herndn Cortés en Sevilla (5-11 de septiembre).

4. Herndn Cortés2 en Sevilla (5-11 de septiembre).

5. IMUS, Instituto de Mateméticas de la Universidad de Sevilla (14-20 de agosto).

6. IMUS, Instituto de Matematicas de la Universidad de Sevilla (4-10 de septiem-
bre).
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7. UNED, Universidad Nacional de Educacién a Distancia en Sevilla (14-20 de

agosto).

8. UNED, Universidad Nacional de Educacién a Distancia en Sevilla (21-27 de

agosto).

Nuestro objetivo, por tanto, serd calcular una base POD para esta serie de datos
experimentales que nos permita aproximar las temperaturas de un nuevo patio en un
periodo del ano similar.

Para ello, vamos a guiarnos del célculo efectivo de la base POD descrito en la pagina
26; concretamente usaremos (2.18) y (2.19). Es decir, vamos a construir la matriz
Y = (y1] - |ys) € R1%8*8, donde cada columna y; para j = 1,...8 representa las
temperaturas de un patio medidas cada hora en la semana correspondiente, es decir,
es un vector con 168 componentes. Posteriormente, calculamos los autovalores y au-
tovectores de la matriz Y'Y y calculamos el valor de ¢ observando la funcién e(¢)
definida en (2.21).

En la siguiente tabla hemos recogido los valores de la funcién e(¢) para cada ¢ =

e(1) £(2) £(3) e(4) £(5) £(6) e(7) £(8)

99.689 % | 99.863 % | 99.930 % | 99.972% | 99.990 % | 99.995% | 99.998 % | 100 %

Tabla 1: Valores de la funcién e(¥).

Como podemos observar todos estos valores estan muy proximos al 100 %, lo que quie-
re decir que con muy pocas bases podemos capturar casi la totalidad de la energia
del sistema. Por ello, vamos a elegir, por ejemplo, ¢ = 2.

Para terminar, vamos a considerar un nuevo patio (IMUS, 21-27 de agosto) y obser-
vemos qué aproximacioén sobre las temperaturas internas obtenemos gracias a la base
POD. Si y es el vector de las temperaturas internas de este nuevo patio, lo podemos

aproximar como combinacién lineal de los vectores de la base POD de la forma:

Y~ (Y1, 1)1 + (Yo, ¥2)he,
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donde 1 y 19 son las funciones de base definidas en (2.19) y (-, -) denota el producto
escalar euclideo entre vectores.
Podemos comparar esta aproximacién con el siguiente grafico que muestra las tempe-

raturas internas del patio nuevo con la aproximacién obtenida con el método POD:

” Datos y aproximacion por el POD

1

w
[RS]

w
o

temperatura (grados centigrados)
e} el
(o)] co

]
g

Datos
Aproximacion
2 2 1 1 | 1 1 1 L 1 1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
tiempo (horas)

Figura 3.1: Temperaturas internas de los datos y de la aproximacion por el POD.

Como podemos observar, con tan solo dos elementos en la base POD, obtenemos una
buena aproximacion del nuevo patio en el sentido de que el error cometido es pequeno.
Todos estos datos experimentales han sido suministrados por el grupo de investigacién
Sostenibilidad en Arquitectura, Tecnologia y Patrimonio: Materialidad y Sistemas

Constructivos de la Universidad de Sevilla.
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3.2. Caso continuo
Vamos a considerar el siguiente sistema diferencial ordinario de tres ecuaciones con

tres incégnitas en el intervalo [0, 30]:

Y1 (t) = ya(t) ys(t),

Yo (t) = —0,7y1(t) ys(t),
y3(t) = —0,51y1(¢) y2(1),
y1(0) = 0;y2(0) = y3(0) =1

Nuestro objetivo es comparar la solucién obtenida resolviendo el sistema numérica-

mente por un método de Runge-Kutta con la obtenida por el método POD; asi como

calcular aproximaciones en ciertos instantes de tiempo.
Consideremos una particién uniforme del intervalo [0, 30] formada por 100 nodos, es

decir, {0 = t; < t2 < -+ < tio00 = 30}. En la Figura 3.2 se muestra la solucién
aproximada del problema usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden (ode45

de MATLAB).
Solucion por ODE
1.5 T T T T T
v,
& '5é % fg &Q —a—Y.
18 g@% AP Q{ P b | P
ki {_|[!l 7 lﬁ-" i “ s 1] ¥
| & \ g D 5 | !
i i & el | 1 ! o
0s (PR & P [QuF ] i Pl ) TP
[ |’::.|" II ';:D f Q) ;1h h [T: .j'ﬁ II ':"\J
> [ & B 1 i | & I A d T
5 9 | o P & (Ib o fi el T P
©  0F ol ' 4] | b 1 5 ',i’ < ' $
= X #' o q & \ P f @ dﬁ? s
= & | il T X & f by ]
Z 2 LPF I ® %L U % L
o $ .;.i. ¢ |:I"‘ \ S | ”f i‘ ey o
o5l i ki Y b ; . R 1
=u. '-h H‘“l‘l' { i) 14 :I“J A ) ::' [
1 B o & &? & G G (u‘i
[ 4 4 b s R g
o L '-'ﬁrt i‘}b Pa] e
b ®wy 4 % %@; 2 {C .
1.5 ; ; :
o 5 10 15 20 25 30
Tiempo t

Figura 3.2: Solucién aproximada usando ode45.
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Ahora, vamos a realizar una aproximaciéon numérica usando el método POD. Para
ello, vamos a considerar una matriz Y formada por las tres componentes de la solucién
(y1,Y2,y3) definidas en cada uno de los 100 nodos de la particién del intervalo [0, 30].
Es decir, en la fila i-ésima (i = 1,2,3) de dicha matriz aparece y;(t;) para cada
j=1,...,100. A partir de esta matriz, calculamos los autovalores y autovectores de
Y 'Y y estudiamos los valores de la funcién &(¢) considerando una tolerancia del 80 %.
En las Figuras 3.3, 3.4 y 3.5 podemos visualizar la aproximacién de cada componente
de la solucion usando N funciones de base. Se observa que tomando tres funciones
de base, la aproximacion obtenida es bastante buena, en sentido de que el error que

estamos cometiendo es muy pequeno.

Primera componente

15 . ; . . :
+ RK4
o, N=1
e & X %
Fo* 4 3 Foo¥- N=3
£ * $#
" . .
+ \ ¥*
0.5 [ * 4 ! " 1
i | : 1 ¥
[ * * . | *
0 | * * .
i + { #*
| * 4 |
* # - *
05 '- | * 4 \ j
* # - / *
-. | ¥ 4 | -
X 4 \ : ¥ 4
il i j i ¥ ** g_
_15 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.3: Aproximacién de la primera componente .
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Segunda componente

1.5 . .
+ RK4
N=1
N=2
N=3|
1 o e 3
* # %
% + % K +*
* I X %
| * * % *
il * * f X *
X 4+ r * 4+
x. : * & & 3
+ * *
o H = I ) * 3+ % ] |
- s =+ 4
*.? E * / * ¥+
b + * I i T
* / \ F *
0.5F * & i - F g
o * * / i :
* / + Y ]
+* * T
# ¥* 2.
yrE * 4 i
-1 ih.a : Fre . s
o 5 10 15 20 25 30

Figura 3.4: Aproximacién de la segunda componente ys.

Tercera componente

1.2 T T T

0.4 *  RK4|[4
M=1
M=2
0.2 - M=3 [
e — _— e — I— o
_D 2 B i 1 1 1
o 5 10 15 20 25 30

Figura 3.5: Aproximacién de la tercera componente ys.

Aparentemente podemos observar que la primera y tercera componente se calculan

bien considerando solo dos funciones de base. Sin embargo, para el célculo de la se-

gunda componente es necesario tener, al menos, tres funciones de base. Para ver las

distintas aproximaciones en funcién del niimero de bases elegidas, en las Figuras 3.6,
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3.7 y 3.8 presentamos los errores puntuales cometidos con cada una de las aproxima-

ciones.
Error primera componente
‘IDG T T T T T
______""—\—\_._._ — .,——"_-H-_'-___-\_H_—""—\—_._ —_— -.—'—-"-_-_-___—_\-H__"—\—._-_.'_-.—'—'_-_F_ﬂ_
S L 4
10 —
N=2
N=3
g 100 1
[}

1071 "f/—“—'\-\ /"“W/“W

102
0 5 10 15 20 25 30

tiempo

Figura 3.6: Error cometido al aproximar la componente y; de la solucién.

Error segunda componente
T T T

10° . '
— K=t
—N=2
N=3
ol = - - = =
10 _ s — =
~ & s p W
3 \ v ’ ¥ \
10°F 1
e
[i¥]
w00t i
L L TRET N N W T u |
10_3} 1 1 | 1 |
0 5 10 15 20 25 30

tiempo

Figura 3.7: Error cometido al aproximar la componente yo de la solucién.
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Error tercera componente

G p— e ———— e —— e —
107 - 1
N=1
N=
N=3
Eqg 1
[14]

10-15 Wﬁ, e

102

tiempo

Figura 3.8: Error cometido al aproximar la componente y3 de la solucién.

Como podemos observar en las graficas anteriores, con una combinacién lineal de
tres funciones de base obtenemos una buena aproximacién con un error cometido de
alrededor de 10715, cerca del épsilon de la maquina.

Para terminar, vamos a anadir unas tablas donde podamos comparar la aproximacion
que obtenemos para algunos tiempos concretos dependiendo del niimero de funciones
de base escogidas. Si pensamos en que el tiempo lo estamos midiendo en dias, vamos

a calcular las aproximaciones a los 10, 15, 20 y 25 dias, aproximadamente.

10 dias | Valor aproximado N=1 N=2 N=3
Y1 -0.42218 -0.41691 -0.42005 | -0.42218
Yo 0.93498 -8.92247e-04 | -0.02383 | 0.93498
Y3 0.95297 -0.00142 0.92934 | 0.95297

Tabla 2: Aproximacién de la solucién a los 10 dias segtin el niimero de funciones de

base tomadas.
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15 dias | Valor aproximado N=1 N=2 N=3
Y1 0.34912 0.35038 0.34704 | 0.34912
Yo -0.95578 7.49848e-04 | -0.02364 | -0.95578
Y3 0.96785 0.00119 0.99082 | 0.96785

Tabla 3: Aproximacién de la solucion a los 15 dias segtin el niimero de funciones de

base tomadas.

20 dias | Valor aproximado N=1 N=2 N=3
Y1 -0.54455 -0.53949 | -0.54252 | -0.54455
Y2 0.88935 -0.00115 | -0.02333 | 0.88935
Y3 0.92059 -0.00184 | 0.89810 | 0.92059

Tabla 4: Aproximacién de la solucién a los 20 dias segtin el nimero de funciones de

base tomadas.

25 dias | Valor aproximado | N=1 N=2 N=3
Y1 0.47732 0.47856 | 0.47533 | 0.47732
Yo -0.91582 0.00102 | -0.02262 | -0.91582
Y3 0.93929 0.00163 | 0.96130 | 0.93929

Tabla 5: Aproximacién de la solucién a los 25 dias segtin el niimero de funciones de

base tomadas.
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