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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar rigor matematico a algunos de los conceptos y técnicas
usadas en la Teoria Cuantica de Campos. En particular se discutird como construir una
teoria cuantica que sea compatible con la teoria de la relatividad, algo que no ocurre
con la Mecanica Cudntica “clasica” basada en la ecuacion de Schrédinger. También se
discutiran varios aspectos relevantes relacionados con la ecuacién de Klein-Gordon y con
la ecuacién de Dirac en el marco de la Mecanica Cuéantica Relativista, asi como en la
Teoria Cuantica de Campos. Entre las técnicas usadas estan la teoria de representacion
de grupos, la teoria de distribuciones, el andlisis funcional y el analisis de Fourier.

Abstract

The objective of this work is to provide mathematical rigor to some of the concepts and
techniques used in Quantum Field Theory. In particular, it will be discussed how to build a
quantum theory which is compatible with the theory of relativity, something that does not
happen with the “classical” Quantum Mechanics based on the Schrédinger equation. Some
relevant aspects related to the Klein-Gordon equation and the Dirac equation will also be
discussed within the framework of Relativistic Quantum Mechanics, as well as Quantum
Field Theory. Among the techniques used are group representation theory, distribution
theory, functional analysis, and Fourier analysis.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

A physical law must possess
mathematical beauty

Paul Dirac

La fisica es wuna ciencia experimental que, par-
tiendo de observaciones de diversos fenémenos, cons-
truye un modelo matematico capaz de explicar di-
chos fendémenos, asi como predecir nuevos fenémenos.
En el camino de formalizar un nuevo modelo se pue-
den crear concepciones nuevas del universo, como su-
cedié con la relatividad general y especial de Eins-
tein o con la mecdnica cuantica en tiempos de Planck.
En numerosas ocasiones, este nuevo modelo requie-
re de nuevas técnicas matemadticas para poder traba-
jar con él. La fisica Newtoniana necesité del concep-
to de derivada, junto a la relatividad se desarrolld
la geometria no euclidiana y con la mecdnica cuanti-
ca se usé (entre otras cosas) el andlisis funcional,
y propicié el desarrollo de diversas teorias matemati-
cas.

Figura 1.1: Paul Dirac.

Atn asi, en primera instancia, el fisico no se suele preocupar por su rigor matematico: si
el modelo explica y predice fenémenos entonces el modelo es correcto, y los procedimientos
hechos lo son. Citando a Max Born (una de las mayores eminencias durante el nacimiento
de la mecanica cudntica) sobre la teoria matemética para matrices de dimension infinita
(o como él dice, formas de infinitas variables):

Hasta ahora, la teorfa de formas cuadraticas (o hermiticas) de infinitas va-
riables ha sido desarrollada principalmente en el caso especial de “formas aco-
tadas” [...], pero nuestro interés se centra en formas no acotadas. Sin embargo,
podemos asumir que las reglas principales funcionan de la misma manera.



Gracias a los trabajos de von Neumann (Mathematical Foundations of Quantum Me-
chanics, 1932), se consiguié construir un andlisis funcional para aquellas matrices (que
pasarian a llamarse operadores) y asi formalizar algunos de los aspectos matemaéticos de
la mecénica cuantica.

Otro ejemplo conocido es el de la delta de Dirac. En fisica se utiliza como una
“funcién” generalizada 0(z), la cual vale 0 en cualquier punto menos cuando x = 0, donde
(supuestamente) “vale” infinito. La definicién que se le suele dar es que su integral en
todo el espacio vale 1, fR §(x)dxr = 1, aun siendo nula en casi todo'. La delta de Dirac
nace de la necesidad en la fisica de trabajar con abstracciones, como puede ser una carga
o una masa puntual. De esta manera queremos que una carga ¢ no tenga dimensiones,
por lo que si tratdsemos de calcular una densidad de carga p (como se puede hacer con un
objeto real) nos encontrariamos con un problema grave. Por ello, se buscé una “funcién”
p(x) = ¢b(x) de tal manera que al integrarla en todo el espacio obtuviéramos nuestra
carga ¢. Con esto nacio la delta de Dirac, que al hacer la integral

[ otore= [ wstwrie=a [ swyir=q

obtuviésemos la carga ¢, pero que 6(x) fuese nula en casi todo. Una manera en la que
podemos entender la delta de Dirac en una primera aproximacién es definiendo una funcion
de la forma

A o] < 1
INGEE S

donde mantenemos un area constante a 1 (es decir su integral en todo el espacio vale 1)
pero cada vez concentra mas su peso alrededor de z = 0 al hacer tender A a 0, es decir,
il'mo ha(z) = 6(zx), por lo que

o

lim / f(z)ha(z)dz = f(0), V[ continua en R.
La teoria de distribuciones de Schwartz permitié formalizar la delta de Dirac como una

distribucidén, con la que tendria pleno sentido matemaético.

El objetivo del trabajo serd pues dar un soporte matematico riguroso a algunos aspec-

tos de la TCC.

1.2. Introduccion Historica

La mecéanica cuantica nacié a principios del siglo XX, en un intento de explicar fenéme-
nos como el efecto fotoeléctrico o la radiacion del cuerpo negro. Explicaremos brevemente
el primero de ellos.

!Sabemos que la integral de Lebesgue (o de Riemann) de una funcién nula en casi todo es nula siempre,
por lo que es imposible que exista una funcién que cumpla con esas condiciones.



Figura 1.2: Visualizacion del efecto fotoeléctrico.

El efecto fotoeléctrico ocurre cuando iluminamos un metal (las lineas rojas de la figu-
ra 1.2 simbolizan la luz incidente), el cual puede llegar a emitir electrones, dependiendo
de que tipo de luz le apliquemos. La particularidad de esto y su mayor dificultad para
explicarlo era que no dependia de la intensidad de la luz, sino de su frecuencia (o longitud
de onda). Es més, habia una barrera de longitud de onda que habia que sobrepasar para
poder comenzar a “arrancar” electrones, y conforme menor longitud de onda poseia la luz,
mayor energia cinética poseian los electrones, y conforme mas intensidad, mas cantidad
eran emitidos.

En 1905 Einstein propuso una solucién al problema, similar a la soluciéon que propu-
so Planck en 1900 para el problema de la radiacion del cuerpo negro: que la luz estaba
formada por pequenos corptsculos de energia llamados fotones. Los fotones llevarian una
energia directamente proporcional a su frecuencia, y con la experimentacion se comprobd
que dicha constante de proporcionalidad era justamente la misma constante que Planck
introdujo en sus trabajos sobre la radiacién del cuerpo negro h. Con esto y mediante la
experimentacion, Einstein propuso la siguiente ley, donde la energia cinética (méxima) de
los electrones seria K = hv — W, donde W}, es una constante que dependeria del material
y v la frecuencia de la luz. Ademads, el hecho de que la intensidad conlleva un mayor
numero de fotones incidentes es consecuente con el hecho de que a mayor intensidad sean
desprendidos mas electrones.

Este hecho y muchos otros (el cuerpo negro, la dualidad onda-corpusculo, la cuan-
tizaciéon de la energia, la estructura atémica...) llevaron finalmente al nacimiento de la
mecdanica cuantica, pero para ello se necesitaba una ecuacién de evolucién, como la que
tenemos en la mecanica clasica (Ley de Newton). Schrodinger propuso una ecuacion de
este tipo. No fue la primera de ellas pues Heinsenberg introdujo también ecuaciones de
evolucion mediante un formalismo matricial, pero la que se suele usar en mecanica cuanti-
ca no relativista (debido a su sencillez) es la ecuacién de Schrodinger.

La ecuacién de Schrodinger se postuld en 1925, siendo de la forma

Hy = ih%%

oy (1.2.1)



donde H = —R2A + V es el operador asociado al Hamiltoniano del sistema, donde A
denota el laplaciano y V' es un potencial que puede depender de la posicién y del tiempo.
Gracias a esta ecuacién se pudieron explicar una gran cantidad de fenémenos, como por
ejemplo el efecto tunel, el atomo de hidrégeno, los orbitales atémicos o las bandas de
energia entre otras cosas. La ecuacidn y sus soluciones dieron pie a la creacién de unos
postulados?.

Los postulados fueron introducidos por Paul Dirac entre 1925 y 1927 y mas tarde entre
1927 vy 1931 fueron tratados con un mayor rigor matemético por John von Neumann?.
Ambos se basaron en los trabajos de Schrédinger y Heinsenberg, asi como en los fenéme-
nos observados en los laboratorios para construirlos. Haremos una breve introduccion y

discusion de ellos:

1. A un sistema fisico se le puede asociar un espacio de Hilbert* adecuado, donde
cada estado® queda totalmente determinado por un vector del espacio (funcién de
onda) 1 normalizada, que puede ser funcién de 7 o 'y t, que son respectivamente
la posicion, el momento lineal y el tiempo. En el marco de esta discusion, cuando
hablemos de una funcién de onda, supondremos que nuestro espacio de Hilbert es
L%(V) con V una regién arbitraria, a menos que se especifique lo contrario.

2. Cualquier magnitud fisica A lleva asociada un operador hermitico del espacio de
Hilbert anteriormente descrito, A. Este operador se llama observable. Al aplicar el
operador sobre un estado v arbitrario, siempre obtenemos como resultado uno de
los autovalores « del observable. Para construir el observable, las variables 7y p
pasan a ser operadores R y 13, los cuales discutiremos mas tarde como actian sobre
una funcién. Esto conlleva a que cualquier magnitud A(7, p,t) clésica pase a ser un
operador A(ﬁ, P, t) (regla de cuantizacién). Los observables deberéan ser operadores
hermiticos, y si al usar la regla de cuantizacién no lo son, habra que modificarlos
para que lo sean.

3. El sistema obedece una ley de evolucion, dada por la ecuacion de Schrodinger:
Hy = ih%—lf. Donde el operador Hamiltoniano sigue la ley de cuantizacion dada en

el postulado 2, H = T(7,p,t) + U(7, p,t) — H = T(R, P,t) + U(R, P, t).

2Los postulados son, al fin y al cabo, hipétesis que tomamos como ciertas a partir de la observacién
experimental de los sucesos, tomados de la misma manera que por ejemplo los axiomas de los niimeros
reales. Si bien hay un sinfin de cosas que se pueden formalizar mateméticamente, los postulados nacen
de la experiencia. Estos tienen validez hasta que se observe lo contrario, pero al igual que con el resto de
fenémenos, las inconsistencias fisicas anaden conocimiento pero no lo quitan, tal y como la Relatividad
General no invalida por completo los resultados de la Ley de Gravitacién Universal de Newton.

3Para més informacién sobre los postulados y su nacimiento, ver The Principles of Quantum Me-
chanichs, P. Dirac 1930 y Mathematical Foundations of Quantum Mechanics, von Neumann 1932 y las
referencias citadas alli.

4Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial V dotado de un producto escalar (-,-) el cual es
completo con la norma inducida por el producto escalar. Para profundizar en los espacios de Hilbert y
sus propiedades, ver [4].

En fisica entendemos estado como un conjunto de magnitudes medibles (en mecénica clésica es la
posicién y la velocidad en un instante) que nos permite obtener toda la informacién sobre el sistema (e.g.
una particula) en cualquier instante de tiempo.



El primero de los postulados implica que el sistema viene totalmente determinado por
un vector de un espacio de Hilbert. Es comtn referirse a este, en vez de como funcién de
onda, como un “ket”. Un “ket” viene escrito como |¢)). También podemos definir el “bra”
(1|, el cual es un covector del espacio dual del espacio de Hilbert que al actuar sobre |¢) le
asocia el producto escalar® (1, ¢). De esta manera podemos reescribir el producto escalar
(¢,1) como (¢|1h). Bajo esta notacién, el adjunto de un ket [¢)) es el bra correspondiente

W)t = ().

El tercer postulado junto al primero implica que, al ser la derivada un operador lineal,
si dos funciones de onda son solucién de la ec. de Schrodinger, su suma también lo serd,
y que la combinacién de dos funciones de onda (debidamente normalizada) forma parte
del espacio de Hilbert. A esto se le llama principio de superposicién. Por otra parte, el
segundo postulado implica que, si un operador A tiene un conjunto completo de autofu-
ciones |¢,) con autovalores «, tenemos que cualquier elemento del espacio de Hilbert se
puede escribir como ) = > ¢4 |¢a)-

La discusion de los postulados y sus consecuencias son un tema de gran interés, pero
no son el objetivo de este trabajo. Para profundizar ver [3, §5].

Una ecuacion con la que trabajaremos bastante es la de continuidad. Para obtenerla
partiremos de nuestra ecuacién de evolucién (en este caso la ec. de Schrodinger (1.2.1)) y
la multiplicaremos por el bra (| por la izquierda

it vy = () 212, (12.2)

luego, conjugaremos la ecuacién (1.2.1) (recordemos que H es autoadjunto)

— (Y| ihH = gw’ (1.2.3)
y multiplicaremos a la derecha por el ket |¢))
~ 0
~ i) = 2y (12.4)
Si sumamos ambas ecuaciones llegamos a
o)  0(Y| 0
W1 ST ) = 2 i) =0 = o [l = o [dap. (29)

La ecuacién (1.2.5) implica que la norma de la funcién de onda 1 se conserva a lo largo
del tiempo. Definiendo p := [|?, le podemos dar la interpretacién fisica de la densidad
de probabilidad de que la particula esté en una posicion 7" en un instante ¢, para lo cual
se impone la normalizacion del estado.

SEl teorema de Riesz ([14, Teorema 3.8.1]) da una correspondencia entre las funciones del espacio de
Hilbert (es decir, su dual) y el producto escalar por algtin elemento del espacio de Hilbert.



A pesar de los éxitos de la ec. de Schrodinger, habia numerosos problemas que esta
formulacién del mundo cuantico era incapaz de explicar, o incluso era contradictoria. Por
ejemplo, esta descripcion es incapaz de explicar la creacion o aniquilacién de particulas,
fenémeno observado en la naturaleza. Tampoco es una ecuacion relativista, lo cual crea
un grave problema, pues la velocidad de un electrén orbitando rondard los 2,18 - 10%m/s,
velocidad que se acerca al limite relativista (v/c ~ 0,073, con lo que no se cumple que
v <L c).



Capitulo 2

Fisica Clasica Relativista

2.1. Relatividad Especial

Claramente, antes de poder hablar de la mecanica cuantica relativista hace falta ha-
blar de la mecénica cuantica no relativista (como ya hemos hecho) y de la relatividad
especial. La relatividad especial fue una teoria desarrollada por Einstein en 1905 (junto
a otros de sus trabajos), la cual explicaba los fendmenos observados en el electromagne-
tismo, donde la velocidad de la luz era una constante universal, la cual no depende del
sistema de referencia en la que se mide.

Primero definamos qué es un sistema de referencia, pues es una nocién fisica muy im-
portante. Un sistema de referencia no es ni mas ni menos que un sistema de coordenadas
donde en fisica tomamos medida de las posiciones y velocidades del sistema. Como sucede
en matematicas, la resolucién de diversos problemas se puede simplificar drasticamente
en la elecciéon de un buen sistema de coordenadas, pero si tenemos alguna ley de evo-
lucién (como la ley de Newton o la ec. de Schrodinger) necesitamos que esta no cambie
al cambiar de sistema de referencia. Al hecho de cambiar de un sistema de referencia
a otro se le llama transformacion. La primera reglas de transformacion de coordenadas
y velocidades las propuso Galileo Galilei, y poco a poco se formalizaron matematicamente.

Si tomésemos un sistema de referencia en el que el espacio es inhomogéneo! y anisétro-
po, tendriamos un problema grave, pues en tal sistema podriamos ver como las posiciones
de un objeto sin interacciéon no son equivalentes bajo la ley de evolucion, o peor, si
tomamos uno en el que el tiempo sea inhomogéneo, podriamos ver como un objeto sin
interacciones pasa del reposo al movimiento sin motivo alguno. Por suerte, podemos siem-
pre tomar un sistema de referencia donde el tiempo y el espacio sean homogéneos y, este
ultimo, isétropo. A un sistema de referencia con esas condiciones se le llama sistema de
referencia inercial.

La consecuencia de la existencia de un sistema de referencia inercial es que, en él,
un cuerpo sin interaccién ninguna moviéndose a una velocidad v seguird moviéndose con

'Recordemos que homogéneo significa que es equivalente en todas las posiciones (o instantes) e isétropo
que todas las direcciones son equivalentes (como en el espacio que no hay arriba o abajo).



la misma velocidad siempre. Esto es conocido como el principio de inercia de Newton
(va formulado en su tiempo por Galileo). Por otra parte, si tomamos nuestro sistema
de coordenadas moviéndose con velocidad v, veriamos al cuerpo en reposo. Por tanto, si
tenemos unas coordenadas en el primer sistema (x, y, z,t) y pasamos al otro, estas deberdn
de transformarse de tal manera que la posicion del cuerpo no varie. Para esto necesitamos
que:

T x—vl, y— y—uvt, z— z—uvt, t— 1,

donde ¥ = (v,, vy, v;). A las transformaciones de este tipo se les llama transformaciones
Galileanas, y forman un grupo de transformaciones sobre el cual se estructura toda la
mecénica clasica (que no trataremos aqui). A pesar de los grandes éxitos de estas trans-
formaciones, en el siglo XIX se empez6 a desarrollar el electromagnetismo, y en él se vio
como la velocidad de la luz era en efecto una constante universal, cuyo valor no dependia
del sistema de referencia usado, con un valor aproximado de ¢ = 3 - 10%m/s. Hasta es-
te momento no habia grandes problemas con las transformaciones Galileanas, pero esto
ultimo lleva a una gran contradiccion. Segiun Galileo, si tomédsemos un nuevo sistema
de referencia moviéndose a una velocidad v en la misma direcciéon que la luz, constante
respecto al sistema en el que se midié la velocidad de la luz (supongamos que la luz y el
nuevo /sistema se mueven ambos en direccién z), la velocidad de la luz cambiaria como
dx dx—uvdt

= G- = "% = c—w, por lo que al cambiar de sistema de referencia cambiarfamos la

velocidad de la luz. Una discusién de este problema se puede encontrar en [1, §6].

Por tanto, Einstein propuso en 1905 una nueva ley de transformacién, basada en dos
postulados. El primero de ellos es salvar el antiguo, todo sistema inercial debe ser fisica-
mente equivalente, pero el segundo trafa algo nuevo consigo: la velocidad de la luz es una
constante universal que no depende del sistema de referencia.

Solo con esto es posible deducir las ecuaciones de las nuevas transformaciones (llamadas
transformaciones de Lorentz). Una deduccion rigurosa de ellas se puede encontrar en
[9, §12], nosotros simplemente nos quedaremos con el resultado. La transformacion general
de Lorentz es muy compleja para trabajar con ella, por lo que nos restringiremos al caso
de un sistema S’ moviéndose a una velocidad v respecto a otro S en la direccién x. En
este caso, las transformaciones de Lorentz tienen la forma:

1
x = 2(x—vt), Yy =y, =z,

-5

: (2.1.1)
= (t— —x)

1—2 &/



y sus transformaciones inversas:

1
r=—r—= (' +vt"), y=vy, z2=72,
’U2
2
, . (2.1.2)
NS
v2 C
T2

1

2
v
-5

pecto a las transformaciones galileanas es clara: el tiempo y el espacio son relativos
(dependen de la velocidad). Otra consecuencia de esto es que las velocidades se miden de
manera distinta. Sea un cuerpo moviéndose a velocidad u en direccién x desde el sistema
de referencia S, esto quiere decir que Cfi—f = u, pero también nos podemos preguntar acerca
de la distancia que el cuerpo ve que recorre por unidad de tiempo propio. El tiempo
propio se define como el tiempo que observa un cuerpo en un sistema de referencia que
se mueve junto a él (moviéndose con su misma velocidad y direccién). Por tanto, % =,
donde 7 es la velocidad propia. Por otra parte, se puede demostrar que el tiempo se dilata,

con t' = %t (basta poner 2’ = 0 en (2.1.2). De aqui sacamos que 7 = 7% = Yyu.

Por acortar notacion, al término se le suele denotar . La mayor diferencia res-

Ahora introduciremos lo que en fisica se conoce como la notacion covariante, de
gran utilidad a la hora de tratar con problemas relativistas, ya que acortan la escritura.

2.1.1. Notacion covariante-contravariante

En fisica se llama cuadrivector posicion a un vector de cuatro componentes de la
forma X = (2 2!, 22 23). Hay diversas convenciones, pero por seguir una definiremos
la primera componente como la temporal, y los indices ¢ = 1, 2,3 como las componentes
espaciales, esto es, una particula en una posicién (x,y, z) en el instante ¢ tendrd un cua-
drivector posicién (en relatividad especial) definido como X = (¢t, z,y, z) donde c es la
velocidad de la luz.

Cuando queramos referirnos a la componente p-ésima de un cuadrivector la denota-
remos X* en forma contravariante. En este espacio definimos la métrica pseudoeuclidea?
g;; COmo:

gi; =0parat#j, ¢giu=1, ¢;=—1parai#]1, 1,7 =0,1,2,3. (2.1.3)
De esta manera, el producto escalar de dos vectores estd definido® como
3
(X, Y)=X"(g;)Y = > guX'Y" =g, X'Y" (2.1.4)
w,v=0

2Una métrica pseudoeuclidea g(p,q) es una forma bilineal indefinida (que toma valores positivos y
negativos) la cual puede ser representada por una matriz invertible que en un sistema de coordenadas
que la diagonaliza tiene p elementos positivos y ¢ elementos negativos. Mds detalles sobre las herramien-
tas de geometria que usaremos en el trabajo se pueden encontrar en Geometria Moderna. Métodos y
Aplicaciones, B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S. P. Novikov, 2000.

3Formalmente no es un producto escalar, pues (X,X) puede ser negativo al estar en un espacio
pseudoeuclideo, pero abusaremos de notacién y lo llamaremos producto escalar por conveniencia.



donde g = (g;;) denota la matriz formada por los elementos (2.1.3), y en la dltima igual-
dad hemos usado la notacion de Einstein, en la que sumamos los indices que se repiten
arriba y abajo. A menos que indiquemos lo contrario, estaremos usando la notacién de
Einstein desde este momento. Esta métrica se denomina métrica de Minkowski. Por
conveniencia y para no usar la notacién métrica (més larga) denotaremos al producto
escalar como la contraccién de cuadrivectores. (X,Y) = X*Y, donde el cuadrivector
covariante X, se define como X = (2, —z', —z* —z%), 0 lo que es lo mismo, X* = ¢, X,
(donde estamos usando la notacién de Einstein).

Debido a las reglas de transformacion de los vectores del espacio y de la métrica, se
puede demostrar que la contraccién de dos cuadrivectores es invariante ante transforma-
ciones del espacio.

A continuacién construiremos el cuadrivector velocidad U. Esta velocidad se debe re-
ferir al tiempo propio del sistema, debido a dos razones. La primera se debe a la alta
complejidad de las reglas de transformacién de la velocidad usual @ de un objeto, que
complica de sobremanera la descripcién. Por otra, al ser un cuadrivector, sigue las leyes
de transformacién de Lorentz (como veremos més adelante) y por ende, ante una trans-
formacién, su médulo es invariante. Por tanto,

dX  (dt,dx,dy,dz) (dt dv dy dz) .
U= E - dr - (Ev%7%7% - (70777)7 (215)
donde 7 es el tiempo propio. Podemos comprobar facilmente que la contraccion U*U,, =
U? = %, la cual claramente es invariante. A partir de la velocidad podemos definir

el cuadrivector momento lineal (o momento). Lo haremos de la manera usual, que es
multiplicar la velocidad por la masa.

P = mU = (yme, m7). (2.1.6)

Se puede probar que la primera componente es ymc = E/c. Por tanto tenemos un nuevo
cuadrivector P = (F/¢, p), donde p'= mij. Nétese que

E2
PP, = = —p? = m2U“Uu =m?c* —» E* = p* + m?c,

la cual es expresién relativista de la energia, que en reposo (p = 0) se reduce a la famosa
ecuaciéon E = mc?. También se puede demostrar que en el limite no relativista (v < c),
recuperamos la expresion clasica de la energia cinética.

Ahora mostraremos que las transformaciones de Lorentz forman un grupo: El grupo
de Lorentz. Las transformaciones vistas en (2.1.1) y (2.1.2) se pueden escribir en forma
matricial como:

x vy =2y 00 To
2|l | -% v 00 T
] | 0 0 1 0 x|’ (2.1.7)
xh 0 0 01 T3



donde hemos usado que (zg, 1, T2, x3) = (ct, z,y, 2).

Como vemos, la transformacion se puede escribir como una matriz 4 x 4. A esta matriz
la denotaremos por A, y para referirnos a sus componentes, A*,, donde el indice p ha-
ce referencia a las filas y el indice v a las columnas. Analicemos algunas de sus propiedades.

Definimos el grupo ortogonal generalizado O(p, ¢) como el grupo de Lie* de matrices de
las transformaciones lineales de un espacio vectorial real n-dimensional que deja invariante
a una forma bilineal no degenerada y simétrica g(p, q). SO(p, q) es el subgrupo de O(p, q)
formado aquellos elementos con determinante 1. La invarianza de g(p,q) se traduce en
que dado un elemento A € O(p, q), ATg(p,q)A = g(p,q). Veamos que las matrices de las
transformaciones Lorentz y la métrica de Minkowski satisfacen esta definicion.

vy =%y 00 1 0 0 0 v -2y 00
-2y v 00 0O -1 0 0 -2y v 0 0] _
0 0 10 0 0 -1 0 0 0 1 0|

0 0 01 0 0 0 -1 0 0 01

P-59? -2 0 0 1 0 0 0 (2.18)

_[PeE-y Z -4 0 0| _ [0 -1 0 0

0 0 -1 0 0O 0 -1 0

0 0 0 —1 0 0 0 -1

Ahora bien, no es complicado demostrar que, sustituyendo v = 0 en (2.1.7), tenemos
la transformacién identidad (o lo que es lo mismo, la matriz identidad). De la ecuacién
(2.1.8) es sencillo demostrar que det(AT)det(g)det(A) = det(g) = 1 — det(A)> = 1 —
det(A) = £1 # 0, donde hemos usado que el determinante de un producto de matrices
es el producto de los determinantes, que la matriz traspuesta comparte determinante con
la matriz original y que el determinante de la métrica es -1. Con esto queda demostrado
que A es invertible. Finalmente se puede demostrar que dadas dos trasformaciones su
producto también es una transformacion de Lorentz, o lo que es lo mismo, que forman
un grupo bajo la multiplicacién. Basta operar de la misma manera vista en (2.1.8) con
dos elementos A; y Ay del grupo: ALATgA 1Ay = ATgAy = g, luego AjAy es una matriz
que pertenece al grupo. Por tanto, tenemos que todas las transformaciones de Lorentz
(también con los ejes y y z y en direcciones arbitrarias), forman el grupo O(1, 3).

2.1.2. Grupo de Lorentz
Llamaremos a O(1, 3) grupo de Lorentz

Observacién 2.1.1. Podemos descomponer el grupo de Lorentz en dos subgrupos, el
SO(1,3) y su complementario, formados por aquellas matrices con determinante 1 o -1
respectivamente. En fisica se les da el nombre de transformaciones propias o impro-
ptas, pues las propias mantienen la orientacion del sistema mientras las impropias lo

4La definicién de grupo de Lie de matrices la daremos més adelante. Por ahora solo nos interesa la
estructura de grupo. Esto es, que exista una operacién (en este caso la multiplicacién), que exista un
elemento identidad, que exista el elemento inverso y que la operacién sea cerrada.
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invierten (como una reflexion). Ademds se le llama transformacion ortécrona a aquellas
que tienen el elemento (1,1) no positivo, y no ortécrona a los que lo tienen negativo, pues
las ortocronas mantienen el sentido del tiempo, mientras que las no ortécronas lo invier-
ten. Hemos de recordar que en fisica, bajo ciertas condiciones, ver a un objeto moverse
en sentido positivo del tiempo es indistinguible de verlo en sentido opuesto

Se puede demostrar, con las propiedades de los determinantes usadas antes, que las
transformaciones propias y ortécronas forman un subgrupo. A este grupo se le suele de-
notar SO (1, 3), aunque por abuso de notacién también se denota SO(1,3). Este grupo se
conoce como el grupo propio de Lorentz. Antes de continuar haremos un breve comentario
sobre el desarrollo en potencias de una funcion.

Una funcion f : C — C se dice analitica si se puede desarrollar en serie de potencias
en torno a cualquier punto xg, es decir:

o0

f(z) = Zak(x —x0)¥, Vo € C.
k=0
Entonces definiremos una funcién de matrices® f : GL(n; C) — C como:

o0

FA) = a A", (2.1.9)

k=0

donde se puede demostrar que la serie converge en la norma® || (a;;) |a = méx;; |a;| si
la funcion f es analitica.

Estudiemos los generadores del grupo SO(1, 3).

Comencemos con el caso de un giro tridimensional R(p) respecto a un eje arbitrario
que denotaremos por z. Sea R(p):

cos(p) —sin(p) 0
R(p) = | sin(p) cos(p) 0],
0 0 1

si ¢ < 1podemos tomar un desarrollo en serie de potencias de R(yp):

dR
R(p) =1 —iX3p + o(¢”), —iX3 = % : (2.1.10)
=0

donde 422 — <M> . Haciendo un calculo directo, vemos que
ij
1 0 —i 0

—iX3 = —-Xs=1[7 0 0
0 0 0

S = O
o O O

0
0

SRecordemos que GL(n;C) es el grupo de matrices invertibles n x n con entradas complejas.
5Hay muchas normas matriciales distintas, pero las més usadas suelen ser equivalentes entre ellas.
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De la expresién es directo deducir que la matriz X3 es hermitica y de traza’ nula.
Definimos la exponencial mediante la serie de potencias (2.1.9):

o0 o0

— X — "X”
exp (—ipXs) Z ipXy)" Z i) (2.1.11)

Por otra parte, usando que X2 = I, podemos ver como la serie (2.1.11) se divide en dos
series convergentes conocidas, la del coseno y la del seno:

e 2n+1

_Z _Z . .
Z 22; Z 27:: il X5 = cos(p)l — iX3sin(p) = R(yp). (2.1.12)

n=

Procediendo de manera analoga para los giros alrededor de los ejes x e y obtenemos:

0 0
Xi=[00 —i| xX,= 0 (2.1.13)
0 i 0

o O O

Estas tres matrices forman los generadores de las rotaciones del espacio tridimensional,
con las que podemos comenzar a construir los generadores de las transformaciones del
espacio-tiempo dadas por las transformaciones de Lorentz. Primeramente construiremos
las rotaciones (puras) del espacio. Por construccién, las rotaciones puras dejan invariante
el tiempo, por lo que las construiremos anadiendo una fila y columna de ceros en las
matrices (2.1.13). Usaremos el mismo nombre para referirnos a estos

000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 0 0 0 i 00 —i 0

Xi=1to 00 =il *=1o 0o 00l ™ |oi o o (21.19)
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0

A continuacion tendremos que construir el generador de las transformaciones de Lo-
rentz. Para ello primero haremos un cambio de variable. Introduciremos una variable £ tal
que® v = cosh £, o equivalentemente, ¢ = tanh . Con esto, la expresion (2.1.7) se puede

reescribir como:
coshé  —sinhé 0 0
—sinhé  coshé 0 0
A(g) = 0 0 Lol (2.1.15)

0 0 01

Procediendo como en el caso de los giros pero con la transformacion A(€), obtenemos:

0 -1 0 0
MO =T Mg +o(@) » —ivi = T8~ [TH R 21
0 \o 0 00

"Recordemos que la traza de una matriz es la suma de los elementos en su diagonal.
8Recordemos que 7 es el factor de Lorentz introducido al inicio de §2.1
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donde Y] es el generador buscado para la transformacién de Lorentz en el eje x. Repitiendo
el proceso para el resto de las transformaciones en los ejes y y z, podemos obtener el resto
de generadores:

0 —i 0 0 000 O
— 0 0 0 000 0
Bi=Yi=14 ¢ ¢ ol Si=X=1g 00 =i |
0 00 00 i 0
0 0 —i 0 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 i
K:=Y2=| o 4 ol h=X=10 0 0ol (2.1.17)
0 0 0 0 — 0 0
0 00 —i 00 0 0
0 00 0 00 —i 0
Ks=Ys=1¢ 00 o] Bi=Xs=1o i 0 o0
— 00 0 00 0 0

Por tanto, cualquier cambio de coordenadas que sea un giro o una transformacién de
Lorentz podremos escribirla como

A =exp (—i Z(&KZ + goiJi)> ) (2.1.18)

i=1
El célculo de como una transformacién de Lorentz arbitraria se pueden escribir como

una exponencial exp (—i§K) es andlogo al caso del giro visto en (2.1.11).

Un célculo directo muestra que se tienen las siguientes relaciones de conmutacién:

(X, X;] = i€ X,
[Xz',y}] = iﬁijkYk,

. 2.1.19
D/;JY]] - _Zeiijka ( )
XY = 07
donde el operador conmutador (o conmutador) |-, -] estd definido como:
[A, B] = AB — BA, (2.1.20)

para dos matrices’ A, B, y el término € se conoce como el simbolo de Levi-Civita, el
cual vale 1 para una permutacién par de los elementos i, j, k, —1 para una permutacion
impar de estos, y 0 en el caso de que algin indice se repita!®.

9Nuestra definicién de conmutador se ha hecho para matrices, pero la podemos extender a dos opera-
dores A, B de una manera sencilla: [A, B] (z) = A(B(z)) — B(A(x)).

10 Algunos ejemplos de esto son: €112 = 0, €123 = 1, €130 = —1. Este simbolo es muy usado dentro de
la fisica por su facilidad para escribir las relaciones de conmutacién, asi como su estrecho lazo con el
producto vectorial.
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2.1.3. Grupos de Lie de Matrices y algebras de Lie

Un algebra de Lie es por definiciéon un espacio vectorial g sobre un cuerpo K con una
operacion [+, -] : gxg — g, la cual satisface la identidad de Jacobi: [ X, [Y, Z]|+|Z, [X, Y]]+
Y, [Z, X]] = 0. El conmutador (2.1.20) la satisface:

(X, [V Z)| + 2, [X. Y]]+ [V, [Z,X]] =

— (X, YZ] - [X,ZY]+ (2, XY = [2,YX]|+ Y, ZX] - [V, X Z] =

= XYZ-YZX —XZY + ZYX + AXY — XYZ — ZY X+
‘YYXZ+YZX - ZXY ~YXZ + XZY =0.

(2.1.21)

Bajo esta definicién, el conjunto de las matrices {X;, Y;} definidas en (2.1.17) junto al
conmutador forman un algebra de Lie. Por definicion, el dlgebra de Lie g asociada a un
grupo de Lie de matrices G es el conjunto de elementos X € G tales que !X € G, Vt € R.

Un grupo de Lie de matrices es un subgrupo G de GL(n;C) tal que si existe una
sucesion A,, de matrices en G y A,, converge a cierto A en el sentido de las matrices!!,
entonces o bien A € GG o bien A no es invertible, o lo que es lo mismo, que G sea un
subgrupo cerrado de GL(n;C). A continuacién probaremos una serie de propiedades de
las dlgebras de Lie. Los siguientes teoremas, proposiciones y lemas estan tomados de [11].

Teorema 2.1.2. Sea G un grupo de Lie de matrices y g su dlgebra de Lie asociada. Si
X e Y pertenecen a g entonces:

1. AXA 7t egVAed,
2. sX egVseR.

3. X+Y eg.

J. XY —YX €g.

Demostracion. La propiedad 1 es directa conociendo que dadas matrices A, C' con C' in-
vertible, la exponencial ¢€4¢7" = CeAC~!. Se puede demostrar esto usando series de
potencias, pues (CAC™1)" = CA"C~!. Con esto y la definicién (2.1.9), nos queda que
et AXAT — 4etX A1 € G. (Recordemos que G es un grupo de Lie de matrices).

La propiedad 2 es directa de la propia definicién, pues el producto de dos numeros
reales es real y por tanto e'*X = "X € G pues r = st € R.

La propiedad 3 hace uso del siguiente teorema cuya demostracién se puede encontrar
en |11, Teorema 2.11]:

Teorema 2.1.3. Para cualquiera dos matrices X e Y n xn de entradas complejas, tene-
mos que

e = lim <e%e%> : (2.1.22)

m—o0

1Es decir, con la norma || - |-
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Con esto tenemos que

et(X+Y) 6tX/m6tY/m)m'

= lim (
m—00
Por las propiedades de la matriz exponencial en un grupo de matrices de Lie, la matriz
(etX/metY/mym pertenece a G para cualquier m. Como e'X/™eY/™ es invertible (producto
de matrices invertibles), y el limite también es invertible, pues e*4 es invertible para todo

z € C y para toda matriz A € GL(n;C), por definicién de grupo de Lie tenemos que
et(XJrY) cq.

Finalmente nos queda probar la propiedad 4. Esta hace uso del siguiente lema:

X

Lema 2.1.4. Sea X una matriz n x n compleja. Entonces e* es una curva suave en el

espacio de matrices n X n complejas y:

ietX — XetX —_ €tXX,
dt

y ademas

Esquema de la prueba. Esta se basa en que una serie de potencias de niimeros reales
puede ser diferenciada en su intervalo de convergencia (teorema conocido del andlisis real),
por lo que teniendo en cuenta que elemento a elemento de la matriz tenemos una serie
de potencias en ¢, (tX;;), podemos diferenciar componente a componente, con lo que ob-
tendriamos el resultado. La escritura formal de la prueba es compleja y no aporta nada
al desarrollo. Una demostracién se puede encontrar en [11, Proposicién 2.4].

Con el lema en mente basta tomar:

%@“Y@*ﬂ = (XY)e" + (V) (-X) = XY - YX,
t=0

donde hemos hecho uso de la regla del producto de diferenciacién de matrices (AB)" =
A'B+ AB'. Finalmente queda remarcar que e/XYe X € g por el punto 1. Luego, teniendo
en cuenta la definicién de la derivada'?:

XV, —hX
XY - VX = lim 1€ Y
h—0 h

que, por las propiedades 2 y 3, tenemos que g es un subespacio real de las matrices n X n

de entradas reales, y por ende cerrado, y por tanto XY — Y X pertenece a g. O
12A1 igual que en el andlisis real, definimos la derivada de una funcién matricial X (x) como X'(x) =

lim X(x+h}37X(:r).

h—0 )

16



De las relaciones de conmutacion (2.1.19) podemos sacar varias conclusiones. La pri-
mera es que la operacion de giros X; con el conmutador es cerrada, por lo tanto, forman
un subalgebra de Lie. Una subalgebra de Lie h € g se define como un &lgebra de Lie
tal que dados dos elementos Ay, Ay € b, [A, As] € . Otra conclusion directa es que las
transformaciones de Lorentz no forman una subélgebra respecto a la conmutacién (co-
mo vemos en la pentltima ecuacién de las relaciones (2.1.19)). Finalmente, si definimos
X+ = %(X + 1Y) obtenemos unas nuevas relaciones de conmutacién:

(X5, X = e Xy,

AR
(X X;] = ienXy (2.1.23)
[xr.x7] =0,

que no son ni mas ni menos que las relaciones de conmutacion que definen el algebra de
Lie su(2) correspondiente al grupo SU(2), grupo de las matrices unitarias de dimensién
2 x 2 y con determinante 1. Los generadores de su(2) son

L(i 0 170 i 10 -1
El_i(() —i)’E2_§<z' 0)’E3_§<1 0)’

los cuales satisfacen las relaciones de conmutacién (2.1.23). Por tanto, podemos construir
un homomorfismo entre el conjunto de las matrices X;™ (X;) y los generadores de su(2).
Como identificamos una base (generadores) con otra, tenemos un isomorfismo de algebras
de Lie, y por tanto so(1,3) = su(2)c @ su(2)c. Se puede demostrar que su(2)¢ es isomorfo
al algebra de Lie sl(2; C), que es el dlgebra de Lie de matrices 2 x 2 de entradas complejas
con traza nula y el conmutador (2.1.20). Entonces, so(1,3) = sl(2;C)® sl(2;C). Por lo
tanto, el algebra de Lie de las transformaciones de Lorentz y los giros del espacio es el
algebra de Lie de SL(2; C)® SL(2; C), es decir, el de las matrices 2 x 2 con entrada com-
pleja y determinante 1.

Cabe destacar que su(2)c es la complejificacion del dlgebra su(2), donde la comple-
jificacién consiste en introducir combinaciones lineales de la forma X + Y con X e Y
elementos de su(2) y extender la operacién [, ]. Una discusién en profundidad de la com-
plejificacién y sus propiedades se puede encontrar en [11, §3.6]. Otro teorema interesante
es el siguiente:

Teorema 2.1.5. Sean Gy H grupos de Lie de matrices, cuyas dlgebras de Lie son res-
pectivamente g y . Sea ® : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces, existe
una unica aplicacion real y lineal ¢ - g — b tal que:

P(e™) = 2, (2.1.24)
para cualquier X € g. La aplicacion ¢ cumple con las siguientes propiedades:
1. $(AXA™) = D(A)p(X)P(A™Y) para X egy AeG.
2. ¢([X,Y]) = [¢(X),06(Y)], VXY €g.
3. ¢(X) = Ld(eN)|mp VX € g.
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El reciproco también es cierto, pero bastante mas complejo de demostrar. La demos-
tracién puede verse en [11, §5.7].

Para demostrar el teorema 2.1.5, deberemos de hacer uso del teorema siguiente, cuya
demostracién se puede encontrar en |11, Teorema 2.14]:

Teorema 2.1.6 (Subgrupos uniparamétricos). Sea A(t) un subgrupo uniparamétrico de
pardmetrot de GL(n;C), entonces eziste una unica matriznxn de componentes complejas
X tal que

At) = e,

Demostracion teorema 2.1.5. La prueba es muy similar a la realizada para el teorema
2.1.2. Para ello, debemos de tener en cuenta que, por definicién, ® es un homomorfismo
continuo de grupos, y como por estar X en g, tenemos que X estd en GG para cualquier ¢
real, entonces tX forma un subgrupo uniparamétrico de H. Con esto y usando el teorema
2.1.6, tenemos que, para cada X € (G existe una tnica Z € H tal que

() = €.

Por lo tanto, basta definir ¢(X) = Z. Tomando ¢ = 1 vemos que recuperamos la ecuacién
(2.1.24). Para demostrar que es lineal volvemos a hacer uso del teorema 2.1.22. Con esto,
usando (2.1.24) y la continuidad del homomorfismo de grupos, tenemos que

€t¢(X+Y) :CI)< lim <€tX/netY/n)n)
n—o0

= Ifm (®("/") (/™)
n—oo
— lim (€t¢(X)/net¢(Y)/n)n

n—oo

) +6(Y)

)

y, finalmente, haciendo uso del Lema 2.1.4 y diferenciando para t = 0, obtenemos la li-
nealidad. La demostracion de la unicidad es directa haciendo uso del Lema 2.1.4.

Demostrado esto, basta con usar el teorema 2.1.2 para las matrices ¢(X) y ¢(Y') para
probar las propiedades 1 y 2, y para la tercera hacer uso de lema 2.1.4. O

2.1.4. Representacién del grupo de Lorentz so(1, 3)

Para acabar, estudiaremos las representaciones de so(1,3), y para ello veremos las de
sl(2; C), pues como ya comentamos, ambas algebras son isomorfas. Primero definamos qué
es una representacion de algebras de Lie.

Dados un grupo de Lie de matrices G y un espacio vectorial V' complejo, definimos
una representaciéon compleja finita al homomorfismo de grupos de Lie II:

I: G — GL(V),
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donde GL(V) es el grupo de las matrices n x n de entradas en V, siendo n = dim (V).

De la misma manera, definimos la representacién de un algebra de Lie g como un ho-
momorfismo 7 entre g y gl(V), siendo este tltimo el espacio de todos los endomorfismos
de V', que con el operador conmutador forman un dlgebra de Lie.

Una representacién de un grupo la podemos entender como una aplicaciéon que a cada
g € G le asigna una aplicacién [I(g) € GL(V). Por tanto la representacién actia sobre
el espacio vectorial como II(g)(v),v € V, aunque se suele escribir II(g)v. Un ejemplo
de representacion es asignarle a cada g € G el operador identidad definido en GL(V).

Otro ejemplo de representacion menos trivial seria el siguiente: sea g € Gy X € g,
definimos la aplicacién Ady : g — g como

Ad,(X) =gXg* (2.1.25)

con la que definimos la representacién Il : G —GL(g) como g —Ad,.

Una proposiciéon importante es la siguiente.

Proposicién 2.1.7. Sea G un grupo de Lie de matrices y su dlgebra de Lie g y sea I1
una representacion de G sobre V. Entonces existe una unica representacion m de g sobre
V' definida como

[(e™) = e™ X)),

para cualquier X € g. También se puede escribir como

d
—HES)
di o

y cumple con que T(AX A™) = TI(A)r(X)II(A)~.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion es una consecuencia del teorema 2.1.5
y también se puede probar que 7 es una representacién a partir de la definicién. O

(X)) =

Un subespacio W se dice invariante para una representacion 7 si la representacion
actia sobre él como 7(X)w € w,Vw € W. Una representacién se dice irreducible si los
tinicos subespacios invariantes son los triviales {0} y V.

Proposicién 2.1.8. Sea g un dlgebra de Lie y gc su complejifiacion. Entonces cualquier
representacion compleja finito dimensional ™ de g tiene una unica extension a gc, deno-
tada del mismo modo. Ademds, T serd irreducible en gc sty solo si lo es para g.

La extension viene dada como w(X + 1Y) =7(X) +in(Y) para X e Y en g.

Una demostracién de la proposicién se puede encontrar en [ 1, Proposicién 4.6]. Gra-
cias la proposicién 2.1.8, dada una representacion de su(2) podremos realizar una exten-
sién a sl(2; C), pues hemos discutido ya que sl(2;C) = su(2)c. En el siguiente teorema
veremos que todas las posibles representaciones de la misma dimensién de sl(2;C) son
isomorfas entre ellas, y construiremos una representaciéon de su(2), con lo que habremos
construido todas las representaciones de sl(2; C).
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Teorema 2.1.9. Para cada entero m > 0, existe una representacion irreducible de sl(2; C)
de dimension m—+1. Cualesquiera dos representaciones de sl(2; C) de la misma dimension
son isomorfas. Si w es una representacion irreducible de sl(2;C) de dimension m + 1,
entonces es isomorfa a la representacion m,,, donde T, estd definida como

(T(X)f)(2) = % Fe™2) ovxe su(2), (2.1.26)

la cual es una posible representacion de su(2). En (2.1.26), f es un polinomio de grado
m de dos componentes z = (z1, 29) € C%.

Este teorema ademas demuestra que las representaciones de su(2) y sl(2; C) son iso-
morfas. Los generadores de sl(2; C) vienen dados por las matrices:

O (o () 1)

que satisfacen las siguientes relaciones de conmutaciéon

[H, X] =2X,
[H,Y] = -2V,
[X,Y] =H.

Proposicion 2.1.10. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional complejo, A, B, C' tres
operadores de 'V, los cuales satisfacen las relaciones de conmutacion (A, B] = 2B, [A,C| =
—2C y [B,C] = A, entonces la aplicacion 7 definida como m(H) = A,w(X) = B,n(Y) =
C, con X,Y, H definidos en (2.1.27) es una representacion de sl(2;C) sobre V.

Para demostrar el teorema 2.1.9, haremos uso del siguiente lema.

Lema 2.1.11. Sean H,X,Y definidos en (2.1.27) y u una autofuncion de w(H), con
autovalor o € C. Entonces

7(H)m(X)u =(a + 2)7(X)u,
7(H)m(Y)u =(a — 2)7(Y)u,

yobienm(X)u (m(Y)u) es 0, o bien m(X)u (m(Y)u) es un autovector de w(H) de autovalor
a+2 (a—2).

Demostracion. Sabemos por la linealidad de la representacion que [7(H), 7(X)| = n([H, X]) =
27(X). Por ende,

m(H)m(X)u =n(X)r(H)u + 27(X)u
=ar(X)u + 27(X)
=(a+ 2)m(X)u.

La prueba para m(Y") es totalmente analoga. O
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Demostracion teorema 2.1.9. Sea 7 una representacion irreducible de sl(2; C) en V espacio
vectorial complejo de dimensién finita. Al estar en C, sabemos que 7(H) posee por lo
menos un autovector. Sea u dicho autovector y su correspondiente autovalor a. Usando
el lema 2.1.11 sucesivas veces obtenemos:

m(H)m(X)*u = (o + 2k)7(X)*u,

pero como en un espacio de dimension finita, un operador no puede tener infinitos autovec-
tores, necesitamos que exista cierto N € N tal que 7(X)Yu # 0 y que 7(X)¥ 1y = 0. Por
lo tanto, escribiendo uy = m(X)Yu y A = a + 2N, entonces 7(H)ug = Aug y 7(X)ug = 0.

Ahora bien, si definimos uy, = 7(Y)*ug, para k > 0, por el lema 2.1.11, tenemos que
m(H)ug = (A — 2k)uy.
Con esto ultimo se puede deducir que
T(X)ur = k(A — (k— 1D)up—y (K>1), (2.1.28)

y por la misma razén de antes, debe de existir un m tal que uy # 0 para k < m y que
Ums1 = 0. Por esto y por la ecuacién (2.1.28), tenemos que

0=7m(X)ums1 = (m+ 1)(A — m)uy,.

Como u,, vy m + 1 son distintos de 0, tenemos que A = m. Por lo tanto, para cual-
quier representacién que tengamos, existird un entero m no negativo tal que existiran
Ug, ---y Uy, 7 0 que cumplen:

w(H)u =(m — 2k)uy,

i k<
m(Vyue =4 FC T
0 sik=m, (2.1.29)

P (XY = {k(m — (k=1 sik>0,

0 sik=0.
De (2.1.29) se deduce que existen m + 1 uy autovectores de w(H) correspondientes a
autovalores distintos, que al ser linealmente independientes forman una base del espacio
(m + 1)-dimensional formado por las combinaciones lineales de los {uy}, el cual es inva-
riante ante las acciones de m(X),7(Y) y n(H), y, por tanto, bajo cualquier accién m(Z7)
con Z € sl(2;C). Como hemos supuesto que 7 es irreducible, y existen elementos no nulos
en el espacio invariante, el espacio creado por los {uy} tiene que ser todo V.

Es mads, si definimos una representacién = como (2.1.29), con los {uy} la base del
espacio vectorial V', se puede probar por célculo directo que 7(X), n(Y'), 7(H) satisfacen

las relaciones de conmutacién de sl(2; C), y por ende son una representacion.

Por el desarrollo que hemos hecho, hemos visto que cualquier representacion irre-
ducible de sl(2;C) es de la forma (2.1.29), luego si tienen la misma dimensién, seran
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isomorfas. Finalmente, veremos que una posible representacién de sl(2; C) es la que satis-
face la ecuacion (2.1.26). Basta con ver que la aplicaciéon II de SU(2) sobre C* definida
como II(U)f = f(U'2),z € C? es en efecto una representacion de SU(2), y por tanto,
la representacién de su(2) se puede escribir como (2.1.26) gracias a la proposicién 2.1.7.
Un desarrollo méas completo de las representaciones Il y 7, se puede encontrar en [11, p.
82]. Como suc(2) = sl(2;C), y podemos extender a la complejifiacion de su(2) la repre-
sentacién m,,, vemos que una posible representacién de sl(2; C) es la misma definida por
(2.1.26) pero definida en sl(2; C).

Si aplicamos la definicién (2.1.26) a los generadores de sl(2; C), obtenemos que

0 0
H)=— 21— + 29—
Wm( ) 21(921 * 22822’
0
7Tm<X) = — 228—21, (2130)
0
’ﬂ'm(Y) = — 218—2:2.

Finalmente probaremos la irreducibilidad. Para hacerlo, probaremos que dado cual-
quier subespacio invariante no trivial W bajo (2.1.30), este coincide con V. Sea w un
elemento de W, este es de la forma w = aoz* + a12]" 25 + ... + @,z con al menos
un a no nulo. Sea kg el primero no nulo, podemos tomar un elemento ,,(X)™ *w.
Como cada actuacién de 7(X) aumenta en 1 el grado del polinomio en z,, eliminaremos
cualquier elemento de w excepto ay, z{”_ko z’;°. Al ser W invariante, todos los multiplos de
Z7* y por tanto el propio 25" deberdn pertenecer a W, pues m,,(X)™ *w estd en W. De
la misma manera, aplicando 7(Y") a w, vemos que 7(Y)*z5", es un elemento de W de la
forma z¥25" % para 0 < k < m, y como los elementos z¥25" ™" con 0 < k < m junto a 2§
forman una base de V' tenemos que W = V. Con esto habremos acabado la demostracion
de 2.1.9.

]

Observacién 2.1.12. En fisica cambiamos m por j, donde j = k/2 para k € N, y
la dimension de la representacion la cambiamos por 25 + 1. No es de extranar que se
use la misma letra que para el momento angular, pues la representacion de las transfor-
mactones que se usen estaran estrechamente relacionadas para el espin de la particula.
Por tanto, los fermiones como el electron se podrdn describir con una representacion
para j = 1/2, y al trabajar con la ecuacion Dirac haremos uso de una representacion
50(3,1) = su(2;C) @ su(2;C) de dimension 2+ 2, lo que se traducird en que tendremos
que trabajar en un espacio de dimension 4, frente al de Klein-Gordon, donde tratamos las
particulas de espin 0, como el pion y otros mesones, y por tanto bastard con un espacio
de dimension 1+ 1.

Hemos construido el grupo de Lorentz y la representacion de su dlgebra de Lie, con
lo que quedan bien formalizadas (matematicamente hablando) las transformaciones de
Lorentz. Gracias a esto, en fisica podemos trabajar en el sistema inercial que mas nos
convenga, o construir una transformacién compleja a partir de los generadores, asi como
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cambiar de una representacién del dlgebra a otra, también segin sea mas conveniente. A
continuacion veremos el primer campo relativista, el campo electromagnético, desde
un punto de vista clésico.

2.2. Campos clasicos. El campo electromagnético

La interaccion electromagnética es una de las 4 interacciones que conocemos actual-
mente, junto a la nuclear fuerte/débil y la gravitatoria. Sus fendmenos se conocen desde la
antigiiedad, pues los imanes y los rayos son fenémenos electromagnéticos. El electromag-
netismo como estudio de las propiedades eléctricas y magnéticas de los materiales nacio
alrededor del siglo XVII, y poco a poco, con grandes avances de cientificos como Fara-
day, Henry o Ampere, se comenzé a entender como un fenémeno del espacio. El campo
eléctrico (magnético) es creado por un objeto, pero este serd una propiedad del espacio,
que podré interactuar con otros campos o con la propia materia.

Sea R* el espacio-tiempo (¢,7). Un campo (vectorial) se define como una aplicacién
E:R* - R (E:R* - RY), la cual es lincal para la suma y cumple que la multiplicacién
por escalares de la forma (fE)(z) = f(z)E(z). El campo es una propiedad del espacio, y
este interactia con la materia y consigo mismo.

Daremos conocidas las nociones bésicas del electromagnetismo'®. Comencemos escri-

— —

biendo las ecuaciones de Maxwell para el campo eléctrico (E) y el campo magnético (B):

v.E-"
€0
VxBE=—
o ot (2.2.1)
V- B =0,

- = - OF
V X B =pj + Hogo 57

.en su forma integral,

(2.2.2)

. L d [~ -
B-dl:uo/j~d5+uoao—/E-dS.
c S dt Jg

—

Por comodidad, omitiremos la dependencia espacio-temporal de los campos E y B
y sus magnitudes asociadas, suponiendo que por contexto se entiende qué magnitudes

13Para saber més sobre la teorfa del electromagnetismo ver [9]
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tienen dependencia y cuales son constantes. Este conjunto de 4 ecuaciones (pues la forma
integral se puede deducir de la diferencial y viceversa) se conocen como las ecuaciones
de Maxwell (en el vacio) para el campo eléctrico y el campo magnético, donde p es la
densidad de carga eléctrica en funcién de la posicion y el tiempo, ¢ es la carga encerrada
en la superficie S, C' es el contorno delimitado por la misma superficie, j es la densidad
de corriente eléctrica en funcién de la posicién y del tiempo, y tanto gy (permitividad
eléctrica del vacio) como pg (permeabilidad magnética del vacio) son unas constantes,

1 . ,
que cumplen que e = O donde c es la velocidad de la luz en el vacio.

Es conocido que los campos E y B se pueden escribir en base a unos potenciales A y
®, conocidos como potencial vectorial y escalar, respectivamente.

— -

B=VxA E=-2--V-o. (2.2.3)

Los potenciales no son unicos, pues los mismos campos surgen cambiando los poten-
ciales de tal manera que

00 5 e =
donde © es una funcién escalar cualquiera. A esto se le conoce en fisica como libertad
gauge.

Se puede demostrar (més detalles se puede encontrar en [J, §12.3.2]) que ante una
transformacion de Lorentz de la forma (2.1.7), los campos se transforman como

E. =E,, B.=B,,

T

v
E, =1(E,—vB.), B,=7(B,+ 3E.), (2.2.5)

v
E; = (L, + UBy)v B; = (B, — C_gEy)>

mientras que las magnitudes p y ; lo hacen como

Jo =Y(jz — vp),
Jy =Jys Jo = Jz»
’ v
P =(p— g]z>'

Como podemos ver, las transformaciones son laboriosas para trabajar, al igual que sucede
con las velocidades. Por lo tanto, trataremos de construir una magnitud (que serd un
tensor) en el espacio de Minkowski para facilitar la escritura de las transformaciones, tal
y como hicimos para la velocidad con la cuadrivector velocidad.

Con la relatividad nace el tensor de campo electromagnético. Hasta ahora habiamos
tenido un campo eléctrico y uno magnético, estrechamente ligados, pero resolviendo las
ecuaciones de Maxwell (2.2.1), obtendriamos una vector para uno y un vector para el otro.
En relatividad, tendremos una tinica magnitud (el tensor de campo) que nos dara toda la
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informacion del sistema. Comencemos definiendo qué es un tensor.
Un tensor n-dimensional, de tipo (p,q) y rango p 4+ ¢ es un objeto definido en un
sistema de coordenadas, representado por unos numeros 7} i ’P Yy que depende de las

coordenadas elegidas de la siguiente manera.

Six; =axi(21,...,20) ¥ 25 = 2j(21, ..., x) 4, = 1, ..., n entonces:

117 e E : klv”-vkp axil L 8xip azh . 8Zl1

, 2.2.6
B Wela 9z 9z, Oxy,  Oxy, (22.6)

k=1

donde ’ T, D™ es el tensor en coordenadas z; y T g p en coordenadas x;.

Con esta definicién es facil ver que la métrica de Minkowski es un tensor de tipo (0, 2)
en 4 dimensiones. Con las leyes de transformacién del espacio de Minkoski, se puede ver
que un tensor de rango 2 F*” con las 4 dimensiones vistas en §2.1 se transformara con la
siguiente ley'*

Fr = A" AY FA. (2.2.7)

Ahora bien, podemos comprobar con un pequeno calculo, que el siguiente tensor, lla-
mado tensor de campo electromagnético, junto a la ley de transformacién (2.2.7), cumple
con las leyes de transformacion (2.2.5):

0 E,/c E,/c E./c
~E,Jc 0 B. -B,
-E,/Jc -B, 0 B,
~E.Je =B, B, 0

FH = (2.2.8)

Este tensor es un elemento del espacio de Minkowski escrito en forma contravariante,
y como tal, podemos “contraerlo” con su forma covariante:

3
FUF, = Y FrgFy™ =2(B° - =), (2.2.9)

B0, =0

que nos da un nuevo invariante.'’

Definiendo el cuadrivector corriente J* = (p, 7), y el operador derivada 0 = 12, ~V),
tenemos que

81/F'uy == J'u’ a'LLJy, = all']u = a,ual/Fl“/ = 07 (2210)

de donde concluimos que 0"J, = 0 es un invariante, y como 0*J,, = % +V -5 =0, obtene-
mos la ecuacion de continuidad. Este tipo de ecuaciéon aparecio ya en la primera seccion,

4Recordemos que estamos usando la notacién de Einstein para la suma, y A, son los elementos de
las matrices A asociadas a las transformaciones de Lorentz vistas en (2.1.7).

15La invarianza de la contraccién de dos tensores no es compleja de demostrar, pues se obtiene direc-
tamente de la definicién de la transformacién (2.2.6), pero es laboriosa asi que la omitiremos.
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(ver la ecuacién (1.2. 5)) Aparece en muchos lugares de la fisica, y el poder asegurar que

exista una ecuacién T+ V- f 0 para ciertas magnitudes n y f es algo que iremos
buscando a lo largo del trabajo, siempre tratando de dar alguna interpretacion fisica a 7.

Con esto también podemos definir un cuadrivector potencial A* = (®, A), con el que
tenemos las ecuaciones

V= 9PAY — OVA,

que no son ni més ni menos que las ecuaciones de Maxwell (2.2.1) en forma cuadrivectorial.
La libertad gauge que mencionamos anteriormente se convierte en la invarianza gauge,
la cual nos dice que el potencial A* dara lugar al mismo tensor de campo si lo cambiamos
por otro de la siguiente manera:

AF = AF — 9O, (2.2.11)

Observacion 2.2.1. La invarianza gauge es algo muy importante, porque aunque aqui lo
hemos visto para el caso del potencial electromagnético, también existird una invarianza
gauge para los operadores dentro de las ecuaciones de Schrodinger, Klein-Gordon o Dirac.
Esto lo veremos algo mds adelante.

Como bien explicamos en §1.2, a cualquier magnitud medible le corresponde un ope-
rador, siguiendo las reglas de cuantizacién. A esto se le conoce en la literatura como
principio de correspondencia de Bohr!'®, que son los siguientes:

A a A —>
E=ith—, P =—ihV (2.2.12)
ot
Ahora bien, como vimos en §2.1, el cuadrivector momento se define como P* =
(E/c,p), por lo que se puede escribir como un operador de la forma

pr— (ngt th) — iho",

el cual al contraerlo consigo mismo nos da un invariante

1o

P'P, = ———— + i*’V? = - ( v2) = —h*0, (2.2.13)
C

donde hemos definido [0 = %8—2 - V2.

Observacion 2.2.2. La conclusion a la que llegamos, es que si escribimos una ecuacion
del tipo LY = 0, y ¢ no cambia de forma ante una transformacion de Lorentz, la ecuacion
quedard invariante ante una transformacion de Lorentz, lo que es logico al pasar de un
sistema de referencia inercial a otro (las leyes de la fisica deben ser las mismas). Un
estudio en profundidad de las invarianzas ante transformaciones de Lorentz se realizard
en la siguiente seccion.

6Diversos libros introducen los operadores momento y energia de manera distinta. Ejemplo de esto lo
podemos ver en [3] y [16]. Nosotros seguiremos el formalismo de [3]
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El estudio del campo electromagnético nos ha servido para introducir la idea de campo
en la fisica, hablar de la invarianza del gauge y de la importancia de los invariantes. Esto es
algo que nos servira de apoyo durante el resto del trabajo, donde iremos construyendo las
ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac de modo que cumplan con ciertas exigencias (como
la invarianza ante transformaciones) y se puedan reducir a la ecuacién de Schrodinger en
el limite no relativista (velocidades v con v < ¢).
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Capitulo 3

Teoria Cuantica de Campos

3.1. Mecanica Cuantica Relativista

En esta seccion daremos por conocidas las propiedades y resolucién de la ecuacion de
Schrodinger. Denotaremos a la ecuacién de Klein-Gordon como K-G.

3.1.1. Ecuaciéon de Klein-Gordon y sus problemas

Introduciremos primeramente la ecuaciéon de K-G, usando el principio de correspon-
dencia de Bohr. Partamos del problema de una particula libre en una regién V' C R3:
Hy = Evy = %dj donde H es el operador asociado al Hamiltoniano del sistema, £ el

operador asociado a la energia, M la masa de la particula en cuestion y P es el operador
asociado al momento del sistema. Estamos tratando @ como un autoestado del Hamilto-
niano, cuyos autovalores son la energia del sistema. Estamos tomando una particula libre
(sin potencial interaccionante) y con una expresién de la energia no relativista.

Usando el principio de correspondencia, tomamos £ = ih% y P = —ihV, con lo que
i2 o 00 h2 2 . , . .,

obtenemos la ecuacion ihg; = —55; V=1, que no es ni mds ni menos que la ecuacion de
Schrodinger para una particula libre. Ahora bien, sabemos que la energia de un sistema
relativista se puede escribir como E? = p?c? +mM?c*. Por tanto, tomando esta expresion

de la energia y aplicando el principio de correspondencia llegamos a la ecuacion

2 0% 2 272 2.4
—W—— = (=R*V? + M) 4. (3.1.1)
ot

Por comodidad, debido a que no cambia nada del estudio més que las unidades tomaremos
las llamadas unidades naturales' como se suele hacer en cudntica relativista, con lo que
tomamos? ¢ = h = 1. Con estos cambios y reordenando los términos, obtenemos la forma

ILa eleccién de un sistema de unidades no cambia la fisica del sistema, solo la expresién mateméatica
de las cosas.

2Con esta imposicién hacemos que las unidades de longitud y tiempo sean las mismas, que la masa
tenga unidades del inverso del tiempo y la energia tenga unidades de masa.
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mas sencilla de la ecuacion K-G para una particula libre:

O+M)yp=0, O=2, -V (3.1.2)

Por ahora no le hemos exigido nada a la funciéon de onda . Para poder trabajar ade-
cuadamente, supondremos que es “suficientemente buena”, es decir, no especificaremos de
que clase son, sino que haremos exigencias segun lo necesitemos. Mas adelante definiremos
adecuadamente un espacio donde trabajar con estas funciones.

Propondremos una soluciéon para la ecuacion de K-G, anédloga a la onda plana, solu-
cién de la ecuacién de Schrodinger. Tomaremos (7, t) = Ne "F=7% donde N es una
constante de normalizacién. Es sencillo comprobar que es solucién de la ecuacién (3.1.2).

(O + M?)Ne "B — ) 4 p*h + M*p = (M?* + p* — E*)p = 0, (3.1.3)

Ahora bien, de la expresién de la energia obtenemos que E = =4+/p? + m?2. Natu-
ralmente obviariamos los valores negativos de la energia, pues una particula libre tiene
energia no negativa, pero no podemos obviarlos en la funcién de onda.

Observacion 3.1.1. Hagamos un pequeno inciso recordando como funcionaban las ondas
planas en la ecuacion de Schridinger. A pesar de que la funcion ¢ = ¢gePF—EO/M eg
solucion de la ecuacion de Schrodinger, esta no puede representar un estado, pues no es
normalizable. Para ello se hace una construccion en forma de los llamados paquetes de
onda, los cuales consisten en desarrollar la funcion de onda del estado de la particula
como una transformada inversa de Fourier:

d3p

Y(x,t) = /W(P)ei(p'x_Et)/hWy (3.1.4)

siendo (x,t) el estado de una particula libre. En este caso vemos que la transformada
de Fourier de ¥(z,0) es ¢(p). Si recordamos las propiedades de una base ortonormal de
un espacio de Hilbert (ver [1/, §3]), dada una base ortonormal {ey} completa podemos
escribir cualquier elemento del espacio de Hilbert como x = Y .- (z,ex)ex, donde (-,-)
denota el producto escalar del espacio de Hilbert. Como vemos de (3.1.4), 1 se puede
escribir como el producto escalar

() = (e PTFN o(p)) (3.1.5)

d3p
(2mh)3/2 *
en fisica se le suele dar el (incorrecto) nombre de base al conjunto de ondas planas ¢ =
o' PT=EV/M - Haremos uso del nombre, pues es el que se da en fisica, pero lo entenderemos

correctamente como una expansion en forma de paquetes de onda como en (3.1.4).

donde (, ) denota el producto escalar de L*(R3) con la medida Por esta razon,

Para valores negativos de la energia, nuestra funcion de onda sigue siendo solucién
de la ecuacién, y es més, el conjunto de todas las funciones (7, t) = Ne "F*P7) para
distintos valores de la energia forman una “base” del espacio en L?(V) (como paquetes
de onda, al igual que la onda plana de Schrédinger (3.1.4)), pero tenemos que tener en
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cuenta los valores positivos y negativos de la energia, pues si no ya no estariamos tomando
en cuenta todas las soluciones y por tanto la “base” estaria incompleta. Este es el proble-
ma de la energia negativa, una de las principales razones por la cual esta ecuacién fue
descartada en un inicio.

Otro problema que trae consigo la ecuacion de K-G es la densidad de probabilidad.
Operando de la misma manera que hicimos para obtener la ecuacién (1.2.5), podemos
obtener:

YO+ M2y =0
YO+ MYt =0 = (3.1.6)
= YN0+ M?)¢p — (0 + M*)" =¢'0y — Oy,

Ahora bien, con la expresion del momento (2.2.13) podemos reescribir (3.1.6) como:

Py — Ot = ¢T04 0,0 — 0" 9,7 = 0 (517)
Oy (W10 — o Yt) = 0= §,J" = 0. o
doncle hemos definido 54 (¢10# — ¢0,¥") = J*. Definiendo J° = ﬁ(W%—f _ 1/}63—1!?) =
ya )= 5= (Vi — ¢ VyT), obtenemos la ecuacion:

0 -
90" =L 1 vji=o. (3.1.8)
ot
Si integramos la ecuacion en una regién V' arbitraria que contenga al sistema, utiliza-
mos unas condiciones de contorno adecuadas, y aplicamos el teorema de la divergencia:

8/) -
dPr— dSj-i=0
/V x8t+/3 7N ,

que, suponiendo que se cumplen las condiciones para sacar la derivada respecto al tiempo
de la primera integral y que el volumen sea arbitrariamente grande, tenemos que

d
— | d&Pap= 1.
i |, zp =0, (3.1.9)

pues asumimos que j tiende a 0 cuando |7] es muy grande (volumen grande). Esto es un
argumento muy usado en fisica (la corriente tiene que hacerse 0 en el infinito), y se basa
en el caracter localizado de la fisica.

De aqui llegamos a la misma conclusién que en la ecuacion (1.2.5), que existe una
magnitud p cuya integral se conserva en el tiempo. Pero aqui tenemos un problema: no es
una funcion de densidad de probabilidad. La magnitud p tal y como esta definida puede
ser negativa o nula, y por lo tanto su integral también (por ejemplo, tomando la solucién
1 para la energia negativa obtenemos una densidad negativa), y por lo tanto, perdemos
la interpretacién probabilistica de la funcién de onda.
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Ahora bien, si redefinimos la magnitud J* como 55 (¢'0"1) — ¢d,¢"), donde e es una
unidad de carga, podemos tomar p como una densidad de carga. Esta nueva interpreta-
cion si tiene sentido, pues la carga se conserva, y puede ser positiva, negativa o nula. Por
otra parte, j’pasa a ser una densidad de corriente. En el contexto de la teoria de campos,
veremos que esto es consecuente con las creaciéon y destruccion de particulas. Es decir, si
partimos de una particula con carga nula (como un fotén) y esta se desintegra, deberd
hacerlo en un nimero de particulas tal que se neutralice la carga total del sistema (como
un electrén y un positrén).

Finalmente, otra de los fallos de la ecuacién de K-G es que es una derivada de segundo
orden en el tiempo. Esto hace que, no baste con conocer su estado en un instante (como sf
sucede con la ecuacién de Schrédinger) para estudiar su evolucién, sino que necesitemos
de conocer el estado en dos instantes o conocer el estado y su derivada en un instante.
Esto hace de la ecuacién algo indeseable, pues experimentalmente se observaba que solo
con el estado en un instante se podia conocer la evolucion del sistema.

3.1.2. Ecuacion de Dirac

La ecuacion de Schrodinger no trata de la misma manera al espacio y al tiempo, mien-
tras que la relatividad especial nos dice que si lo son. Esto se debe a que temporalmente
tenemos una derivada de primer orden, mientras que respecto a la posiciéon tenemos una
derivada de segundo orden. Como ya hemos comentado, la ecuacion de K-G crea un pro-
blema adicional al introducir las derivadas de segundo orden en el tiempo.

Por ello, para estudiar la particula libre en una regién V' C R3, Dirac buscé una
ecuacién del tipo 10,0 = H 1), donde apareciesen solo derivadas en primer orden respecto
al tiempo y la posicién. Comenzé planteando una ecuacién general, con unas magnitudes
a1, e, (g, B cualesquiera:

0 ) ) X
10 = —i | 15—+ — + a3 Y+ MpBy = Hy = Evp, (3.1.10)
0y 0s 03

donde la energia sera la energia relativista. De esta manera, tenemos que a - p+ M =
E = \/p?>+ M2

Se puede demostrar que, si suponemos que los «; y 8 son nimeros y aplicamos una
rotacién espacial, la ecuacién no es invariante. Por tanto, no nos queda mas remedio que
tratar a o; y S como matrices y ¢ como un vector N-dimensional.

Tendremos por tanto un vector

Y1
(2

D (3.1.11)
n
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y tendremos N ecuaciones acopladas de la forma

al ) ) ) N N
10y, = —i; (ala—xl + Oéza—x2 + Oéga—xz) . P+ ;ﬁngwj = ;ijwj- (3.1.12)

Hemos visto ya que N # 1, a continuacién comprobaremos que la dimensién mas
pequena en la que podemos trabajar con la ecuacion de Dirac es 4.

Veamos primero que, para que se satisfaga la igualdad E? = p? +m?, necesitamos que
la solucion ¥ también sea solucion de la ecuacion K-G,

— Oz
82w 1 o 2 ’ o
—oE = Ejk:1 (ajap + agaj) P e ’LM; (a8 + Bay) 8_3:] + M*3°v

(3.1.13)

Si comparamos la ecuacién (3.1.13) con la ecuacién (3.1.2), obtenemos las siguientes
propiedades:

ooy + ago =2011,
Oéjﬁ + ﬂOéj :0, (3114)
a? = (% =L

Por otra parte, también le exigiremos al hamiltoniano que sea hermitico. La no hermi-
ticidad del hamiltoniano® de K-G (bajo el producto escalar de L?(V)) es la causa de que
perdamos la nocién probabilistica de la densidad p. Como P es un operador hermitico en
el espacio de Hilbert L%(R?), exigiremos que tanto c; como 3 sean matrices hermiticas.
Por tanto los autovalores de estas matrices serdn reales, y por las relaciones (3.1.14), ten-
dremos que son +1.

De (3.1.14) se deduce que:*
Tr(a;) = —Tr(Beuf) = —Tr(B%y) = —Tr(a;) = Tr(ay) = 0,

y de la misma manera que Tr(f) = 0. De este modo, tenemos que las matrices tienen traza
nula. Por tanto, concluimos que la dimensién en la que trabajaremos deberd ser par, pues
la cantidad de autovalores positivos y negativos debe ser la misma (para la traza nula).

Pero en dimensién 2, no podemos tener 4 matrices linealmente independientes, pues el
espacio de matrices 2 x 2 tiene 3 generadores (descartando a la identidad), por ejemplo,
las matrices de Pauli o;.

0 1 0 —i 1 0
01 = (1 0) y 09 = (Z O) ; O3 = (O _1) . (3115)

3En §3.1.1 no hemos definido un hamiltoniano de K-G, pero en §3.1.4 si veremos una formulacién
hamiltoniana de la ecuacién de K-G, siendo dicho hamiltoniano el que no es hermitico.
1Tr(A) denota la traza de la matriz A.
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Por ello, aunque las matrices (3.1.15) cumplan con las relaciones (3.1.14), no podemos
construir una cuarta matriz que no sea una combinacion lineal de estas que siga cum-
pliendo (3.1.14).

Como la dimensién debe ser par y no puede ser 2, la mas pequena en la que podemos
trabajar es dimension 4.

La eleccién de dichas matrices no es tinica, al igual que la representacién® de un grupo
no lo es. En la literatura se suele usar la llamada representacién de Dirac,® de uso
extendido pues facilita el cdlculo a la hora de resolver las ecuaciones del electrén. En esta
representacion las matrices vienen definidas como:

(0 o (e 0
o (07) (a0 s

De aqui en adelante omitiremos el 2 x 2 y lo supondremos por contexto.

Para acabar la seccion realizaremos el mismo analisis de la densidad de corriente que
hicimos en §1.2 para la ec. de Schrodinger y en (3.1.6) para la ec. de K-G pero con la ec.
de Dirac. Sea ¥ una solucién de la ec. de Dirac

ov ’ ov
AN/ Ty 2 T
il = zqu Fr + MUTB,

T (3.1.17)
v
—@8— —ZZ T\IJ+M\1/T5W,

donde en el primer caso hemos multiplicado por la izquierda en la ec. de Dirac (3.1.10)
por el adjunto de la funcién ¥ en la primera ecuacién de (3.1.17) y en el segundo hemos
hecho el conjugado de (3.1.10) y multiplicado por la derecha por la funcién W. Ahora,
restando ambas ecuaciones obtenemos

0 L0
9 gt 9
i (VD) 22:8 : (3.1.18)

donde hemos hecho uso de las propiedades (3.1.14) de «; y . Por lo tanto, hemos llegado
a una ecuacién del tipo 2p+V - j =0, con p = V10 y j = UIav.

Por lo tanto, si integramos en un volumen lo suficientemente grande como para aplicar
un argumento similar al de la ecuacién (3.1.9), obtenemos que

d
— | B2V = 1.1
dt/v T 0, (3.1.19)

5Cuando hablamos de representacién lo hacemos en el mismo sentido que en §2.1.4.

60tra posible representacién (es decir, eleccién de matrices) es la llamada representaciéon de Weyl.
La elecciéon de una representaciéon de grupo u otra, como dijimos en §2.1.4 dependera del problema que
estemos tratando de resolver. El estudio de dichas representaciones es complejo y lo omitiremos.
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o lo que es lo mismo,

/ AU = cte.
174

Con esto, podemos normalizar los estados. Esto es, exigirles que fv d*2z Ut = 1. Por tanto,

la norma inducida por el producto escalar definido sobre los vectores de 4 componentes
en L?(V) definido como

a1 A
(F,G):/Vdsx(f; f5of 0|2 zz/vd%f;gj (3.1.20)
j=1
ga

es positiva, al contrario de lo que sucedia en la ecuacién de K-G, con lo que podemos re-
cuperar el caracter probabilistico de p. No es dificil comprobar, que el espacio que hemos
definido, con el producto escalar anterior, es un espacio de Hilbert (de dimensién infinita).

Claramente, no todas las funciones de onda estaran en L?(V). Para empezar estas
funciones no son en general diferenciables. Este problema lo abordaremos con més dete-
nimiento en §3.2.

3.1.3. Invarianza de las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac

Veremos qué condiciones deben de cumplir las funciones de onda y los operadores para
que las soluciones sean invariantes ante una transformacion de Lorentz.

Veamos primero el caso de la ecuacion de K-G. Como ya vimos en §2.2, el operador
[] se define como una contraccién de cuadrivectores, por lo tanto es un invariante ante
transformaciones de Lorentz, al igual que la masa.” Asi que, si la funcién de onda fuese
un escalar de Lorentz (es decir, que al aplicarle una transformacién de Lorentz queda
multiplicada por un escalar) tendriamos que:

O+ MH(XP) = O+ M (N, X) )
= (O 4 M*)S(A%)p(XH) = (O + M)A (XH) =0, .
donde S (A*)) es el operador que aplica la transformacién de Lorentz sobre la funcién
de onda. Es sencillo comprobar, aplicando 2 veces la misma transformacién, que ese A
debe de ser £1. Por lo tanto, la funcién de onda deberd de no cambiar al aplicarle una
transformacion y mantener la estructura o cambiar en un signo global (¢ — —1). Por
ejemplo, esto querrd decir que si tenemos una funcién del tipo ¥(X*) = "X« la fun-
cién transformada serd ¢/ (X") = £e™®"Xu = 44 pues la contraccién P#X,, es invariante
Lorentz.

7 Algunos libros, sobretodo los més antiguos, hablan de “masa en reposo” y de “masa inercial”. Estos
términos estdn desactualizados, y hoy dia la masa se define como un invariante.
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Pasemos a analizar ahora la ecuacién de Dirac. Pero para ello primero la escribiremos
en forma covariante, pues nos facilitara el cdlculo. Introduzcamos las matrices v de Dirac.

V=8 A= Pa. (3.1.22)
Si tomamos la ecuacién de Dirac (3.1.10) y la multiplicamos por § a la izquierda, obte-
nemos la ecuaciéon

0 o~ 0
(09 i 9 B _onn _
Z (7 ot +;7 axj> U — MY = ("0, — M)V =0. (3.1.23)

Como vimos en §2.1, la representacion de las transformaciones de Lorentz lo pode-
mos estudiar con una representacion (% &) %), de matrices 4 x 4. Por lo tanto, dada una
transformaciéon de Lorentz, la funcién de onda de Dirac se transformard como

(X)) = S(A)W(XH), (3.1.24)
donde S =S (A*)) es una matriz 4 x 4. Como ya vimos en §2.1, estas transformaciones
tienen inversa, por lo que también podemos escribir

U(XH) = ST/ (XH). (3.1.25)

_ Si sustituimos la W de la ecuacién (3.1.25) en la ecuacién (3.1.23) y multiplicamos por
S por la izquierda obtenemos la ecuacién

. X Y,
S0, — M)S/(XH) = (iSv“aXMS_l — M) U(X™) =0, (3.1.26)
escribiendo las derivadas d,, en las coordenadas X'*, tenemos
0 , 0

Si ahora sustituimos la ecuacién (3.1.27) en (3.1.26) obtenemos la ecuacién

N o)
<i87”8_1A”# X M> U(X'™") =0, (3.1.28)

donde hemos podido reordenar los términos pues A", es un numero y a)% un operador

lineal (las matrices no actian sobre a)él,y). Por lo tanto, si imponemos la invarianza de la
ecuacién de Dirac ante transformaciones de Lorentz (es decir, que (3.1.28) tenga la misma

forma que (3.1.23)), obtenemos la siguiente condicién a cumplir:
> S5—1Av _ v
SYWSTN, =1, (3.1.29)

la cual es una condicion que obligaremos a & cumplir, y que nos permite, entre otras cosas,
obtener las matrices de transformacién para una rotacién pura, una transformacion pura
de Lorentz o una transformacién de paridad.

Finalmente, analizaremos las soluciones de las ecuaciones de K-G y de Dirac. En esta

seccidn las resolveremos de manera formal, para estudiar algunas de sus propiedades (como
el espin), pero la resolucién rigurosa de las ecuaciones la llevaremos a cabo en §3.2.
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3.1.4. Resolucion de la ecuacion de K-G

La ecuacién que vamos a estudiar es la siguiente
O+M)yp=0, O=2 -V
conocida como la ecuacién libre de K-G.
La resolucién de la ecuacién libre la realizamos al inicio de la seccién en la ecuacién

(3.1.3). Ahora estudiaremos las propiedades de esta solucién y el cémo construir una solu-
cion de carga neutra. Comencemos escribiendo la solucién para una particula de momento

—

p
Pp(XH) = Ne PrX! = N ilB-7T), (3.1.30)

donde F puede ser tanto positivo como negativo. Por conveniencia, definiremos £ > 0 e
introduciremos una variable A\ que puede ser 1 para reescribirlo como

PY3(XH) = Nl PT-AED), (3.1.31)

Si ahora introducimos (3.1.31) en la definicién de p obtenemos

€
P :m <1/1$T8” %} - w%%w?)
e .
— o (IAE) (lpgwg + g ) (3.1.32)

€E A €E
=AU = A IV

La constante N* la podemos hallar si usamos el principio de conservacién de carga
(3.1.9) e imponemos que la integral valga Ae (que sea positiva o negativa vendra dado por
el tipo de solucién).

Integrando obtenemos, exigiendo que N* sea real,

E M
/Vd?’pr :Ae:fﬁuw?v;ww: Vv (3.1.33)

Por tanto, la ecuacién de K-G tiene dos soluciones posibles, para valores positivos y
negativos de la energia, lo que se traducira en una soluciéon para una particula y otra para
otra particula idéntica con carga opuesta.

Como la ecuacion es lineal, una combinacion lineal de las soluciones sera solucién. Por

. 0 1 ()t - . .
tanto, si hacemos 2 \% ;r + 1~ ) obtenemos una nueva solucion

| M P o M
0 __ i(p-Z—Et i(—p-Z+Et)\ __ o

donde se puede comprobar facilmente que su densidad de carga es 0. Por lo tanto, la
ecuacion de K-G puede describir particulas con carga o de carga nula.
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Ahora bien, como comentamos en §2.1, la ecuaciéon de Klein-Gordon tiene un espacio
de representacién de transformaciones de dimension 2. Podemos pasar a trabajar en un
espacio bidimensional si transformamos la ecuacién de segundo orden en 2 ecuaciones
acopladas de primer orden. Para ello, haremos un cambio de variable adecuado y trans-
formaremos el operador Hamiltoniano en una matriz. Primeramente construiremos una
ecuacion del tipo

(3.1.35)

0P 1 (2M?* —V? -V?
o T HY =g ( v —emrovy))®
donde H es un nuevo hamiltoniano escrito como una matriz 2 x 2 y ® un vector de dos

componentes. La escritura de la ecuacion de K-G en dos componentes es tremendamente
util para estudiar la aproximacién no relativista y estudiar la conservacion de la carga.

Sea 1 una solucion cualquiera de la ecuacién K-G, las componentes de nuestro vector
® seran las siguientes:

d — (¢1) _ ( ﬁ (’iat+M)¢ ) . b=y + bo, Za_w — M(¢1 . ¢2) (3.1.36)

P2 57 (—i0, + M) ¢ 5
Sustituyendo (3.1.36) en la ecuacién (3.1.2) obtenemos las siguiente ecuacién matricial
para ¢
o (1 & (D1 1 [2M? —V? 2 1
=4 T oM 1
o (¢2 ®2 2M \V& —(2M2 = V) ) \ ) (3.1.37)

que tiene soluciones no triviales si el determinante es no nulo. Ahora bien, si suponemos
que los estados ¢ y ¢ tienen la energia (pg) y el momento (p) bien determinados, o lo
que es lo mismo, que ¢; y ¢, son autoestados del operador momento y del hamiltoniano
respectivamente, podremos reescribirlos como

o1(Z,t)\ (o] P E—pot)
(b?(fvt) B ¢8 7

por lo que la ecuacién de K-G se reduce a

) 1 2 M2 _|_p2 p2 ) ( 0> I
i0® = po® = — L) ellFE—pot), 3.1.38
t Do Wi ( _pz —(2M2 —|—p2) ¢(2) ( )

y la condicién de solucién no trivial es que p2 —p? — M? =0 — py = ++/p> + M? = +FE.
Si ahora estudiamos la ecuacién (3.1.38) tomando E positivo vemos que

2
(B = M)$} = 5 (8 + 68) = (E = M)é} = —(E + M)¢, (3.1.30)

donde si elegimos ¢J = M — E obtenemos que ¢? = M + E. Por lo tanto nuestra solucién
para energias positivas es

o) — N (% i g) (i FEEt) (3.1.40)
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Por otro parte, si sustituimos v en funcién de ¢, y ¢ en la ecuacion de continuidad,
obtenemos

=5 [M(61 + 63)i(01 — 62) — M(61 + 62)(6 — 61)] =
—c (6161 — d3n] = € [|1]? — |6al?] = ey,

asi que podemos escribir la carga como

p

/ dPrp = te = e/ Prdlosd = / Prdlozd = +1. (3.1.41)
14 14 \%4

Podemos ver que tenemos una nueva posible condicion de normalizacion, donde la mag-
nitud conservada serd el signo de la carga y no su valor. En matematicas la integral
fv dxPTo3® se conoce como un producto escalar indefinido de Krein. Como bien
dijimos antes, en la ecuacion K-G perdemos la normalizacion a la unidad de la densidad, y
también perdemos el poder escribirlo como un producto escalar de un espacio de Hilbert,
debido a que [ p no es definida positiva.

Espacio de Krein

Sea un espacio vectorial complejo K y una forma sesquilinear hermitica [-, -] (que cum-
ple con la definicién de producto escalar menos con que [z, x| sea definida positiva), el
espacio (K, [-,-]) se denomina espacio de Krein.

Discutiremos brevemente las propiedades de este espacio y de como construir un pro-
ducto escalar con el que tener un espacio prehilbertiano en el que poder trabajar, mas
detalles sobre los espacios de Krein se puede encontrar en [2].

Si tomamos la forma sesquilinear [-, -] y los conjuntos K, = {z € K : [z, z] > 0} U {0}
y Ko ={x € K: [z,z] <0} U{0}, podemos definir el producto escalar en el espacio K
como

<$7y>lC = [er?er] - [l',,y,]; Ty, Y+ € ICJr? T_,Y- € ,C,, T = T4 + T,y =Y+ + y—.
(3.1.42)
No es dificil comprobar que (3.1.42) es un producto escalar, y con él podemos dotar de
estructura de espacio prehilbertiano® a K. Ahora, definiendo K = {® = (¢1, ¢2) : ¢1, P2 €
L?(V)}, podemos escribir

il:/d%qﬂagcb:/d3x(y¢1\2—y¢2\2) = [®, @], (3.1.43)
\% %

8Muchas de las propiedades que usamos de los espacios de Hilbert se encuentran también en los
espacios prehilbertianos, por lo que ya hemos hecho un avance. Para asegurar que este espacio de Krein
es de Hilbert requeriria un estudio de la convergencia de sucesiones de Cauchy, pero debido a la similitud
de (3.1.42) con el producto escalar de L?(V'), podemos ver que en Ky y K_ convergeran separadamente,
por lo que habria convergencia “componente a componente”, asegurando que es en efecto un espacio de
Hilbert.
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con [ f d3z( <b1 ¢ —¢§1)*¢§)). Por lo tanto, aunque no tengamos estructura
de espacio de Hilbert, sabemos que es posible construirlo, y con él el andlisis funcional
que se usa en fisica (autovalores, valores esperados etc.).

Con la forma sesquilinear definida como (3.1.43) podemos definir el adjunto de Klein
Gordon como ® = ®fo3 y escribirlo de una manera similar al producto escalar en L? (una
funciéon “adjunta” ®; multiplicando una funcién ®,). También recuperamos la férmula
para los valores esperados en L2

(@] A|Dy) = / BPrd Ad,. (3.1.44)
\%4

Finalmente, le podemos exigir a las soluciones de energias positivas que estén norma-
lizadas como +1, mientras a las soluciones de energia negativa como -1. Esto lo hacemos
para que los signos de las cargas sean consistentes con aquellos introducidos en (3.1.33).
Por lo tanto

[#.80) INOR [ (1314 B - | - BP)

=[NPV (IM+EP?~|M—-EP)=1= (3.1.45)
N b
2VMVE

Procediendo de manera andloga con la solucién de energia negativa ®(=) obtenemos
las soluciones:

2

E+M 1 I E+M [—=2_\ . __
o) — ; +VE ( ) g PE=E) () = H_t[—VE ((M—&l-EP) ! PE+EL) (3.1.46)
VM M+E Vv

que son las soluciones asociadas a la energia positiva y negativa respectivamente, y con-
secuentemente, a la carga positiva y negativa del sistema.

3.1.5. Resolucién de la ecuacion de Dirac

Partamos de la siguiente ecuacién, donde usaremos la representaciéon de Dirac (3.1.16)

oV ~
i = HU =< = (& it 6M) v, (3.1.47)
donde ﬁ = —iﬁ, ¢ es un autovalor del hamiltoniano asociado a la energia del sistema

(recordemos que cuando buscamos soluciones de las ecuaciones de K-G o Dirac, buscamos
soluciones estacionarias, o lo que es lo mismo, autoestados del Hamiltoniano, pues forman
la “base” del espacio, en el sentido de la observacién 3.1.1.). Una posible solucién de
(3.1.47) por separacién de variables es W(Z,t) = ¥ (Z)e !, donde 1 serd un vector con
cuatro componentes

©1

v@= 2= (%) w= ()= (2). (3.1.48)
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A los vectores %, ¢ (up y down) se les suele llamar espinores’. Cada uno de estos
espinores tendra su propia dependencia espacial.

Al conmutar ]% con H (basta ver la expresién del Hamiltoniano), existe una base de
autovectores comunes para ambos!® |7, ¢) tal que H |F,e) = ¢|p,e) y plp,e) = 7|7 e).
Si tomamos nuestras funciones W como estos estados |e, p), entonces podemos elegir la
dependencia espacial de los espinores siguiente

D) G- e

Con todo esto podemos reescribir la ecuacién (3.1.47) como

Av—cy— (M 9P (s@d) el (P Tt (3.1.50)
c-p —M %)
0, equivalentemente,
ept = (0-p) et + My, (3.151)
ep? = (G- p) " — My,

Para que el sistema (3.1.51) tenga solucién necesitamos que

e—M —(7-p)

_ 2 a2 2 _ 2 2 _
_(Gp) e+ M =0=ec"—M" —p"=0=c=2/p*+ M?>=+F, (3.1.52)

donde hemos usado que!' (¢ - p)? = p?, con E > 0. Por lo tanto, hemos demostrado

que los autoestados del hamiltoniano, o lo que es lo mismo, la energia del sistema, puede
ser positiva o negativa. Como bien dijimos antes, no podemos simplemente rechazar las
(incomodas) soluciones negativas, ya que si no, estos autoestados no formarian una “base”
completa del espacio de funciones en el que trabajamos.

De la ecuacién (3.1.51) se deduce la siguiente relaciéon entre p* y ¢%:

d g-p u

__ 9P 1.
o= rEe (3.1.53)

por lo que reescribiendo W con esta relacién e introduciendo un factor de normalizacion
resulta

U(z, 1) = N ( 5 90“) I PEAED), (3.1.54)
M+M\E

9Esto se debe a la analogia que obtendremos de la ecuacién de Dirac al formalismo introducido por
Pauli para estudiar el espin en la mecanica cuantica no relativista.

10FEste es un teorema conocido del andlisis funcional, cuya demostracién para operadores acotados,
compactos y hermiticos se puede encontrar en [4, Teorema 4.10.8]. La teorfa de operadores no acotados
(como la mayoria de los que se usan en fisica) es bastante compleja y se aleja de los objetivos del trabajo.
Adn asi, podemos encontrar en [14, §10.6] una demostracién del teorema espectral para operadores no
acotados, y como la demostracion [4, Teorema 4.10.8] es practicamente un corolario del teorema espectral,
se puede demostrar que este seguira siendo cierto para el caso no acotado.

HEsta identidad se puede demostrar por un célculo directo a partir de la definicién de las matrices o.
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Con esta solucién, si le exigimos que su norma inducida por el producto escalar (3.1.20)
sea 1, obtenemos

(3.1.55)

7. N -
\%4

(M + \E)?

de donde haciendo uso de que (¢ - p) es una matriz hermitica y de que (¢ - p)* = p?, junto
a que el espinor up esté normalizado (p*Tp* = 1) obtenemos

2
p M+ \E
WMWH@ﬁEﬂ:HWEV@ET (3.1.56)

Para acabar, veamos que podemos escribir las soluciones ¥* para las energfas positivas
y negativas (A = £1) de dos maneras distintas, debido a que al igual que escribimos ?
en funcién de p* (3.1.53) podemos hacer lo contrario (¢* en funcién de ¢?) y escribir las
soluciones de la ecuacién (libre) de Dirac como

L JMEE [ ¢" {(FFTEL) L |EFE=M (PP’ paren
v 5 € , vy i e .
+2EV \ 35 +2EV ®

(3.1.57)

Ahora bien, para una particula en reposo, las soluciones ¥, y ¥ son “malas”, pues

en un sistema en reposo (p' = 0), aparecera un término matematicamente absurdo en
Gp . 4 ) L _
77 Dara solucionar este problema, se suele tomar W para energias positivas y W,
para energias negativas. Finalmente, tenemos las dos soluciones de la ecuaciéon de Dirac

\II+ _ ]\ggVE < 891?“@“) efL'(ﬁ.f'—Et)7 P — /Eég‘]/w (_Ezgﬁwgpd) ei(ﬁ.f+Et)7 (3158)
M+E

o equivalentemente

[SH

1 (o 1 e
Ut = —— !B = gy PTHEY (3.1.59)
vV ’ vV ’

donde u y w son los espinores de Dirac definidos como

w JMEE e wo JETM (—Fhe
2BV \3im¢") 2BV o? '
uw__ [ W d__ (U
¢_@)@_QJ

los espinores de Pauli, normalizados a la unidad. Como vemos, tanto la solucién positiva y
negativa de la ecuacion de Dirac depende de dos pardmetros (uy, us) o (v, ve) respectiva-
mente, los cuales deberdn estar normalizados (|u? + u3| = 1, idem para (v1, v2)). Estas no
son ni mas ni menos que las proyecciones de espin de las particulas y de sus antiparticulas.
Al estudiar el limite no relativista veremos como la interaccién con el espin (descubierto
gracias a experimentos como el de Stern-Gerlach!?) aparece naturalmente gracias a la

12Una completa discusién del experimento y sus consecuencias en el contexto de la ecuacién de Schrédin-
ger se puede encontrar en [3, §8].
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forma de las soluciones de la ecuacién de Dirac (3.1.59).

Como hemos dicho, las soluciones de energia positiva se asocian a las particulas, mien-
tras que las de energia negativa a las de la antiparticula correspondiente (como el positrén
respecto al electrén).?

Por lo tanto, el estado de una (anti)particula estd caracterizado con 3 nimeros cuanti-
cos |, p, s), donde'* s es el espin de la particula (en un fermién, s = 1/2).

Conviene destacar que las soluciones de la particula y la antiparticula estan acopladas
(recordemos la relacién entre @ y %), por lo que no solo existe la antiparticula, sino
que esta, de alguna forma, interactiia constantemente con la particula. En el contexto de
campos podremos entender bien como funciona este acoplamiento.

Para acabar veremos a qué se reducen las ecuaciones de K-G y Diraco en el limite no
relativista.

3.1.6. Limite no relativista
Solucion de la ecuacién de Klein-Gordon

Empecemos estudiando la ecuacién de K-G. Primero definamos qué significa trabajar
en un sistema no relativista.

Cuando decimos que estamos en un sistema no relativista, es que la energia £ = T+ M,
que se descompone en la energia en reposo (la masa M) y la energia cinética T, tiene una
masa mucho més grande que la energia cinética (recordemos que en unidades naturales
la masa y la energia tienen las mismas unidades). Esto sucede por ejemplo cuando nos
movemos a bajas velocidades, o cuando tenemos cuerpos muy masivos (como el protén al
compararse con el electrén).

Comenzaremos escribiendo la ecuacién (3.1.38) para las soluciones de energia positiva
como

(T + M)é, = <M + %) 61+ Lo,
(T+ M)y = —fon— (M+ 8 ) 62

Si dividimos por 2M la ecuacién inferior, y teniendo en cuenta que el sistema es no

relativista (T < M), vemos que % < 1y ||a]loe < [|@1]loo (recordemos la forma que

tiene la solucién general de K-G (3.1.46)) obtenemos, operando con (3.1.60)

p2

YYE

BEsto fue un desafio al tratar de entender fisicamente las soluciones, pero la ecuacién de Dirac fue tal
éxito que se aceptd, y poco tiempo después, en 1932, Carl Anderson descubrié la existencia de positrones.

14En el formalismo de Dirac se habla de “helicidad”, que no es més que la proyeccién de espin sobre la
direccién del movimiento, pero para esta primera aproximacion a la solucion de la ecuacién de Dirac nos
basta con hablar simplemente de espin.

5]+ || denota la norma del méximo. Es decir, ||f||c = max |f].

(3.1.60)

P2 = P1, (3.1.61)
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y sustituyendo (3.1.61) en (3.1.60) conseguimos

2 1
T'or = (;—M - 8];43) o1, (3.1.62)

la cual no es ni mas ni menos que la aproximacion no relativista de la energia cinética en
segundo orden en p.

Invarianza gauge. Solucién de la ecuacién de Dirac

El principio de invariancia gauge local'® es un principio similar al visto en §2.2, donde
al modificar los potenciales de cierta manera, teniamos la misma descripcion del cam-
po electromagnético. A pesar de llamarse principio, es demostrable que al modificar el
operador momento, podemos cambiar la funcién de onda de tal manera ese cambio sea
“absorbido” por la funciéon de onda como un factor de fase. Es un resultado conocido de
la mecanica de Schrodinger que al introducir un factor de fase los valores esperados y las
probabilidades no cambian.

Supongamos que tenemos la ecuacion de Schrodinger para el campo electromagnético
de la forma!”

0 h?
i a—f = (—%VQ + eqb(x)) Y, (3.1.63)

si ahora introducimos un factor de fase local «, 1’ = 1@ nos aparecen dos términos
nuevos

SO, el RPN 1 —ia I —ia
MEG + W)e i (—%V (')e " + %V (@)Y'e™™ +ep(x)Y'e ,
(3.1.64)
pero como discutimos en (2.2.4), podemos modificar ¢ como
h O«
/ f— e —
#(2) = ola) — 2o, (31.65)

con lo que cancelariamos la derivada temporal de « al introducirla en el potencial, que
sabemos que no afectard al resultado de la ecuacién. Por otra parte, dado un potencial
vectorial A, podemos aplicarle la transformacién gauge (§2.2)

A=A - "Va (3.1.66)

-,

Por lo que si identificamos —it)'Va con —ie/ h(%f’ — A)Y’ tenemos

(-mﬁ - /T) b = (—z‘iﬁ - /T’) Wemie, (3.1.67)

16F] siguiente procedimiento es denso y complejo. Recomendamos ver [13, §11.2]
"No confundir e como unidad de carga con el nimero de Euler e.
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y aplicando la expresién dos veces vemos que ( — eA) ¥ tiene la misma propiedad. Por
tanto, si modificamos la ecuacién (3.1.64) como

a;; = ((—ﬂﬁ - eff)2 + egb(x)) W, (3.1.68)

vemos que la ecuacién de Schrodinger (3.1.63) queda con la misma forma, es decir, es
invariante ante transformaciones gauge locales.

Por tanto, de aqui en adelante, tomaremos como un principio valido que, al modificar
el operador momento P por un nuevo operador P’ como en (3.1.68), esto deja invariante la
ecuacion de Dirac o de K-G. Por lo tanto, podemos introducir el campo electromagnético
en la ecuacion de Dirac como

z’%—f - [07- (ﬁ— eff) FeA® 4 BM} v, (3.1.69)

donde A* = (A°, f_f) es el cuadrivector potencial. Al operador (ﬁ — eff) lo llamaremos 11

momento generalizado. Si introducimos los espinores de Dirac

o 0"\ i
V= (7, = e ,
(wd) <90d>

donde hemos escrito la dependencia temporal con la energia en reposo (la masa de la
particula) de manera andloga a como lo hicimos en (3.1.49) con la dependencia espacial
y el momento. Con esto la ecuacién (3.1.69) nos queda como

i% (ZZ) = (éﬁ:‘; ) +eA (¢ ) —oM (Ed) . (3.1.70)

El limite no relativista lo obtenemos al imponer que la energia en reposo sea grande
comparada con el término de la energfa total [|if¢?||s < [|[M¢?w, pero también que
la accion del potencial sea pequena comparada con la energia en reposo, pues podria
excitar demasiado el sistema, ocasionando efectos no deseados, como la creacion de pa-
res particula-antiparticula. Por tanto, |[eA%?||o < ||[M¢?|s. Entonces, operando con'®
(3.1.70), en el limite tenemos que

ST

dNO-'H

~ D 1.71
T (3.1.71)

con lo que vemos que las componentes down seran pequenas en comparacioén con las com-
ponentes up. Una interpretacion de esto es que la antiparticula interaccionara poco en el
sistema.

18Es un célculo directo pero tedioso. Basta con despejar ¢? de la ecuacién inferior de (3.1.70) usando
las desigualdades antes mencionadas.
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Introduciendo (3.1.71) en (3.1.70) y desarrollando el término (5 : f[) (6’ . f[) = (ﬁ’ — eA)

ed - B, obtenemos la ecuacion de Dirac con interaccién electromagnética en el limite no
relativista

ot 2M
Esta ecuacién es la llamada ecuaciéon de Pauli. Fue introducida por W. Pauli de mane-
ra fenomenologica en el desarrollo de la mecanica cuantica de Schrodinger, para explicar
sucesos como la interaccion del espin con un campo magnético aplicado en el experimento
de Stern-Gerlach. Este fue, sin duda alguna, uno de los primeros logros de la ecuacion
de Dirac: Ser capaz de explicar la interaccion causada por el espin, asi como el momen-
to giromagnético del electrén (el 2 en el denominador del término & - B), inicialmente
introducido de manera forzada por Pauli. Desarrollando en érdenes superiores, se puede
demostrar'® que aparecen otros términos, como el acoplamiento espin-6rbita, correcciones
relativistas de la energia, correcciones de localizacién (un electrén no puede estar en el

interior del nicleo atémico) entre otros, la llamada estructura fina del hidrégeno®.

O [ 1 /o 2 B}
;22 _{ (ﬁ—eA) —ﬁ&-B—i—er} o, (3.1.72)

La mecénica cuantica relativista desarrollada mediante las ecuaciones de K-G y Di-
rac fue un gran logro en los anos 30, capaz de explicar numerosos fenémenos de manera
natural, los cuales la formulacion de la ecuacién de Schrodinger no habia sido capaz de
hacer. Pero como ya sabemos, la materia no permanece inalterable en un sistema: puede
desintegrarse un neutrén en un protén y un electréon, puede crearse en el vacio un par
electron-positrén ete. La herramienta que nos permitira explicar la creacién y aniquilacion
de materia serd la teorfa cuantica de campos (TCC).

3.2. Campos cuanticos

Ahora comentaremos en profundidad y con rigor matematico las ecuaciones de Klein-
Gordon y Dirac en el contexto de “campos”. El campo sera una funcién que a cada
punto del espacio le asigne un operador. Esta es la diferencia entre campos clasicos y
cuanticos, pues en los campos clasicos cada punto tiene asignado un vector o un escalar,
mientras que con los campos cudnticos tendra asignado un operador. Para ello, primero
introduciremos el formalismo necesario para tratar sistemas de varias particulas. Después,
introduciremos la segunda cuantizacion con la ayuda del oscilador armoénico cuantico, con
la cual pasaremos a un contexto de operadores. Esta forma de trabajar fue planteada
por Dirac alrededor de 1927, pero fueron V. Fock y P. Jordan (principalmente) quienes
la desarrollaron con profundidad. Finalmente, pasaremos a resolver las ecuaciones de
Klein-Gordon y Dirac en el caso libre para lo que necesitaremos nociones de la teoria de
distribuciones y de Fourier.

19E] desarrollo es simple pero bastante largo. Se puede encontrar en [17, §4.4]
20M4s informacién sobre la estructura fina y la fisica atémica se puede encontrar en [17, §8].
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3.2.1. Sistemas de varias particulas

Una consecuencia de los postulados de la mecanica cuantica es que, cuando trabaja-
mos con varios sistemas (como puedan ser dos particulas), el espacio de Hilbert en el que
se trabaja es el espacio producto de ambos. Sea H; el espacio de Hilbert asociado a la
particula 1 y Hy a la particula 2, el espacio donde trabajaremos serd H = H; ® Hs, con

un producto escalar (Y1 ® Po|d1 @ do) = (W1|d1) (¥a]da).

A continuacién pasaremos a trabajar en espacios de Hilbert proyectivos, y deno-
taremos por ‘H al espacio proyectivo de H. Para ello tomaremos el espacio H y la relacién
(de equivalencia) x ~ y si y solo si z = Ay con A € C un escalar del espacio, y con ella
tomamos el espacio cociente H = H/ ~. Esto no es ni méds ni menos que traducir la
invarianza gauge local vista en la secciéon anterior en un espacio de Hilbert abstracto.

Observacion 3.2.1. Esta formulacion de espacios productos es muy util en mecdanica
cudntica no relativista, pues permite introducir a la ecuacion de Schréodinger el espin,
trabajando en un espacio de Hilbert [*(R3) @ € donde € es el espacio de los espinores y
matrices de Pauli.

En la fisica cuantica nosotros no podemos distinguir entre dos electrones en un mismo
estado, ya que estan totalmente determinados por el estado (niimeros cudnticos), es decir,
no los podemos “etiquetar”. Como consecuencia, si tenemos un sistema de N electrones,
el estado se escribird |1); ® - -+ ® ¥y), pero si cambiamos un electrén por otro, el estado
no puede cambiar salvo una constante (para ser el mismo estado en H), pero si volvemos
a cambiar los mismos dos electrones deberemos recuperar el estado inicial, por lo que esa
constante serd +1. Esto nos da pie a definir dos subespacios correspondientes a dos tipos
de particulas:

SN ={|¥) € H; 0 |¥) = |¥)},

. (3.2.1)
AN ={|U) € H; 0 | V) = sgn(o) [V)},

siendo S™ el conjunto de N particulas cuyo estado no cambia al realizar una permutacién
o de ellas, llamadas bosones, y A el conjunto de N particulas cuyo estado cambia de
signo si la permutacién ¢ es impar o lo mantiene si es impar, llamadas fermiones.?!

Definiremos el proyector Ps (Py) de H sobre S (AY), siendo un proyector una apli-
cacién de un espacio de Hilbert a otro, autoadjunto y idempotente (PZ = Ps):

1
Psltr®---@¢n) =55 D o) @+ @ ¥oiw)),

oESN

1
Pyl @---@¢n) =75 > 580(0) [o) @ -+ @ Yo)) -

T oeSy

(3.2.2)

21Los fermiones y los bosones se caracterizan por su espin, si es semientero o entero respectivamente.
Un teorema (Teorema espin-estadistica) relaciona los espines de las particulas con su comportamiento
respecto a las permutaciones, pero es de gran complejidad y hace uso de mecénica estadistica, por lo que
se aleja de los objetivos de este trabajo. Ver [6, p. 121].
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Segunda Cuantizacion

Si tenemos un conjunto de N particulas y k estados accesibles, podemos construir el
vector de estados como

k
n1,omk), > my =N, (3.2.3)
j=1

donde el elemento j—ésimo del vector representa el estado j—ésimo accesible®, y n;
representa cuantas particulas estan en ese estado. Si tenemos un nimero infinito de estados
podemos escribir el vector |nq,ng,...) pues tenemos un nimero arbitrario pero finito de
particulas. Con los vectores (3.2.3) podemos escribir el producto escalar

(ny, b, oo |na,may ) = [ ] 6ny e (3.2.4)
j=1
y definimos al estado vacio (sin particulas) |0) = 1 € C. Finalmente, se definen los

operadores destruccién (a,,) y creacién (af,) para el estado n—ésimo como
ap |n1,n2,...) = C |Ing,ng, coyng, +1,.0)

" (3.2.5)

aL In1,ma,...) = CHing,ng, om, —1,.0)

definiendo® ay |0,n,...) = 0. Las constantes C,, vendran dadas por las relaciones de
conmutacion de los operadores, que dependeran a su vez del sistema que estemos descri-
biendo. Ahora podemos definir el Espacio de Fock.

Sean H= el espacio de Hilbert asociado a n particulas idénticas (+ para bosones y —
para fermiones), el espacio de Fock se define como

FE(H) = é?ﬁf, (3.2.6)

donde Hy = C. F*(H) tendra una base formada por

{ln1,n9,...) :n; > O,an < o0}, (3.2.7)

siendo |nq,ng, ...) el estado definido como

k! . . >
[n1,na,..) = W%((@ o)) ® (®@™eg) @+ -), an =k, (3.2.8)

para bosones y

! . . >
Iny,na, ...) = WPA((@@ 1) ® (Q™2ey) ® - - - ), ;nj:k, (3.2.9)

22Recordemos que los estados son autoestados del Hamiltoniano del sistema, y bajo ciertas hipdtesis
existird un conjunto numerable y ordenable de estados. Esto es una suposicién muy usada en fisica
cuantica.

23Lo hemos escrito para la primera componente, pero sirve para todas. Si el operador destruccién acttia
sobre un estado sin particulas obtendremos siempre 0.
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para fermiones, con Pg y Py definidos en (3.2.2). Los e; serdn elementos de la base del
espacio Hy, (o lo que es lo mismo, los autoestados del Hamiltoniano del sistema) y ®"e;
no es nada mds que tener n; elementos dentro del ket |¢; ® --- ® ;) que sean el propio
ej, autoestado j—ésimo del Hamiltoniano.?* El factor 4/ ﬁ se introduce por normali-
zacion. Por clarificar veamos el caso de dos particulas idénticas.

Sea |ny,ng, ...) nuestro estado con k = 2, y supongamos que estan los estados 1 y 2
ocupados, lo escribiremos como

1
V2
para el caso bosénico por ejemplo podriamos tener el estado |2, 0, ...) = |e; ® e1), mientras

que para los fermiones obtendriamos |2,0,...) = 0, el cual es principio de exclusién de
Pauli: 2 fermiones no pueden estar en el mismo estado.

|].,]_,0,...> = [|€1®62> + |62®€1>] y (3210)

3.2.2. El oscilador cuantico

Ahora tenemos todas las herramientas para tratar el oscilador arménico cuantico, con
el que Dirac introdujo la segunda cuantizacién y que nos sera de gran utilidad para des-
cribir el campo escalar (solucién de la ecuacién de Klein-Gordon).

Supongamos que tenemos un sistema con K osciladores armdénicos independientes®,
entonces el espacio de Hilbert en el que trabajaremos serd?® L?(R¥) y tendremos un
hamiltoniano de la forma

K
) 1 H?
=% <— > wj:c;%) , (3.2.11)

——
- 2 wjaxj

donde w; son nimeros positivos, y haciendo el cambio ,/w;z; = y; podemos reescribirlo

CcOo1mo K
W, o? 9
— | —= - 2.12
> 2( ay?+yj>, (32.12)

el cual es una suma de K osciladores armoénicos monodimensionales cudnticos desacopla-
dos. Tenemos los operadores X; y P; (posicién y momento) definidos como
0

J

y sus asociados Y; y @), (posicién y momento generalizado)
0

Y, =w;x;, Q= —i—. 3.2.14
J i j dy; ( )

%4Por ejemplo, si n; = 2,15 = 1 y k = 3, tendriamos el ket |e; ® e1 ® e3)

25Esta descripcién es de gran utilidad, pues en muchos casos, un sistema de varios osciladores arménicos
tridimensionales se pueden desacoplar en los llamados modos normales y trabajar con ellos de manera
independiente. Véase [3, Capitulo 6]

26No tenemos problemas en los infinitos pues, como veremos, las soluciones son de cuadrado integrable.
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Con estos tltimos operadores definimos

1 1
4= 5 (Y +iQ). Al = 7 W= iQy). (3.2.15)

relacionados con X; y P; como

X; = \/;7] (45+41),  p= —i\/% (45— 4f). (3.2.16)

Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién:

(X, P] =idjil, [AwAL] = Ozl
(3.2.17)
[, Xl = 1P3, Pl = [47, Ad] = [4f, 4] =0,

Con los nuevos operadores A; y A;. podemos reescribir el Hamiltoniano como

K
1
H=> w (A}Aj + 5) : (3.2.18)

j=1

cuyas autofunciones vienen dadas por el producto de osciladores arménicos monodimen-
sionales®” de la forma

(AD™ - (Af)

nyl-ong!

(,bnlng...nK (13) = ¢0,.,0, (3219)

donde ¢y o = 7 V*exp (—1/ 22%2:6]2) es el estado fundamental. Se puede comprobar
que

qubnlnz...nK Y njqbnlnz...nj—l...nKa A;gbnlng...n;{ =V nj + 1¢n1n2...nj+1...n;{7

1
H¢n1n2...nK = (nl + ... +ng+ §K) ¢n1n2...nK-

Comparando lo anterior con (3.2.5), podemos construir una aplicacién entre®® L2(R¥)
y Hi:
Dring..mie = |1, s ) (3.2.20)

y por consiguiente, tomando K = oo (tomando una coleccién infinita de osciladores
armoénicos) podemos construir una aplicaciéon de L2(R¥) en F+(H).

Un problema que hemos obviado hasta ahora es la convergencia de (3.2.18) cuando
K tiende a infinito, pues al tener el término Y w;/2 puede diverger®. Una solucién a

27La resolucién del oscilador cudntico monodimensional no entra dentro de los objetivos de este trabajo.
Un estudio de este se puede encontrar en [3, §4.2.2].

28F1 porqué de usar el espacio para bosones y no para fermiones viene dado por las relaciones de
conmutacién de los operadores creacién y destruccién. Lo veremos un poco mas adelante.

29Las divergencias son un problema bastante usual dentro de la teorfa cudntica de campos, algunas
veces pudiendo corregirla facilmente como es el caso aqui o necesitando una gran cantidad de trabajo para
hacerlo. Atdn asi, aunque existan divergencias u otros problemas, como la teoria explica los experimentos
se dan por cierto y luego mas tarde se tratan de corregir.
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esto es tener en cuenta que un Hamiltoniano no cambia si le anadimos o sustraemos una
constante® | por lo que podemos extraer todos los términos w;/2 sin cambiar la solucién
del Hamiltoniano.

En otras palabras, consideraremos el nuevo Hamiltoniano

H=> wAlA; (3.2.21)

J=1

o0
con sus autoestados [ny, ng, ...) y autovalores > 7 | w;n; que convergen porque solo hay un
nimero finito de n; no nulos. Estas herramientas y soluciones las usaremos a continuacién
para resolver la ecuaciéon de Klein-Gordon.

3.2.3. Campo escalar, solucién de la ecuacién libre de Klein-
Gordon

Primeramente resolveremos la ecuacién de Klein-Gordon de una manera formal e ire-
mos “arreglando” los problemas que surjan. Resolveremos la ecuacion de la forma

(O +m?)e(t, &) =0,

con m > 0 para un campo neutro, que vendrd asociado a una solucién ¢(¢,Z) real,
mientras que la carga aparecera cuando nuestra solucién esté definida sobre los complejos.
El espacio de Hilbert donde trabajaremos serd H = L*(R ® B) con B C R? una regién
finita del espacio. En este espacio, el operador —V? es autoadjunto y acotado, por lo que
tendrd un conjunto de autovalores numerable y ordenados {);} con unos autovectores f;.
Si introducimos unas condiciones de contorno reales en B, podemos tomar los autovectores
f; reales, que forman una base?! ortonormal y real del espacio H. Con estas autofunciones
podemos desarrollar ¢(t, ¥) como

ot ) = Z q; () f;(7), (3.2.22)

con los coeficientes ¢;(t) escogidos reales. Bajo estas condiciones, ¢ satisfard la ecuacion
de Klein-Gordon si y solo si

¢/(t) +wig(t) =0, w?=X+m? VjeN, (3.2.23)

que un conjunto numerable de ecuaciones para osciladores armoénicos monodimensionales.
Hasta ahora no hemos “cuantizado” nada, esta ecuacién y este desarrollo es totalmente
vélido en el sentido cldsico. Para hablar de una solucién cuéntica (o lo que es lo mismo, un
campo cudntico), escribiremos las ecuaciones de los osciladores (3.2.23) como osciladores
cuanticos. Para ello basta sustituir la posicién X; y momento P;, dados por (3.2.16), en

30Esto es un resultado conocido de la mecanica Hamiltoniana.
31Como consecuencia del teorema espectral para operadores autoadjuntos, acotados y compactos de
un espacio de Hilbert separable.
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la ecuacién (3.2.23) (pues g; es lo que actia como la posicién), con lo que obtenemos el
campo cuantico

Z \/_ (A + A*) (3.2.24)

Por ahora no nos preocuparemos de la convergencia de la serie. Hemos asumido que
las condiciones de contorno son tales que los f; son reales, pero lo podemos extender a au-
tofunciones g; complejas, pero debemos tener cuidado, no podemos simplemente sustituir
fj por g;, pues los operadores deben de ser hermiticos (recordemos que cuando trabaja-
mos con campos cuanticos como ¢ en (3.2.24), estos son operadores de cierto espacio de
Hilbert ‘H que actiian sobre sus elementos (que solemos denotar |n) en este contexto), por
lo que segun los postulados de la mecanica cuantica estos deberdn ser hermiticos. Véase
1.2.). Para ello haremos la siguiente construccion.

Sea U = (uj;) una matriz unitaria tal que g; = >, ujxfi, con uj; = 0 a menos que
el autovalor correspondiente a g; sea el mismo que el correspondiente a f;. Con esto y
usando que UT = U~! obtenemos

S owhgi=fo=fr =) upgl,
j j

que si lo sustituimos en (3.2.24) nos da

o0

o= Z ! fj (A —I—AT> Z gkujkA + grunAs),

Jk=

y reescribiendo los operadores como

o
/
k= E UjkAj;
J=1
obtenemos la expresion

[e.e]
1 "
6= —— (gkAk + gL Al ) (3.2.25)
1 v ka
Con esto vemos que no importa que base { f;} usemos, siempre tendremos el campo escrito
de la misma manera

Z\/—(f]fflﬂ”() .

es decir, un cambio de base no afecta a la forma del campo, que siempre es la misma.
Por otra parte, parece que la dependencia temporal del campo ha desaparecido, pero
podemos recuperarla si pasamos de la representacion de Schrodinger a la representacion
de Heinsenberg®?

Aj(t) = e Aje™ Al(t) = et Alem (3.2.26)

32En mecéanica cudntica no relativista, decimos que trabajamos en la representacién de Schrodinger si
la dependencia temporal la posee explicitamente las funciones de onda, mientras que en la representacién
de Heinsenber la dependencia temporal la poseen los operadores. Més informacion se puede encontrar en

[16, §7.3].
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Durante la prueba del teorema 2.1.2 vimos que la siguiente proposicion es cierta:

Proposicién 3.2.2. Sean X eY dos matrices de GL(n;C), entonces

d ix tX

— (e Ye™
Haciendo uso de esta proposicién y de las relaciones de conmutacion (3.2.17) se puede

deducir que

=[X,Y]. (3.2.27)

t=0

y por lo tanto,

d(A; (1) . d(A;(1) 1. :
—— = [iH, A;] = —iwjAj, — = |:ZH, AH = zij;r-.

Estas ecuaciones diferenciales se pueden resolver formalmente como
A1) = et Ay, Al = et Al

con la que el campo se puede escribir finalmente como
=1 , :
o7 = ——— ( Fi(@)e A, + f(f)*ewﬂ'tAT) . (3.2.28)
; 2, J i Ji j

A continuacion especificaremos la regién B en la que trabajamos, aunque seguiremos
sin preocuparnos por las condiciones de contorno, pues extenderemos nuestra solucion
a todo R?. Para ello tomaremos B = [—L/2, L/2]® para cierto L > 0. Es conocido que
dentro de esta regién las autofunciones de®* —V? tienen la forma

i T (3.2.29)

con autovalores p; = Q{ZJ, con Z; = (21, 29, 23) numeros enteros. Con esto, y escribiendo

wp = 1/ |P]? + m? podemos escribir el campo (sumando para todos los posibles valores de
P) como

= 1 i(p-T—wpt i(—p-Z+wpt) At
¢(t,.’1§') = Z \/ﬁ (ez(p:c “p )Ap + 62( paTep )Ap) . (3230)
P p
Como mencionamos antes, en la teorfa cuantica de campos aparecen infinitos, y esto
sucede con este campo. Si hacemos actuar a nuestro campo (3.2.30) sobre el estado vacio
|0) tenemos

1 L
o(t, Z)10) = Z —36’(’1"”“’”) 10,0,...,0,1,0,...) 1 en el hueco p-ésimo.
> v 2wpL
(3.2.31)
La norma del vector (3.2.31) es

- 1
PO Y p——

= 2¢/|p1* +m*L
que es una serie no convergente. Este problema lo podemos resolver si en vez de tratar
al campo como una funcién lo interpretamos como una distribucién. Comenzaremos
haciendo una introduccién a la teoria de distribuciones.

33Un desarrollo se puede encontrar en [3, §4.4].
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Teoria de distribuciones y el campo escalar

Se define el espacio de funciones de clase k de soporte compacto C*(Q) como
aquellas funciones f : Q — R medibles con Q@ C RY abierto tales que existe cierto K
compacto tal que f = 0 e.c.t. Q\K. Se le llama soporte de f al compacto méas pequeno
que verifica esto denotado por sop(f):

sop(f) = N{K : K C Q compacto, f =0 e.c.t. Q\K}. (3.2.32)

Observacion 3.2.3. Si f €LP(Q) y es de soporte compacto, entonces f €LI(2) para todo
q=p

Se puede demostrar (la demostracién no es compleja pero requiere de diversos resulta-
dos sobre convoluciones y sucesiones regularizantes. Todo esto se puede encontrar en [7,
§21.3]) el siguiente teorema, de enorme importancia en el analisis funcional

Teorema 3.2.4. Sea Q2 C RY un abierto acotado yu €LP(Q), 1 < p < 0o, entonces existe

una sucesion u, € C°(Q) que converge a u en LP(2), o lo que es lo mismo, C>(Q)) es
denso en LP(Q2) con la norma de LP($2).

Gracias a este teorema, en una regién acotada del espacio, cualquier funcién de L? o
L! la podemos aproximar por una sucesién de funciones de clase infinito y de soporte com-
pacto. Esto aclara en gran medida todos los procedimientos formales que hemos estado
realizando: aunque la funcién sea L2, podemos aproximarla por una funcién infinitamente
derivable y operar con ella como si lo fuese, con lo que podemos resolver las ecuaciones de
evolucién (como la de Dirac o la de Schrodinger) aunque no sepamos a priori si nuestra
funcion no sea en un principio derivable.

Definimos D(Q) para cierto @ C RY como el espacio de las funciones C° con la
siguiente convergencia:

Sea una sucesion ¢, € D se dice que converge en D hacia una funcion ¢ € D si existe
K C Q compacto tal que sop(p,) esté contenido en K para todo n € N y para todo
a €40,1,..}V se tiene

Aoy, — 92l uniformemente en Q.

Como la convergencia uniforme implica convergencia puntual, tenemos que ¢ también
tiene soporte en K. Ahora definiremos el espacio de las distribuciones.

Sea ) abierto, una distribucién®* en Q es una aplicacién T : D — R lineal tal que si
©n converge a ¢ en D, entonces T'(p,) converge a T'(p). El espacio de estas aplicaciones
se denota por D’ y lo llamamos espacio de distribuciones. También denotaremos®’
T(p) = (T, p).Diremos que T, converge a cierta T en el espacio de distribuciones si
(T, @) converge a (T, ) para cualquier ¢ € D en R.

34Dependiendo del espacio sobre el que esté definida la distribucién, esta recibe distintos nombres
(temperadas, ordinarias, evaluadas sobre operadores...) pero en este caso se denominan ordinarias.

35Hay que diferenciar entre la “aplicacién” de una distribucién, denotada por (-, -) y el producto escalar,
que denotamos (-|-).
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Observacion 3.2.5. Se puede dotar a D de cierta topologia tal que la convergencia en
D descrita anteriormente sea la misma que la de la topologia y que el espacio de distribu-
ciones coincide con el espacio de las funciones continuas y lineales de D en R, pero nos
es tmposible encontrar una norma adecuada que de la convergencia antes descrita. Una
discusion de esto se puede encontrar en [7, §27.5]

Con estas herramientas, podremos identificar (3.2.30) como una distribucién. Para
ello escribiremos®® (¢, x1(t)x2(Z)) la actuacién de ¢, siendo x; una funciéon C>° en R y
X2 una funcién de C2° periédica en el espacio de los momentos p en R3. De esta manera
escribimos (¢, x1(t)x2(Z)) como:*

/B/Rﬁb(t, Z)x1 () x2(Z)dtdd = Z \/ﬁ [)A(l(wp)fCZ(_p}Ap + Xl<_wp)X2(@AL} J

(3.2.33)
donde x denota la transformada de Fourier de y. Recordemos que la transformada de
Fourier de una funcién f €L}(R) se define como

FOy = / F(B)e—Mat (3.2.34)
R
Ccon una eXtenSién a R?) como
FX) = | f(@)e ™z, (3.2.35)
R3

La transformada de Fourier se puede extender al espacio de Schwartz S como una
isometria (teorema de Plancherel 3.2.7), con S definido como el espacio de las funciones
f € C tales que

sup [ *| f ()] < oo,

z€eR

para todo k y | > 0. Claramente, las funciones C'>° pertenecen al espacio de Schwartz. Dos
teoremas de gran importancia en el analisis de Fourier que nos asegura la convergencia de
(3.2.33) son los siguientes (sus demostraciones se pueden encontrar en [7, Teorema 19.2.3],
[7, Teorema 22.1.1] y [7, Teorema 22.1.2]):

Teorema 3.2.6. La transformada de Fourier de cualquier funcion de S pertenece a S.
Teorema 3.2.7 (Plancherel). Si f € S, entonces ||f]| = || f].

Con esto, aseguramos que la suma (3.2.33) converge, con lo que podemos asegurar la
convergencia de ¢ al aplicarlo sobre un estado. Aunque matematicamente sea una dis-
tribucion, nosotros seguiremos tratando a ¢ como una “funcién”, en primer lugar por
simpleza (es mucho mas dificil trabajar con la notacién de distribuciones) y en segundo
lugar porque en fisica se abusa de esta notacién (al igual que con la delta de Dirac §(x)).
El objetivo de este trabajo es ver que existe unos fundamentos matematicos que nos per-
miten trabajar formalmente en fisica, y eso es lo que hemos hecho con las distribuciones.

36 Aqui estamos dando por hecho que a los estados de las particulas les es aplicable la separacién de
variables y hemos escrito x(x,t) = x1(¢)x2(Z).
37El célculo es directo a partir de la definicién de transformada de Fourier (3.2.34).
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Para acabar la construccién de la solucion del campo escalar pasaremos de una suma
en el espacio de momentos a una integral, con lo que dejaremos de trabajar en una region
B y pasaremos a R?. Para ello entenderemos la suma (3.2.30) como una suma de Riemann
y pasaremos al limite cuando L — oo. De (3.2.29) obtenemos que el elemento de volumen
es AV = (2/L)3, con lo que reescribimos (3.2.30) como

AV

L3/2 i(p-Z—wp A pr—i—wpt)AT ]
+ €'l ) LoE

(3.2.36)

—~

X

Cuando L — oo, la suma anterior se convierte en una integral en R3 y los operadores
L32A, y L¥?Al en distribuciones evaluadas en operadores® en R?® denotadas como a y a
respectivamente, o lo que es lo mismo, son aplicaciones continuas y lineales definidas de
C2° sobre el dual de H. Si tomamos nuestro espacio de Hilbert como L*(R?, &®p/(27)?),
(recordemos que el segundo elemento del paréntesis hace referencia a la medida que esta-
mos usando), entonces a(p) y a'(p) actian sobre x € C®(R3) como

N &
(a(p),x) = /RB x(p)a(p)(%)y (a'(p), x) = /R3 x(p)af(p)@T)g,

por lo que sus relaciones de conmutacién serdn®’, escribiendo las distribuciones como
funciones
[a(p),a' ()] = 2m)*6(p — p)L. [alp),a(p)] = [a'(p),a' ()] = 0. (3.2.37)

Con todo esto y escribiendo las distribuciones abusando de notacién como si fuesen
funciones (como se suele hacer en fisica con la delta de Dirac §(z)) obtenemos finalmente
el campo escalar neutro

(e7®»*" a(p) + ™"l (p)) (3.2.38)

o) 1 !
x) = ,

o V2o, 2y
donde z = (t,%) y p = (wp, p). Este campo se puede reescribir de muchas maneras, de-
pendiendo de la definicién de los operadores a v a'.

A pesar de la dificultad matematica que implican las distribuciones evaluadas en ope-
radores, su funcionamiento sigue siendo el mismo: crear o destruir particulas con un
momento p. El campo (3.2.38) acttia sobre el espacio F*(H), donde H =L*(R?). ¢ actia
sobre el espacio de Fock bosénico debido a las relaciones de conmutacién que satisfacen
los operadores creacién y aniquilacién. Debido a la construccién de los estados (3.2.8) y
(3.2.9), los operadores satisfacen la relacién (3.2.37) para bosones y los operadores para
fermiones las mismas relaciones (3.2.37) pero sustituyendo el conmutador por el anticon-
mutador {A, B} = AB + BA. Con esto corroboramos que los cuantos del campo escalar
(las particulas que crea y destruye) son bosones.

38La teorfa sobre distribuciones evaluadas en operadores es tremendamente compleja por lo que descar-
tamos tratarlas en este trabajo. Una discusién mas formal de estos operadores y sus problemas se puede
encontrar en [18, §36.3]. Nosotros simplemente recogeremos los resultados.

39La discusién y obtencién de estas relaciones de conmutacién se pueden encontrar en [13, §36.3].
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De la misma manera podemos construir el campo complejo de Klein-Gordon, que nos
dara los campos que crean particulas y antiparticulas cargadas. Para ello partiremos de
la solucién de (3.2.22) en el caso de autofunciones complejas. Entonces, cada una de sus
componentes ¢; y ¢, (real y compleja respectivamente) seran solucién, con unos opera-
dores ay,al y ay,ab respectivamente, satisfaciendo las relaciones de conmutacién (3.2.37)
y conmutando entre ellas (e.g. [a;.a2] = 0) actuando en el espacio de Fock F = F," @ F)
siendo F;' el espacio donde actian a; y a;r, 1 = 1,2. Con esto podemos construir los

(2
campos cuanticos

1

R3 2wp

(e Put () + P a}(ﬁj) o I (3.2.39)

o();

Con estos campos podemos construir el campo complejo

_ $u(x) +iga(x) _ai(p) +iaz(p) a1 (p) — ias(p)
o(x) = NG , a(p) = — 5 b(p) = ——22 0 (3.2.40)

y sus adjuntos

_ $u() —iga(w) _al(p) — iak(p) _al(p) +iak(p)
¢l (z) = NI at(p) = S bt (p) = S (3.2.41)

donde los factores v/2 han sido introducidos para normalizar el campo y las relaciones de
conmutacion

[a(p), a’(p)] = [b(p),b' ()] = (27)*6(p— '), siendo los demds conmutadores = 0.

(3.2.42)
Con todo esto podemos finalmente escribir el campo y su adjunto como
1 o - &35
— —ipuT + e pt , 3.2.43
o) = [ (0 4 P ) g (3.2.43)
Pl (z) = L (e7™*"b(p) + ™" al (p)) v . (3.2.44)
RS +/2Wp (2m)3

Finalmente, para daremos una ultima abstraccién que nos permitird definir correcta-
mente el campo escalar es la siguiente. Sea ¢ una distribucién temperada®® que satisface
la ecuacién de Klein-Gordon (0 + m?)¢ = 0, entonces su transformada de Fourier*!
es (—p? + m2)gz3(p) = 0. Las soluciones no triviales (no nulas) seran aquellas en las
que p?> = m?, por lo que las soluciones estardn definidas en la regién (recordemos que

p: (wp,ﬁ}):
{p:p*=m?} =X UX,,

3.2.45
Xt={p:p*=m’ p’>0}, X, ={p:p’=m? p’<0}. ( )

40Una distribucién temperada son aquellas que en vez de usar funciones C° como espacio D usamos
el espacio de Schwartz.

— N

41Ge define la transformada de Fourier de una distribucién temperada ¥ como (¥, f) = (U, ).
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Buscaremos ahora las soluciones de la forma u), donde v es una funcién de R* — R
y A es una medida invariante Lorentz definida sobre X, U X, considerada como una
distribucién en R*. Entonces, por la transformada inversa de Fourier*?

¢(z) = / e~ uy(p)dA(p) =
XX (3.2.46)
= [ e mulp) + e u(-p)ix)

Si ¢ es real-valuada, é(—p) = é(p)*, luego estd totalmente definida en X'. Por tan-
to, para construir el campo cudntico bastard sustituir u(p) por el operador aniquilacién
debidamente normalizado (a) y u(—p) por su adjunto (a'). Por el contrario, si es complejo-
valuada, las soluciones en X! y X serdn independientes, por lo que u(p) lo sustituiremos
por un operador aniquilacién normalizado (a), pero u(—p) vendra dado por un operador
creacién normalizado distinto (bT).

Observacion 3.2.8. De este desarrollo llegamos a la conclusion de que tanto los operado-
res a como b (y sus adjuntos) actian para dos especies de particulas distintas de masa m
y espin 0, que son antiparticulas una de la otra (idénticas salvo en la carga). Por convenio
tomamos los a como los asociados a las particulas y los b asociados a las antiparticulas.
Por tanto, el campo de Klein-Gordon (3.2.43) crea antiparticulas y destruye particulas y
viceversa para su adjunto (3.2.44). Esto también da una solucion al problema de la energia
negativa, pues las soluciones definidas en X, no contribuyen como particulas con energia
negativa, sino como antiparticulas con energia positiva. El desarrollo del campo mediante
(3.2.46) también asegura la invarianza Lorentz del campo.

Construccién formal del campo escalar

Finalmente, con todas las herramientas y construcciones hechas en la seccién anterior
pasaremos a realizar una construccion formal del campo escalar, tanto el neutro como el
cargado. Empecemos denotando el espacio de Hilbert proyectivo que describe a una tnica
particula de masa m y espin 0 por

H=L*(X}!,N), (3.2.47)

donde X! estd definido en (3.2.45) y X la medida invariante Lorentz?* definida en él:

dA(p) = d\(wp, p) = ﬂ (w, =p’ = V12 +m?2). (3.2.48)

(27r)3wp7

42 Ahora estamos cambiando la definicién de la transformada y transformada inversa, cambiando —i
por i en (3.2.34). El signo no cambia la transformada o su inversa (pues recorremos todos los nimeros
reales) pero la consistencia es importante. La existencia de la inversa estd asegurada por el teorema 3.2.7.

43La prueba de que es en efecto un invariante Lorentz es compleja de realizar formalmente, una discusién
se puede encontrar en [, §1.3].
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Con esto construimos el espacio de Fock donde actuaran nuestros operadores como el
espacio de Fock bosénico F := FT(H) y los operadores aniquilacién y creacién A(v) y
A'(v), con v € H definidos como

A(w)=+vN+1B(v),  Af(v) = Psw/'NBf(v), (3.2.49)

donde N es el nimero de particulas existentes, Ps es el operador definido en (3.2.2) y
B(v) se define como®

Bw)(u1®---Quy) = Wlu) uy®- - @uy, BI(0)(u1® - @uy) = v@u Qup®@- - Duy.
(3.2.50)

Observacién 3.2.9. Los operadores A; y A} que hemos estado utilizando se pueden

definir en base a (3.2.49) como Aj(e;) y A}(ej) siendo e; el elemento j—ésimo de la
base® de H. También satisfacen las relaciones de conmutacion para bosones

[A(v), Aw)'] = () I, [A(v), A(w)] = [A(v)", A(w)T] =0
Finalmente definimos R : S — H como
Rf = flx+., (3.2.51)
donde f = [, e®"%u f(x)d .

Podemos entonces definir el campo escalar neutro ® (que diferird de ¢ por un cambio
de variable) como una distribucién temperada en R* evaluada sobre el espacio de los
operadores de F(H) que toma una funcién de Schwartz real-valuada f en R* sobre los
nimeros reales y le asigna un operador

1
(@, f) = 7 [A(RSf) + A(Rf)']. (3.2.52)

Esta es una solucién (distribucional) a la ecuacién de Klein-Gordon, es decir, para cual-
quier f € S tenemos que ®((9? + m?)f) = 0, pues (2 +m2)f = (—p* + m?)f =0 en
XF. Finalmente, se puede demostrar (una demostracién se puede encontrar en [0, §5.2])
que efectivamente podemos pasar de @ en (3.2.52) a ¢ en (3.2.43).

Para construir el campo escalar cargado usaremos el espacio de Hilbert H definido
como

H=L*(XSUX  N=H, @H_, H,=L*X' N, H_=L*X,,)), (3.253)

44Un desarrollo completo de estos operadores A(v) y B(v), asi como demostraciones de sus propiedades
y relaciones de conmutacién se puede encontrar en [0, §4.5].

45 Aqui el término de “base” lo usamos con mucha holgura, nos remontamos al ejemplo que introdujimos
en la observacién 3.1.1 de las ondas planas que sirven para construir el paquete de ondas, no forman
una base en un sentido matemadtico pero sirven para construir funciones del espacio desarrollando la
transformada inversa de Fourier.
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y haremos introduccién de un operador C' : Hy — H- (operador conjugador de carga)
definido como
Cu(p) = u(—p)". (3.2.54)

H., es el espacio definido en (3.2.47) para una particula de masa m y espin 0, y

su espacio de Fock asociado serd F = FT(H,), con unos operadores aniquilacién y

creacién definidos como (3.2.49). Ahora definiremos F_ := F+(H,), con unos operadores

aniquilacién y creacién (no confundir con los operadores (3.2.50)) B(v), B(v)', conv € H_
definidos como

B(v) = A(Cw), B(v) = A(Cv)T. (3.2.55)

El espacio F, y sus operadores es el espacio de Fock de las particulas, mientras F_ y sus
operadores es el espacio de Fock de las antiparticulas. C' es el operador que transforma
una particula en una antiparticula y viceversa. El espacio de Fock total es F = F, & F_.
Finalmente definimos Ry : S(R*; C) — H. como

Rof = flx=, (3.2.56)
y el operador ® y su adjunto ®' que actian sobre los operadores de F como

1

(@, ) == [A(R.) + BR-1)].

(@, f) =% [ARLf) + B(R_f)].

De esta manera ® es una distribucién en R* con valores en el espacio de operadores de
F. ® también lo es, con la particularidad de que es antilinear en f. También se puede
demostrar que de (3.2.57) podemos obtener los campos (3.2.43) y (3.2.44).

(3.2.57)

Con esto habriamos acabado de construir el campo escalar, de una manera formal.
Hemos visto que sus cuantos son las particulas de espin 0 y masa m, y puede describir
tanto particulas neutras (cuyas particulas y antiparticulas coinciden) como cargadas (cu-
yas particulas y antiparticulas cambian el signo de la carga), y debido a la construccién
que hemos hecho, los campos son invariante lorentz, pues los hemos construido de tal ma-
nera que sean andlogos a (3.2.46), que es invariante Lorentz (formado por contracciones
de cuadrivectores y una integral con una medida invariante Lorentz).

Cabe resaltar que no hay ninguna dependencia temporal explicita. Para construir el
campo () simplemente tenemos que cambiar a la representacién de Heinsenberg usando
(3.2.26)

3.2.4. Solucion de la ecuacion de Dirac. Campo espinorial

La construccion del campo espinorial, solucion de la ecuacién de Dirac, cuyo cuanto
son las particulas de espin 1/2 y masa m se construye de una manera similar a la del
campo escalar cargado, por lo incluiremos solo las ideas principales. La ecuacion a tratar
sera

iV 0, = ma. (3.2.58)
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Definiremos como espacio de Hilbert para una particula como H = L*( XU X, \) de
la misma manera que en (3.2.53). Tomamos entonces nuestro espacio de Fock de manera
similar a como hicimos en la seccién anterior para el campo cargado: F = F (H') ®
F~(HT), como dos espacios de fermiones de energia positiva. En el primero de los espacios
trabajaremos con las particulas y en el segundo con las antiparticulas, tal y como hicimos
en la secciéon anterior.

Definimos ahora los operadores aniquilacion y creacién para los fermiones como

A(w)=+vVN+1B(v),  A(w)' = P,vNB()f, (3.2.59)

donde v € H, P, estd definido en (3.2.2) y B(v) esta definido en (3.2.50). Se puede
demostrar (ver [0, §4.5]) que estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de anti-
conmutacién

{A(), AW)"} = (wlw) I, {A(v), A(w)} = {A(v)!, A(w)"} =0, (3.2.60)

las cuales son las relaciones de anticonmutacién de los fermiones, como adelantamos en
la seccién anterior. Con esto, dada una funcién h € S(R*; C*), definimos el operador Ry
como en (3.2.56) pero definiéndola de S(R* C*) — H. y los operadores de aniquilacién
de particulas (a) y antiparticulas (b) sobre el espacio de Fock F como

a(h) = A(h) @I, bh) = (-1)N @ A(h), (3.2.61)

donde N es el operador nimero (cuenta el nimero de particulas o antiparticulas que
hay?%) y se introduce para que satisfagan las relaciones de anticonmutacién (3.2.60). Por
lo tanto ya podemos definir el campo espinorial (y su adjunto):

(¥, h) =a(Ryh) + b (CR_),

(3.2.62)
(01, h) =l (R.h) + H(CR_h),

donde C' es el operador conjugacién de carga (3.2.54). El campo (3.2.62) también satisface
las relaciones de anticonmutacién (3.2.60) (por linealidad).

Con esto habriamos acabado la construccion, pues la hemos realizado por analogia a
la construccién formal del campo escalar. El campo 1 crearfa una particula y destruiria
una antiparticula, ambas con energia positiva, y al provenir de la ecuaciéon de Dirac
estas deben de tener espin 1/2 y masa m, pues vimos en §3.1.5 que esta funcién describe
particulas de ese tipo. Notese que hay varias cosas que hemos introducido porque sabemos
el tipo de soluciones que esperamos: fermiones descritos por 4 componentes (ver 3.1.2).
Esto lo hemos podido hacer gracias a haber estudiado la mecénica cuantica relativista
con anterioridad, para saber qué tipo de particulas describen las soluciones de la ecuacion
de Dirac y cémo lo hacen (en 4 componentes) y asi luego construir el campo con rigor
matematico, sin cuestionarnos por qué la solucién es como es.

46M4s informacién sobre el operador niimero se puede encontrar en [18, §22.2]
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Conclusiones

Hemos visto a lo largo de este trabajo los numerosos problemas matematicos que apa-
recen al realizar nuevos modelos fisicos como las ecuaciones relativistas de Klein-Gordon
o Dirac y la teoria cuantica de campos. Hemos mostrado como solventar estos proble-
mas o a dar argumentos de por qué, aunque a priori algo pueda parecer “problemético”
(matemé&ticamente hablando), tiene unos fundamentos mateméticos que lo respaldan. Pri-
mero, en §2.1, estudiamos la relatividad especial, el marco en el que existe la mecanica
cuantica relativista y la teorfa cuantica de campos, y como al hacer una transformacion de
Lorentz (las transformaciones del espacio tiempo que identifican un sistema de referencia
inercial con otro) la fisica debe permanecer invariante. Vimos como las transformaciones
de Lorentz poseen una estructura de grupo (de matrices de Lie, §2.1.2) y estudiamos la
teoria de grupos de matrices de Lie y algebras de Lie (§2.1.3), asi como las representacio-
nes de algebras de Lie (§2.1.4). Esto nos permitié estudiar la representacion del algebra
de Lie del grupo de Lorentz. Dicha dlgebra de Lie es isomorfa al algebra de SL(2;C),
que posee diversas propiedades importantes, pudiendo asi tomar la representacion mas
adecuada al problema que estemos tratando.

Después, en §2.2, estudiamos el campo electromagnético, para introducir la invarianza
gauge y dar un ejemplo més conocido y sencillo de qué es un campo (clasico), como es
el campo electromagnético F* . Aunque en este trabajo no hayamos usado la invarianza
gauge electromagnética, es de gran importancia a la hora de definir el campo vectorial, es
decir, el campo electromagnético cuantico.

Luego introdujimos y estudiamos la mecanica cudntica relativista en §3.1, con las
ecuaciones de Klein-Gordon (§3.1.1) y Dirac (§3.1.2). Primero estudiamos algunas de sus
propiedades (como que la ecuacién de Dirac posee 4 componentes o la apariciéon de una
densidad de carga en la ecuacién de Klein-Gordon), asi como sus problemas (como vio-
lar uno de los postulados de la mecanica cuantica, energia negativa, perder el caracter
probabilistico del estado, etc.) y las soluciones a estos (introducir una formulacién en dos
componentes de la ecuacién de Klein-Gordon o la propia ecuaciéon de Dirac, introducir la
nocion de antiparticulas, entender la densidad como una densidad de carga y no de pro-
babilidad). Posteriormente, en §3.1.3, estudiamos la invarianza frente a transformaciones
de Lorentz de las ecuaciones y las propiedades que debian de cumplir las soluciones para
mantener dicha invarianza. Esto, al igual que la representacion de algebras de Lie es algo
que hemos estudiado pero no aplicado a un ejemplo concreto. Aun asi son conceptos de
vital importancia, pues gracias a ellos podemos saber cémo se transformard una solucién
si aplicamos una transformacién de Lorentz, y podemos “elegir” (tomar una representa-
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ci6n) de las matrices adecuada al problema, pues aunque todas las representaciones sean
isomorfas, existiran algunas mas sencillas y otras mas complejas a la hora de trabajar.

Finalmente, estudiamos las propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Klein-
Gordon y Dirac (§3.1.4 y §3.1.5), asi como la formulacién en 2 componentes de Klein-
Gordon, la cual nos permite introducir el espacio de Krein, un marco matematico donde
recuperar el producto escalar (pues el espacio de soluciones de la ecuacién de Klein-
Gordon no forman un espacio de Hilbert). Con esto vimos cudles eran los objetos de
estudio (particulas masivas, cargadas o neutras y sin espin para la ecuacion de Klein-
Gordon y particulas masivas, cargadas y de espin 1/2 para la ecuacién de Dirac), asi
como sus propiedades (la conservacién de carga o norma y la existencia de antiparticu-
las). Para finalizar mostramos el limite no relativista en §3.1.6.

En §3.1.6 estudiamos el limite no relativista (v < ¢ 0 T' < M) de las ecuaciones de
Klein-Gordon y Dirac, en el que no solo recuperamos la mecénica cuantica no relativista
(mecdnica cudntica con la formulacién de Schrédinger), sino que obtenemos, para el caso
de la ecuacién Klein-Gordon, correcciones relativistas al operador energia cinética (ver
ecuacién (3.1.62)), o recuperamos la ecuacién de Pauli (3.1.72) a partir de la ecuacién
de Dirac. En este tdltimo caso fue necesario introducir la teoria gauge local, de enorme
importancia para la teoria cudntica de campos, pues también nos permite introducir el
campo electromagnético interaccionante, de la misma manera que hicimos para introducir
la interaccion en la ecuacién de Dirac.

Finalmente, en §3.2, introdujimos los campos cudanti-
cos. Para ello comenzamos con una introduccién a sis-
temas de varias particulas (§3.2.1) y los espacios de
Fock, asi como la distincion entre bosones y fermio-
nes. En los espacios de Fock seran los espacios don-
de estaran definidos los campos, que seran a su vez
operadores correctamente definidos, a esto se le deno-
mina segunda cuantizacién. Con la segunda cuanti-
zacion hecha pasamos a estudiar el oscilador armoni-
co cudntico (§3.2.2) con este formalismo, que no solo
nos da una cierta intuicién (pues es un problema sim-
ple y conocido de la mecanica cuantica de Schrodin-
ger), sino que nos ayuda a construir el campo esca-
lar.

Mediante un procedimiento constructivo partiendo tan-
to del oscilador cuantico como de los resultados conocidos
de la mecanica cuantica relativista, nos dispusimos a cons-
truir el campo escalar (§3.2.3), solucién de la ecuacién libre
de Klein-Gordon, que crease y destruyese particulas (o an-
tiparticulas) con masa y espin nulo. Durante el proceso nos
encontramos con un problema grave: la convergencia. Para solventarlo tuvimos que hacer

Figura 3.1: Vladimir Fock,
uno de los padres de la
teoria cuantica de campos.
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uso de dos teorias matematicas: la teoria de distribuciones y el analisis de Fourier. Al en-
tender los campos como distribuciones que al actuar sobre “funciones test” nos devolvian
un operador y apoyandonos en el analisis de Fourier, pudimos solventar el problema de la
convergencia. Finalmente definimos el campo escalar y el espinorial (§3.2.4) (por analogia
al campo escalar) con total rigor matematico. Por tanto, aunque en fisica sigamos ope-
rando con el campo escalar y espinorial como en la ecuacién (3.2.43), sabemos que existe
una formulacién matematicamente rigurosa de estos campos que nos asegura el buen fun-
cionamiento de los mismos.

En la actualidad la derivacién de los campos escalares o espinoriales (entre otros) se
realiza mediante el lagrangiano y el hamiltoniano del sistema, el proceso que nosotros
hemos seguido es algo similar al estudio fenomenoldgico que pudieron seguir fisicos como
Fock, Jordan o Wigner entre otros. La construccién lagrangiana de los campos se puede
encontrar en muchos libros de teoria cudntica de campos, como en [18].

Gracias a este trabajo hemos podido dar una ba-
se matematica sobre la que parte de la fisica cuanti-
ca se sostiene, aunque a la hora de trabajar se ig-
noren (como por ejemplo, la teorfa de distribucio-
nes). Aun asi hay diversas nociones fisicas que si-
guen requiriendo trabajo, como los campos interac-
cionantes. Recordemos que las soluciones (3.2.62) vy
(3.2.57) son soluciones para el campo libre, es de-
cir, las particulas no interaccionan entre ellas o con
el medio. Esto es una simplificacion excesiva, pues
en la naturaleza no existe ninguna particula libre.
Es mas, existen fenémenos como la polarizacién del
vacio, donde el campo electromagnético en el vacio
(sin particulas), genera un electrén y un positron,
que interaccionan electromagnéticamente y se aniqui-
lan, generando dos fotones, por lo que las interaccio- Figura 3.2: Richard Feyn-

nes son de gran importancia para describir el univer- man, fisico de gran impor-
SO. tancia en el desarrollo de la

electrodindmica cudntica.

Por otra parte, no solo basta con estudiar la interaccién
electromagnética (y por consiguiente el campo electromagnético cudntico), sino que habria
que introducir un campo fuerte y otro débil, para las interacciones fuertes y débiles, sien-
do un desarrollo bastante complejo que también conlleva otros problemas matematicos
(la extrema localizacién del campo débil por ejemplo). Ademads, todas las interacciones
comparten un problema que hemos comentado ligeramente, los “infinitos”.

A la hora de calcular interacciones entre particulas nos ayudamos de métodos per-
turbativos de la mecanica lagrangiana. El problema de este método es que a la hora de
calcular ciertas interacciones (como la del electrén con el vacio, conocido como autoenergia
del electrén) aparecen divergencias o integrales infinitas.
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Figura 3.3: Autoenergia del electrén en un diagrama de Feynman.

La renormalizacién es un proceso por el cual se trata de “ocultar” la divergencia.
Este proceso es extremadamente complejo (requiere de un gran entendimiento de la teoria
sobre diagramas de Feynman y electrodindmica cudntica), pero de una manera burda se
puede decir que “tomamos un factor comin” infinito, y lo introducimos en una constante,
de tal manera que no afecte al desarrollo ni a los célculos. Un trabajo interesante seria
por ejemplo, estudiar la electrodindmica cuantica y la renormalizacién desde un marco
matematico formal.

No por ello debemos desmerecer la teoria sobre campos cuanticos que hemos cons-
truido. El campo espinorial por ejemplo resuelve un problema de la mecanica cuantica
relativista, el mar de Dirac. El mar de Dirac consiste en describir los estados energéti-
cos del electron como un conjunto de estados accesibles de energia positiva y negativa,
simétricos en torno al cero. Cuando decimos que tenemos un estado “vacio” (sin particu-
las o antiparticulas) y por tanto de 0 energia, en la teoria del mar de Dirac decimos que
tenemos todos los niveles negativos ocupados.

Figura 3.4: Interpretacion del mar de Dirac. Las particulas estan descritas como energias
positivas ocupadas (amarillo) y las antiparticulas como huecos en energias negativas
(azul).

Esto, que puede parecer disparatado (pues tendriamos una energia infinita), lo “com-
pensamos” diciendo (correctamente) que en fisica lo medible no es la energfa, sino la
diferencia de energia. Por tanto, tendremos una particula cuando un nivel de energia
positiva sea ocupado, y tendremos una antiparticula cuando un nivel de energia negativa
sea desocupado. Esto también explicaria la generacion de pares electrén positron, pues
consistiria en promocionar una particula de energia negativa a un estado de energia po-
sitiva, creando un hueco en la energia negativa. Esto se solventa facilmente con la teoria
de campos, pues podemos entender el espacio de particulas y antiparticulas como un es-
pacio de Fock sobre el que actian unos operadores que crean y aniquilan particulas o
antiparticulas.
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Con la construccion de los campos que hemos realizado es posible explicar la creacién
y aniquilacién de particulas, y si desarrolldsemos una teoria interaccionante (es decir, unos
campos que rijan las interacciones) podriamos explicar, por ejemplo, la desintegracién de
un neutrén en un protén, un electréon y un antineutrino, las interacciones entre particulas
cargadas o la interaccién entre quarks.
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