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Resumen

En el presente trabajo estudiaremos numéricamente la dinamica del modelo propuesto por
Hénon y Heiles en [14]: un sistema conservativo que puede entenderse como la perturbacion de
un oscilador armoénico bidimensional. Dicha dinamica presenta caos para valores elevados de la
energia del sistema, por lo que sera imprescindible utilizar un integrador numérico que respete
las principales cualidades del espacio fasico para resolver las correspondientes ecuaciones de

movimiento.

Para ello, en primer lugar introduciremos los conceptos sobre Mecanica y Teoria del caos que
necesitaremos para desarrollar nuestro trabajo. Posteriormente, abordaremos la construccion de
los integradores numéricos adecuados, asi como la eleccion de indicadores cuantitativos del caos
robustos y eficientes. Finalmente, mostraremos y discutiremos los resultados obtenidos tras la

simulacion por ordenador.

Abstract

In the present work we will study numerically the dynamics of the Hénon-Heiles model, ori-
ginally introduced in [14]: it is a conservative system which can be understood as a perturbation
of a bidimensional harmonic oscillator. The aforementioned dynamics presents chaos when the
energy is high enough, so it is completely necessary to use a numerical integrator that respects

the main properties of phase space in order to solve the corresponding equations of motion.

To do so, firstly we will introduce the fundamental concepts of Mechanics and Chaos Theory
we need to develop our research. Secondly, we will tackle the construction of appropriate nu-
merical integrators, as well as the election of robust and efficient chaotic numerical indices. And

finally, we will show and discuss the results obtained after computer simulations.
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Capitulo 1

Fundamento teorico

En este primer capitulo abordaremos muy sucintamente los contenidos fundamentales so-
bre Mecanica que necesitaremos para sustentar nuestros argumentos posteriores. Primeramente,
haremos una introducciéon sobre Mecanica lagrangiana y hamiltoniana e introduciremos el con-
cepto de transformacioén canonica. En segundo lugar, definiremos los conocidos como sistemas
integrables, casos de estudio antitéticos del caos. En tercer lugar, presentaremos las caracteris-
ticas fundamentales del caos y los principales resultados que necesitaremos en nuestro estudio.

Por ultimo, introduciremos el modelo de Hénon-Heiles, que sera el nucleo de nuestro trabajo.

1.1. Mecanica hamiltoniana. Sistemas integrables

1.1.1. Espacio fasico y hamiltoniana de un sistema. Integrales primeras

El espacio de configuraciones M de un sistema de n grados de libertad es aquel en que habitan
todos los posibles valores de las coordenadas que describen el estado del mismo. A dicho espacio
se le puede dotar de una estructura de variedad diferenciable n-dimensional, lo que nos permite
aplicar toda la potencia del Calculo Diferencial a pequefios entornos de cada uno de sus puntos

(como corresponde a los limites de dicha rama de las Matematicas) [1, 32].

A su vez, en cada punto de una n-variedad puede construirse un espacio vectorial conocido
como espacio tangente, que no es mas que la “linealizacion” de la variedad M en torno a dicho
punto (el hiperplano de dimension n tangente a la misma) y esta generado por los vectores velo-
cidad locales del sistema. Uniendo todos estos hiperplanos (uno por cada punto de la variedad), se
construye el fibrado tangente TM, el cual a su vez puede ser dotado de una estructura de variedad

diferenciable de dimensién 2n' [32].

1 Grosso modo, las primeras n dimensiones son aportadas por el nimero de coordenadas necesarias para describir
un punto cualquiera de M, mientras que las otras n dimensiones provienen de que, para cada punto de M, podemos
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El Principio de Minima Accioén, piedra angular de la Mecanica Clasica, nos permite determinar
la trayectoria del sistema q(t) = (q;(¢), ..., q,,(t)) € M resolviendo las n ecuaciones diferenciales

de Lagrange asociadas (de segundo orden en el tiempo) [11]:

Principio 1 (de Minima Accién). Sean gV, ¢® € M dos puntos del espacio de configuraciones, y
seant;, t, € R dos instantes de tiempo. Todo sistema mecanico evoluciona en el tiempo recorriendo

aquella trayectoria q(t) € M entre los instantes t; y t, que hace extremo el funcional accién:

Slq()] = f dt £(g.4.1) (11)

1

donde L : TM X R — R es la funcion lagrangiana, que caracteriza la evolucion de dicho

sistema.

Cualquier espacio vectorial de dimension finita es isomorfo a su dual algebraico, conformado
por todas las formas lineales sobre dicho espacio vectorial. Por lo tanto, a partir del espacio tan-
gente en cada punto puede construirse su dual algebraico, el espacio cotangente. Uniendo todos
los posibles cotangentes podemos definir otra variedad diferenciable 2n-dimensional, conocida
como fibrado cotangente, T*M, o espacio fasico, Z; difeomorfa® al fibrado tangente. Su principal
utilidad radica en que este posee de forma natural una estructura simpléctica’, la cual es la res-
ponsable en un nivel profundo de las simetrias de las ecuaciones dinamicas obtenidas y de las
leyes de conservacion. Como veremos, es deseable que las transformaciones de coordenadas que

apliquemos conserven la estructura anterior para no romper la citada simetria [1].

Por ultimo, mediante la transformada de Legendre podemos construir a partir de £ la funcion

hamiltoniana J(:
H:T"M xR - R

j=1

siendo p; = ——. La hamiltoniana esta definida sobre el espacio fésico, la cual nos permite

8qj

obtener la evolucion del sistema gracias al Principio de Minima Accién, aprovechando ademas las
ventajas que ofrece trabajar en el fibrado cotangente. En el contexto de la Mecanica hamiltoniana,
a las coordenadas q(t) = (q,(t),...,q,(t)) de M se las denomina coordenadas generalizadas y

a las formas lineales p(t) = (p;(t), ..., p,(t)) que pertenecen al espacio cotangente momentos

encontrar n vectores velocidad linealmente independientes.

2Dos conjuntos se dicen difeomorfos si existe entre ellos una aplicacion biyectiva y diferenciable, con inversa
también biyectiva y diferenciable.

3El término simpléctico, del griego oLUMAEKTLKOOT, quiere decir “plegado”, “intercambiado”. Véase [1] para una
introduccién a las variedades simplécticas.
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generalizados [11, 1]. Al par (q(t), p(t)) € X lo denominaremos 6rbita del sistema en el espacio

fasico.

En el formalismo hamiltoniano, las ecuaciones de evolucién homologas para la 6rbita descrita

por el sistema son las denominadas ecuaciones canénicas o de Hamilton*:

BH dH
), = —— '.=——, V'=1,..., 12
d; 3, D; 54, J n (1.2)

Estas 2n ecuaciones diferenciales son de primer orden en el tiempo, a diferencia de las ecua-

ciones de Lagrange. El Teorema de Picard [30] garantiza que el estado del sistema en un instante

t > t, estd univocamente determinado por su estado inicial (g, p,) = (q(t,), p(t,)), ademas bajo
0FH 8F O°KH

, y
dp; 9q; ~ 9q;px

y sean continuas). Por tanto, la Mecanica Clasica es una teoria determinista.

existan

hipétesis no muy exigentes (por ejemplo, que las derivadas parciales

Para una gran mayoria de sistemas clasicos, la funcion hamiltoniana puede expresarse como
suma de la energia cinética T = T(p, t) y la energia potencial V' = V(q, t), siendo la primera una
forma cuadratica en p. En estos casos, la hamiltoniana coincidira con la energia mecanica del sis-
tema, que a todos nos es tan familiar. Ademas, si 7(q, p) no depende explicitamente del tiempo
(sistemas conservativos), entonces H(q(t), p(t)) = FH(qqy, po), YVt > ty; es decir, la energia se

conserva.

En general, aquellas funciones dinamicas (funciones de las coordenadas y momentos genera-
lizados, y del tiempo) que se mantienen constantes a lo largo de la drbita se denominan integrales
primeras de movimiento. La energia sera una integral primera bajo el supuesto anterior, y en ge-

neral se tiene el siguiente resultado [11]:

Proposicion 1. Consideremos un sistema dinamico descrito por la hamiltoniana J((q, p), y sea
(q(t), p(t)) una determinada érbita en el espacio fasico. La evolucién temporal de una funcion di-

namica f(q, p,t) a lo largo de dicha érbita viene dada por la expresion:

ar _af

dt _E'i'{f’j{}

S [(of 9 of o
donde{f, g} := Z (—f—g - —f—g) denota el corchete de Poisson de f y g. Por lo tanto,

i=1\99;9p; 9p; 94,
si una determinada funcion dinamica satisface las condiciones:
of

SE=0 v {f,3=0

4Estas ecuaciones ponen de manifiesto que la trayectoria del sistema en el espacio fasico es la curva integral [32]
del campo vectorial hamiltoniano (V ¢, =V J ).
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entonces es una integral primera de movimiento.

Para obtener la solucién de las ecuaciones canodnicas se requiere determinar un total de 2n
constantes de integracion (correspondientes a las 2n condiciones iniciales). Si fuera posible des-
pejar dichas constantes en funcién de las coordenadas, estas formarian un conjunto de 2n inte-
grales primeras de movimiento, de las cuales 2n — 1 son independientes entre si’ para un sistema
conservativo. Esta familia sera maximal en el sentido de que cualquier otra integral primera ten-

dra que poder escribirse en funcion de las anteriores.

En los sistemas conservativos, el conjunto

SEC={(q,p) € Z | JH(q,p) = E} (1.3)

define una (2n — 1)-subvariedad en X siempre que E sea un valor regular para la hamilto-
niana®. En cualquier caso, la drbita permanecera en la SEC a lo largo del tiempo. Ademas, para
estos sistemas el mismo Teorema de Picard nos asegura que dos trayectorias del espacio fasico

correspondientes a diferentes condiciones iniciales nunca se cortan [30].

1.1.2. Transformaciones canOnicas

Podemos reescribir las ecuaciones (1.2) en forma matricial, denotando por 7 : = (q, p)' y por

I, y O, alas matrices identidad y nula n-dimensionales respectivamente:

0, 1
#n=SV,H, conS = v (1.4)
k _In On

Esta reescritura nos permite establecer de forma compacta una condicion necesaria que deben
cumplir aquellas transformaciones (q, p) —— (Q, P) que dejan inalterada la forma de las ecua-
ciones de Hamilton (lo que se conoce como transformaciones canénicas). Si { = (Q,P)" = {(n)

denota las nuevas coordenadas en funcion de las antiguas, esta condicion resulta [11]:

Proposicion 2 (Condicion simpléctica de las transformaciones canénicas). Supongamos que§ =

(Q, P)' = {(n) es una transformacioén biyectiva y canénica; esto es,

#=SV, 7, ¢ =SV,%x,

conS la matriz definida en (1.4) y VI el gradiente de JH respecto a las variables x. Si denotamos

>Véase el Teorema 2 para una definicién precisa de independencia de integrales primeras.
®Si f : M — N es diferenciable, diremos que ¢ € f(M) es un valor regular de f si la diferencial df, : TM —
TN es sobreyectiva para cada p € f~1({q}) [32].
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an;
igualdad:

porJ = (i) a la jacobiana de la transformacion (que sera invertible), entonces debe darse la
ij
J'Sy =S (1.5)

Otra forma usual de caracterizar una transformacién canoénica (q, p) -— (Q, P) es forzando
a que el Principio de Minima Accidn sea “covariante” frente a dichas transformaciones. Es decir,

fijando los dos instantes de tiempo t,, t,, si la orbita (q(t), p(t)) minimiza el funcional accién’

Slq(t), p()] = f > p;dg; — ¥ dt (1.6)

1 j=1

entonces (Q(t), P(t)) también deberia minimizar el funcional

S'[Q(1), P(t)] = f P, dQ; — 7' dt (1.7)

1 Jj=1

donde H’ es la hamiltoniana tras sufrir la transformacién (en el caso méas general puede
cambiar tanto de valor como de forma). Para que ambas trayectorias sean extremos de sendos

funcionales, es preciso que los integrandos difieran en una diferencial exacta dF(q, Q, t) [11]:

dF(q,Q.t) = ), (p; dg; — P; dQ;) + (3’ — F()dt (1.8)

J=1

A la funcién F(q, Q,t) se la conoce como funcion generatriz de la transformacién canénica.
Hay varios “tipos” de funciones generatrices segun las variables de las que estas dependen [11].
Por ejemplo, si aplicamos una transformacion de Legendre a F(q, Q, t) obtenemos otra funcién

generatriz ®(q, P, t), cuya diferencial debe satisfacer:

d®(q,P,t) = ), p;dq; + ), Q; dP; + (3’ — H)dt (1.9)

j=1 j=1

y dado que las variables g, P y t son independientes entre si, esto fuerza a que las relaciones
entre las coordenadas antiguas y las nuevas sean:
o oP od

. = — =—V=1,,, .7{/=.7{ -
Pi=5g Y=3p, W " T

(1.10)

"El funcional accién se ha obtenido a partir del original (1.1), aplicando convenientemente la transformada de
Legendre a £ como hemos sefialado anteriormente.
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Notese que la transformacion identidad,

Q;j=4q,P;=p;Vj=1,..,n (1.11)

es una transformacién candnica de generatriz ®(q, P) = Z]. q;P;. Enumeramos a continua-

cion algunas propiedades fundamentales que satisfacen estas transformaciones [1, 11]:

1. Mantienen inalterados los corchetes de Poisson (véase la Proposicion 1): {f, g}(q = {f. 8o

En particular, si f(g, p) es una integral primera de movimiento, f(Q, P) también lo sera.

2. (Integral invariante de Poincaré) Si y es una curva cerrada en el espacio fasico y I' su ima-
. .7 7’ . . ’ n
gen mediante una transformacion canoénica, la integral de linea de la 1-forma ijl p; dg;

coincide para ambas curvas:

Zsﬁpj dg; =Y, (P, dQ; (1.12)
=17

J=1
4

3. (Teorema de Liouville) La Proposicién 2 conlleva a que | detJ| = 1, por lo que las trans-

formaciones candnicas preservan el elemento de volumen del espacio fasico®
dq, ...dq, dp, ...dp,

Hay un tipo especialmente interesante de transformaciones candnicas: las denominadas trans-
formaciones candnicas infinitesimales (en adelante TCI). Estos mapas se caracterizan por variar

infinitesimalmente las coordenadas y momentos generalizados:
Qj=gq;+dq; P;=p;+3p, (1.13)
o equivalentemente, en forma vectorial:

{=n+dny (1.14)

con ||67|| suficientemente pequefio. Una candidata natural a funcioén generatriz de una TCI

es una perturbacion de la identidad de la forma:

®(q,P,t) = ), q;P; +G(q, P, 1) (1.15)

J=1

8 Atendiendo a una nota al pie anterior, si entendemos la trayectoria del sistema como la curva integral asociada al
campo tangente SV, J(, el Teorema de Liouville lo que establece es la “incompresibilidad” del “fluido hamiltoniano”
(compruébese que la divergencia del campo es nula).
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con € un parametro suficientemente pequeno. A la funciéon G se le denomina, por abuso del
lenguaje, generatriz de la TCI°. Aplicando las relaciones (1.10), podemos encontrar la ecuacién

que debe satisfacer el término de desviacion &1 para que la transformacion sea canénica:

&1 =¢e{n,G} (1.16)

Esta igualdad también se puede reescribir en forma matricial:

61 =€IV,G (1.17)

Una TCI de especial importancia es aquella que tiene por generatriz G = J. Puede compro-
barse que esta transformacion se corresponde con la evolucion temporal infinitesimal (de intervalo
temporal €), ya que (1.17) coincide con las ecuaciones candnicas (1.4) en el limite € — 0 (en este
caso, ¢ tendra dimensiones de tiempo). Atendiendo a esta consideracién, podemos enunciar la

siguiente definicion-proposicion:

Definicion 1. Consideremos un cierto sistema dinamico y seat € R. Definimos el mapa evolucion

temporal de pasot, M, : £ — Z, como:

M (n(2)) = n(t + 1) (1.18)

siendo 1(t) la orbita del sistema en un determinado instante t. Este mapa es una transformacion
canodnica gracias a que la evolucion temporal infinitesimal es una TCI (componiendo una sucesion

de transformaciones infinitesimales podemos llegar a obtener M, ).

Puede probarse que la funcién generatriz de la transformacién candnica anterior (en su ver-
sion no infinitesimal) es la funcion —8, con § la accidon del sistema (véase una nota al pie anterior)
como funcion de las coordenadas finales'’. También puede demostrarse que dicha funcion satis-

face la conocida como ecuacion de Hamilton-Jacobi'! [11, 17]:

a8
5+ (q,V,8,6)=0 (1.19)

Por ultimo, enunciaremos un Teorema basado en la incompresibilidad de los volimenes del

fluido hamiltoniano, con especial interés en el contexto de la Fisica Estadistica [1]:

9La funcién G depende efectivamente de q y P, aunque a primer orden en ¢ se tiene que ¢éG(q, P, t) = ¢G(q, p, t).

%Con esto nos referimos a que el funcional accién (1.1) es evaluado en una curva que coincide con aquella que lo
minimiza o maximiza salvo en los extremos, los cuales pueden variar. Para distinguir ambas dependencias, muchos
textos se refieren a esta tltima como funcion principal de Hamilton; véase [17, 11] para mas informacion.

UEsta ecuacion proporciona una via para resolver el problema dindmico. Como sefialaremos mas adelante, a partir
de un desarrollo perturbativo de su solucion también permite resolverlo numéricamente (de forma aproximada).
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Teorema 1 (de Recurrencia de Poincaré). Consideremos una hamiltoniana H(q, p), con un espa-
cio fasico acotado, y sea A C Z. Todas las orbitas que comienzan enn, := 1(t,) € A volveran a A

en un instante t > t, superior, excepto para un subconjunto de medida nula de condiciones iniciales
de A.

1.1.3. Sistemas integrables

En la seccién anterior comentamos que todo sistema de n grados de libertad posee, a lo su-
mo, 2n integrales de movimiento. Si las conociéramos todas, las ecuaciones de Hamilton serian
resolubles por cuadraturas'?. Sin embargo, existe una familia de sistemas conservativos para los
cuales con conocer unicamente n integrales primeras (incluyendo la energia), las ecuaciones ca-
noénicas ya cumplen esta propiedad. A este tipo de sistemas se les denomina sistemas integrables

y serdn de gran importancia para el desarrollo de este trabajo.

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que un sistema sea integrable

[1]:

Teorema 2 (Sistemas integrables en el sentido de Liouville). Consideremos un sistema de n grados

de libertad, del que se conocen n integrales primeras {f, ..., f,}. Definimos:

={77€Z . fi(n)zfm’i:l""an}

para ciertas constantes f g, ..., f 0. Supongamos que:

1. Lasn 1-formasdf,...,df, son linealmente independientes en cada punto de M. Es decir, si

i 40 i
Zgl](n) d’?] Z 3 Vl =1,..,n
j=1 77J

entonces det(g;;(n)) # 0, para todo 1 € Mj.
2. {fl-, fj} =0,Vi, j =1,...,n (las integrales primeras estan en involucién).
Entonces My es una n-subvariedad del espacio fasico X, y el movimiento del sistema queda

confinado por completo en Mg, siendo J{ = f; para algin j = 1,...,n. Ademas, si Mg es compacta

y conexa, es difeomorfa al toro T" := S'x () xS*, donde S* denota la circunferencia unidad.

Si nuestro sistema es integrable, el teorema anterior nos garantiza la existencia de una trans-

formacion canénica q —— ¢, p —— I que verifica que la hamiltoniana en las nuevas variables

12Se dice que una ecuacién diferencial es resoluble por cuadraturas si su solucién general (ya sea en forma implicita
o explicita) puede escribirse a partir de funciones elementales e involucra una o mas integrales.
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solo depende de I [1]. De hecho, cualquier conjunto de funciones independientes de las n in-
tegrales primeras f1, ..., f, estara conformado por posibles candidatos a los nuevos momentos
generalizados, aunque no tienen por qué satisfacer las ecuaciones canénicas (1.2). Existe un con-
junto particular de estas funciones, I(f, ..., f,), que si tiene las propiedades adecuadas. Junto

con su conjunto de coordenadas generalizadas, (¢, I) se conocen como variables accién-angulo.
Se puede probar (véase [1, 21]) que las variables accidon toman la forma

1 ;
IJ_E p-dq, j=1,..,n (1.20)

Vj

donde la integral estd hecha a lo largo de una de las curvas generatrices del toro y; n-
dimensional®® (por ejemplo, la curva ¢; = ¢;, Vi # j). Notese que la integral de (1.20) es in-
variante si y; evoluciona bajo la accién de la evolucion temporal (gracias a (1.12)), por lo que en
efecto I = cte. Denotemos por 8(q, I) a la generatriz de la transformacién canonica correspon-

diente. Si aplicamos las ecuaciones de transformacion (1.10), obtenemos que:

a8 o8
=2 =22 g0(q.p) = HU 1.21
$ =3 1, PiT3 (g, p) = H() (1.21)
Denotando por A;S, A;¢ a los respectivos cambios de § y ¢ a lo largo de una vuelta por y;,

podemos deducir que [21]:

A18:¢p'dq:2ﬂ11
Vi

d

j

Es decir, las coordenadas ¢; se comportan como variables angulares, ya que ante una vuelta
completa a y; estas aumentan en 27. Es por ello que se denominan variables angulo de un sistema
integrable. De hecho, estas se pueden entender como las n coordenadas que describen cada punto

del toro al que es difeomorfo Ms.

La evolucion temporal de las nuevas coordenadas viene determinada por las ecuaciones ca-

noénicas sobre la nueva hamiltoniana JH (I):

_ OHU) _oHI) . .
i = 59, = ¢; = 3 =lw;=cte. j=1,..,n (1.22)

J

3 Hemos sefialado en el Teorema 2 que un toro n-dimensional puede escribirse como producto cartesiano de n
circunferencias. Podemos entender cada una de las circunferencias anteriores como las curvas generatrices de dicho
toro. Por ejemplo, en un toro bidimensional una de las generatrices rodearia al “agujero” del mismo, mientras que
la otra “abrazaria” al toro atravesando el agujero.
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La primera tanda de ecuaciones es evidente a partir de los argumentos dados hasta ahora.
La segunda tanda es resultado de que J((I) es constante, por lo que cualquier derivada parcial
respecto de I; (también constante) resultara ser constante. Por lo tanto, las ecuaciones canénicas

para un sistema integrable pueden resolverse facilmente:

I(t) = 1(0) = cte.  $(t) = wt + $(0) (1.23)

Si entendemos el conjunto de variables ¢ como variables angulares, a partir de la ecuaciéon
de evolucion (1.23) parece natural interpretar las constantes w; como n frecuencias de oscilacion
independientes del sistema. Por lo tanto, la trayectoria del sistema sobre el n-toro My sera una
superposicion de n movimientos periédicos, cada uno de frecuencia ;. Sin embargo, en general
la trayectoria completa no sera periédica. Solamente cuando las frecuencias sean conmensurables;

i.e., existan my, ..., m, € Z tales que:

Zn: m;w;,(I) =0 (1.24)
j=1

la trayectoria sera completamente periddica y, de hecho, cerrada sobre el toro. Los toros para
los que esto ocurre se conocen como toros resonantes. Cuando las frecuencias de oscilacion del
sistema sean independientes (en el mismo sentido que la independencia de las n variables accion

del Teorema 2), se tendra que:
dw;

det<ﬁ) £0 (1.25)

J

En tal situacion, diremos que el sistema integrable es no degenerado, y podremos etiquetar
equivalentemente a los toros por sus n frecuencias naturales. Para estos sistemas, ya que los
numeros racionales forman un subconjunto de medida nula en los reales, la conmensurabilidad
casi nunca se dara. Es decir, si tomamos un punto arbitrario I € R", con probabilidad 1 las fre-
cuencias resultantes no seran conmensurables, y el movimiento se dira entonces cuasiperiodico.
En estos casos, las trayectorias rellenan densamente la superficie toroidal, no cerrandose nunca

(véase la figura 1.1).

Por ultimo, para obtener la evolucion temporal del sistema en las coordenadas antiguas, basta
revertir el cambio de variables (ecuaciones (1.21)), suponiendo que la transformacion sea biyec-
tiva. Hemos conseguido integrar asi las ecuaciones canoénicas de un sistema integrable. Notese
que, en particular, todo sistema conservativo de un grado de libertad que tenga una region
accesible acotada dentro de la SEC es integrable al cumplir trivialmente el Teorema 2, y su

trayectoria es puramente periddica (al existir una tnica frecuencia natural).

A la vista de lo que acabamos de exponer, el espacio fasico de un sistema integrable sera

difeomorfo al producto Q X T", con Q C R" un cierto abierto. El conjunto Q es el de los po-
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—
(a) (b)
2n T 21
3n/2 b 3n/2
& n 1 & T
2 b /2
0 : : : 0
0 2 n 3n/2 21 o} /2 b 3n/2 2n
¢'1 ¢‘1

Figura 1.1: Trayectorias en un toro bidimensional. Arriba, vista tridimensional de dichas trayec-
torias para (a) frecuencias conmensurables, (b) frecuencias inconmensurables. Abajo, vista de las
mismas trayectorias en la representacion modular tipica. Tomada de [7]

sibles valores que pueden tomar las variables accién. En cierto modo, los toros “rellenan” el
espacio fasico y las variables accién determinan sus “radios”. Podemos entender este hecho mas
facilmente si estudiamos el ejemplo paradigmatico de sistema integrable: el oscilador armoénico
n-dimensional. La hamiltoniana de dicho sistema viene dada por:
n
1 1
2 2.2
= —p7 + —w*q* 1.2
H <2pj + 5w, (1.26)
J=1
(hemos elegido todas las masas iguales a 1). Un posible conjunto de n integrales primeras en
., : o 1 1 e
convolucion son las n funciones hamiltonianas ; = ; pjz. + Ecojz.qu.. En este caso, el espacio fasico
es Z = (0,00)" X T". Las n frecuencias naturales de oscilaciéon son los parametros w;, ..., w,. En

variables accion-angulo, la hamiltoniana anterior resulta:

HA) =) L, (1.27)
j=1

En la figura 1.2 se muestran varios toros (en este caso, curvas difeomorfas a circunferencias)
correspondientes al oscilador arménico monodimensional de frecuencia w = 2 para varios valo-
res de la energia. En el caso particular de sistemas de un grado de libertad, los toros coinciden con
las SECs. Puede verse también como las elipses rellenan todo el espacio fasico conforme aumenta

la energia del oscilador.
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Curvas de energia constante del oscilador armonico w=2)
T T

o of -

Figura 1.2: SECs del oscilador armonico monodimensional de frecuencia w = 2 para energias
E €{1,...,6} (equivalentemente, I € {1/2,1,3/2,...,3})

1.2. Caos en sistemas hamiltonianos

1.2.1. Nociones de caos en sistemas dinamicos

No existe, a dia de hoy, una definicion precisa de lo que se entiende por caos. Cuando esto se
intenta, normalmente se introducen los conocidos como sus marcadores o indicadores, tanto cua-
litativos como cuantitativos. En esta seccion, nos limitaremos a enunciar y comentar brevemente

los principales marcadores del caos referidos a un sistema diferencial arbitrario'*

Y =fty) vy =Y (1.28)

con f : Q C R"™ — R" tal que verifique las hipotesis del Teorema de Picard [30], y sera

con estos SDOs con los que posteriormente trabajaremos en nuestro caso de estudio.

Las caracteristicas mas importantes que presenta el caos son las siguientes [7]:

1. Gran sensibilidad a las condiciones iniciales. Puede probarse, bajo las mismas hipo-

14En esta seccion, nos referiremos por trayectorias a las curvas solucién del SDO (1.28) y(t), que habitan en una
variedad M de dimension n.
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tesis del Teorema de Picard, que las soluciones de (1.28) son continuas respecto a sus con-
diciones iniciales. Sin embargo, esto no garantiza en absoluto que para tiempos largos la
solucion se mantenga “cerca” de la condicién inicial. Por tanto, pequerias imprecisiones
en los datos iniciales pueden conllevar a soluciones completamente dispares conforme el
tiempo avanza'. Los sistemas caoticos, de hecho, presentan esta cualidad de forma muy
notable: las diferencias entre dos trayectorias inicialmente muy préximas aumentan ex-

ponencialmente con el tiempo, ~ e*

, siendo A el exponente de Lyapunov (véase la seccion
2.2.1). Por lo tanto, en la practica nuestro conocimiento real de su comportamiento sera
limitado, debido a los errores de truncamiento y redondeo introducidos al resolver numé-

ricamente sus ecuaciones de evolucion.

2. Gran sensibilidad en los parametros del modelo. No solamente son sensibles las solu-
ciones de una dinamica cadtica a las condiciones iniciales, sino también a pequefios cam-
bios en las leyes que la rigen. En el modelo en que centraremos nuestro estudio, que resulta
ser una perturbacion de un sistema integrable, la intensidad de la misma influye de manera

dramatica en el comportamiento del sistema.

3. Geometria fractal y atractores extranos. En muchas situaciones, las orbitas “tienden”
hacia un subconjunto de R" que presenta dimension fractal (caracterizada, grosso modo, por
no ser necesariamente entera). La existencia de estos atractores extrarios (asi se denominan)
esta condicionada a valores negativos de la divergencia V, - f (¢, y) (sistemas disipativos).
Para sistemas donde esta divergencia sea nula, como el que estudiaremos, no observaremos

atractores extrarios [9].

4. Espectro “continuo” de frecuencias de oscilacion. En movimientos periddicos o cua-
siperiodicos, el espectro de frecuencias de la sefial resulta ser discreto (su transformada
de Fourier es una combinacion lineal de deltas de Dirac). Para movimientos periddicos
apareceran picos en frecuencias cuyos cocientes sean racionales; para los cuasiperiddicos
apareceran en frecuencias no conmensurables. Muchos sistemas caoticos presentan una
“banda continua” de frecuencias, formada por lo que parecen ser picos de menor altura
que los principales. Uno podria pensar que dicha banda continua es debida a un cierto
“ruido” en la sefial, aunque debemos tener claro que esto no es posible (la naturaleza del

ruido es estocastica, mientras que la del caos es determinista).

5. Sensibilidad a la dimensionalidad del problema. El Teorema de Poincaré-Bendixson
garantiza la no-existencia del caos para sistemas autonomos (independientes del tiempo)
con n < 2. Es decir, cualquier ecuacion diferencial de segundo orden que no dependa del
tiempo (por ejemplo, la de un oscilador armoénico) presentara un comportamiento bastante
regular (de trayectoria ciclica o que tienda a una trayectoria ciclica [30]). Sin embargo, la

mera introduccion del tiempo en la ecuacion diferencial (es el caso del oscilador arménico

L Fue este el motivo, de hecho, por el que Edward Lorenz se topé por primera vez con el caos en los afios 60,
mientras analizaba varios modelos meteorologicos.
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forzado) aumenta en una unidad la dimension del problema, lo que conlleva a la aparicion
del caos [9].

6. Determinismo y estocasticidad. El Teorema de Picard garantiza, como comentamos al
inicio, que el valor de y(t) esta univocamente determinado por el valor de y,, por lo que
el caos no es un subproducto del azar. Sin embargo, el aspecto erratico de la dinamica del
sistema conforme el tiempo avanza hace que la estadistica sea una herramienta util para

su estudio.

1.2.2. ;Qué entenderemos por caos hamiltoniano?

Nosotros centraremos nuestro estudio en aquellos SDOs que resulten ser las ecuaciones ca-
nonicas de una determinada hamiltoniana J(q, p), independiente del tiempo. Estos sistemas
diferenciales conservan los volimenes en el espacio fasico gracias al Teorema de Liouville, por
lo que no se observaran atractores en este tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales. En conse-
cuencia, la transicion hacia el caos sera de naturaleza esencialmente distinta a la de los sistemas

disipativos.

El caracter integrable de un sistema dinamico es uno de los principales factores que nos
permite determinar si este presentara o no caos. Para estos sistemas el espectro de frecuencias es
discreto'®, por lo que no presentaran un comportamiento cadtico. Es la ausencia de integrabilidad
(es decir, la ausencia de esas n integrales primeras en involucién) la que abre directamente las

puertas al caos. De hecho, una perturbacion de un sistema integrable de hamiltoniana F,:

H(p,I) = FHI) + eF,(p, 1) (1.29)

cone¢ € R el parametro perturbativo, es suficiente para que el caracter regular de las orbitas se
rompa y aparezca la banda continua de frecuencias antes mencionada en sus espectros. Poincaré
demostr6 que, para € # 0, (1.29) no admite en general integrales primeras aparte de la energia
(causado por lo que se conoce como problema de los denominadores pequerios). Para entender
este hecho, podemos razonar de la siguiente forma [7]. Supongamos que Fy(I) es una de las
n constantes de movimiento en involucion del sistema sin perturbar. Si € es suficientemente

pequenio, es logico buscar una integral primera para la hamiltoniana (1.29) de la forma:

F(I,$) = F(I) + ¢F,(I,$) + *F,(I, ¢) + ... (1.30)

Tanto F como las F) son periddicas en ¢, ya que dicha variable es de tipo angular (véase la

seccion anterior). Por tanto, si F; y ; son suficientemente regulares, admitiran un desarrollo

16por tanto, para observar el caos necesitamos estudiar un sistema de, como minimo, dos grados de libertad, ya
que todo sistema fisico conservativo de movimiento acotado y un grado de libertad es integrable.
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en serie de Fourier de la forma:

F,$) = D fo@Dems (1.31)
mezZn

IOA,$) = D, hy@em? (1.32)
mezn

Como F es una integral primera asociada a J{, por la Proposicion 1:

{:}(0 + E“}CI’FO + EFl + EZFZ + ...} =0 (1.33)

A partir de esta condicion, agrupando los sumandos para las mismas potencias de ¢, los tér-

minos asociados a los dos primeros 6rdenes del desarrollo resultan:

{Ho, Fo} =0 (1.34)
{Ho, Fr} +{H1,Fo} =0 (1.35)

La condicion (1.34) es evidente, ya que suponiamos que F, era una integral primera del sis-
tema no perturbado. Por otro lado, si introducimos (1.31) y (1.32) en (1.35), consideramos que F,,
coincide con una de las variables accién (por ejemplo, I;) y tenemos en cuenta que los términos

™% son linealmente independientes, obtenemos la siguiente expresion para F:

1)
mlhm (I) im-
Fl,$)= ), —T—"Leim? (1.36)
mezn m - @,

o8

0 . ) . . )

donde w, i = 30 para j = 1, ..., n.Laserie de Fourier anterior nos muestra directamente por
J

qué no pueden existir las mencionadas integrales primeras en un sistema perturbado. Dado que
la suma se extiende a todo Z", siempre existiran unos m que hagan el denominador muy pequefio
para los sumandos correspondientes (es mas, cuando existan frecuencias conmensurables, estos
denominadores seran idénticamente nulos). Por lo tanto, la convergencia de la serie no esta ni
mucho menos garantizada, donde ademas la perturbacion destruye los toros resonantes al anular

los denominadores asociados.

El razonamiento naif anterior parece desesperanzador, ya que muestra que cualquier pertur-
bacién de un sistema periddico, por pequeria que sea, destruye dicho comportamiento “regular”,
esperando asi que la 6rbita manifieste un caracter puramente cadtico. Sin embargo, aunque di-
chas integrales primeras desaparezcan, no necesariamente se acaba con ese “orden”. La Luna,
aunque mucho mas pequena que el Sol y la Tierra, introduce perturbaciones evidentes en el mo-

vimiento de esta alrededor de la estrella. Sin embargo, también es evidente que la dindmica de
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nuestro planeta goza de una periodicidad practicamente absoluta. Veremos en la siguiente sec-
cién que la intensidad de la perturbacion sera importante a la hora de determinar el nimero de

toros que “sobreviven” en la SEC.

Entenderemos por caos hamiltoniano, por tanto, aquel que surge cuando perturbamos la
hamiltoniana de un sistema integrable. A modo de resumen, enunciemos para terminar con esta
seccion las caracteristicas mas sefialadas de esta vertiente del caos, las cuales discutiremos en las

proximas paginas:

» (Teorema KAM) La integrabilidad del sistema se rompe por actuacién de la perturbacion,

aunque si esta es pequefia casi todos'’ los toros sobreviven.

= No existen atractores debido al Teorema de Lioville. Las 6rbitas cadticas tienden a rellenar

todo el espacio accesible.

= (Difusion de Arnold) Ya que la SEC es tridimensional para sistemas de dos grados de liber-
tad, los toros separan en dos regiones disjuntas el espacio accesible dentro de la misma. Sin
embargo, cuando el sistema presenta tres o mas grados de libertad esto no ocurre, y Arnold
sefial6 que la particula podria pasar por regiones muy distantes en el espacio fasico. Ya que
este fendmeno se asemeja a la difusion de particulas, fue bautizado posteriormente como

difusion de Arnold [7].

1.2.3. Secciones de Poincaré

Visualizar y estudiar las soluciones de un SDO de dimensién mayor que 3 es imposible. Para
sistemas hamiltonianos, solamente aquellos que presenten un grado de libertad gozan de esta
cualidad. Es por ello que trabajar con la proyeccion o interseccion de las orbitas con una de-
terminada subvariedad del espacio fasico nos puede ser de gran ayuda a la hora de analizar el

comportamiento de un sistema dindmico concreto.

Consideremos un SDO )’ = f(y) analogo al de (1.28) pero auténomo, compuesto por n ecua-
ciones diferenciales. Se conoce como seccion de Poincaré al conjunto de puntos resultantes de la
interseccion de una determinada trayectoria con una (n —1)-subvariedad del espacio de trabajo'®,
siempre en el mismo sentido de avance. Por ejemplo, si la subvariedad escogida es el hiperplano
Yn = Yno» la seccion de Poincaré la conformaran aquellos puntos de corte de la trayectoria con

dicho hiperplano cuando esta avanza desde y, < y,, hasta y, > y,,.

Esta construccion tiene asociado de forma natural un mapa discreto: el mapa de Poincaré 11,

"Entenderemos que algo ocurre casi nunca o casi siempre cuando ocurre para toda condicién excepto para un
subconjunto de medida nula.

BHay textos que consideran que la subvariedad base puede ser de cualquier dimensién (por ejemplo, [15]), aunque
no sera nuestro caso.
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®
1 e

a lo largo de la evolucién temporal del sistema. La condicion inicial del SDO suele escogerse de

(t+1) t+1))

que asigna el punto de interseccion P = (y , ys)) al siguiente punto PU+V = (y|", ..., yfl

tal modo que pertenezca a la subvariedad en cuestion, teniéndose que P = y(0).

Para SDOs de tres dimensiones (o sistemas conservativos de dos grados de libertad), la seccion
de Poincaré habitara en una subvariedad bidimensional®®. En estos casos, podremos determinar

facilmente el tipo de trayectoria a partir del analisis cualitativo de su seccidon de Poincaré asociada

[15]:

= Si la trayectoria es periddica, la seccion de Poincaré consistirad en un conjunto finito y

discreto de puntos.
= Si es cuasiperiddica, formara una curva cerrada en la subvariedad.

= Sies cadtica, su forma sera algo mas complicada. En presencia de atractores, esta consistira
en un conjunto de puntos de dimensién usualmente fractal. Para sistemas hamiltonianos,

esta tendera a rellenar todo el espacio accesible.

Aunque no siempre es sencillo construir la secciéon de Poincaré de un sistema dinamico, asi
como tampoco existen métodos generales para construirla, en los casos en que es posible es de

gran ayuda, ya que reduce en una unidad las dimensiones del problema.

Figura 1.3: Seccion de Poincaré de una trayectoria genérica, eligiendo como subvariedad base un
hiperplano. Tomada de [7]

1.2.4. El Teorema Kolmogorov-Arnold-Moser

Como hemos comentado en las secciones anteriores, el espacio fasico de los sistemas inte-
grables queda rellenado, “foliado”, por toros T" cuyos radios vendran marcados por los valores

de las n variables accion I. En la seccion anterior (ecuacion (1.36)) vimos que una perturbacion,

19En el caso de sistemas hamiltonianos, la érbita del sistema discurre por la SEC, que es de dimension n — 1. Si
se elige adecuadamente la subvariedad base para construir la seccién de Poincaré (por ejemplo, que la SEC y dicha
subvariedad sean secantes), esta habitara en una subvariedad de dimensién n — 2.
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por pequena que sea, destruye esas n integrales primeras, y en particular aquellos toros que son

resonantes (caracterizados por frecuencias conmensurables) acaban siendo aniquilados.

Recordamos que aquellos valores de I que se corresponden con toros resonantes forman un
subconjunto denso (y de medida nula) en el espacio fasico. Es decir, la probabilidad de elegir unas
condiciones iniciales correspondientes a un toro resonante es nula con la medida de Lebesgue.
Por tanto, parece logico pensar que si aplicamos una perturbacion pequefia a una hamiltoniana
integrable, sea bastante improbable que todos los toros se destruyan por acciéon de la misma. Esto
es precisamente lo que afirma el Teorema Kolmogorov-Arnold-Moser (Teorema KAM a partir de

ahora) cuando nuestro sistema es no degenerado [1]:

Teorema 3 (Kolmogorov-Arnold-Moser). Consideremos un sistema con hamiltoniana H(I) in-

tegrable y no degenerado (condicion (1.25)). Si se introduce una perturbacion a la misma de la forma

F(@, I) = Fo(I) + eF(, (g, I)

la probabilidad de escoger unas condiciones iniciales correspondientes a un toro no resonante
que no ha sido destruido por la perturbacion tiende a 1 cuando € — 0. Estos toros son ligeramente

deformados por la accion de dicha perturbacion.

Los toros ligeramente deformados a los que se refiere el teorema se conocen como toros KAM.
Expondremos a continuacion las ideas basicas de la prueba [7, 15]. Primeramente, la hipotesis
de no degeneracion (1.25) es importante en la demostracién del teorema para poder etiquetar a
los toros del sistema no perturbado equivalentemente por su valor de la variable accion o por la
frecuencia asociada. Ademas, por la continuidad del determinante, dicha condiciéon se mantendra
para pequeiias perturbaciones de la hamiltoniana original, por lo que los toros KAM podran

seguir siendo etiquetados tanto por sus frecuencias como por los valores de las variables accion.

Ya que lo que intentamos probar es que la mayoria de los toros sobreviven a la perturba-
cion, parece logico intentar construir una transformacion canoénica que convierta las variables
accion-angulo (I, ¢) del sistema no perturbado en otro conjunto de variables (I’,¢’) tales que
H = FI'). Para ello, podria hacerse uso de la teoria de perturbaciones candnica (véase [15]),

proponiendo una funcién generatriz desarrollada en potencias de €.

Sin embargo, dicho desarrollo no puede converger a una funcion generatriz de una transfor-
macion canoénica. En efecto, si asi fuera el sistema perturbado seria integrable, al haber propor-
cionado un nuevo conjunto de variables accion, pero precisamente esto no puede ocurrir segun
mostramos en el desarrollo (1.36) y su posterior discusiéon. La novedad que introduce la prueba
del Teorema KAM es que propone un desarrollo perturbativo local, valido en un entorno de una

frecuencia fija de antemano w, el cual se caracteriza por ser superconvergente en .

Alo largo del método nos apareceran series similares a (1.36), con el problema de los denomi-
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nadores pequenos. Para asegurar su convergencia, debemos asegurar tanto que los numeradores
de cada sumando decrezcan suficientemente rapido conforme los m i € Z aumenten, asi co-
mo que los denominadores no decrezcan demasiado. Esto dltimo puede controlarse gracias a la

desigualdad diofantica, satisfecha por casi todo vector de frecuencias w, € R":

[m - wo| > a(wo)(|my| + - + [m, )" (1.37)

con @ > 0 cierta constante, para todo m € Z"\{0}y t > n—1. El valor de o depende también
del parametro perturbativo &: cuanto mayor sea dicho parametro, dejaremos fuera una mayor
cantidad de frecuencias hasta el punto de no quedarnos con ninguna. Por contra, en el limite

¢ — 0 dicha desigualdad solamente descartara aquellas frecuencias que sean conmensurables.

Una vez hemos asegurado que los denominadores se mantienen acotados, el siguiente paso
consiste en poner en marcha el citado desarrollo perturbativo local. En un primer paso, se subdi-
vide la parte perturbativa 7, de la hamiltoniana completa en dos sumandos, haciendo que uno
de los cuales sea de orden (9(¢?). Mediante una transformacién canénica valida en un entorno
de la frecuencia w, elegida, podemos conseguir anular el otro sumando. Si repetimos el proceso
anterior para el término superviviente, al separarlo de nuevo en dos sumandos uno de ellos sera
de orden (£?)?. De este modo, en cada paso k conseguimos que los términos obtenidos sean del
orden de £, por lo que el método convergera mucho méas rapido que otros desarrollos perturbati-
vos®’. Por tanto, podremos construir localmente las integrales primeras F; de (1.30) y desarrollos
similares en un conjunto de medida no nula, que excluya aquellas frecuencias asociadas a toros

resonantes.

A pesar de que el caracter integrable del sistema se pierde a causa de la perturbacion, casi
todos los toros si que sobreviven a su efecto. El motivo oculto tras la desigualdad diofantica (1.37)
radica fundamentalmente en que hay muchos mas nimeros irracionales que racionales en R”"
(estos ultimos tienen medida de Lebesgue nula en R"), por lo que aquellas frecuencias para las que
los sumandos de (1.36) divergen son mucho menores en cantidad que para las que no divergen.
El “grado de irracionalidad” de las frecuencias asociadas a cada toro sera clave para determinar

la magnitud de la deformacion de los mismos.

Cuando el sistema presenta uno o dos grados de libertad, cada uno de los toros separa en
dos regiones disjuntas la SEC (véase la figura 1.4). Por tanto, los toros KAM serviran de barrera
entre los diferentes mares cadticos que emergeran en el espacio fasico conforme la perturbacion
se haga mas y mas intensa [7]. Estos mares provienen de toros destruidos, “desgranados”, que

tenderan a cubrir regiones de medida no nula del espacio fasico accesible.

20Una herramienta usada en la prueba del teorema es el método de Newton para encontrar ceros de funciones
(hemos visto que el razonamiento seguido exige anular un conjunto de funciones). Dicho método se caracteriza
por converger superlinealmente (o superconverger), cualidad que esta detras de la superconvergencia del método
perturbativo de la demostracion.
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Figura 1.4: Una familia de toros habitando en la SEC de dimension 3. Tomado de [29]

Por ultimo, notemos que el Teorema KAM aborda la “eternitud” de los toros supervivientes.
Es decir, aquellos toros que dicho teorema considera que sobreviven lo hacen por un tiempo
infinito, fijada la intensidad de la perturbacion. Existen resultados (como el Teorema de Nekho-
roshev, véase [7]) que nos aportan cotas sobre aquellos toros que solamente permanecen sin ser

destruidos por un tiempo finito (aunque arbitrariamente grande).

El Teorema KAM para sistemas degenerados

El modelo que estudiaremos en este trabajo es una perturbacion del oscilador arménico, por lo
que el Teorema KAM no es estrictamente aplicable (puede comprobarse que la condiciéon (1.25) no
se cumple en este caso). Sin embargo, bajo ciertas condiciones puede rescatarse una desigualdad

diofantica similar a (1.37) y probar un resultado analogo al citado teorema.

Vamos a exponer el razonamiento para un sistema de n = 2 grados de libertad. Supongamos

que la hamiltoniana de nuestro sistema es de la forma:

1
H = E(p% + p§ + wqu + wgqg) + E}Cpert(pa q) (1~38)

con € un parametro pequefio. Debemos notar que el origen de coordenadas es un punto de
equilibrio estable del oscilador arménico. Si la expresamos en las variables acciéon-angulo del

sistema sin perturbar, la hamiltoniana anterior adquirira la forma:

HA,$) = @ - I+ eH per(I, @) (1.39)

con w = (w;,w,), como viene siendo usual. Puede probarse [29] que si

w-m+#0, Vm € 7>\ {(0,0)} con |m,|+ |m,| <4 (1.40)
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existe una transformacion canénica (q', p’) que reexpresa H ,,,, como una serie de potencias

per
convergente de g} y p; cumpliendo que J(,,,, = O(|I |>/2). Dicha serie de potencias sera valida
para puntos cercanos al equilibrio estable. El procedimiento para construir dicha serie es me-
diante la teoria de perturbaciones, construyendo de nuevo la transformaciéon como un desarrollo
en potencias de € e intentando deshacerse de aquellos términos que presenten denominadores

pequetios.

Bajo el amparo del resultado anterior, puede deducirse también [29] que la desigualdad (1.37)
se cumple para 7 = 3 en un entorno del origen de coordenadas. De este modo, bajo pequefias
perturbaciones (que permiten que las coordenadas del espacio fasico se mantengan cercanas al
origen) conseguimos demostrar que casi todos los toros asociados al oscilador armoénico sobrevi-

ven, tal y como indica el Teorema KAM original.

1.2.5. El destino de los toros resonantes

El Teorema KAM predice el destino de casi todos los toros que habitan en el espacio fasico
del sistema imperturbado. Estos, cuando la intensidad de la perturbacion es suficientemente pe-
queiia, solo seran ligeramente deformados bajo su acciéon. Ademas, la perturbacion comenzara
por destruir aquellos toros correspondientes a frecuencias conmensurables. Conforme la pertur-
bacion se hace mas intensa, mas y mas toros seran destruidos, también aquellos con frecuencias

asociadas no conmensurables.

En ausencia de perturbacion, los toros resonantes son invariantes ante el mapa de Poincaré II.
Es decir, tras un nimero finito de iteraciones de dicho mapa todo punto sobre uno de ellos vuelve
a su posicion inicial (esto es debido a que el cociente entre las frecuencias es un nimero racional
[21, 7]). Existen resultados que describen con detalle qué les ocurre a estos toros bajo la accion
de una perturbacion. Una aplicacion del Teorema de Poincaré-Birkhoff nos permite afirmar que,
para una seccion de Poincaré correspondiente a un sistema de dos grados de libertad, los toros
resonantes pasan a convertirse en un nimero par de puntos fijos por II, la mitad de los cuales

estables y la otra mitad inestables (véase [21, 7, 15] para una explicacién detallada).

En torno a los puntos fijos estables apareceran secciones de Poincaré en forma de curvas
cerradas, rodeando a dichos puntos fijos. A su vez, también apareceran a su alrededor nuevos
puntos fijos estables conforme la perturbacion destruya otros toros cercanos. Este proceso se
repetira ad infinitum, generando patrones de autosimilitud y fractales como los que trataremos
en la seccion 3.2.2 [21]. La estructura que observaremos sera de curvas cerradas, rodeando a su

vez a otras curvas cerradas, por lo que estas se suelen denominar cadenas de islas regulares.

En otras ocasiones, podremos encontrarnos con secciones de Poincaré formando curvas ce-
rradas que sufren autointersecciones. Estas curvas se conocen con el nombre de separatrices,

debido a que separan ciertas regiones del diagrama. Normalmente las separatrices unen pun-
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tos fijos inestables del mapa II. En torno a dichas autointersecciones, el comportamiento de las
secciones vecinas se complica, y es justo en esas zonas donde surge el caos en sistemas hamilto-

nianos [21].

1.3. Modelo de Hénon-Heiles

El objetivo fundamental este trabajo es el estudio numérico del modelo de Hénon-Heiles, por
lo que para terminar con el fundamento tedrico introduciremos brevemente dicho modelo y sus

caracteristicas mas destacadas.

Hénon y Heiles se propusieron estudiar la existencia de nuevas integrales primeras en un
problema de dinamica celeste, suponiendo que el potencial que entraba en juego tenia simetria
de revolucion en torno a un cierto eje. Como bien es conocido, la energia y el momento angular
son dos integrales primeras para este tipo de problemas. En su articulo [14], expusieron los resul-
tados obtenidos tras buscar numéricamente la existencia de nuevas integrales para el problema

considerado.

El potencial al que llegaron, tras una serie de razonamientos y adimensionalizando las varia-
bles, tiene la forma:
1 1
V(x,y) = 5(x* +y) + x°y — 3y’ (1.41)

por lo que la hamiloniana asociada a dicho modelo resulta:

1 1 1
FH(X,¥, P> Py) = z(pi +p3)+ S +y?) + X%y - §y3 (1.42)

donde, en principio, el espacio fasico coincide con R* = ¥. La hamiltoniana (1.42) puede
entenderse como una perturbacion de la correspondiente a un oscilador armoénico bidimensional.
Para mostrar este hecho, apliquemos el siguiente escalado a las variables de nuestro problema:

Xi——>X=i y'__)Y=L px'__)Px=& py'__)Py=&
VEO

(1.43)

donde E,, es un parametro del orden de la escala de energias del sistema. Introduciendo estas

nuevas variables en (1.42):

1 1 1 E
I = 5P+ P)) + S(X* + Y?) + VE, (XZY - §Y3> =5 (1.44)
0

Podemos observar que, eligiendo una escala adecuada, la hamiltoniana del sistema resulta

ser una perturbacién del oscilador armoénico, siendo 1/ E, el parametro perturbativo. Ademas,
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a partir del razonamiento anterior concluimos que es equivalente trabajar con (1.44) a trabajar
con la hamiltoniana original, considerando en este tltimo caso a la escala de energia total como
parametro perturbativo. Para valores suficientemente pequefios de \/F , la version del Teorema
KAM para sistemas degenerados sera aplicable y conseguiremos mantenernos cerca del equili-

brio estable del sistema no perturbado.

Estudiemos de forma concisa los valores regulares de J( en (1.42). Para ello, buscaremos
aquellos puntos donde d( no sea sobreyectiva; en este caso, basta con encontrar aquellos puntos

donde esta se anula.

dH = (x +2xy)dx + (y+ x> —y*)dy + p, dp, + p,dp, =0 (1.45)

Las soluciones del sistema de ecuaciones resultante son:

(x,y, px, py) =(0,0,0,0)  (x,y, py, p,) =(0,1,0,0) (1.46)

con energias asociadas E = 0y E = 1/6, respectivamente. Por lo tanto, para valores de la
energia distintos de los anteriores, dH es sobreyectiva y H{ = E constituye una subvariedad
dentro de X. De hecho, el valor E,,, = 1/6 determina un limite para las trayectorias acotadas del
sistema (energia de escape) [14]. Nosotros limitaremos nuestro estudio a valores de la energia
inferiores a la energia de escape, para los que la region del espacio fasico accesible por el sistema

es limitada.

Las ecuaciones canoénicas de movimiento resultan ser, aplicando (1.2):

X = Dy
V =Py (1.47)
P, = —x - 2xy

py=—y—x*+)°

Mostramos en la tabla 1.1 los puntos criticos del anterior sistema diferencial, asi como su
estabilidad.

[ (X0 Yo» Pxo» Pyo) | Estabilidad |
(0,0,0,0) Estable
(0,1,0,0) Punto silla

(?, —%, 0,0) Punto silla

(_€’ —%, 0,0) | Punto silla

Tabla 1.1: Puntos criticos del sistema (1.47) y su estabilidad
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Los tres ultimos puntos presentan direcciones atractivas y repulsivas, respectivamente, y se
corresponden con los tres vértices del tridngulo azul de la figura 1.5. La estabilidad del origen
de coordenadas también puede deducirse recordando que el sistema puede entenderse como una

perturbacion del oscilador armoénico, para el cual sabemos que dicho punto es estable.

Estudiemos para terminar la forma de las lineas equipotenciales de V' (x, y), sobre las cuales la
velocidad de la particula debe ser nula (es decir, nos limitan la region del espacio fasico accesible

por el sistema para cada valor de la energia). Mostramos dichas curvas en la figura 1.5.

Lineas equipotenciales del modelo de Hénon-Heiles
T T T T \

0.8 T

0.6 T

-0.2 1

_0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 1.5: Lineas equipotenciales del potencial de Hénon-Heiles para E = 1/1000, 1/100, 1/24,
1/12, 1/8, 1/6

Para valores bajos de la energia, las curvas son aproximadamente circulares (como corres-
ponde para el oscilador arménico de frecuencia w = 1). En virtud del Teorema KAM, para estos
valores de E no esperamos que el caos sea especialmente notable. El valor V(x,y) =1/6 = E,,
proporciona una curva triangular, lo que también nos permite entender por qué dicho valor no
es regular para la hamiltoniana (la curva presenta picos, los cuales no son diferenciables). Con-
forme el valor de E va aumentando, las curvas se van aproximando a dicho triangulo y el caos

ira rellenando el espacio fasico.

Esperamos también que las peculiaridades del caos hamiltoniano comentadas en secciones
anteriores estén presentes en dicho modelo. En especial destacamos que la difusién de Arnold

no se manifestara, al tener que n < 2.



Capitulo 2

Metodologia

En este capitulo, introduciremos y describiremos con detalle todos los métodos y algoritmos
que utilizaremos en nuestro analisis numérico posterior. Este punto es de vital importancia para
nuestro trabajo, ya que como comentaremos posteriormente los esquemas numéricos normal-
mente empleados rompen la estructura natural del espacio fasico, lo cual constituye un problema

importante en el estudio del caos.

En segundo lugar, definiremos aquellos indicadores cuantitativos que nos permitiran deter-

minar si una determinada 6rbita presenta o no un caracter cadtico.

2.1. Integradores simplécticos

2.1.1. Introduccion

Comencemos definiendo lo que entenderemos por integrador, concepto fundamental para la

resoluciéon numérica de la dindmica de un determinado sistema [20].

Definicién 2. Dado un SDO como el de (1.28), diremos que un mapa
ok,): M > M

es un integrador de paso temporal k € R si $(0,y) = y y ademas p(k,y™) = ym+h =

¢ 1(k,y,), donde $™(k, -) indica la iteracion m-ésima del mapa e y, = y© la condicion inicial.

Nos referiremos por orden del integrador a la “cercania” (en un sentido que se precisara en

cada caso concreto) de la solucion exacta del SDO a la solucion proporcionada por el algoritmo.

Notese el parecido con el mapa de evoluciéon temporal, Definicion 1. La definicion introducida
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en este capitulo es valida, por contra, para cualquier sistema diferencial. Mediante aplicaciones
reiteradas, el integrador tiene por objetivo resolver de forma aproximada un SDO dado, siendo
dicha aproximacion mejor cuanto menor es el paso temporal k (en el limite k — 0, ¢ coincidira

con el flujo continuo asociado al sistema diferencial considerado).

Los algoritmos mas empleados actualmente para resolver la mayoria de sistemas diferencia-
les son esquemas de Runge-Kutta (RK)'. Aunque gozan en general de bastante precision, estos
métodos presentan el grave problema de no preservar la estructura natural del espacio fasico pa-
ra sistemas hamiltonianos. Por ejemplo, como comprobaremos posteriormente en el modelo que
estudiaremos, la solucion proporcionada por un método RK no mantiene constante la energia
del sistema, a pesar de que este es conservativo. Ademas de ser un problema de tipo conceptual,
también lo es de tipo numeérico en el objeto del presente trabajo, ya que no tendremos certezas
de si el aparente caos observado en las soluciones obtenidas se debe al algoritmo empleado o es

el inherente al sistema.

En consecuencia, nos vemos obligados a utilizar otros métodos numéricos diferentes que
respeten el caracter simpléctico de la variedad fasica. Estos algoritmos se conocen como integra-
dores simplécticos®, y seran los que implementaremos posteriormente para estudiar la dindmica

del modelo de Hénon-Heiles.

Un algoritmo simpléctico muy utilizado en dinamica molecular es el conocido como algorit-
mo de Verlet [23, 13]. Existen varias versiones del mismo, todas ellas equivalentes. Aunque las
ecuaciones del esquema se obtienen a partir de un desarrollo en serie de Taylor de las coorde-
nadas, también pueden entenderse como una aproximacion a la ecuacion de evolucion temporal
de una funcién dinadmica cualquiera. Esto altimo confiere al algoritmo la cualidad de integrador

simpléctico, y mostramos una justificaciéon detallada en el Anexo 1.

El algoritmo de Verlet de paso temporal k para integrar numéricamente las ecuaciones de
n
_ . I Dj
movimiento asociadas a una hamiltoniana de la forma H = Z ﬁ
j=1 J

+ V(q) se define de la

siguiente forma:

'Una prueba de ello es que los comandos més conocidos de MATLAB para resolver sistemas diferenciales (la
familia de comandos odeN) utilizan esquemas Runge-Kutta mejorados.

9 . bic L L . .
Formalmente, un mapa discreto (q,,, p») V— (qn41, Pns1) se dice simpléctico si su matriz jacobiana respecto a
las variables gq > Djs J ¢(q, D), satisface una condicion similar a la del Teorema 2:

T —
YiSIs =S

para todo (g, p) € X y todo paso de tiempo k.
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(m)

m w P Fi(g@™)
¢V =q" + ——k+ k>
m; - 2m; o (2.1)
m m F(qm+1)+F(qm)
pE’ +1) =p§ )y - j K

donde por (g{m), p™) denotamos la iteracién m-ésima del algoritmo. Ademas del algoritmo
de Verlet, dentro de los integradores simplécticos nos encontramos también con otras formas
de abordar su construccion. Por ejemplo, podemos disefiar una transformacion canénica ade-
cuada, la cual sabemos que respeta toda la estructura del fibrado cotangente. De entre dichas
transformaciones, la que mas se asemeja a la idea de integrador es la evolucién temporal, por lo
que los enfoques que mostraremos a partir de ahora iran centrados en aprovechar las diferentes

cualidades que posee dicha transformacion.

Una de las familias de algoritmos simplécticos actualmente desarrolladas se basa en la ob-
tencion de una solucién aproximada de la ecuacion de Hamilton-Jacobi (véase la seccion 1.1.3).
Para ello, se propone que la accion 8§ pueda desarrollarse perturbativamente en potencias de
un determinado “parametro artificial” €. A partir de las ecuaciones de transformacion (1.10) y
siguiendo las técnicas de la teoria de perturbaciones candnica, las coordenadas “nuevas” se co-
rresponderan con la (m +1)-ésima iteracion del algoritmo, a partir de las coordenadas “antiguas”

correspondientes al paso anterior. Esta linea de razonamiento es la que se sigue en la referencia

[8]

Por otra parte, notando que para pasos de tiempo suficientemente pequerios un integrador
se comportara como el mapa de evolucion temporal infinitesimal (véase la seccion 1.1.2), pode-
mos construir otra familia de integradores simplécticos inspirandonos en dicha TCI. Este sera el

enfoque que seguiremos a partir de ahora, tomado de la referencia [20].

2.1.2. Esquemas de Runge-Kutta simplécticos

En el primer capitulo introdujimos las TCI. Como ya comentamos, estas tienen asociada una

funcién generatriz de la forma:

d(q,P,t) = Z q;P; +¢G(q,P,t) (2.2)

j=1

con € un parametro infinitesimalmente pequefio. La relacion entre las coordenadas antiguas
(q, p) y las nuevas (Q, P) viene dada por el conjunto de ecuaciones (1.16), que a primer orden en

¢ resultan:

EaG(q, p.t) _ saG(q’ D t)

GG dp; T h 9g;

(2.3)
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Cuando ¢ deja de ser un parametro infinitesimal aunque ain pequeio, es mas preciso utilizar
las ecuaciones de transformacion generales (1.10) y considerar que G depende efectivamente de

P. Las expresiones (2.3) resultan, bajo esta suposicion:

EdG(q, P,t)

3P,

gaG(q, P,t)

— (2.4)
J pJ aqj

Qj=gq;+

Tomando € = k como nuestro paso de tiempo y G = K, la transformacion canénica anterior
serd una primera candidata a integrador de nuestro sistema hamiltoniano. Las coordenadas “an-
tiguas” se corresponderan con la iteraciéon m-ésima y las “nuevas” con la iteracion (m + 1)-ésima

del algoritmo.

Podemos, ademas, modificar el esquema anterior siguiendo la idea de los métodos RK ordina-
rios mediante la introduccion de pasos intermedios en la integracion. Es decir, entre la iteracion
m-ésima y la (m + 1)-ésima del algoritmo, podemos realizar un total de ¢ calculos intermedios,

cada uno de los cuales caracterizado por la funcién generatriz:

q)a = qa—l : poc + kg{a(qcx—l’ poc)s VOC = la LAL] f (25)

siendo (q,, p,) el a-ésimo calculo intermedio y J, una hamiltoniana convenientemente
“aproximada”, segiin veremos a continuacién. Por tltimo, si suponemos que nuestra hamiltonia-
na tiene la forma tipica #(q, p) = T(p) + V(q), podemos introducir un conjunto de parametros

de ajuste a,, b, en cada paso intermedio:

&, =q, - p, +k(a,T(p,) +b,V(q, 1)), Va=1,..,¢ (2.6)

Estos parametros nos serviran, como veremos mas adelante, para controlar el orden del mé-
todo y el error introducido por el mismo. La funcion generatriz (2.6) sigue correspondiéndose
con la de una TCI (mas concretamente con la evoluciéon temporal infinitesimal, ya que k es un

paso de tiempo). Sin embargo, la “nueva hamiltoniana”

(aaT(poc) + baV(qa—l)) (2-7)

no es exactamente la misma que la de nuestro sistema. Podemos entenderla, como adelanta-
mos algunas lineas mas arriba, como una hamiltoniana aproximada, que generara en cada paso

intermedio nuestro integrador numérico’.

Con todo ello, las ecuaciones del integrador resultante ¢(k, -) en cada paso intermedio o €

3Esestala interpretaciéon que se da, de hecho, en la referencia [20].
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{1, ..., ¢} resultan, a partir de (2.4):

Po = Po-1— kbaqu(qa—l) =--=po—k Z b,BVqV(QB—l) (2.8)
B=1

9o = 9ot kaava(poc) = =q+ k Z aBVpT(pB) (2.9)
=1

El método, por tanto, parte de la iteracién m-ésima (g™, p'™) =: (q,, po) (con a = 0) y tras
¢ célculos intermedios llega hasta (q,, p,), que haremos corresponder con la iteracion (m + 1)-
ésima del integrador, (g,, p,) =: (g"+V, p{"*V). Este wltimo punto servira de punto de partida

para la iteracion siguiente.

Los 2¢ parametros introducidos “artificialmente” son los que nos permitiran determinar el
orden del integrador que acabamos de construir. En el paso a = ¢, la hamiltoniana del sistema
valdra H(q,, p;). Por otro lado, segun comentamos anteriormente, por identificacién podemos

interpretar la suma

¢
%aprox = Z [aocT(pa) + baV(qa—l)] (2-10)
a=1

como una hamiltoniana aproximada que genera nuestro algoritmo simpléctico. Por lo tanto,

atendiendo a la Definicién 2, diremos que el integrador ¢ es de orden p si:

H - :]{aprox = O(kP) (2.11)

Suponiendo que T y V tienen regularidad suficiente, podemos desarrollar en serie de poten-

cias de ¢ la diferencia anterior:

I - %aprox = 2 hm(q’ p)tm (2-12)

m2>0

Para que el algoritmo sea de orden p, forzaremos a que h,, = 0, para todo m = 0,...,p —
1. A partir de estas condiciones, obtendremos un conjunto de p ecuaciones para a, y b, que
restringiran sus posibles valores. El resto de condiciones vendran impuestas por que el error de
truncamiento (caracterizado por el término h,) tenga por parametros a, y b, aquellos que lo
minimicen en una determinada norma. En la referencia [20, Tb. 2] pueden encontrarse distintas
elecciones de los parametros de ajuste para disefiar un método de orden p con un determinado
criterio de minimizacion. Nosotros hemos elegido minimizar dicho error en la norma cuadratica,
lo que conlleva a la eleccion de los parametros que mostramos en la tabla 2.1 para construir un

esquema de orden p = 3:
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a, 0,919661523017400
1 a
a, || — — L= —0,187991618799160
4a, 2
a; || 1—a, — a, = 0,268330095781760
b, || a,; (j=1,2,3) |

Tabla 2.1: Parametros del integrador simpléctico que utilizaremos para el estudio de nuestro sis-
tema. Estos permiten construir un esquema de orden 3 que minimiza el error en norma cuadratica

El algoritmo que hemos desarrollado en esta seccion se enmarca dentro de los conocidos como
algoritmos de Runge-Kutta simplécticos. Para un estudio mas formal y riguroso de los mismos,
pueden consultarse las referencias [24, 25]. Mostramos, a modo de resumen, un esquema del

proceso algoritmico:

Iteracion m, paso de tiempo k:

1. Hacemos (py, q,) := (p™, ¢™).

2. Paraa=1,..,0yj=1,..,n:

1%
paj = poc—l,j — kb E

J

(Ga-1,159a-1,n)
oT
qocj = qoc—l,j + kaoc a_p]

3. Hacemos (p™+V, ¢"*V) := (p,, q,). Hacemos (p,, q,) := (p""*V, ¢"*V) y volvemos al
paso 2.

2.2. Indicadores numéricos del caos

Ya sefialamos en secciones anteriores que no existe una definicion precisa de lo que se en-
tiende por caos, sino que es la manifestacion de sus principales indicadores la que nos permite
afirmar que este se encuentra presente en nuestra dinamica. En esta seccion, introduciremos al-
gunos de estos indicadores numéricos, que nos permitiran determinar el caracter cadtico de las

Orbitas estudiadas.
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2.2.1. Exponentes de Lyapunov

Uno de los marcadores mas utilizados para mostrar la fuerte dependencia de las condiciones
iniciales son los exponentes de Lyapunov [7]. Consideremos de nuevo el SDO genérico (1.28) pero
en su version autonoma, donde los puntos y(t) discurren por una determinada variedad M. Para
estudiar como de sensible es la dinamica a cambios en las condiciones iniciales, podemos seguir

la evolucion temporal de una desviacion infinitesimal entre dos puntos arbitrarios de M:

Ay(0) := y(0) — $(0) (2.13)

con [|Ay(0)|| suficientemente pequefio. En sistemas no caéticos, esta diferencia o bien se
mantiene acotada o bien aumenta polinémicamente [7]. Sin embargo, en sistemas cadticos dicho

aumento es exponencial:
Ay(t) ~ Ay(0)e”* (2.14)

donde y = y(¥(0), t) puede entenderse como la tasa local de expansion de la desviacion inicial

conforme avanza el tiempo [7]. Por lo tanto, cuando el siguiente limite exista®:

%1 0] (2.15)

A=1lim| lim 0
[ 5 2(0)

t—>o0 | Ay(0)—0

este podra interpretarse como un parametro que caracteriza a la 6rbita correspondiente a
la condicion inicial escogida. Dicho limite se conoce como (maximo) exponente de Lyapunov. Si

A > 0, diremos en consecuencia que nuestro sistema es caotico.

El exponente A no permite, sin embargo, caracterizar completamente la fuerte dependencia
de las condiciones iniciales de un sistema cadtico [7]. De hecho, podemos definir un conjunto
de n exponentes de Lyapunov, cada uno correspondiente a las n direcciones independientes de

desviacion que pueden elegirse desde la condicion inicial®.

Dado que el espacio tangente no es mas que la “linealizacién” de la variedad ambiente, la evo-
lucién de un vector tangente w € T',,;,M a la misma por accion del flujo (1.28) vendra gobernada

por la correspondiente linealizacion del mismo sistema diferencial:

dw

a Jy(y()w (2.16)

donde J ;(y()) denota la jacobiana de f* evaluada en el punto y(¢), el cual también evoluciona

*Notese que los limites reiterados no pueden intercambiarse, ya que para sistemas con érbitas acotadas en M
seria trivialmente nulo.

>Ya que la variedad M es de dimensién n, su espacio tangente en cada punto sera un espacio vectorial también
de dimensioén n, por lo que en dicho punto existe un total de n direcciones independientes.
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por accion del flujo. Es decir, si inicialmente tenemos un paralelepipedo n-dimensional de lados
{w,, ..., w,}, laaccion de la dindmica sobre los mismos vendra regida por (2.16). El paralelogramo

acabara deformado, expandido o contraido por cada uno de sus lados.

El Teorema de Osedelet nos garantiza la existencia de los exponentes de Lyapunov [7, 21] bajo
condiciones muy generales. Denotemos por M(t) a la matriz que recoge la evolucion temporal
de los n vectores de la base candnica por accion del flujo. Es decir, M(t) satisface el sistema

diferencial matricial:

dM
- =1 0OM@©  M(©O) =1, (2.17)
Teorema 4 (Osedelet). Para casi toda condicién inicial y(0), existe un conjunto ortonormal de
vectores {wy, ..., w,} C Ty )M tales que el limite siguiente existe:
A, i=1lim =1 vj =
ji=lim < og”M(t)wji , Vi=1,..,n (2.18)
donde A; son los n exponentes de Lyapunov, y por convenio A, > - > A,. Ademas, también
existe la matriz simétrica:
V = lim(MT(£)M(¢))/* (2.19)
t—o0

donde los vectores {w;} se corresponden con los autovectores de M (t)M(t) y donde

A; = logv; (2.20)

con sp(V) = {v,, ..., v,} el espectro de V.

Para sistemas ergédicos®, los 1; no dependeran de y(0), por lo que estos limites represen-
taran propiedades globales del sistema [7]. El Teorema de Osedelet permite determinar la tasa
de deformacion del volumen encerrado por un paralelepipedo de lados {v,, ..., Uy}, con k < n.
Bajo los efectos del flujo, puede probarse [7] que la razén de variacion promedio del volumen
encerrado por el mismo esta relacionada con la suma de los primeros k exponentes de Lyapunov

a partir de la expresion:

(Volk[vl, w5 U (D) ) (2.21)

Vol [vy, ..., U ](0)

t—oo L

: 1
Z/lj = lim —log
j=1

donde Vol [vy, ..., U] indica la medida de Lebesgue k-dimensional” encerrada por el parale-
lepipedo de lados vy, ..., U. Dicho volumen puede obtenerse a partir de la norma del producto

exterior v; A - AU, y para calcularlo numéricamente aplicaremos la siguiente proposicién [12]:

®Véase el final de la seccion 3.2.2 para una idea cualitativa sobre el concepto de sistema ergodico.
"En este caso no es necesario tomar limite cuando el volumen inicial tiende a 0 ya que se presupone que, al
trabajar en el espacio tangente, este volumen sera infinitesimal.
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Lema 1. Sea {a,,...,a;} C R" un conjunto de vectores linealmente independientes (con k < n).

Sea A = [a,] ... |a;]. Se tiene que:

Vol [vy, ..., U] = Vdet(ATA) (2.22)

Por ultimo, sefialamos que para flujos hamiltonianos (es decir, para los que (1.28) es el sistema
de ecuaciones canonicas de un sistema hamiltoniano de n grados de libertad), los exponentes de

Lyapunov cumplen la siguiente propiedad (conocida como regla de apareamiento®) [3]:

A= —Donjers J=1,usn (2.23)

por lo que sdlo sera necesario calcular la mitad de los exponentes.

Algoritmo para calcular los exponentes de Lyapunov

Presentamos a continuacién un algoritmo introducido por Benettin en [3] para calcular los
exponentes de Lyapunov asociados a un determinado sistema diferencial autonomo y’ = f(y).

Como antes, denotaremos por J(y(¢)) a la jacobiana del flujo (1.28), evaluada en el punto y(t).

Iteracion k = 1, ..., n:

1. Elegimos un conjunto ortonormal de vectores {wy, ..., w;}. Los evolucionamos via el sis-
tema diferencial:
dw;
— = 3,00, (2.24)

(con j = 1,..., k) hasta el instante T mediante un integrador apropiado (aqui los métodos
RK son perfectamente validos, ya que en principio la variedad ambiente no posee una

estructura especial).

2. Calculamos el volumen deformado en el instante 7, ot (7) : = Vol [wy, ..., W, ](T). Guarda-

mos este valor.

3. Aplicamos el procedimiento de Gram-Schmidt al conjunto de vectores en el instante 7,

recuperando un conjunto ortonormal. Volvemos al paso 1.

A partir de la expresion (2.21), se puede demostrar que [3]:

k N
i 1
;aj = lim — > log ay (m1) (2.25)

N
—> 00 m=1

8La idea detras de esta propiedad es el caracter simpléctico del mapa de evolucién temporal de paso 7 y la
condicién de transformacién candnica en su forma matricial (Proposicién 2).
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y ya que conocemos la suma hasta el término k — 1 de la iteracion anterior, podemos cal-
cular A;,. Hemos de tener en cuenta que los exponentes de Lyapunov se obtienen como limite
del algoritmo anterior, no siendo especialmente representativas las propiedades de las primeras

iteraciones del método.

2.2.2. Smallest Alignment Index (SALI)

Los exponentes de Lyapunov nos aportan criterios que permiten discernir entre el caracter
cadtico o regular de una determinada o6rbita. Sin embargo, en la practica su implementaciéon nu-
mérica no es del todo rapida y eficiente. El algoritmo expuesto en la seccion anterior requiere
integrar las ecuaciones de movimiento (junto con la evolucién de los vectores en el espacio tan-
gente) en al menos n ocasiones, lo cual puede conllevar elevados tiempos de calculo. Es por ello
que se han desarrollado otros métodos que permitan determinar numéricamente si una determi-

nada Orbita es o no cadtica.

Ya hemos comentado en reiteradas ocasiones que una de las cualidades mas notables del caos
es la dependencia sensitiva de las condiciones iniciales. Como expusimos en la seccién anterior,
las desviaciones entre dos oOrbitas proximas inicialmente aumentan de manera exponencial y
vienen caracterizadas por los exponentes de Lyapunov. De hecho, el Teorema de Osedelet pone
de manifiesto que, para dinamicas caéticas, un vector arbitrario v del espacio tangente tiende a
alinearse en la direccion de uno de los autovectores w; (con 4; > 0) dados por el teorema confor-
me avanza el tiempo. Esta alineacion es mas intensa cuanto mayor sea el maximo exponente de
Lyapunov 4,. Sin embargo, también sabemos del capitulo anterior que muchas 6rbitas periodi-
cas o cuasiperiodicas en sistemas hamiltonianos discurren sobre la superficie de un determinado
toro de manera regular, por lo que no parece intuitivo que un vector tangente arbitrario deba

alinearse con una direccidén determinada.

Con esta idea en mente, Skokos en [26] introdujo el concepto de los “indices de alineacién”
(alignment indices en inglés) para determinar el caracter cadtico de una cierta 6rbita correspon-
diente a un sistema hamiltoniano de uno, dos o tres grados de libertad. Para ello, defini6 las

cantidades:

d,(0) = lo(®) + 0O d_() 1= vy () — v, (8]

donde v;(t) denota la evolucion temporal de un cierto vector v;(0) arbitrario por accion de
la dindmica, siguiendo la misma ley que en (2.16). A partir de los dos parametros anteriores, se

define el minimo indice de alineacion (smallest alignment index, SALI, en inglés) como:

SALI(t) := min{d, (t),d_(t)} (2.26)

El comportamiento del SALI conforme avanza el tiempo nos permitira determinar el caracter
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cadtico de una determinada 6rbita para un sistema de dos grados de libertad, tal y como expon-

dremos a continuacion [26, 33]:

1. Sinuestra 6rbita es regular, los vectores v;(0) acabaran en el espacio tangente a un cierto
toro del espacio fasico por accion de la dinamica, y no tenemos motivos aparentes para
pensar que estos deban alinearse en torno a una determinada direccién. Por lo tanto, el

SALI realizara oscilaciones en torno a un cierto valor positivo.

2. Sinuestra Orbita es cadtica, ambos vectores tenderan a alinearse con una de las direcciones
principales w; dadas por el Teorema de Osedelet (normalmente, la asociada al maximo
exponente de Lyapunov), correspondiente a un exponente de Lyapunov positivo. Es decir,
los v;(t) se alinearan paralela o antiparalelamente, dando lugar a un SALI que tiende a cero

cuando t — oo.

La convergencia a cero del SALI para orbitas cadticas no tiene por qué ser instantanea, sino
que normalmente se producira a partir de un determinado instante de tiempo. Ademas, como
dicho limite nunca podra alcanzarse en la practica, tendremos que fijar un intervalo de tiempo
y un valor umbral para el SALI a partir de los cuales considerar que nuestra o6rbita es en efecto

cadtica. Mas adelante sefialaremos los criterios escogidos para nuestro sistema concreto.

Algoritmo para calcular el SALI

Presentamos para terminar el algoritmo que utilizaremos para calcular el SALIL. De nuevo,

denotamos por J(y(t)) a la jacobiana del flujo, evaluada en el punto y(t).

1. Elegimos un par de vectores ortogonales y normalizados {v;(0), v,(0)}. Seguimos la evo-

lucion de los mismos a partir del sistema diferencial:

dv;

L OMIONESE.

hasta el instante 7. Normalizamos los vectores obtenidos, que denotaremos también por

v;(7).

2. Calculamos el SALI en dicho instante de tiempo:

SALI(7) = min{||v,(7) + v,(D]], [[v, () — v, (D)}

Guardamos este valor.

3. Volvemos al paso 1, introduciendo como condiciones iniciales v;(7).
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Recordamos que la evolucion del sistema diferencial (2.16) requiere seguir la evolucion tanto

de los puntos y(t) como del vector en cuestion.



Capitulo 3

Resultados

Como mencionamos al principio de este trabajo, nuestro objetivo es resolver las ecuacio-
nes canoénicas asociadas al modelo de Hénon-Heiles (seccion 1.3), asi como estudiar la aparicion
natural del caos y como este depende de los parametros caracteristicos del sistema. En este ca-
pitulo, presentaremos el método de trabajo seguido y los resultados obtenidos tras los calculos

realizados.

Prestaremos especial atencion a los aspectos que hemos detallado en secciones anteriores, so-
bre todo al caracter simpléctico del integrador escogido y a la eleccion de indicadores numéricos

del caos adecuados y eficientes.

3.1. Procedimiento experimental

Hemos seguido casi en su totalidad el itinerario propuesto por Zotos en la referencia [33], a
pesar de que en este articulo no se emplea un integrador simpléctico. Para resolver las ecuaciones
de movimiento correspondientes al modelo de Hénon-Heiles (1.47), hemos usado el software
MATLAB R2018a (ubicado en los ordenadores del Departamento de Fisica Atomica, Molecular y

Nuclear de la Facultad de Fisica de la Universidad de Sevilla durante el presente afo).

Detallamos a continuacién todos los aspectos técnicos relativos a la simulaciéon por ordena-

dor:

1. Hemos usado el esquema simpléctico de tercer orden introducido en la seccién 2.1.2 para
resolver las ecuaciones de evolucion (1.47). De entre la familia de parametros mostrados
en la referencia [20, Tb. 2], hemos elegido aquellos que proporcionan menor constante de
error (minimo error de truncamiento en norma cuadratica) y que recogemos en la tabla
2.1. Hemos tomado, al igual que Zotos en la referencia [33], un paso temporal de k = 1072,

y para cada 6rbita realizaremos un total de 10° iteraciones. Finalmente, hemos comparado
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los resultados obtenidos para un conjunto determinado de orbitas con los que arroja un

esquema RK usual.

Como valor inicial para la coordenada x, elegiremos por defecto el valor x, = 0 a menos

que indiquemos lo contrario.

. El indicador numérico del caos que hemos usado mayoritariamente es el Smallest Align-

ment Index, SALI (véase seccion 2.2.2). Recordamos que, para calcularlo, debemos seguir
la evolucion temporal de la pareja de vectores v;(¢) al mismo tiempo que integramos las
ecuaciones de movimiento, para lo que implementamos un esquema RK de cuarto orden y
paso 2k'. Calcularemos ademés los exponentes de Lyapunov y compararemos la velocidad

de convergencia de ambos indicadores.

Como senalamos en la seccidén anterior, una determinada 6Orbita serd cadtica si su SALI
asociado tiende a cero cuando ¢ — oo. Sin embargo, dicha convergencia puede ser lenta
para algunas Orbitas concretas (Zotos las denomina sticky). Seguiremos el criterio que este
emplea, considerando que una 6rbita seré cadtica cuando el SALI es menor que 10~% para

un tiempo total de integracion de 10* unidades temporales como minimo?.

. Hallaremos las transformadas de Fourier de las senales x(¢) e y(t) a partir del comando

fft de MATLAB (un algoritmo numérico para calcular transformadas de Fourier). Com-
probaremos si para las érbitas cadticas (aquellas con un SALI menor de 1078 para tiempos
suficientemente largos) aparece la banda continua de frecuencias que predijimos en la in-

troduccidn tedrica.

. Dibujaremos y analizaremos cualitativamente las secciones de Poincaré x = 0 correspon-

dientes a varias Orbitas y valores de la energia, procediendo tal y como explicamos en
la seccion 1.2.3. En este caso, estas secciones corresponden a las coordenadas (y, p,) del

punto de corte de la 6rbita con el hiperplano x = 0.

. Para estudiar de manera cuantitativa el “grado de caoticidad” presente en nuestro espacio

fasico para una energia determinada, elegiremos aleatoriamente una familia de condiciones
iniciales dentro de nuestra regién accesible (en torno a 10* puntos) y calcularemos para
cada una de ellas el valor asintotico del SALIL determinando asi si dicha condicion inicial
conduce o no a una 6rbita caética. Representaremos con un mapa de color las diferentes
condiciones iniciales en la seccién (y, py) (X, = 0) de la regién accesible, donde el color

representara el valor del SALI para cada una de las drbitas.

. Estudiaremos la proporcion de orbitas estables presentes en la region accesible a partir de

los resultados del punto anterior. Estimaremos el valor critico de la energia a partir del cual

Tgual que para los exponentes de Lyapunov, para estudiar la evoluciéon temporal del SALI no es necesario que

el integrador sea simpléctico.

2Tal y como el mismo Zotos explica en la referencia [33], él adopta dicho criterio tras llevar a cabo una gran

cantidad de pruebas numéricas para distintas orbitas.
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emerge el caos en nuestro modelo, ya introducido por Hénon y Heiles en su articulo origi-
nal [14]. Nosotros utilizaremos para ello el SALL adaptando su idea a las nuevas técnicas

que mostramos en este trabajo.

3.2. Resultados y discusion

En esta seccion mostraremos los resultados obtenidos a partir de la simulacién. En un anexo
al presente trabajo incluimos el script MATLAB empleado para la obtencién de gran parte de los

mismos.

3.2.1. Analisis de la dinAmica
Resultados obtenidos mediante integracion simpléctica

El modelo de Hénon-Heiles nos proporciona una dindmica muy rica y variada, pudiendo
encontrar condiciones iniciales que conducen a orbitas periddicas, cuasiperiddicas o cadticas
para practicamente todos los valores de la energia posibles. En este punto mostraremos varios
ejemplos de cada uno de estos tipos de dinamica, sefialados por Zotos en el articulo citado [33]

y resueltos con el integrador simpléctico antes sefalado.

En la figura 3.1 mostramos las secciones XY correspondientes a las condiciones iniciales mos-
tradas en la tabla 3.1. La curva exterior (en naranja) marca los limites de la region del espacio
fasico accesible por el sistema para el valor de la energia correspondiente (es decir, la curva
V(x,y) = E).

(Orbita| E | y | p, |
@) | 0.12 0 0.24494897
(b) | 0.12 ] 0.29754452 0

) | 0.127] 0.54846395 0
@ [[0.02] -0.082 0
) | 0.12 0.2 0
@® | o.16 0.82 0

Tabla 3.1: Valores iniciales de las diferentes 6rbitas estudiadas en nuestro modelo

Recordamos que las orbitas correspondientes al modelo de Hénon-Heiles habitan en un es-
pacio tetradimensional, descrito por las coordenadas (x, y, p, py). La figura 3.1 se corresponde
unicamente con las proyecciones de dichas 6rbitas sobre los ejes X e Y. Para reflejar las cuatro
dimensiones que necesitamos para describir un punto de la 6rbita, hemos realizado las siguien-

tes representaciones graficas. En la figura 3.2 mostramos las proyecciones de las 6rbitas sobre el
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0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2

> > >
0 0 0
-0.2 0.2 0.2
04 0.4 0.4

05 0 0.5 05 0 0.5 05 0 0.5
X X X

(f)

Figura 3.1: Secciones XY de las orbitas correspondientes a las condiciones iniciales mostradas en
la tabla 3.1. Los resultados han sido obtenidos mediante integraciéon simpléctica. Para las figuras
(d) y (e) hemos realizado 2,5 - 10* iteraciones

subespacio de tres dimensiones (x, y, py), donde para caracterizar la cuarta dimension restante

D, utilizamos una escala de color (estandarizada para todas las graficas).
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02 0.5 ' Y 05 1

() (f)

Figura 3.2: Representacion tridimensional de las orbitas correspondientes a las condiciones ini-
ciales mostradas en la tabla 3.1, resueltas mediante integracion simpléctica. El color indica la
componente p, correspondiente a cada punto
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Comparacion con los resultados obtenidos mediante un esquema Runge-Kutta

En esta seccion compararemos los resultados obtenidos a partir de nuestro integrador sim-
pléctico con los obtenidos a partir de un esquema RK de orden 4, mismo paso temporal (k = 1072)
y mismo numero de iteraciones (10°). En la figura 3.3 mostramos las mismas secciones XY in-

cluidas en la figura 3.1, pero empleando para su obtencion el citado esquema RK.

0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
> > >
0 0 0
-0.2 -0.2 0.2
-0.4 -0.4 04
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
X X X

Figura 3.3: Secciones XY de las érbitas correspondientes a las condiciones iniciales mostradas en
la tabla 3.1, resueltas mediante un algoritmo RK de cuarto orden y paso temporal k = 0,01, para
10° iteraciones. Para las figuras (d) y (e) hemos realizado 2,5 - 10* iteraciones

Ya advertimos en la introduccion tedrica que normalmente la energia no era conservada por
los algoritmos RK. Para comprobarlo, mostramos en la figura 3.4 una comparativa entre los va-

lores de 7£(q"™, p'™) obtenidos utilizando los dos algoritmos propuestos frente al tiempo.
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Figura 3.4: Evolucion temporal de la energia del sistema a partir de los resultados obtenidos con
los dos algoritmos sefialados, para cada una de las orbitas correspondientes a las condiciones
iniciales mostradas en la tabla 3.1

Los dos ultimos grupos de figuras expuestos (3.3 y 3.4) evidencian la necesidad de utilizar
integradores simplécticos para estudiar la dinamica de un sistema caético. Comenzando por la
figura 3.4, comprobamos que los esquemas RK no conservan la energia del sistema, por lo que
como hemos sefialado en reiteradas ocasiones no podemos afirmar con certeza que los resulta-
dos obtenidos a partir de los mismos presentan o no caos. Pero ademas, ni siquiera los calculos
realizados por el esquema RK gozan de una precisiéon aceptable. En la figura 3.3 observamos que
los resultados poseen un error considerable, propagado tras las sucesivas iteraciones del método.
Por ejemplo, en la figura (a) deberiamos observar una linea definida, y lo que obtenemos es una
“linea de trazo grueso” que ni siquiera se mantiene dentro de la region accesible por el sistema.
Dichas representaciones graficas nos podrian inducir a pensar, incluso, que nos encontramos
ante oOrbitas cuasiperiddicas, lo cual sabemos que no es cierto a partir de la clasificaciéon que

recogemos en la tabla 3.2 y comentaremos un poco mas adelante.



44 Caos en sistemas hamiltonianos

Indicadores cuantitativos del caos

Aparentemente, de las cinco orbitas mostradas en la figura 3.1, las cuatro primeras son perio-
dicas o cuasiperiddicas y la quinta es cadtica. Comprobaremos si estamos en lo cierto estudiando
la evolucion de los indicadores numéricos elegidos (exponentes de Lyapunov, SALI y espectros

de frecuencias), observando también si nos arrojan los resultados esperados.

En la figura 3.5 mostramos la evolucion temporal del SALI para tres orbitas representativas
de las incluidas en la tabla 3.1 (en concreto, las 6rbitas (b), (d) y (f)) en escala logaritmica. Ademas,
en la figura 3.6 mostramos la evolucion del algoritmo de calculo de los dos primeros exponentes
de Lyapunov®, que denotamos por A ;(£), en escala semilogaritmica para las mismas 6rbitas ante-
riores. En la subfigura 3.6¢ 1,(t) > ,(t), cuando lo que pareceria logico es justo lo contrario. Sin
embargo, ya sefialamos al final de la seccién 2.2.1 que 1 ;(£) no se corresponde con los exponentes
de Lyapunov, por lo que su comportamiento no es representativo para tiempos intermedios (en

el limite, puede comprobarse que 4; > 4,, al ser ambos nulos).

SRecordamos (véase seccién 2.2.1) que los exponentes de Lyapunov asociados a las ecuaciones canénicas de un
sistema conservativo son iguales y de signo contrario por parejas.
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Figura 3.5: Evolucion temporal del Smallest Alignment Index (SALI) para las 6rbitas correspon-

dientes a las condiciones iniciales (b), (d) y (f) mostradas en la tabla 3.1. La escala de los ejes
es logaritmica. En la subfigura (c) sefialamos con linea discontinua el valor umbral fijado para

considerar una determinada 6rbita como caética (107%)
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Figura 3.6: Evolucion del algoritmo de calculo de los dos primeros exponentes de Lyapunov, 4 (0,
para las orbitas correspondientes a las condiciones iniciales (b), (d) y (f) mostradas en la tabla
3.1. La escala de los ejes es semilogaritmica (lineal en el eje Y). Los exponentes de Lyapunov se
corresponderan con los valores limite de A i(0)
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A partir de las figuras anteriores, podemos extraer varias conclusiones. En primer lugar, el
comportamiento del SALI es el esperado para las diferentes dinamicas consideradas. Tal y como
adelantamos en la seccidn 2.2.2, para aquellas orbitas periddicas o cuasiperiodicas el SALI oscilara
en torno a un cierto valor positivo, mientras que para orbitas cadticas dicho indicador tendera
a cero conforme el tiempo aumente. En nuestro caso, hemos alcanzado los limites de precision
de nuestro ordenador (107'%) para la 6rbita caética (f) en un tiempo menor al umbral fijado. En
segundo lugar, podemos observar como la convergencia de los exponentes de Lyapunov es mas
lenta que la del SALI, algo especialmente notable para las 6rbitas (d) y (f)*. Comprobamos asi que
el SALI es mas eficiente, al reducir los tiempos de calculo necesarios para determinar el caracter

cadtico de una determinada 6rbita.

A continuacioén, analizaremos las transformadas de Fourier numéricas de las sefiales tempo-
rales x(t) e y(t). Para las Orbitas (a)-(e), ambos espectros van a presentar picos en los mismos
puntos, por lo que prescindimos de mostrar los dos. En la figura 3.7 presentamos las representa-

ciones graficas correspondientes.

*De hecho, puede comprobarse a la vista de la subfigura 3.6(c) que 4;(t) no converge de forma clara en un total
de 108 iteraciones (10° unidades de tiempo), mientras que el SALI converge en torno a las 10? unidades temporales.



Caos en sistemas hamiltonianos

48
0.3 0.3
0.3
= =0.2 =0.2
= 0.2 = =
o 25 o
0.1 0.1 0.1
. . . | . ol
0 0.2 0.4 0 01 02 03 0 0.2 0.4
f (Hz) f (Hz) f (Hz)
(a) (b) (©)
0.3
FIx(®)]
0.2 Fly(®]
0.1
0.2
= 50.15 =
g T 5
~0.05 — 0 o4
0.05 |
0 1 0 | I 0
0 01 02 03 0 0.2 0.4 0 0.2 0.4
f (Hz) f (Hz) f (Hz)
(d (e) ()

Figura 3.7: Transformada de Fourier numérica de la sefial x(t) para cada una de las drbitas co-
rrespondientes a las condiciones iniciales mostradas en la tabla 3.1. La subfigura (f) muestra
superpuestas las transformadas de las sefiales x(t) e y(t), tal y como indica la leyenda

| Orbita || Tipologia [33] | Frec. fundamental (Hz) |

(a) 1:1 lineal 0.1345
(b) 1:1 lazo 0.1644
(c) 5:5 lazo 0.0311
(d) Box -
(e) Box -
(f) Caodtica -

Tabla 3.2: Tipologia de las orbitas consideradas en la tabla 3.1, y frecuencia de oscilaciéon del
modo fundamental cuando corresponde
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A la vista de dicha figura podemos sefialar lo siguiente:

= Observamos como para las cinco primeras orbitas de las sefialadas en la tabla 3.1, los es-
pectros de frecuencias son discretos, mientras que para la orbita (f) aparece una banda
continua de frecuencias entre los picos principales. Obtenemos asi lo que ya adelantamos
en la introduccidn tedrica, asi como los cinco primeros espectros refuerzan el hecho de que

las orbitas correspondientes son regulares.

= El hecho de que para algunas sefales (por ejemplo, la correspondiente a la érbita (a)) apa-
rezca un pico a frecuencia cero nos indica que la particula no oscila en torno al origen de

coordenadas’.

» Esun error pensar que la banda continua de frecuencias (6rbita (f)) se debe a errores numé-
ricos; es una cualidad inherente al sistema. De hecho, es de vital importancia en situaciones
diversas (como, por ejemplo, la electronica) distinguir con claridad entre lo que es ruido
electronico y lo que es un comportamiento cadtico de una determinada sefial. Debemos

recordar que el caos no es un subproducto del azar.

A partir de los espectros anteriores, podemos diferenciar dentro de las orbitas regulares aque-
llas que son periddicas de aquellas cuasiperiodicas. El método empleado se sale de los objetivos
del presente trabajo, y puede encontrarse informacién detallada en la referencia [6]. Nosotros
nos limitaremos a mostrar la clasificacion hecha por Zotos en la citada referencia [33] para las

mismas Orbitas de la tabla 3.1.

En la tabla 3.2 recogemos dicha clasificaciéon. Con la notacion n : m entendemos que la
sefial x(t) describe un total de m periodos en el tiempo que y(t) describe n periodos. Cuando
n 'y m son elevados (Zotos considera “elevado” mas alla de 10), la érbita pasa a ser considerada
cuasiperiddica (a estas Orbitas también se las denomina boxes). El cociente m /n coincide con el
cociente de frecuencias correspondientes a los picos méas intensos en los espectros de x(t) e y(t)
[33]. En la citada tabla también incluimos el valor de la frecuencia fundamental® de la sefial x(t)

para las orbitas periddicas, a partir del espectro que hemos obtenido.

3 A frecuencia cero, la transformada de Fourier coincide con el promedio de la sefial, el cual deberia ser nulo si
el punto de equilibrio fuera el origen de coordenadas.

Por frecuencia fundamental entendemos la menor frecuencia no nula que aparece en el espectro de nuestra
sefial.
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3.2.2. Secciones de Poincaré

Como ya introdujimos en el primer capitulo, el estudio de las secciones de Poincaré nos es
de gran utilidad para analizar la dindmica de nuestro sistema y la aparicion del caos. En esta
seccidon mostraremos y estudiaremos las secciones de Poincaré x = 0 correspondientes a varias
oOrbitas y energias, inspirandonos en la descripcion que proporciona la referencia [7] para nuestro
mismo modelo. De este punto en adelante, nos referiremos por “diagramas de Poincaré” a una

representacion conjunta de varias secciones de Poincaré correspondientes a una misma energia.

Comenzamos estudiando las secciones de Poincaré para varias orbitas de energia E = 1/12,
las cuales recogemos en la figura 3.8. Observamos mayoritariamente curvas cerradas y algunas
lineas punteadas, que se corresponden como ya hemos comentado con 6rbitas cuasiperiodicas
y periddicas respectivamente. Cada familia de color est4 asociada con una misma 6rbita, donde
usamos una tonalidad mas clara para indicar que la seccion de Poincaré se ha elegido consi-
derando el sentido contrario de avance en la coordenada x (véase seccion 1.2.3). A la vista de
la figura, el Teorema KAM parece verificarse, ya que la mayoria de las curvas representadas se
corresponde con Orbitas regulares. Sin embargo, este razonamiento es incompleto y puramen-
te cualitativo; solamente a partir de los resultados numéricos que expondremos en la siguiente

seccion podremos convencernos de que esto es verdaderamente asi.

Podemos notar también que una de las curvas mostradas en la figura separa la region accesible
en varias zonas (la hemos dibujado en color negro); se corresponde con una separatriz del sistema
(véase seccion 1.2.5). En este caso, la separatriz une tres puntos fijos inestables del mapa de
Poincaré IT, productos de la destruccion de un toro resonante por parte de la perturbaciéon. Como
comentamos en la introduccidn tedrica, es en torno a los puntos fijos inestables donde surge el

caos conforme la perturbacién se hace mas intensa.

Si analizamos en detalle la region del diagrama de Poincaré en torno a una de las autointer-
. . ~ 13 »
secciones de la separatriz, observamos una pequena “nube” de puntos (no debe pensarse que su
aparicion se debe a errores numéricos), rellenando de forma un tanto irregular una pequeiia por-
cion del diagrama. En la figura 3.9 puede notarse mas claramente este hecho. Para una energia
de E = 1/12, el caos, que hasta ahora parecia oculto por el comportamiento regular del sistema,
ha emanado en torno a este punto del espacio fasico. Para las otras dos autointersecciones que

pueden verse en la figura ocurre exactamente el mismo fenémeno.
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05 Diagrama de Poincaré para E = 0.0833

Separatriz

0.4

0.2

0.1r

Figura 3.8: Secciones de Poincaré para varias Orbitas de energia E = 1/12. Representamos con
un mismo color, pero de diferente intensidad, aquellas secciones correspondientes a sentido cre-
ciente de x (mayor intensidad) y a sentido decreciente de x (menor intensidad). Sefialamos con
una flecha una separatriz del sistema, dibujada en color negro
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Figura 3.9: Detalle de la separatriz sefialada en la figura 3.8, dibujada en color negro. Puede no-
tarse que la separatriz deja de ser una curva de trazo definido, pasando a ser un acumulado de
puntos en esta region concreta del plano (y, p,)

Estudiemos a continuacién el diagrama de Poincaré correspondiente a una energia de E =
0,12, mostrado en la figura 3.10. Podemos observar que la estructura es mucho mas compleja que
la de la figura 3.8. Hemos dibujado en color negro aquellas 6rbitas regulares sefialadas en la tabla
3.1 y que estudiamos con detalle en la secciéon anterior (dibujamos, ademas, una nueva 6rbita,
“lazo 4:4”, analizada también por Zotos en la citada referencia). Debido a que estas 6rbitas son

periddicas, sus secciones de Poincaré seran puntos aislados.

En primer lugar, observamos la aparicién de un “mar de puntos” que rellena gran parte del
diagrama (noétese, por el color empleado, que es producido por una unica curva). Para este valor
de la energia, la perturbacion es lo suficientemente intensa como para que el caos se manifieste
claramente. El mapa de Poincaré II lleva un punto a otro de esta 6rbita de manera aparentemente
erratica, de un extremo a otro del espacio fasico. Sin embargo, este mar caético no puede inundar
las islas regulares, formadas por curvas cerradas en el diagrama, debido a que los toros separan

en dos regiones disjuntas la SEC’.

Estudiemos en segundo lugar el comportamiento de las islas regulares. Una orbita regular

"Recordamos que esto no tendria por qué ocurrir en sistemas donde la difusién de Arnold esté presente (para
n > 3 grados de libertad).
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Diagrama de Poincaré para E = 0.12
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Figura 3.10: Secciones de Poincaré para varias orbitas de energia E = 0,12. Representamos con
un mismo color, pero de diferente intensidad, aquellas secciones correspondientes a sentido cre-
ciente de x y a sentido decreciente de x. Sefialamos con flechas las secciones de Poincaré corres-
pondientes a algunas de las 6rbitas periodicas de las recogidas en la tabla 3.1

de tipo n : n tiene por secciéon de Poincaré un conjunto discreto de n puntos [33]. Podemos
comprobar, observando la figura 3.10, que esta afirmacion se verifica para las orbitas sefialadas.
Ya que estas se corresponden con puntos fijos estables por II, esperamos que en torno a cada
punto de las secciones de Poincaré correspondientes aparezcan curvas cerradas en el diagrama

(véase seccion 1.2.5).

Analicemos con mas detalle la regiéon circundante a un conjunto de islas regulares (figura
3.11). El punto negro central (a) se corresponde, tal y como veiamos en la figura 3.10, con la 6rbita
1:1 lazo. En torno a dicho punto aparecen curvas cerradas, islas regulares “primarias”, todas ellas
correspondientes a Orbitas cuasiperiédicas o de indices n : m muy elevados (al formar curvas
de trazo continuo o muy cercano al continuo). A partir de la curva azul claro (b), la estructura
aumenta en complejidad, y aparece un total de cinco “islotes secundarios”, cada uno rodeando a
la seccion de Poincaré correspondiente a la 6rbita 5:5 lazo sefialada en la figura 3.10. La estructura
en torno a estos nuevos puntos es similar a la observada para el islote primario. A su vez, cerca

de estos islotes secundarios aparecen otros siete “islotes terciarios” en color cian (c), encerrando
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Figura 3.11: Detalle del diagrama de Poincaré correspondiente a E = 0,12 en torno a la 6rbita 1:1
lazo senalada en la figura 3.10. Pueden observarse varias cadenas de islas regulares, rodeando a
puntos fijos del mapa de Poincaré. En esta grafica el cambio de intensidad en el color no tiene
ningun significado especial

de nuevo alguna orbita periodica.

Podemos comprobar asilo que mencionamos en la introduccion tedrica: en torno a los puntos
fijos estables del mapa de Poincaré aparece una familia infinita de cadenas de islas, cada cual
semejante a su progenitora. Este hecho recuerda a la estructura de los fractales, un concepto
fundamental en la geometria del caos. En ellos, las figuras observadas a pequeria escala son copias

semejantes a aquellas observadas a escalas mayores, fenémeno conocido como autosimilitud.

Observamos también para esta ultima figura la aparicion de nuevas separatrices. Conforme
las islas se alejan de los puntos fijos a los que rodean, estas dejan de ser curvas continuas y bien
definidas para pasar a estar compuestas por esa “nube” que ya observibamos en la figura 3.9.
Como en aquel caso, las autointersecciones de las separatrices se corresponderan con puntos

fijos inestables del mapa de Poincaré, de los cuales emanara de forma natural el caos.

Para terminar con este analisis de los diagramas de Poincaré, haremos algunos comentarios
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0.6 Diagrama de Poincaré para E = 0.165
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Figura 3.12: Secciones de Poincaré para varias oOrbitas de energia E = 0,165. Representamos
con un mismo color, pero de diferente intensidad, aquellas secciones correspondientes a sentido
creciente de x y a sentido decreciente de x

sobre el diagrama obtenido a partir de Orbitas de energia E = 0,165 (figura 3.12). En este caso,
practicamente toda la region del espacio fasico accesible es rellenada por una unica 6rbita (dibu-
jada de color rojo en dos tonalidades), y aun para tan altas energias persisten algunos reductos
de regularidad en medio del océano de caos que inunda el diagrama (islas centrales). Estas islas
estan separadas del mar caotico, de nuevo, por separatrices, de cuyas autointersecciones sigue

emanando caos de manera incesante.

Para mostrar que los puntos del citado mar corresponden, en efecto, a 6rbitas cadticas, en
la figura 3.13 representamos las secciones de Poincaré asociadas a dos 6rbitas con condiciones
iniciales muy proximas. Observamos que ambas dan lugar a puntos diferentes en el diagrama
de Poincaré, y que ambas tienen por secciéon de Poincaré un mar caético. En las figuras 3.14a

y 3.14b mostramos también las sefiales x(t) e y(t) frente al tiempo para reforzar atin mas este
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Figura 3.13: Secciones de Poincaré correspondientes a dos orbitas de condiciones iniciales
(E, Yo Pyo) = (0,165,—0,2046,0,1233) (azul) y (E, Yy, Pyo) = (0,165,—0,2045,0,1233) (rojo).
Puede comprobarse que, a pesar de partir de condiciones iniciales muy préximas, ambas tienen
secciones de Poincaré muy diferentes

hecho (la segunda de ellas es un recorte de la primera en torno a t = 0). Tal y como comentamos
en la introduccion tedrica, las soluciones de un sistema diferencial son continuas respecto a las
condiciones iniciales, lo cual no implica ni mucho menos que para intervalos de tiempo largos

ambas soluciones sigan estando “cerca” una de la otra.

Por dltimo, en la figura 3.15 representamos la misma seccién de Poincaré (color rojo) de la
figura 3.13 pero realizando un total de 10® iteraciones. Podemos comprobar que dicha érbita
tiende a rellenar en solitario toda la region que le es accesible, limitada por ciertas separatrices

sefialadas en figuras anteriores, que separan el mar caodtico de las islas regulares supervivientes.
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Figura 3.14: Senales x(t) frente al tiempo correspondientes a dos orbitas de energia E = 0,165
y condiciones iniciales (yy, pyo) = (—0,2046,0,1233) (azul), (o, pyo) = (—0,2045, 0,1233) (rojo).
Puede comprobarse que ambas sefiales siguen una evolucion temporal muy diferente, a pesar de
partir de condiciones iniciales tan proximas. A la derecha, detalle de las sefales anteriores cerca
del instante t = 0. Puede observarse que la forma de ambas sefiales es muy similar para tiempos
pequertios, pero rapidamente las diferencias entre ellas se hacen notables

La fuerte dependencia de las condiciones iniciales produce que rapidamente la orbita pierda in-
formacion sobre ellas, y esta tiende a pasar por todos los puntos del espacio fasico sin importar

su procedencia.

Esta ultima cualidad es compartida con los llamados sistemas ergodicos, los cuales se carac-
terizan por que para casi toda condicion inicial la 6rbita correspondiente pasara por cualquier
region de medida finita de la SEC. Hasta mediados del siglo pasado, se pensaba que la perturba-
cion de un sistema integrable era una de las causantes del caracter ergddico, pero precisamente
el Teorema KAM lo impide: casi todos los toros sobreviven cuando esta es poco intensa, confi-
nando en su interior a las Orbitas del sistema. Sin embargo, como hemos comprobado en la figura
3.15, son muchas las condiciones iniciales de este tipo de sistemas las que conducen a 6rbitas que

atraviesan una gran superficie del espacio fasico accesible [18].
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Figura 3.15: Seccion de Poincaré asociada a una orbita de condiciones iniciales (E, o, pyo) =
(0,165, —0,2045,0,1233) (de color rojo en la figura 3.13). Puede comprobarse como una sola 6rbita
caotica tiende a rellenar toda la region accesible conforme el tiempo tiende a infinito



Caos en sistemas hamiltonianos 59

3.2.3. Mapa de condiciones iniciales

En la seccion anterior, hemos analizado de manera cualitativa como el caos se hace presente
conforme la intensidad de la perturbacidon aumenta. En esta ultima seccion, estudiaremos cuan-
titativamente este fendémeno. Para ello, elegiremos para varios valores de la energia E un deter-
minado conjunto de condiciones iniciales (y,, py), y calcularemos para cada uno el valor al cual
el SALI converge, $;;,,(Vo, Pyo) := SALI(f — ©0; Yy, Pyo)- A cada valor s,(V,, p)o) obtenido le
asignaremos un color (mas en concreto, a su logaritmo decimal), y representaremos cada punto
(Yo» Pyo) del color asignado en un diagrama, dibujando asi un mapa de estabilidad para la energia
elegida. En la figura 3.16 mostramos los mapas citados para cuatro valores de energia diferentes

(se incluyen en el titulo de cada imagen).

Haremos a continuaciéon un breve comentario sobre cada uno de los mapas de estabilidad,
aunque estos unicamente reforzaran lo que ya expusimos en la seccién anterior. Para una energia
E = 0,02, toda la figura esta tefiida de color rojo, lo que claramente confirma que el Teorema
KAM se verifica en nuestro sistema. Las diferentes intensidades de color nos indican que no todas
las orbitas oscilan en torno al mismo valor del SALI, aunque si todas tienen un valor limite por
encima del umbral que hemos establecido. Por lo tanto, todas las érbitas del mapa de estabilidad

son regulares para el valor de E considerado.

Algo similar ocurre para una energia E = 0,08 (dicha grafica se corresponderia, aproxima-
damente, con el diagrama de Poincaré de energia E = 1/12, figura 3.8). La inmensa mayoria de
las condiciones iniciales dan lugar a érbitas no caéticas. Sin embargo, pueden apreciarse varios
puntos de colores verde y azul, correspondientes a 6rbitas que si lo son. En concreto, estos se
encuentran en torno a las autointersecciones de la separatriz mostrada en la figura antes citada.

Mostramos en la figura 3.17 un detalle de la regiéon mencionada.
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Figura 3.16: Mapas de estabilidad para diversos valores de la energia. La escala de color representa
el valor limite de log, SALI para cada una de las condiciones iniciales, y esta estandarizada para
todas las graficas
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Figura 3.17: Detalle del mapa de estabilidad en torno a una autointerseccion de la separatriz
sefialada en la figura 3.8 (E = 1/12). Puede comprobarse que el caos emerge en torno a dicha
region por la apariciéon de puntos de tono azulado

Podemos comprobar que el resultado obtenido es concordante con lo que ya observabamos en
la figura 3.9, y claramente nos demuestra que en torno a las autointersecciones de una separatriz

emerge el caos.

Para las graficas correspondientes a energias E = 0,12 y E = 0,16, el resultado es también
el esperado®, y concuerda con lo que mostramos en la seccion anterior. Para estos valores de E
la perturbacion es lo suficientemente intensa como para que gran parte del area accesible sea
cubierta por el mar cadtico. Las zonas tefiidas de color rojo se corresponden con las islas de
estabilidad que observabamos en la seccion anterior. Para E = 0,12, en torno al “islote principal”
se ven de nuevo algunos “islotes secundarios” a los que les corresponden valores menores del
SALIL Observamos asi que esas islas que se van replicando por autosimilitud en torno a los puntos

fijos estables son a su vez regiones estables, aunque en menor grado que la isla principal.

Para finalizar con el analisis de nuestro modelo, estudiaremos con mas detalle como evolu-
ciona el drea ocupada por o6rbitas regulares en el plano (y, p,) conforme la energia del sistema
aumenta. Dicho anélisis ya fue introducido por Hénon y Heiles en su articulo pionero [14], para
el que es completamente necesario disponer de indicadores numéricos del caos. Nosotros em-
plearemos para dicho analisis el SALI en lugar del que utilizaron los autores citados’, revisando
asi los resultados que ellos mostraron con nuevas técnicas. Representamos en la figura 3.18 la

proporcién de 6rbitas regulares en el plano (y, p,) frente a la energia del sistema.

8Hemos usado, de hecho, la grafica correspondiente a E = 0,12 como herramienta de cotejo con los resultados
aportados por Zotos en la referencia [33], para verificar que los resultados que hemos ido obteniendo a lo largo de
nuestra investigacion iban en buena direccion.

?Mientras que el SALI estudia la evolucién de una pareja de vectores tangentes, el parametro introducido por
Hénon y Heiles tiene en cuenta como evoluciona la distancia entre dos puntos arbitrarios en cada iteracion.
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Figura 3.18: Proporcion de 6rbitas estables con condiciones iniciales en el plano (y, py) (x, = 0)
frente a la energia del sistema. Para perturbaciones pequefias dicha proporcion es del 100 %, y
esta va disminuyendo a partir de un determinado valor critico (en torno a E = 0,08)

Observamos claramente que por encima de un determinado valor de la energia (en torno a

E = 0,08) la regularidad domina todo el plano (y, p,). Para energias mayores, el area cubierta por

curvas regulares disminuye rapidamente. Obtenemos una tendencia muy similar a la presentada

por Hénon y Heiles en [14].



Conclusiones

El modelo que hemos analizado a lo largo de estas paginas ha sido objeto de intensos estu-
dios desde que Hénon y Heiles lo introdujeron en el articulo [14]. Aunque pudiera parecer que
revisiones posteriores no aportan aspectos novedosos al estado de la cuestion, el propio hecho
de conocer el sistema en profundidad propicia su analisis para proponer y mejorar otras técnicas
que aplicar a sistemas aun sin estudiar. El caos es, de hecho, una cualidad ubicua en la teoria de
ecuaciones diferenciales (aunque mas pueda parecer un simple tema tipico de divulgacion cienti-
fica), teniendo repercusiones directas en el comportamiento de aquellos sistemas caracterizados

por él.

Tras el desarrollo de las principales ideas durante este trabajo, podemos concluir lo siguiente:

= Hemos estudiado con mucho detalle la aparicién del caos en nuestro sistema hamiltoniano.
Hemos comprobado también que el Teorema KAM se verifica cuando la perturbacion es
poco intensa, lo que garantiza la robustez de los sistemas integrables ante desviaciones de la
regularidad lo suficientemente pequenas. De hecho, a la vista de la figura 3.18, observamos
que el modelo de Hénon-Heiles es bastante robusto en este aspecto, ya que para valores de
E =~ 0,12 aun la mitad de la region accesible esta ocupada por drbitas regulares (recordamos

que la energia maxima para que las 6rbitas sean acotadas es E = 0,166).

» También hemos estudiado en profundidad coémo aparece el caos al perturbar un determi-
nado sistema conservativo, integrable y regular. Dado que este es especialmente sensible
a las técnicas numéricas empleadas para su estudio, debemos prestar particular atencion
a este aspecto. Uno de los puntos fundamentales que hemos comprobado es que los es-
quemas Runge-Kutta tradicionales no son adecuados para estudiar el caos en sistemas ha-
miltonianos, ya que dichos integradores no respetan una propiedad tan basica como es la

conservacion de la energia.

» Una vez elegido el algoritmo adecuado para resolver las ecuaciones de movimiento, lo si-
guiente que abordamos en el trabajo es la eleccion de indicadores numéricos adecuados,
robustos y eficientes en el calculo. Hemos comprobado también que las mejoras introdu-
cidas por el Smallest Alignment Index son notables en los tres aspectos antes sefalados,

proporcionando resultados coherentes con otros indicadores tradicionalmente utilizados
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(exponentes de Lyapunov o espectros de las sefiales) y mostrandose eficaces cuando estos

no proporcionaban resultados concluyentes.

El caos marca limites serios a la hora de conocer la evolucion de aquellos sistemas en los que
esta presente. Por una parte, la fuerte dependencia de las condiciones iniciales impide la repro-
ducibilidad de los experimentos, ya que es imposible replicar dos situaciones con total exactitud.
Por otra parte, esta dependencia solamente nos garantiza la prediccion (con relativo buen acuer-
do) de la evolucion del sistema para cortos intervalos de tiempo, como claramente ocurre en

meteorologia.

Este impedimento a la hora de conocer la realidad favorece el uso de disciplinas como la
estadistica para abordar el comportamiento de los sistemas cadticos. Aunque sabemos que dicha
evolucion es puramente determinista, nos es mas sencillo tratar su comportamiento como un
suceso aleatorio, ocultando tras la probabilidad nuestra impotencia por no adecuarse estos a la

clasica concepcion mecanicista del Universo.

Para terminar, me gustaria afiadir una reflexién acerca de la transiciéon hacia el caos estu-
diada para el modelo de Hénon y Heiles. Hemos observado como para valores pequefios de la
perturbacion la regularidad gobierna todo el espacio fasico accesible, y conforme esta aumenta

el mar caotico va inundando aquellas zonas situadas entre las islas regulares supervivientes.

Teniendo en cuenta que muchos sistemas resultan ser una perturbacion de un sistema inte-
grable, podemos plantearnos dos cuestiones: ;son todos estos sistemas regulares por defecto, y
el caos es introducido en su dinamica una vez se activa la perturbacion?; o, por el contrario, ;es
el caos una cualidad inherente también a los sistemas regulares, aunque s6lo pueda manifestarse
bajo la accién de la perturbaciéon? Aunque en la practica ambas consideraciones sean equiva-
lentes, pudiendo parecer incluso un mero juego de palabras, considero que estos interrogantes
cuestionan seriamente esa concepcion de regularidad y perfeccion que tan interiorizada tiene la

cultura occidental desde los tiempos de la Grecia Clasica.

;Vive el caos reprimido bajo la belleza del movimiento de la Tierra alrededor del Sol? ;O,
como bien creia Pitagoras acerca de la existencia de los irracionales, el caos es un defecto de
la naturaleza, que por definiciéon debe ser perfecta? Quizas las respuestas a estos interrogantes
precisen redefinir qué entendemos por conceptos tan basicos como “orden” o “belleza”. Quizas,

como afirma José Saramago en El hombre duplicado, “el caos es orden atn por descifrar”.



Bibliografia

V. 1. Arnold. Mathematical methods of classical mechanics. 2a ed. Springer-Verlag, 1989.

G. Benettin y col. «Lyapunov characteristic exponents for smooth dynamical systems and
for Hamiltonian systems: a method for computing all of them. Part 1: Theory». En: Mec-
canica 15 (1980), pags. 9-20. por: 10.1007/BF02128236.

G. Benettin y col. «Lyapunov characteristic exponents for smooth dynamical systems and
for Hamiltonian systems: a method for computing all of them. Part 2: Numerical applica-
tion». En: Meccanica 15 (1980), pags. 21-30. po1: 10.1007/BF02128237.

J. Berkovitz, R. Frigg y F. Kronz. «The ergodic hierarchy, randomness and Hamiltonian
chaos». En: Studies in History and Philosophy of Science Part B - Studies in History and
Philosophy of Modern Physics 37.4 (2006), pags. 661-691. por: 10.1016/j . shpsb.2006.
02.003.

J. Briggs y F. D. Peat. El espejo turbulento - Los enigmas del caos y el orden. Salvat Editores,
1994.

D. D. Carpintero y L. A. Aguilar. «Orbit classification in arbitrary 2D and 3D potentials».
En: Monthly Notices of the Royal Astronomical Society 298.1 (1998), pags. 1-21. por: 10 .
1046/3j.1365-8711.1998.01320.x.

M. Cencini, F. Cecconi y A. Vulpieni. Chaos: from simple models to complex systems. 1a ed.
World Scientific, 2010.

P. J. Channell y C. Scovel. «Symplectic integration of Hamiltonian systems». En: Nonli-
nearity 3.2 (1990), pag. 231.

M. Cross. Physics 161: Introduction to Chaos. URL: http://www.cmp.caltech.edu/ " mcc/
Chaos_Course/0Outline.html. (consultado: 20 de marzo de 2021).

D. Frenkel y B. Smit. Understanding molecular simulation : from algorithms to applications.
Academic Press, 1996.

H. Goldstein, C. Poole y J. Safko. Classical Mechanics. 3a ed. Pearson Internacional, 2002.

E. Gover y N. Krikorian. «Determinants and the volumes of parallelotopes and zonotopes».
En: Linear Algebra and Its Applications 433.1 (jul. de 2010), pags. 28-40. por: 10.1016/7 .
1laa.2010.01.031.


https://doi.org/10.1007/BF02128236
https://doi.org/10.1007/BF02128237
https://doi.org/10.1016/j.shpsb.2006.02.003
https://doi.org/10.1016/j.shpsb.2006.02.003
https://doi.org/10.1046/j.1365-8711.1998.01320.x
https://doi.org/10.1046/j.1365-8711.1998.01320.x
http://www.cmp.caltech.edu/~mcc/Chaos_Course/Outline.html
http://www.cmp.caltech.edu/~mcc/Chaos_Course/Outline.html
https://doi.org/10.1016/j.laa.2010.01.031
https://doi.org/10.1016/j.laa.2010.01.031

66

[13]

[14]

[17]
[18]

[19]

[20]

[21]
[22]

[23]

[26]

[27]

Caos en sistemas hamiltonianos

E. Hairer, C. Lubich y G. Wanner. «Geometric numerical integration illustrated by the
Stormer-Verlet method». En: Acta numerica 12 (2003), pags. 399-450.

M. Hénon y C. Heiles. «The applicability of the third integral of motion: some numerical

experiments». En: The Astronomical Journal 69 (1964), pag. 73.

J. V. Jose y E. J. Saletan. Classical dynamics: a contemporary approach. Cambridge Univer-
sity Press, 2002.

J. Kadtke. «Special Edition of Los Alamos Science, 1987». En: Los Alamos science / Los
Alamos Scientific Laboratory Special Ed (ene. de 1987), pag. 242.

C. Lanczos. The variational principles of mechanics. 4a ed. Dover, 1986.

J. L. Lebowitz y O. Penrose. «Modern ergodic theory». En: Physics Today 26.2 (feb. de 1973),
pags. 23-29. por: 10.1063/1.3127948.

J. Masoliver y A. Ros. «Integrability and chaos: the classical uncertainty». En: European
journal of physics 32.2 (2011), pag. 431.

R. L. McLachlan y P. Atela. «The accuracy of symplectic integrators». En: Nonlinearity 5.2
(1992), pags. 541-562. por: 10.1088/0951-7715/5/2/011.

E. Ott. Chaos in dynamical systems. 2a ed. Cambridge University Press, 2002.

J. Poschel. «A lecture on the classical KAM theorem». En: arXiv preprint arXiv:0908.2234
(2009).

W. H. Press. Numerical recipes : the art of scientific computing. 3rd. ed., 4th print. Cambridge
University Press, 2017.

J. M. Sanz-Serna. «Runge-kutta schemes for Hamiltonian systems». En: Bit 28.4 (1988),
pags. 877-883. por: 10.1007/BF01954907.

J. M. Sanz-Serna. «Symplectic Runge-Kutta and related methods: recent results». En: Phy-
sica D: Nonlinear Phenomena 60.1-4 (1992), pags. 293-302. por: 10.1016/0167-2789(92)
90245-1.

C. Skokos. «Alignment indices: A new, simple method for determining the ordered or
chaotic nature of orbits». En: Journal of Physics A: Mathematical and General 34.47 (2001),
pags. 10029-10043. por: 10.1088/0305-4470/34/47/309.

C. Skokos y T. Manos. «The Smaller (SALI) and the Generalized (GALI) Alignment Indi-
ces: Efficient Methods of Chaos Detection». En: Chaos Detection and Predictability. Lecture
Notes in Physics. Vol. 915. Springer, Berlin, Heidelberg, 2016. por: 10.1007/978-3-662-
48410-4_5.

C. Skokos y col. «<How Does the Smaller Alignment Index (SALI) Distinguish Order from
Chaos?» En: Progress of Theoretical Physics Supplement 150.150 (2003), pags. 439-443. por:
10.1143/PTPS.150.439. arXiv: 0301035 [nlin].


https://doi.org/10.1063/1.3127948
https://doi.org/10.1088/0951-7715/5/2/011
https://doi.org/10.1007/BF01954907
https://doi.org/10.1016/0167-2789(92)90245-I
https://doi.org/10.1016/0167-2789(92)90245-I
https://doi.org/10.1088/0305-4470/34/47/309
https://doi.org/10.1007/978-3-662-48410-4_5
https://doi.org/10.1007/978-3-662-48410-4_5
https://doi.org/10.1143/PTPS.150.439
https://arxiv.org/abs/0301035

Caos en sistemas hamiltonianos 67

[29] «Small denominators and problems of stability of motion in classical and celestial me-
chanics». En: Collected Works: Representations of Functions, Celestial Mechanics and KAM
Theory, 1957—-1965. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 2009, pags. 306-412. por:
10.1007/978-3-642-01742-1_23.

[30] G. Teschl. Ordinary differential equations and dynamical systems. 1a ed. American Mathe-
matical Society, 2012.

[31] M. Toda, N. Saito y R. Kubo. Statistical Physics I: Equilibrium Statistical Mechanics. 2nd. ed.
Springer-Verlag, 1995.

[32] L. W. Tu. An Introduction to Manifolds. 2nd ed. Springer New York, 2011.

[33] E.Zotos. «Classifying orbits in the classical Hénon-Heiles Hamiltonian system». En: Non-
linear Dynamics 79.3 (2014), pags. 1665-1677. por: https://doi.org/10.1007/s11071-
014-1766-6.


https://doi.org/10.1007/978-3-642-01742-1_23
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s11071-014-1766-6
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s11071-014-1766-6

68

Caos en sistemas hamiltonianos




Anexo I: Algoritmo de Verlet para

sistemas hamiltonianos

En este anexo, mostraremos y justificaremos el caracter simpléctico del algoritmo de Verlet
que introdujimos en la seccién 2.1, siguiendo los pasos de la referencia [10]. Consideremos un

sistema hamiltoniano cuya hamiltoniana asociada es de la forma:

I =

J

" p
— +V(q) (3.1)

2
J
! 2m;
y sea f(q, p) una funcién dindmica que no dependa explicitamente del tiempo. En este caso,
segun la Proposiciéon 1 la evolucion de la misma a lo largo de los puntos de una determinada
oOrbita (q(t), p(t)) vendra gobernada por la siguiente ecuacioén funcional:
df

—=2f (3.2)

con . = {-,H} el conocido como operador de Liouville. Dicha ecuacién se puede resolver

formalmente:

f(q(0), p(t)) = exp(ZL1) f(q(0), p(0)) (3.3)

El operador .Z se puede separar en los sumandos:

. SN S
L =%+ %, siendo L= 405 %= Z IOF v (3.4)

j=1 J j=1 J

(hemos hecho uso de las ecuaciones (1.2) implicitamente). De este modo, la accién del opera-



70 Caos en sistemas hamiltonianos

dor exp(Z,t) sobre f(q(0), p(0)) resulta ser:

xp(Z,0f @), pO) = ¥, %(qu = ) /(a(0), p(0))

m>0 " J

t=0
mod .
= 3 o " (g(0) + 14(0), p(O)

m2>0

= f(q(0) + £4(0), p(0))

t=0

Es decir, el operador exp(.Z;t) evoluciona unicamente las coordenadas espaciales, tomando
como vector desplazamiento la velocidad en el instante inicial. Del mismo modo, puede obtenerse

que la accion de exp(.Z,t) sobre f(q(0), p(0)) resulta:

exp(Z,1)f(q(0), p(0)) = f(q(0), p(0) + t p(0))

Dado que los operadores .Z; y £, no conmutan, la igualdad exp(£t) = exp(Z,t) exp(Z),t)
no sera valida. Sin embargo, si sera valida la conocida como identidad de Trotter:
]M

exp(Zt) = lim [eXp(,Zpt/zM) exp(Z,t /M) exp(ZL,t /2M) (3.5)

Si m es grande pero finito, podemos entender el cociente ¢ /m como el paso de nuestro inte-
grador numérico, que denotaremos por k como viene siendo usual. Ademas, bajo dicho supuesto:

exp(Lt) ~ [exp(Z,k/2) exp(Z,k) exp(ZL,k /)M =: T} (3.6)

El operador T puede entenderse como el operador de evolucién aproximado con paso tem-

poral k pequefio, y su efecto sobre una funcién dinamica es:

T f @0, D) = [exp(Z,e/2) exp( L) £ (4,0, b0+ SF,(0)) =

pi(t) = k2 k
TR0 JOR, EFJ-(O) =

exp(ZLpk/2) f (qj(t) +k

pi®) k2

+ —.Fj(t),pj(t) + g(Fj(t) +F;(t + k))) =: f(q(t + k), p(t + k)) (3.7)
J

m; 2m

f (Qj(t) +k

ov

donde F;(t) = 30 Con el desarrollo anterior, hemos obtenido de forma aproximada la

evolucion temporal de las coordenadas (q(t), p(t)) bajo la accién de la dindmica entre los instan-
tes de tiempo t y ¢ + k, donde el valor de las coordenadas en este nuevo instante de tiempo seran
los puntos (q(t + k), p(t + k)) del desarrollo anterior. Puede comprobarse que dichos puntos

coinciden con las ecuaciones del algoritmo de Verlet expuestas en la ecuacion (2.1).



Anexo II: Codigo MATLAB empleado

function [QP,ss,SALI,sppos,spneg,h,fs,P1x,Ply] = henonSolver(x0,y0,py0,E,k,N)

b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b
b

[QP,ss,SALI,sppos,spneg,h,fs,P1x,P1y] = henonSolver(x0,y0,py0,E,k,N)
solves the equations of motion of the Henon-Heiles model with a

symplectic algorithm of order 3, extracted from the reference [1].

It also provides, for the initial conditions specified, a vector with
Small Alignement Indices (SALI, [2]), a vector with Poincare section
points (direct and inverse) and the Fourier transform of x(t) and y(t)

signals.

INPUT ARGUMENTS:

* Initial conditions: x0, yO, pyO.

* System energy: E.

* Time step: k. By default, k = 0.01.

* Number of iterations: N. By default, N = 1le6.

OUTPUT ARGUMENTS:

* QP is a Nx4 matrix where the evolution of x(t), y(t), px(t) and py(t)
is stored: QP = [x y px py].

* (ss,SALI) corresponds to SALI(t), where t <- ss (we used a 4th order RK
scheme of time step 2k to solve the associated differential system).

* sppos and spneg correspond to the points in the Poincare section x=0.

* h is the energy vector, evaluated in each of the points calculated.

* (fs,P1x) and (fs,Ply) are the Fourier transforms of x and y signals

evaluated at the frequencies fs.

This script is part of the Final Degree Project ’Chaos in Hamiltonian

systems’ (University of Seville), by Miguel Ibanez Garcia (2021).

REFERENCES :
[1] R I McLachlan and P Atela 1992 Nonlinearity 5 541.
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% [2] arXiv:1502.02510 [nlin.CD].

%% Henon-Heiles model
hH= (px~2 + py"2)/2 + (x™2 + y~2)/2 + yx~2 - y~3/3
V=o0(x,y) (x.72+y.72)/2 + y.*x(x.72) - y.~3/3;

%% Parametres

% Symplectic scheme parametres

al = 0.919661523017399857;
a2 = 1/(4xal) - al/2;

a3 = 1-al-a2;

bl = a3; b2 = a2; b3 = al;

a = [al a2 a3]; b = [bl b2 b3];

clear al a2 a3 bl b2 b3

% Initial conditions
px0 = sqrt(2+(E - V(x0,y0)) - py0~2);

%% Numerical resolution

if nargin<b

k = 0.01;
N = 1e6;
end

QP = zeros(N,4); % [x y px pyl]
QP(1,:) = [x0 yO px0 py0];

1 = 4; YIntermediate steps, counting initial point
QPi = zeros(1,4);

QPi(1,:) = [x0 yO pxO pyO]l;

sppos = zeros(N,2); %Initializating Poincare section (positive way)

spneg = zeros(N,2); %Initializating Poincare section (negative way)

i=1;

%Initializing energy conservation checker
h = zeros(1,N);
h(1) = E;
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% Initializing SALI
SALI = zeros(floor(N/2) - 1,1);
SALIlast = 1.4142; 7% Initial SALI, sqrt(2)

Wi = [1;0;0;0];

W2 = [0;1;0;0];

ftg = @(w,x,y) [0 0 10;...
0 0 01;...
-1-2xy -2%x 00;...
-2%x 2xy-1 0 0] * w;

tic % How much time is it needed?

% for loop
for t=1:N-1
for j=1:1-1
x = QPi(j,1);
y = QPi(j,2);
px = QPi(j,3);
py = QPi(j,4);

QPi(j+1,3) = px - k*b(j)*x*(1+2*y);
QPi(j+1,4) = py + k¥b(j)*(y~2 - y - x72);
PX = QPi(j+1,3);
PY = QPi(j+1,4);
QPi(j+1,1) = x + k*xa(j)*PX;
QPi(j+1,2) = y + k*xa(j)*PY;

end

x = QPi(1,1);

y = QPi(1,2);

py = QPi(1,4);

X = QPi(1,1);
Y = QPi(1,2);
PX = QPi(1,3);
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h

/)

PY = QPi(1,4);

QP(t+1,:) = [X Y PX PY];

QPi(1,:) = [X Y PX PY];

PS, positive way
if x<0 && X>0

sppos(i,:) = [y pyl;

i=i+1;

end

PS, negative way
if x>0 && X<0

spneg(i,:) = [y pyl;

i=i+1;

end

% Is energy conserved?

Caos en sistemas hamiltonianos

h(t+1) = V(X,Y) + 0.5%x(PX"2+PY"2);

% SALI loop

if (mod(t,2)==0 && SALIlast > 1.d-16) Y Here t=1 indexes the first

xant
xmed

Xpos

ki_1
k1_2

k2_1
k2_2

k3_1
k3_2

k4_1
k4_2

% point after initial condition

QP(t-1,[1 2]);

[x yl;
X Y];

2xkxftg(Wl,xant (1) ,xant(2));
2xkxftg(W2,xant (1) ,xant(2));

2xkxftg(Wl + 0.5%k1_1,xmed (1) ,xmed(2));

2xkxftg (W2

2xkxftg (W1
2xkxftg (W2

2xkxftg (W1
2xkxftg (W2

+

+

+

+

0.5%k1_2,xmed (1) ,xmed(2));

0.5%k2_1,xmed (1) ,xmed(2));
0.5%k2_2,xmed (1) ,xmed(2));

k3_1,xpos(1),xpos(2));
k3_2,xpos(1),xpos(2));
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Wil =Wl + k1_1/6 + k2_1/3 + k3_1/3 + k4_1/6;
W2 = W2 + k1_2/6 + k2_2/3 + k3_2/3 + k4_2/6;
% SALI

W1l = Wi/norm(W1);
W2 = W2/norm(W2);

SALIlast = min(norm(W1+W2) ,norm(W1-W2));
SALI(t/2) = SALIlast;

end

end

toc

clear

QPi PX px PY py x y X Y

%% In which time instants is SALI evaluated?

ss = 2xk:2xk: (floor(N/2) - 1)*2xk;

%% Frequency spectra (extracted from MATLAB Help)

% Frequency sampling
fs = (1/k)*(0:(N/2))/N; % We choose period equals k

% Bilateral and unilateral spectra

P2x =
Pix =

P1x(2:

P2y
Ply

P1ly(2:

end

abs(fft(QP(:,1))/N);
P2x(1:N/2+1);
end-1) = 2%P1x(2:end-1);

abs (££t(QP(:,2))/N);
P2y (1:N/2+1);
end-1) = 2xPly(2:end-1);
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