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Abstract

The aim of this Master’s Thesis is to study the latest results of existence of universal
entire functions with bounded properties and translate them to the field of harmonic

functions.

This memory is divided into four chapters. In the first one, we will make a brief
reminder of some basic concepts that will be used in subsequent chapters. In the
second chapter, we will study the universality of complex functions and we will give
some bounded properties of such functions through the concept of Arakelian subsets.
In the next chapter we will study the universality of harmonic functions in RY, and
will define the notion of Carleman sets and will prove, under certain conditions, the
existence of universal harmonic functions on RV. In the last chapter we will see how
it is possible to transfer these results from entire functions to harmonic functions on

RY. The content of this chapter is original.

The completion of this work has allowed us to get into a line of research that
combines concepts of Functional Analysis, Operator Theory and Topology. This is a
field that has developed mainly in the last 25 years, although its origins date back to

the early twentieth century.
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Resumen

El objetivo principal de este Trabajo Fin de Méster es realizar un estudio sobre
los ultimos resultados de existencia de funciones enteras universales con propiedades

de acotacion y trasladarlos al ambito de las funciones arménicas.

Esta memoria se dividira en cuatro capitulos. En el primero de ellos, haremos un
breve recordatorio de algunas nociones basicas que se usaran en los capitulos poste-
riores. En el segundo capitulo estudiaremos la universalidad de funciones en el ambito
de las funciones complejas y daremos algunas propiedades de acotacion de dichas
funciones mediante el concepto de conjunto de Arakelian. En el siguiente capitulo es-
tudiaremos la universalidad de funciones arménicas en R”, definiremos los conjuntos
de Carleman y probaremos, bajo ciertas condiciones, la existencia de funciones armé-
nicas universales en RY. En el tltimo capitulo veremos cémo es posible trasladar los
resultados de acotacion de funciones enteras universales al ambito de las funciones

arménicas en RV, siendo el contenido de este capitulo original.

La realizacion del presente trabajo nos ha permitido adentrarnos en una linea
de investigacion que conjuga conceptos propios del Andlisis Funcional, la Teoria de
Operadores y la Topologia. Se trata de un campo que se ha desarrollado principalmente
en los tltimos 25 anos, aunque sus origenes se remonten a las primeras décadas del
siglo XX.
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Introduccion

Sea X un espacio vectorial topolégico y sea T' : X — X una aplicaciéon lineal
y continua. Siguiendo a Beauzamy, se dice que T es hiperciclica si existe un vector

z € X tal que el conjunto {T"z : n € N} es denso en X.

Usando esta terminologia, en 1929 Birkhoff [I1] prob¢ la hiperciclicidad del ope-
rador de traslacion T, f(z) := f(z +a) (a # 0) en el espacio de las funciones enteras
H(C); a las funciones hiperciclicas respecto del operador de traslacion se las conoce
como funciones universales en el sentido de Birkhoff. El andlogo arménico del Teore-
ma de Birkhoff, es decir, cuando se reemplaza el espacio de funciones enteras H(C)
por el espacio h(R") de funciones arménicas en R, es debido a Armitage y Gauthier
[M].

Principalmente a lo largo de los ultimos 30 anos, son numerosos los resultados
sobre hiperciclicidad que se pueden encontrar en la literatura: hiperciclicidad de ope-
radores de composicion, de desplazamiento, crecimiento y/o “acotacién” de funciones
hiperciclicas, periodicidad de funciones hiperciclicas, condiciones necesarias y/o sufi-
cientes para la hiperciclicidad, estructura/tamano topolégico y algebraico del conjunto

de vectores hiperciclicos...

En este Trabajo Fin de Master se pretende realizar un estudio sobre los tltimos
resultados de existencia de funciones Birkhoff-universales con propiedades adicionales
de acotacion y trasladarlos al &mbito de las funciones arménicas. Pero ademéas, modi-
ficaremos alguna demostracién original y completaremos o mejoraremos otras tantas,
para asi, obtener una tnica notacién entre todas las utilizadas a lo largo del estudio

de estos temas.
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Para comenzar y con objeto de que la lectura sea autocontenida, recordaremos en
el Capitulo 1 algunas definiciones bésicas y resultados necesarios relacionados con el
Analisis Funcional, la Topologia o la Teoria de Operadores para facilitar la compren-

sién de los posteriores capitulos.

En el Capitulo 2, comenzaremos hablando de los llamados conjuntos de Arakelian,
las cuales son una 1til herramienta en muchos resultados posteriores de existencia de
funciones enteras universales respecto de similaridades (prefijadas o no) con propie-

dades adicionales de acotacion.

En el siguiente capitulo, nos introduciremos en el ambito de las funciones armo-
nicas. Trasladaremos el concepto de Birkhoff-universalidad de funciones de H(C) a
h(RY) e introduciremos el concepto arménico analogo a los conjuntos de Arakelian:
los conjuntos de Carleman. Ademas, probaremos detalladamente la existencia de un
conjunto de funciones arménicas de RY Birkhoff-universales (resultado obtenido por
A. Bonilla [2] en 2002).

En el cuarto y tltimo capitulo, trasladaremos al ambito de las funciones armoni-
cas los resultados estudiados en los anteriores capitulos, modificando o anadiendo los

resultados oportunos y las pruebas necesarias, redefiniendo los conceptos, etc.

La bibliografia la hemos dividido en dos partes. En primer lugar destacamos la
Bibliografia fundamental, en la que hemos recogido las referencias que se han manejado
con mayor intensidad para la realizacién del trabajo. Por otro lado, bajo el epigrafe
de Otras referencias hemos incluido una colecciéon de algunos de los articulos mas
importantes en la literatura, tanto clasicos como modernos, que recogen resultados
relacionados con la universalidad de funciones enteras o arménicas que han servido de

referencia para la realizacion de este trabajo.
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Capitulo 1
Preliminares

El objetivo de este capitulo es facilitar la comprension de los tres siguientes. Para
ello recordaremos algunas definiciones basicas y resultados necesarios relacionados con

el Analisis Funcional, la Topologia o la Teoria de Operadores.

1.1. Espacios de Baire

Sea X un espacio topologico y A C X un subconjunto de X. Se dice que A es
de primera categoria si es union numerable de subconjuntos cuyo cierre tiene interior
vacio. Por otra parte, A serd de sequnda categoria si no es de primera categoria. Un
espacio topologico X se dice que es de Baire si todo subconjunto de X, abierto y no

vacio, es de segunda categoria.

Si X es de Baire, se dice que A es residual si su complementario es de primera
categoria. Se puede decir que un conjunto residual es “topolégicamente grande”. Asi-
mismo, un subconjunto A de X serd residual si y solo si, contiene alguna intersecciéon

numerable de abiertos que sea densa, es decir, si contiene algin Gs-denso.

Ademas, contamos con el conocido Teorema de Baire que nos garantiza que todos

los espacios con los que vamos a trabajar son de Baire.
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Teorema 1.1.1 (Teorema de Baire). Sea X un espacio topologico. Si X es un

espacio métrico completo, entonces es un espacio de Baire.

En este contexto, sabemos que X es un espacio de Baire si y solo si, dada cualquier
o0

sucesion {U, },en de abiertos densos, su interseccion ﬂ U,, es también densa.

n=1

1.2. Nociones basicas de topologia

Un espacio topologico X se dice que es T} si cada par de puntos distintos z1, o € X
se pueden separar por un abierto, es decir, si existe U C X abierto tal que xy € U y
T2 g U.

Analogamente, un espacio topologico X se dice que es Ty o de Hausdorff, si para
cada par de puntos distintos x;, 7o € X, existen abiertos U,V C X tales que UNV = (),
rreUyxyeV.

Obviamente, todo espacio T es automaticamente 77. Ademads, se cumple que un
espacio topologico es T3 si y so6lo si cada conjunto unitario es cerrado. Dado A C X

denotaremos por A su clausura.

En efecto, si cada conjunto unitario es cerrado, entonces dados z1,x2 € X con
x1 # X9, se tiene que U = X \ {x1} es un abierto tal que zo € U y x1 € U y por tanto
X es Ty. Reciprocamente, consideremos 2 € X y veamos que {z} = {z}. Sea y € X
con y # x; por ser X un espacio 717, existe U C X abierto tal que y € U 'y x € U,
luego U N {x} = () y se tiene que y & {z} por cada y # z, de donde {z} = {x}.

A continuacién veremos un lema que usaremos, lineas mas abajo, en la demostra-

cion del resultado de mas importancia en esta seccion.

Lema 1.2.1. Sea X un espacio topologico Ty sin puntos aislados. Entonces cada sub-

conjunto finito de X tiene interior vacio y es cerrado.

Demostracion. Sea F' C X finito, digamos F' = {z1,...,2,}. Como X es T}, cada

subconjunto unitario {x} es cerrado. Con lo cual, al ser F' unién finita de conjuntos

cerrados ({z;},1=1,...,n), F = [J{x:}, es cerrado.

=1
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Ahora, por reduccion al absurdo, probaremos que F' tiene interior vacio. Llamemos
A = int(F), que es un conjunto abierto, finito (por ser F' finito), luego cerrado.
Suponemos que A # (); veamos entonces que A posee al menos dos puntos. En efecto,
si A fuese unitario, A = {x} serfa un abierto que sélo contiene a x y a ningin otro

punto, por tanto, x seria un punto aislado, lo que contradice las hipdtesis del lema.

Escogemos ahora un subconjunto B C A no vacio, abierto y minimal. Entonces,
igual que ocurria con A, B tiene al menos dos puntos. Sean a y b dichos puntos; al ser
X un espacio T}, existe un subconjunto abierto U C X tal que a € U y b ¢ U. Sea
C = BNU; entonces C' es un abierto no vacio contenido en A y ademas C' & B, lo

que es una contradiccion puesto que B es minimal. O

Enunciamos ademés algunos conceptos previos y necesarios para enunciar dicho

teorema.

Definicién 1.2.2. Se dice que un espacio topoldgico X es perfecto si es cerrado y no

posee ningun punto aislado.

Definicién 1.2.3. Un espacio topologico X es pseudométrico si su topologia es gene-
rada por una funcion d: X x X — [0,400) (denominada semidistancia o pseudomé-

trica), que cumple

1. d(z,z) =0
2. d(xz,y) = d(y,x) (simetria)
3. d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (desigualdad triangular)

para todo x,y,z € X.

La condicién d(z,y) > 0 se deduce de las anteriores, pues

d(z,y) = 3(d(z,y) + d(y, ) > 3d(z,2) =0.

Notese que todo espacio métrico es un espacio pseudométrico. En este tultimo tipo

de espacios puede darse el caso d(z,y) = 0 para x # y.
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Finalmente veremos el verdadero objetivo de esta seccion: un teorema que nos sera

util para probar la universalidad de funciones en futuros resultados (ver [7]).

Teorema 1.2.4. Sea X un espacio topologico perfecto 11 cuya topologia se define me-
diante una familia creciente de pseudodistancias d; < dy < --- < d,, < ---. Suponemos
que {Tp}tnen € {Yn}tnen son dos subconjuntos numerables de X tales que {x,}nen €s

densa en X y nh_)rgo dy(zp, yn) = 0. Entonces {yn}nen es también densa en X.

Demostracion. De las hipdtesis se puede deducir que el espacio X es metrizable y que

la expresion

=1 dy(z,y
n=1

+ dn(z,y)
define una distancia que genera la topologia de X.

Ademas, por el Lema [1.2.1] cada subconjunto finito F' de X es cerrado y tiene

interior vacio.

Para cada n € N se tiene

1 d(teye) ] 1

d(xn,yn) < — + — < 2dp (X0, yn) + —.

Por tanto, d(x,,y,) — 0 cuando n — oo.

Fijamos ahora a € X y € > 0. Entonces existe N € N tal que d(z,,y,) < § para
todo n > N. Si tomamos el conjunto F' := {xq,xs,..., 2N}, entonces F' es un conjunto
cerrado con interior vacio y asi, el conjunto G = {z € X : d(x,a) < 5} \ F' es abierto

y no vacio.

Como el conjunto {z, }nen es denso en X, entonces existe m > N de manera que

T € G, es decir, d(zm,, o) < 5. Asi, tenemos que

A(Ym, @) < d(Yr, Tm) + d(Tp, @) < g +5=¢

y se tiene la densidad de {y, }nen. O
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1.3. Bases de Schauder

Sabemos que todo espacio vectorial X tiene una base algebraica, llamada base
de Hamel, es decir, una familia de vectores {u;},c; C X tal que cada x € X se
puede escribir de manera tinica como combinacién lineal finita z = ¥,c; a;(x)u;, con
a;(z) € K, donde K(= R 6 C) es el cuerpo base. Sin embargo, en el caso de que
X posea alguna topologia (por ejemplo, si X es un espacio de Banach), esta base
algebraica tiene poco que ver con la topologia del espacio. Por ello, necesitaremos el

concepto de base de Schauder.

Definicién 1.3.1. Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach. Una sucesion {x,}>, se
denomina base de Schauder de X si para cada x € X existe una unica sucesion

{a,}52, de escalares tal que

[eS)
xTr = Z ApTy,
n=1

donde la convergencia es entendida respecto de la norma || - ||x, es decir,
n
lim |z — ) « =0.
Ao = 2wy =0
k=0 X

Los escalares oy, son llamados las coordenadas de x respecto de la base {,}5° .

Se dice que la base es normalizada si ||x,| =1 para todo n € N.

Noétese que si {z,}5°, es base de Schauder de un espacio de Banach X, entonces

cada uno de sus coeficientes funcionales z} : >-7° | a,,x,, — . es continuo en X.

A continuacién veremos los conceptos de sucesién bésica y de equivalencia de
sucesiones bésicas. Dado A C X, denotaremos span(A) el espacio vectorial generado

por A.

Definicién 1.3.2. Una sucesion {x,}3°, C X es sucesion bdsica si es base de Schau-

der de span(z,).

Definicién 1.3.3. Dos sucesiones basicas {x,};> 1 € X e {yn}o>, € X se dice que son
equivalentes si para toda sucesion de escalares {a, }22 |, se tiene que la serie Y 70, o x;

converge si y solo si la serie Y 72, auy; converge.
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El siguiente resultado [5] nos asegura que dada una sucesion bésica en X, bajo
ciertas condiciones podemos encontrar otra sucesion de X que sea también basica

equivalente a la anterior.

Teorema 1.3.4. Supongamos que {x,}, es una sucesion bdsica en un espacio de
Banach X y que {x}, es su sucesion de coeficientes funcionales. Supongamos que

{Yn}n €s una sucesion en X tal que
Yozl lzn — yall < 1.
n

Entonces {yn}n es una sucesion basica equivalente a {x,},.



Capitulo 2

Caracterizacion de conjuntos

sub-Arakelian

Como objetivo principal, en este capitulo recogeremos algunos de los resultados
estudiados por Calderén-Moreno y Prado-Bassas [I] sobre la existencia de funciones

universales bajo similaridades que estan acotadas en un determinado subconjunto A.

En primer lugar repasaremos algunas investigaciones previas a dicho articulo; ve-
remos la definicion de conjunto de Arakelian y algunos resultados anteriores sobre
acotacion y universalidad de funciones. Dedicaremos la siguiente seccion a los con-
juntos llamados sub-Arakelian, dando algunos ejemplos ilustrativos de este tipo de
conjuntos, asi como una construcciéon de conjuntos Arakelian. A continuacién estudia-
remos la existencia de funciones universales respecto de similaridades y acotadas en un
conjunto sub-Arakelian prefijado y, posteriormente, fijaremos previamente también las

similaridades. Por tltimo, comentaremos algunas conclusiones y observaciones finales.

2.1. Antecedentes

En 1929 Birkhoff [I1] probé la existencia de una funciéon f entera que es universal
respecto de traslaciones, es decir, cuya familia de trasladadas {f(- +n) : n € N} es
densa en H(C).
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En los 1dltimos 20 anos, muchos investigadores han centrado su atenciéon en encon-
trar funciones que presentan un comportamiento “salvaje”, pero que simultaneamente
estan, en cierto sentido, controladas. Mas concretamente, se pueden encontrar resul-
tados que compatibilizan existencia de funciones universales con propiedades opuestas

como la acotacién o el decrecimiento rapido (cuando z — 00) en conjuntos “grandes”.

En 2002, Calderé6n [12] probo la existencia de una coleccién de funciones enteras y
Birkhoff-universales que estan acotadas en un cierto dominio. Denotaremos por ¥ la

familia de regiones planas comprendidas entre dos rectas paralelas.

1
12
tal que, para toda funcion f € M\ {0}, se tiene:

Teorema 2.1.1. Para cada o € (0,3), existe una variedad lineal densa M C H(C)

1. f es Birkhoff-universal.

2. lim exp (]z\o‘) f(z) =0, VS € ¥. En particular, f estd acotada en S.
z€S

Dos anos después, Costakis y Sambarino [I3] probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.2. Dado un compacto K C C, existe una funcion f entera tal que:

1. f es Birkhoff-universal.

2. [ tiende a cero en todo “sector trasladado” K + {z : ¢ < argz < 2n(l —¢)}

(e €(0,1)).

El teorema anterior fue generalizado por Gharibyan, Luh y Niess [16] en los si-

guientes términos.

Teorema 2.1.3. Dado un sector S := {z = zg+re' : 7 >0, t € [to — 7,to + 7]}
(20 € C, tp € R, 0 < 7 < ), existe un subconjunto denso M C H(C) tal que cada

funcion f € M estd acotada en S y es Birkhoff-universal.

En 2006, Bernal y Bonilla [7] probaron, bajo ciertas condiciones, la existencia de
una funcién entera f Birkhoff-universal y acotada en un cierto conjunto A prefijado.

Veamos algunos conceptos previos necesarios para enunciar este resultado.
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Definicién 2.1.4. Si F' es un subconjunto de C, se dice que F es un conjunto de
Arakelian si F # () es cerrado en C y su complementario respecto al plano extendido

Coo = CU {00} es conexo y localmente conezxo en el infinito.

Observemos que las bandas y los sectores son conjuntos de Arakelian.
Definicién 2.1.5. Se define el radio inscrito de A C C como

p(A) = sup{r > 0: Ja € C tal que B(r,a) C A}.

Veamos ahora el resultado previamente citado.

Teorema 2.1.6. Dado un subconjunto A C C, entonces las dos propiedades siguientes

son equivalentes:

1. Existe un subconjunto F' C C de Arakelian tal que A C F y p(C\ F) = +o0.

2. Euxiste una funcion entera f Birkhoff-universal y acotada en A.

Cuatro afios més tarde, Bernal, Calderén y Luh [8] probaron bajo ciertas condicio-
nes la existencia de una familia de funciones enteras Birkhoff-universales que ademas

cumplen una serie de propiedades.

Teorema 2.1.7. Si F C C es un conjunto de Arakelian no acotado con p(C\ F) =

+00, entonces existe un subespacio vectorial M C H(C) tal que

1. M es denso en H(C)
2. Toda funcion f € M\ {0} es Birkhoff-universal

3. exp(|z|*)f(z) = 0 cuando z — 0 (z € C), Ya € (0,1/2) y Vf € M.

En particular, toda funcion f € M estd acotada en F.
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2.2. Conjuntos sub-Arakelian y construccién de con-

juntos de Arakelian

Siguiendo las ideas de Bernal y Bonilla en [7], en 2013 Calder6n-Moreno y Prado-

Bassas [1] introducen el concepto de conjunto sub-Arakelian.

Definicién 2.2.1. Decimos que un subconjunto A C C es sub-Arakelian si existe un

conjunto F' C C, F # C, Arakelian tal que A C F.

Obsérvese que cualquier conjunto Arakelian, salvo C, es trivialmente sub-Arakelian,

pero el reciproco no es cierto. Veamos algunos ejemplos.
Ejemplos 2.2.2.

1. El subconjunto A; = {z € C: |Rz| < 2,|z| > 1} es sub-Arakelian si conside-
ramos el conjunto F; = {z € C: |Rz| < 2}, ya que este ultimo es un conjunto
no vacio, cerrado y cumple que C, \ F} es conexo y localmente conexo en el
infinito, es decir, es Arakelian y contiene a A;. Pero A; no es Arakelian pues su

complementario respecto al plano extendido no es conexo.

4N
\ i/

Conjunto A, Conjunto Fj
2. El subconjunto Ay = {z € C: |¥z| < Rz, |2 —2| > 1} también es sub-Arakelian.

Es facil comprobar que el conjunto Fp = {z € C : |3z| < Rz} es Arakelian,

pero, igual que antes, Ay no es Arakelian pues C,, \ Az no es conexo.

10
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[
o

Conjunto A, Conjunto F,

Estos ejemplos nos muestran que un conjunto A es sub-Arakelian si se convierte, de
algin modo, en Arakelian al “rellenar sus agujeros”. Mas atin, si tomamos un conjunto
Arakelian (distinto de C) y “hacemos agujeros” dentro de él, el conjunto resultante es

sub-Arakelian.

QOOOO0OO0O0OO0O0 - -

Por supuesto, también existen conjuntos que no son sub-Arakelian, como por ejem-

plo C\ {0}, C\N 6 C\ U B(n,1/2), ya que ningin conjunto, salvo C, “rellenara”
n=1
sus agujeros.

OO000O0O0O0O000O0 -

11
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El siguiente lema nos permite anadir una sucesién de conjuntos compactos ten-
diendo a infinito a un conjunto Arakelian sin necesidad de perder la condicién de
Arakelian. En lo que sigue, dado un conjunto A C C denotaremos por A° (resp. 0A)

el interior (resp. la frontera) de A.

Lema 2.2.3. Dado un conjunto de Arakelian F C C, F' # C, y un punto zy € C\ F,
existen dos sucesiones dobles {anktrenn<k C C y {rni}renn<k C (0,400) y una
sucesion creciente { Ry }r>0 de nimeros positivos tendiendo a infinito tales que:

1. BN F =10, donde By := B(zy, Ro).

2. Para todo k € N y todo n < k, si definimos los conjuntos K, := B(ank, Tn)
y By, := B(0, Ry), entonces los conjuntos K, son disjuntos dos a dos y estdn
contenidos en By \ (Br U F).

3. El conjunto Cy := F U By U U K es Arakelian.

keN
J<k

4. Para cada n € N, el conjunto C,, := (F\ By_,) UByU | J Kj es Arakelian.

k>n
i<k

La siguiente figura representa la construccion realizada en este tltimo lema.
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2.3. Condiciones de acotacion y universalidad
Definiciéon 2.3.1. Sea X un espacio vectorial topologico y A C X.

= Decimos que el subconjunto A es espaciable si existe un subespacio lineal cerrado
e infinito-dimensional M C X tal que M \ {0} C A.

» Se dice que A es denso-lineable (resp. mazimal denso-lineable) si existe un subes-
pacio lineal M C X denso tal que M \ {0} C A (resp. y M tiene la mdzima

dimension algebraica, es decir, dim(M) = dim(X)).

Se puede observar que no existe relacién entre los conceptos de espaciabilidad y
lineabilidad densa; pero si, entre la lineabilidad densa y la lineabilidad densa maximal:
todo conjunto maximal denso-lineable es obviamente denso-lineable, pero el reciproco
no es cierto. Ademas, como H (C) es un espacio vectorial infinito-dimensional, métrico,
completo y separable, entonces su dimensién es la del continuo (esto es consecuencia

del Teorema de Baire) y para cualquier subespacio V' del mismo, se cumplird que
dim(V') < dim(H(C)).
Recordemos que el conjunto de automorfismos de C viene dado por el conjunto de

similaridades, es decir,

Aut(C) ={a+0bz:a,be C,b#0}.

En general decimos que una funcién entera f : C — C es universal respecto de
similaridades si {f o ¢ : ¢ € Aut(C)} es denso en H(C).

Dada una sucesiéon {¢, }, € Aut(C), decimos que f es unicersal respecto de {p,},
si {f oy, :n € N} es denso en H(C). En particular, toda funcién entera Birkhoff-
universal es universal respecto de similaridades, de hecho es universal respecto de

{on=po o ¢}n donde ¢(z) = z + 1.

En [I] se relaciona la existencia de funciones universales y acotadas en un conjunto
A, con la propia condicién de Arakelian, estableciendo ademds una conexién entre la

estructura algebraica y la estructura topoldgica del conjunto de tales funciones.

13
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Teorema 2.3.2. Sea A C C. Entonces son equivalentes:
1. A es sub-Arakelian.
2. Existe una funcion entera universal (respecto de similaridades) y acotada en A.

3. El conjunto de funciones enteras universales (respecto de similaridades) y aco-

tadas en A es denso-lineable.

4. El conjunto de funciones enteras universales (respecto de similaridades) y aco-

tadas en A es espaciable.

5. El conjunto de funciones enteras universales (respecto de similaridades) y aco-

tadas en A es mazimal denso-lineable.

2.4. Condiciones de acotacion y universalidad para

similaridades prefijadas

Recordemos el concepto de sucesion fugitiva, de acuerdo con los resultados de
Bernal y Montes [10] de 1995.

Definicién 2.4.1. Sea G un subconjunto abierto de C y denotamos H(G,G) := {¢:
G — G : ¢ es holomorfa en G}. Se dice que la sucesion {p,}n, C H(G,G) es fugitiva
si para todo K C G compacto, existe ng = no(K) € N tal que K N ¢, (K) = 0.

La condicion de “ser fugitiva” esta directamente relacionada con la existencia de

funciones enteras universales.

Teorema 2.4.2 (Bernal-Montes [10], 1995). Dada una sucesion de similaridades

{on(2) = a, + bpz}n, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ezisten funciones enteras universales respecto de {on}n-

2. La sucesion {@,}, es fugitiva.

3. El conjunto min{|a,|, 22|} no es acotado.

an
bn

14
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Observemos que el resultado anterior también nos caracteriza las sucesiones de

similaridades fugitivas. En particular, se tiene que una sucesién de similaridades {z

o . . . . a .

an + byz}, esta es fugitiva si y solo si existe {ng}x tal que a,, — 0oy ;™ — oo si
Tk

k — oo. Asi, en 2013, Bernal [6] probé el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3. Dado un subconjunto no acotado A C C y una sucesion prefijada de
similaridades {¢n(2) = an +bnz}, tal que a, — 00 y § — 00 sin — 00, se tiene que

las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Eziste una funcion entera acotada en A y universal respecto de {¢y}n.

2. El conjunto de funciones enteras acotadas en A y universales respecto de {n}n

es denso-lineable.

3. Existe un subconjunto F© C C Arakelian con A C F y tal que, para cada R > 0,
eziste n € N con F N B(ay,, R|b,]) = 0.

Siguiendo la definicion de fugitividad de una sucesién, en 2013, Calderén-Moreno

y Prado-Bassas introducen el concepto de fugitividad fuera de un subconjunto dado.

Definiciéon 2.4.4. Sea G un subconjunto abierto de C y A C G. Se dice que la
sucesion {entn C H(G, G) es fugitiva fuera de A si para todo K C G compacto, existe
no = no(K) € N tal que (KU A) N, (K) = 0.

Es claro que toda sucesién {p,}, fugitiva fuera de A es fugitiva, pues el hecho de
que (KU A) N, (K) =0 implica K N, (K) = 0.

Reciprocamente, si {p,}, es fugitiva, entonces podemos asegurar que es fugitiva
fuera de A, si A es relativamente compacto en G (es decir, A es compacto y A C G).
En efecto, si {¢n}n es fugitiva, para todo K’ compacto, existe un n € N tal que
K' N p,(K') = . Sean K un conjunto compacto y A C G relativamente compacto.
Definimos K’ como K’ := KUA. Entonces K’ C G es compacto. Tomando el n anterior
para tal compacto K, resulta que (K U A) Ny, (K) =0, ya que ¢,(K) C ¢, (K’'), y
por lo tanto {p,}, es fugitiva fuera de A.

En el caso particular en que G = C, se tiene que A es relativamente compacto si

y solo si A es acotado.
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Veamos un ejemplo de un conjunto A C C no acotado en el que una sucesién {¢;, },,
de funciones enteras es fugitiva y no es fugitiva fuera de A, y otro ejemplo donde si

hay fugitividad fuera de A.
Ejemplos 2.4.5.

1. Sea {¢n(2) =nz+n?}, CAut(C) y A={2€C:R2>0,[Sz| <&} (¢ >0), se

tiene que {¢,}, es fugitiva, pero no es fugitiva fuera de A.

» Hay que probar en primer lugar que {¢,}, es fugitiva, es decir, para todo
K C C compacto, existe ng € N tal que ¢,,(K) N K = 0.
Como K estd acotado, existe r = r(K) > 0 tal que K C B(0,7), esto es,
|z| <r, para todo z € K. Asi, existe ng € N tal que ng > r + 1 de manera

que

eno(2)| = Inoz+ng| = [nol |z +mnol > [no|(Ino| — |21
> (r+1)(r+1—r) =7r+1>r

Hemos probado que K N ¢, (K) C B(0,7) N ¢y, (F(O,r)) = (), por tanto
{0} es fugitiva.

= Probemos ahora que {p, }, no es fugitiva fuera de A, esto es, 3K compacto,
tal que o, (K)N(KUA) # 0, Vn € N. En efecto, basta tomar K = B(1,¢).
Es claro que K C A. Ademés, si n € N, ¢,(K) = B(1 + n% ne), luego
0n(K)N A # () pues por ejemplo 1 +n? € ¢,(K)N A, como puede verse en

el siguiente dibujo.

B
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2. Sea {¢,(2) =2+ n}, CAw(C) y A= {z € C: Rz < 0}, se tiene que {¢@,}, es
fugitiva fuera de A.
En efecto, sea d = max{|z|] : z € K}. Como R(z + n) — 400 (n — o0)
uniformemente en compactos y cada compacto K C C es acotado, se deduce que
existe ng € N tal que R(z +ng) > d > 0, luego K N, (K) =0 = AN, (K).
Asi que {¢, }, es fugitiva fuera de A.

|
| 4 4

K SO'HU(I()

El siguiente resultado extiende el Teorema [2.4.3

Teorema 2.4.6. Sean A C C y {p,(2) = an + bpz}, C Aut(C). Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. Eziste un subconjunto propio F C C Arakelian tal que A C F y {¢n}n es fugitiva
fuera de F.

2. Eziste una funcion entera universal respecto de {¢n}n y acotada en A.

3. El conjunto de funciones enteras universales respecto de {y}n y acotadas en A

es denso-lineable.

4. El conjunto de funciones enteras universales respecto de {¢n}n y acotadas en A

es espaciable.

5. El conjunto de funciones enteras universales respecto de {py,}n y acotadas en A

es maximal denso-lineable.

17
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Sea ahora Ly el rayo desde el origen con pendiente #, donde 6 € (—m, 7], es decir,
Lo = {re” :r > 0}.

Definicién 2.4.7. Dados un subconjunto A C C y 0 € (—m, 7], se define el radio

inscrito angular de A en la direccion 8 como
po(A) =sup{r > 0: 3z € Ly tal que B(z,7) C A, z € Ly}.
Ejemplos 2.4.8.

1. Sea A = {z € C: |Jz| < e} (e > 0), entonces py(A;) = € para cada § € (—m, 7.

£
N

2. Sea A, = {z € C:|argz| < a}, donde a € (0, 7], entonces
oo sill] <«

0 en otro caso.

po(Az) = {

18
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A continuacion, estudiamos cudndo una sola aplicacién ¢(z) = a+ bz € Aut(C) es
fugitiva, es decir, cudndo la sucesion de iteradas {p, = " = po w o}, es fugitiva.
En 1995, Bernal y Montes [10] probaron que las tinicas similaridades fugitivas son las

traslaciones.

Teorema 2.4.9. p(z2) = a+ bz € Aut(C) es fugitiva si y sélo sib=1ya # 0.

En estas condiciones, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.10 (Calderén-Prado [1], 2013). Sea A C C ya € C, a # 0. Son

equivalentes:

1. Eziste un subconjunto ' C C de Arakelian tal que A C F y pg(C\ F) = 400,
donde 6 = arga.

2. FEuxiste un subconjunto F' C C de Arakelian de manera que A C F y la traslacion

©(2) = z + a es fugitiva fuera de F.
3. Eziste una funcidn f entera acotada en A universal respecto de p(z) = z + a.

4. FEl conjunto de funciones f enteras que estdn acotadas en A universales respecto

de p(z) = z + a es mazimal denso-lineable y espaciable.

2.5. Conclusiones y observaciones finales

1. De la prueba del Teorema [2.3.2] que se puede encontrar en el articulo de
Calder6n-Moreno y Prado-Bassas [1], se tiene la existencia de funciones universales

que estan acotadas en un conjunto sub-Arakelian A prefijado.

Por otro lado, si el conjunto A esta acotado, siempre podra estar contenido en un
conjunto F' C C de Arakelian, con lo que A serd un conjunto sub-Arakelian y toda
funcion entera estard acotada en él. Mas atn, si A no fuese sub-Arakelian, existirian

muchas funciones universales respecto de similaridades no acotadas en A.

Por lo tanto, del Teorema [2.3.2| se deduce el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.1 (Calderén-Prado [1], 2013). El conjunto de funciones enteras

universales respecto de similaridades es maximal denso-lineable y espaciable.

2. Por el Teorema [2.3.2] se tiene que el conjunto de funciones enteras universales
respecto de similaridades y acotadas en un conjunto sub-Arakelian A, al que denota-

remos por H(A), es grande en sentido algebraico.

Por otro lado, el tamano de H(A) en sentido topolgico depende de si A estd o no
acotado. Si A estd acotado, entonces H(A) es grande en sentido topoldgico, pues es
residual en el espacio de Baire H(C), ya que coincide con todo conjunto de funciones
enteras universales respecto de similaridades (ver [10]). Sin embargo, si A no esta

acotado, H(A) es pequeno en sentido topoldgico, pues es de primera categoria en
H(C). En efecto, si definimos

B(A)={f e H(C): f acotada en A}
podemos escribir

B(A) = |J Bn, con B,={f¢€ H(C):|f(z)] <n, para todo z € A}

neN

donde cada B, es cerrado y de interior vacio. Asi, B(A) es de primera categoria, y

como H(A) C B(A), entonces H(A) es de primera categoria.

Ademas, estos conjuntos B,, cumplen que B, NP, = (), donde P, es el conjunto de

polinomios no constantes, el cual es denso en H(C).

3. En 2006, Niess [17] probé el siguiente resultado.

Teorema 2.5.2. Fuxiste una funcion f entera con las siguientes propiedades:

1. El conjunto de trasladadas {f( +a,):{a}n, CC,ne N} es denso en H(C).

2. f es acotada en toda recta L.

si y solo si existe una subsucesion {an, }x tal que para todo R > 0 y toda recta L, existe
un ko € N tal que LN B(ay,, R) =0, para todo k > k.
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Si consideramos el conjunto B = {z =z +iy € C: 0 < y < ze "}, se tiene que

A = C\ B es Arakelian y que, para toda recta L, el conjunto L\ A es acotado.

En estas condiciones y aplicando el Teorema [2.3.2| a este conjunto, se obtiene el

siguiente resultado.

Teorema 2.5.3 (Calderdon-Prado [1], 2013). El conjunto de funciones enteras
universales bajo similaridades que estdn acotadas en toda recta, es mazximal denso-

lineable y espaciable.
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Capitulo 3
Funciones Universales Armonicas

En la primera seccién de este capitulo, recordaremos la definicién de funcién armo-
nica, fijaremos la notacion que vamos a usar y daremos un resultado que relaciona el
espacio L? con las funciones arménicas. Finalizaremos con el estudio de las funciones
armonicas universales junto con los conjuntos de Carleman y daremos una prueba de la

existencia de un conjunto de funciones armonicas universales respecto de traslaciones.

3.1. Funciones Armodnicas

Definicién 3.1.1. Una funcion v : A C RY — R, se dice que es arménica en el
abierto A siu es de clase C*(A) y satisface la ecuacién de Laplace:
0*f  O*f 0*f

oroor 9%
8x%+8x%+ 0z

en A. Esto se suele escribir como V*u =0 o también como Au = 0.
Denotaremos por h(RY) el espacio de funciones arménicas de RY y por B, (RY) el
espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos de RY de grado m. Asimismo,

denotamos por h,,(RY) el subespacio de P,,(RY) de todos los polinomios arménicos

homogéneos de RY de grado m.
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Llamemos S a la frontera de la bola unidad euclidea en RY. Por L?(.S) denotamos

el espacio vectorial de funciones medibles S — R tales que

1712 = ( [ 17 @)Pdo(@) " < o,

donde do es la medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional normalizada, sobre el algebra
de los subconjuntos medibles-Lebesgue de S. Es bien conocido que (LQ(S), |- Hg) es

un espacio de Banach. Definimos la restriccion de h,,(RY) a S de la siguiente manera.

Definicién 3.1.2. La restriccion de h,,(RY) a S se dice que es el conjunto de los

polinomios homogéneos armonicos esféricos de grado m 1y viene dado por
hn(S) = {pls : p € hm(RY)}.

Recordemos ahora algunas nociones de espacios de Hilbert. Si H es un espacio de

Hilbert complejo que satisface las siguientes condiciones:

(a) H,, es un subespacio cerrado de H para cada m

(b) Hy es ortogonal a H,, si k #m

(c) Para cada x € H, existe z,,, € H,, tal que la suma
T=x0+ T+,

converge en la norma de H,

entonces se dice que H es suma directa de los espacios H,, y se se escribe como
o0
H=@ H,.
m=0

Es mas, si se cumplen las condiciones anteriores, entonces la suma del apartado
(c) es tnica. Més atin, si se cumplen (a) y (b), entonces se tiene (¢) si y solo si el

subespacio lineal complejo span(Uss_, H.,) es denso en H.
El siguiente resultado [5] nos dice que el espacio L*(S) se puede escribir como suma
directa de polinomios homogéneos armoénicos esféricos.

Teorema 3.1.3. L*(S) = @ hwm(9).
m=0
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3.2. Conjuntos de Carleman

En esta seccién definiremos el concepto de conjunto de Carleman y daremos una

caracterizacion de los mismos.

Definicién 3.2.1. Se dice que F C RY, F £ RY, es un conjunto arménico de Car-
leman en RY si F es cerrado y para cada funcién u continua en F y arménica en F°
y para cada funcién € : F — (0,1] continua, existe una funcién v arménica en RN tal
que

0(Z) —u(Z)| < e(¥) VZ¥eF.

A continuacién definiremos el concepto de conjunto fino en un punto, pero necesi-

taremos algunas nociones previas.

Definicién 3.2.2. Sea Q C RN un abierto. Una funcién u se dice que es superarmo-
nica (resp. subarmonica) en ) si es continua en Q y cumple que para toda bola B C )
y para toda funcion v armdnica en B, se tiene que siu > v (resp. u < v) en 0B,

entonces u > v (resp. u <wv) en B.
Definicién 3.2.3. Un punto ¢ € RY se dice que es un punto limite fino de un sub-

conjunto A C RN si cumple las siquientes propiedades:

1. & es punto de acumulacion de A.

2. Para cada funcion superarmonica u definida en un entorno abierto de &, se tiene

que existe una sucesion {x,}, C A con x, — & tal que u(x,) — u(§) (n — 00).

Dado un subconjunto A C RN. Se define el conjunto fino derivado A7 de A como

el conjunto de puntos limite finos de A.

Un conjunto A C RN se dice que es fino en el punto finito & si dicho punto no es

un punto limite fino de A, esto es, si & & AT,

Veamos ahora una condiciéon necesaria y suficiente para que un conjunto sea de
Carleman. Dado un cerrado F C R", definimos F' como la unién de F' con las com-

ponentes acotadas de RY \ F.
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Teorema 3.2.4 (Gardiner y Goldstein (1995)[15]). Sea F' un subconjunto cerrado
de RN . Entonces F es un conjunto de Carleman si y solo si se dan las dos siquientes

condiciones:

1. RN\ F yRY \ F° son finos en los mismos puntos que F.
2. Para cada subconjunto compacto K, existe un conjunto compacto L que contiene:
e A todas las componentes acotadas de RN \ (K U F) cuya clausura corta a K.

e A todas las componentes de F° que intersecan a K.

3.3. Funciones armodnicas universales

Como ya se ha comentado, Birkhoff [I1] probé la existencia de una funcién entera
universal bajo traslaciones. El andlogo al Teorema de Birkhoff para funciones armoéni-
cas de RV es decir, cuando se reemplaza el espacio de funciones enteras H(C) por el
espacio h(R") de funciones arménicas en RY | es debido a Armitage y Gauthier [4]. En

estas condiciones, definiremos el concepto de funcién armonica universal como sigue.

Definicién 3.3.1. Una funcién arménica v en RY se dice que es universal si a cada
funcién arménica u en R le corresponde una sucesion {a, }n,>1 C RY (que depende de
u) tal que satisface

1im (T + ay) = u()

uniformemente en compactos de RY.

Teorema 3.3.2. Existen funciones armonicas universales en RN .

En 2002, Bonilla [2] demostré que existen muchas més funciones armonicas uni-

versales, en concreto probd su espaciabilidad.

Teorema 3.3.3. Existe un espacio vectorial M cerrado, infinito—dimensional, de fun-
ciones arménicas en RY tal que cada funcion v € M \ {0} es universal respecto de

traslaciones.
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o0
Demostracion. Sea {e,, }m>o una sucesioén de niimeros positivos tal que Z em < 1. Sea
m=0
— ., . . . . s .
{@,}°2, C RY una sucesién de puntos distintos que diverge suficientemente rédpido a

infinito de manera que podemos construir discos cerrados B,,, n = 0,1,2, ... disjuntos
dos a dos, centrados en los puntos a,, que forman una familia localmente finita y
cuyos radios tienden a infinito. Podemos suponer que aj := 0 y By := B(0,1), la

bola unidad cerrada.

Recordamos que hy(RY) es el espacio de polinomios arménicos homogéneos de gra-
do k. Tomamos {gx, : l =1,...,l;} una base de hi(R") y {¢,}5°_; una enumeracién
de {gx.} segun el grado. Sea {p,}n>1 €l conjunto de combinaciones lineales finitas de
¢m con coeficientes racionales, que es denso en h(RY).

%;MH + m, dividimos {a, },, en infinitas subsucesiones

Tomando i(m,n) :=
{@itm.n) } disjuntas.

Definimos F' como la unién de todas las bolas B,, (n > 0). Entonces F es cerrado
y por el Teorema [3.2.4] es un conjunto de Carleman.

Para cada m € N, definimos las funciones u,, : F' — R como:

U (T) =14 0 si & € By, k #m

—

pn(x - Cli(m,n)) siT e Bz(m,n)

Es calro que u,, es continua en F' y armoénica en F°. Entonces, por definicion de
conjunto de Carleman, para cada funcién €, (%) : I — (0,1] continua, existe una

funcién v, armoénica en R™ tal que

|t (Z) — v (Z)| < €n(Z), para & € F. (1)

En particular, si consideramos €,,(%) : F' — (0, 1] como:

Em SleEO

Six e Ei(k,n)y k,n € N.
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Entonces para un m € N fijo, tenemos

|Vm (L) = g (T)] < &m

Em

[V (T 4 @immy)| < o
N . Em
Vi (T + Qimny) — Pu(T)] < on

Sea F el espacio vectorial de todas las

siTe EO
si ¥+ Qi(kn) € Ei(k,n)a k #m
si ¥+ Qi(mmn) € Ei(m,n)-

o0
series Z QU que convergen uniforme-

m=0

mente en compactos de RY. Sea M la clausura de E en h(R"). Entonces:

= M es cerrado, por ser la clausura de

. M es oo-dimensional.

E.

Efectivamente, por el Teorema [3.1.3

| se tiene que {qm‘s} es base de Schauder

en L*(S), con S la frontera de la b

ola unidad. Sea {¢,

S} la sucesion de los

coeficientes funcionales, de manera que

. T2
S.L(S)—>R

T

*
» dm

s (Z Ozjq]‘) = Q-
j=1

Es facil comprobar que ‘ qa, SH2 =
Por otra parte, por (2),
[e.e] [ee]
3 el o = anlgfl, = 32 o = aul

S
S Z ||Um - QmHoo
m=0
00
<Y em
m=0

<1

y usando el Teorema se llega a que {v,,} es base de Schauder en L*(S).

En particular, se tiene que M es oco-dimensional.

Para terminar sélo nos resta probar que cada funcion v € M \ {0} es armonica

universal. Para ello es suficiente demostrar que

lim U(f + ai(m,n))

n—oo

_pn<f)’ =0
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uniformemente en compactos.

Dado v € M, existen sucesiones de series en F que convergen a v uniformemente
en subconjuntos compactos y, por continuidad de la norma || - ||o respecto de la
norma || - ||, tenemos que esa sucesion de series converge a v en L2, por tanto

v es representable como serie convergente en L?(.S) en la base de Schauder v,,.
Sea Z Qi Uy, la Tepresentacion de v en L?(S). Sin pérdida de generalidad,

m=0

o0
podemos suponer que a = 1, para algin k. Sea { Z ozin vm} una sucesion de
m=0 >1

series de E que convergen a v en compactos. Podemos considerar of, = 1, VI. M4s
aun, dado un subconjunto compacto K, existe ng tal que K + a;(mn) C Ei(k:,n)a

Vn > ng.

Entonces, usando en primer lugar la desigualdad triangular y a continuacion las
desigualdades (4) y (5), se tiene lo siguiente: para ¢ > 0 y n suficientemente

grande, obtenemos para cada ¥ € K que

(0(F + i n)) — Po(E)]
< o+ )~ X oo+ )|+
m=0
+ Z O‘in U (T + ai(mm)) — pn(T)
m=0
€ — v m— — e — —_—>
< 5 + ‘vk(x + Gi(mon)) —pn(x)‘ + ) ’afn U (T + ai(m,n))‘
ik
E G N fm L E N e
mk 1/2 1/2
e Hab ], Hembls & [Zoolal)?] [ Eio e
-+ 2 = -+
Lo e e,
e o0, )” e Hamtl, _ e IH{om}l,+1
=37 on Saot T S at o = c

donde la pentiltima desigualdad se tiene debido a que {a },, = {am }m en L2

Asi, se tiene la universalidad de la funcién arménica v € M \ {0}.
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Capitulo 4

Funciones armoénicas universales y

conjuntos sub-Carleman

En este capitulo extenderemos los resultados de universalidad, estudiados en el
Capitulo 2, desde el ambito de las funciones analiticas de variable compleja al de las
funciones armonicas. Los resultados de esta seccién son, en su mayoria originales y se

han recogido en [3].

En la primera seccién, veremos qué tipo de funciones son las que preservan la
armonicidad. En la siguiente, daremos una construccion de conjuntos de Carleman,
analoga a la de conjuntos de Arakelian, y presentaremos condiciones de acotacién y
universalidad para funciones arménicas. Continuaremos con condiciones de acotacion y
universalidad en la siguiente seccién, pero esta vez fijando previamente las sucesiones.

Finalizaremos el capitulo con algunas observaciones y las conclusiones obtenidas.

4.1. Funciones que preservan la armonicidad

En el capitulo anterior definimos las funciones armoénicas universales bajo tras-
laciones, pero ahora queremos trabajar no sélo con traslaciones, sino también con

dilataciones. Reescribiremos la definicién de universalidad como sigue.
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En el Aambito complejo, la composicion de una funcién f entera con una similaridad
z +— az + b sigue siendo entera, es decir, f(az+b) € H(C). En el caso arménico, para
que la definicién de universalidad funcione, ha de ocurrir algo parecido. Entonces,
dada una funcién ¢ : RY — RY y una funcién arménica u € h(R¥), nos preguntamos

si la composicién u o ¢ seguird siendo arménica en RY.

Efectivamente, existe una caracterizacion de este tipo de aplicaciones [14] que dice
que las funciones que preservan la armonicidad son las isometrias (salvo cambios de
escala), es decir, isometrias compuestas con homotecias. Son funciones ¢ : RV — RY

del tipo
o(@)=Mi+d, acRY, Mec Mpywn.
donde la matriz M es una isometria.

En particular, las funciones del tipo ¢(Z) = AT+a, con @ € RY y X € R, preservan
la armonfa (sin méas que tomar la matriz M como M = \Id). Por lo tanto, las

traslaciones también preservan la armonia (tomando A = 1).

Definimos entonces el concepto de funcién universal de la siguiente forma.

Definicién 4.1.1. Una funcién arménica v en RN se dice que es universal si a cada
funcion arménica v en RY le corresponde una sucesién de aplicaciones ¢, : RY — RY

(n > 1) tal que v oy, € h(RY) para cada n € N y satisface

lim v(gpn(f)) = u()

n—oo

uniformemente en compactos.

En esta memoria usaremos sucesiones {p, : RY — RV}, que sean traslaciones y

dilataciones, es decir, sucesiones del siguiente tipo
{on = M,Z +apty, con My, € My v @, € RY.

En particular, tomaremos para cada n la matriz M, = A\, Id (\, € R) y asi tendremos
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4.2. Conjuntos sub-Carleman y condiciones de aco-

tacién y universalidad

Al igual que en variable compleja, podemos construir sucesiones de bolas cerradas

cuya uniéon con un conjunto de Carleman sigue siendo Carleman.

Lema 4.2.1. Sea FF C RY, F # RY un conjunto de Carleman y o € RN\ F. Existen
dos dobles sucesiones {anp trenn<k C RY y {rpstkenn<k C (0,+00) y una sucesion

creciente { Rg }r>0 de nimeros positivos tendiendo a infinito tales que
1. ByNF =10, donde By := B(x4, Ry).

2. Para todo k € N y todo n < k, si definimos K,y := B(ant, k) y Be =
E(ﬁ), Ry), entonces los conjuntos K, j, son disjuntos dos a dos y estdn contenidos
en Bk+l \ (Bk U F)

3. El conjunto Cy .= F U By U U K es Carleman.
keN, j<k

4. Para cada n € N, el conjunto C,, := (F\ By_;)UByU |J Kj es Carleman.

k>n, j<k

Demostracion.

1. Como Ty € F vy, por definicién de Carleman, F' es un conjunto cerrado propio,

podemos tomar un radio Ry € (0, 1) suficientemente pequeiio tal que B(zg, Ro)NE = ().

2. Existe un cierto ny € N tal que B(()), n)NFEF =0,Vn > ng. Sean Ry :=ng+ky
By, := B(U, Ry,); para cada k € N, la interseccion [(RY \ F)\ B N By, es no vacia
y abierta. Entonces, para cada k£ € N, podemos seleccionar un niimero finito de bolas

cerradas y disjuntas dos a dos y, en particular, seleccionamos exactamente & bolas.
ASi, Kn,k = E(m, rn,k) C [(RN \ F) \ Bk] N BI?«H = Bk+1 \ (Bk U F)

3. Si definimos Cy := FU By U U K 1, tenemos que es arménico Carleman por
keN, j<k
el Teorema |3.2.4] pues se trata de una unién de un conjunto armoénico Carleman F

y una unién numerable de bolas cerradas disjuntas dos a dos y disjuntas con F' que

tienden a infinito.
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4. Al ser F'\ By | armoénico Carleman, analogamente al apartado anterior, se tiene

que el conjunto C,, := (F\ B,_)UByU | J Kj es arménico Carleman. O
k>n, j<k

Introducimos la definiciéon de conjunto sub-Carleman para asi establecer en el teo-
rema siguiente una relacion entre la estructura algebraica y la geométrica del conjunto

de funciones armodnicas universales.

Definicién 4.2.2. Se dice que un conjunto A C RN es arménico sub-Carleman si

existe un conjunto F tal que A C F y F' es Carleman.
Teorema 4.2.3. Sea A C RN un conjunto sub-Carleman. Entonces:

1. El conjunto de funciones armdnicas universales y acotadas en A es denso-

lineable.
2. El conjunto de funciones armdnicas universales y acotadas en A es espaciable.

3. El conjunto de funciones armdnicas universales y acotadas en A es maximal

denso-lineable.

Demostracion.

1. Suponemos que A es armoénica sub-Carleman. Entonces existe un conjunto F'
armonico Carleman tal que A C F.

Sean K, := B(ang,Tnk) y Br = E(ﬁ, Ry) del Lema , aplicado a F. Sea
hi(RY) el espacio de polinomios armoénicos homogéneos de grado k y {q; : | =
1,...,lx} una base de ht(RY), y sea {¢,}>_; una enumeracion de {g;} segin el
grado. Sea {p,}n,>1 una sucesiéon densa en h(R") de combinaciones lineales finitas de

¢m con coeficientes racionales.

Para cada n € N, definimos la funcion

0 side F\B,,
P () site B,

un(T) =94 sid e Kjp k>nn#j j<k
. (7;: (7= @nf)) 57 € Kogo b2
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Los conjuntos son dos a dos disjuntos por construccion, y cada wu,, es continua en
Cn:=(F\B;_,)UByU |J Kjy armoénica en C;. Por el Lema [4.2.1} los C,, son

k>n, j<k
armonico Carleman. Entonces, por definicién, para cada funcién €,(%) : C,, — (0, 1]

continua, existe una funcién arménica v,, en h(RY) tal que

|0, (Z) — un(Z)| < en(¥), x€C,. (1)

Definimos dichas funciones ¢,, como

1 side F\By,,
en(Z) =4 1/n si¥ e B,
e IF i F e Koy n k€N, kk > n.

Entonces para un n € N fijo, tenemos gracias a (1) que

()] < 1 sideF\ By, 2)

0 (Z) — pu(T)| < 1/n sifeB, (3)

o (Z)] < e~ 171 site Ky k>nn+#jj<k (4)
R f— m _Ilf”l/él : =

n(T) =Pk | ——5- || < € Knpg, k> 5

0n(Z) — pr (Tn,k/Rk> e si @ % n (5)

Sea M := span{vy : k € N}. Este va a ser el subespacio lineal que buscamos. En

efecto:

» Las funciones de M estén acotadas en A. Efectivamente, se tiene por (2) que
v (7)] <1, VZ&e F\By,,

es decir, v, esta acotada en F'\ By, y, como B, es compacto, v, es acotada

en F. Por linealidad, cada v € M estd acotada en F'y por tanto en A.
» M es denso en h(RY) pues por (3) tenemos que
Im sup |[vn(Z) — pu(@)] = lim 1/n =0
y como {p, }n>1 es denso en h(RY), por el Teorema se tiene la densidad de
{vn}n
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» Falta probar que cada funcién v € M \ {0} es armoénica universal. Fijamos

una funcién v = Zaj v; € M\ {0}. Sin pérdida de generalidad, podemos
j=1
suponer que «, = 1 pues un multiplo de una funcién universal por un escalar

no nulo, es universal. Fijamos k > n, si ¥ € By, (||Z]| < Rx). Entonces definimos

7= kg anr, que pertenece a K, = B(a, r, rnk) pues
k
— Tnk - -
|17 — @il =\ kGt ot — ]| = [ 1) < AR =
k

r — ~ .
Es suficiente probar que hm v (}%kf + an’k> — pr(#) = 0 uniformemente en
k—o0 k

r
compactos en RY. Nétese que las aplicaciones o (Z) = }’%k i

k
la armonicidad, como comentamos en la primera seccion de este capitulo y, por

tanto, la composicién v o ¢y, sigue siendo arménica en RY.

Sin mas que aplicar en primer lugar un cambio de variable, usar la desigualdad

triangular y las desigualdades (4) y (5), y teniendo en cuenta que ||| > Ry

(si ¥ € Ky C By, \ Bi), se tiene para T € By e § = ”—’“f+ Ap ) qUe
v r+a —pel>) = v — _—
<Rk nk) pr(Z) (¥) pk('rnk/Rk)‘

= ZO& U, Pr 7(@ m
i 0l Tk Rie

—> —_—> n—1
— Y — Gk —
= @ Un\Y)—D 7 + E:OK'U' Y
( ) k(/rnk/Rk) ] f J ]( )

— g ank
vn(y)—pk<rnk/R ) +Zl%llvg

n—
< e ITIV 4 Z o 1714
j=1

n—1 14
=143 Jay| | e 171V

Jj=1

VAN

1/4

< 1+ ) oyl e ™ — 0 (k— o0).
=1

Entonces lim sup (RM).

k—o00 ZEBy

Tnk o —_— 5
v —T 4+ a, — T)| =
<Rk ’“) Pr(®)
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Asi, por el Teorema|l1.2.4|se tiene que {vopy }x, es denso, con ¢ () := L

para cada k € N, y por tanto v es arménica universal.

2. Por hipotesis, el conjunto A es arménico sub-Carleman, luego existe un conjunto

F armonico Carleman que contiene a A.

Sean K, ), y By como en el Lema [£.2.1] Sin pérdida de generalidad, consideramos

que el conjunto By dado en dicho lema es de hecho B = E(ﬁ), 1). Estamos pues en las

mismas condiciones que en el apartado anterior.

Para cada n € N, definimos

qn<f) siZeB
0 sirel
Un(x):: 0 SifEKj,k,kanan%jajSk
T—anp .
pe| —=| siZe Kuk, k>n.
(Tn,k/Rk>

Cada u,, es continua en Cy := FUBU U K\ y arménica en (. Por el Lema

keN
i<k

4.2.1

Cp es armoénico Carleman. Entonces por definicién, para cada eleccién de funciones

continuas €,(%) : Co — (0,1] (n € N) existen funciones V,, € h(RY) tales que

Vo (Z) — Un(Z)| < e(Z), &€ Cy.
Definimos dichas funciones €, como

e, sixeB
en(T):=4 1 sideF
€

2—2 side Kk, k,neN, kE>n.

Entonces para un n € N fijo, tenemos por (1) que

Va(Z) — gu(7)| <&y si € B
V(@) < 1 SiieF
En . o ..
|Vn(f)|<? siteKjp, k>n,n#j,j<k
— f_m ETL . =
Vn(x) — Pk <7M/Rk>’ < ? S1 T € K’n,lm k Z n.
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[e.9]

Sea E el espacio vectorial de todas las series Z am Vi, que convergen uniforme-

m=0

mente en compactos de RY. Sea M la clausura de E en h(RY).

M es cerrado por ser la clausura de F.
M es lineal por construccién.

Las funciones de M estan acotadas en A. En efecto, por (3) se tiene que |V, (Z)| <

1, V@ € F, es decir, V,, esta acotada en F'y por tanto en A.

Veamos que M es oo-dimensional.

En primer lugar, {qm’q} es base de Schauder en L?(S), donde S es la frontera de

B, por el Teorema [3.1.3| Sea {q,

S} la sucesién de los coeficientes funcionales,

de manera que

U

JLAS) SR g

g (TLX:I OénQn) = Q.

Um SH , = 1 para cada m € N. Aplicando la desigualdad

SH2 = 1, se tiene que la sucesion V,,, cumple

Es facil comprobar que ‘

@)y g

Gl Voo = aml [, = 3 [V =

o0
|
m=0

Entonces, usando el Teorema se llega a que {V,,,} es base de Schauder en
L*(S) y por ello, M es co-dimensional.

Falta demostrar que cada funcién V'€ M \ {0} es arménica universal. Esto

quedard probado, habida cuenta de la densidad de {py}, si se muestra que

lim 'V (’;”“m an—g> (@] =0

k

uniformemente en compactos en RY.
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Dado V' € M, existen sucesiones de series en F que convergen a V' uniformemente

en subconjuntos compactos y, por continuidad de la norma || - ||2 respecto de la

norma || - ||o0, tenemos que esa sucesién de series converge a V en L?(S), por

tanto V' tiene representante como serie de L?(.9).

Sea i Qm Vi €l Tepresentante de V en L?(S). Sin pérdida de generalidad, po-
m=0 .

demos suponer que «,, = 1, para algin n. Sea { Z aﬁn Vin} una sucesién de

m=0
series de E que convergen a V' en compactos. Debido a la continuidad de las

proyecciones, podemos admitir sin pérdida de generalidad que !, = 1, para to-

Tnk -

do I € N. M4s atn, si & € By, (||Z|| < Rx), entonces definimos ¥ := R + g
k

que pertenece a K, = F(an,k, Tnk) DUES

nk—»

Ry,
Entonces, aplicando la desigualdad triangular y las de&gualdades (4) y (5), se

—
— Qp; sz =T k-

— —> -
1Y — ankll =

tiene, para € > 0, para k > n y [ suficientemente grandes y para & € By e

Tn,k =

Y= 7T+ an 1, tiene lugar la siguiente cadena de desigualdades:

Tnik o _
‘V ( R’kijan’k) —pk(ai)
S Y — Qng
=V
() — px Tnk/Rk>‘

< V() — Z_ al, v,

T’n,k/Rk;

€ Y= ang
<¢ 5+ Za Vi (7)) + V() — pa (rn,k/Rk>
”;f" L
€ S — Y — Qnk
< — ! — g TR
<3 +%O\am Vm(y)] + VoY) — Pk (m,d&)‘
£ Em & _ £ N0 S
myﬁn
00 1/2 1 1/2
1 \2 2
‘ H{am}H Ienly _ ¢ e |Ee)
<5 = -+
2 e e ., e )
£ X e Ham}ll2+1
< 2 o 3 + o < ¢
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Entonces
=0

lim sup
k—oo FEBy,

con {pi x>0 denso en h(RY). Asi, por el Teorema se tiene que {v o i}

— T k — —> / .
es denso, con ¢y (%) := }7% T + a, ) para cada k € N, y por tanto v es armonica
k

'k —> —
v ( kg an,k) — pr(Z)
k

universal.

3. Consideramos las funciones {v,}, construidas en la prueba del apartado (1),
s6lo para n > 2. Observar que, en esta construccion, cada funcién wu, () (n > 2) esté
definida como 0 en los compactos de la forma K j, asi que podemos decir que los v,

(n > 2) son “pequenios” en estos conjuntos.

Sea ahora M, = span{v, : n > 2}. Continuamos como en el apartado (1) y
concluimos que M, es un subespacio lineal y denso de funciones acotadas en A vy,

salvo la funcién nula, universales.

A continuacion, dividimos N en infinitas sucesiones estrictamente crecientes {p(n, j) },

(n € N) y procedemos como en el apartado (2) pero definiendo U,, como

qn(T) sixeB
siz el
U (%) = 0 site Kjp, k>2,5<k
0 siZe Kipmpy,n#j, keN
f_al,p(n,k) > + =
D si ¥ € Kipmk), k€ N.
(Tl,p(n,k)/Rp(n,k) p( )

Nos centraremos en la sucesiéon { Ky} y la dividiremos en infinitas subsucesiones.
En una de ellas veremos la propiedad de aproximacién y en las demas, intentaremos

controlar la funcién. Tomamos V,, como en la demostracion del apartado (2).
o0
Sea M la clausura del espacio vectorial de todas las series Z QU Uy, qUE cOnvergen

m=0
uniformemente en compactos de RY. El espacio M, es de dimensién infinita y cada

funcion distinta de cero estd acotada en A y es universal respecto de similaridades.

Finalmente definimos M4y := span{M,; U M} que es densa (pues contiene a M)

y tiene dimensién méaxima (pues M; la tiene).
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La acotacion de cada miembro de M, en A es evidente. El problema se nos
presenta en la prueba de la universalidad, pues si v € M4, podria estar en M, o
en M; (y en ambos casos se tendria la universalidad de la funcién) o bien podria ser
una combinacién lineal de elementos de ambas, con lo cual, a priori, no tendriamos

asegurada dicha propiedad. Veamos que, atin asi, si se tiene la universalidad.

Sea v € Muysx \ {0}. Si v € M, entonces v es universal. En caso contrario, si

v € Mmax \ Mg, podemos escribir v como

m
U:w—i—Zakvk,
k=1

para alguna w € M, \ {0} y algunos ay,...,a, € Ry m € N. Asi, w asume el papel
de la funcién que aproximamos, mientras que los v (k = 1,...,m) son pequenos en

los conjuntos que estamos considerando. O]

4.3. Condiciones de acotacién y universalidad bajo

sucesiones prefijadas

Reescribimos el concepto de fugitividad en C y lo extendemos a RY como sigue.

Definicién 4.3.1. Sea G un subconjunto abierto de RY, sea h(G,G) = {p : G —
G : ¢ es armdnica en G} y A C G.

1. Se dice que la sucesion {¢on}n C h(G,G) es fugitiva si para todo K C G com-
pacto, existe ng = no(K) € N tal que K N ¢, (K) = 0.
2. Se dice que la sucesion {pn}n C h(G,G) es fugitiva fuera de A si para todo

K C G compacto, existe ng = no(K) € N tal que (KU A) N ¢, (K) = 0.

Al igual que en el caso complejo, se tiene que toda sucesion fugitiva fuera de A es

fugitiva, pero el reciproco se tiene si A es relativamente compacto en G.

En particular, si la sucesion {¢,}, es de la forma ¢, (Z) = a,, + A\,%, podemos dar

una caracterizacion de cuando dicha sucesiéon es fugitiva.
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Proposicion 4.3.2. Sea {¢,}n>1 = {a + M\ T}us1. Se tiene que la sucesion {pp }n>1

es fugitiva en RN si y solo si

1 —> —>
lim sup (min {HanH, HanH}) = +o00.
n—o00 sl

Demostracion.

Suponemos que {¢, },>1 es fugitiva; entonces existe una subsucesion {p,,, i1

fugitiva tal que B(0,k) N On, (E(()), k)) = () para todo k > 1. Por lo tanto, se tiene
que [, (0)] = l[an || > &y asf, lmsupy_, o [|an, || = +oc.
Es suficiente probar que limsup,, ‘/\—1|||a—n,: || = +oo. Por reduccién al absur-
]

do, suponemos que esto no es cierto. En ese caso, existiria un M > 0 real tal que
— >
‘/\—llﬂa_n,:” < M, para todo k > 1. Si consideramos el compacto B(0,M) C RV,
N
tenemos

- 1 — —_— > — >
G = e (=1} € B 0 g (BT 0) k21,
N

lo que contradice la fugitividad de la subsucesion {p,, }x>1 y por tanto se cumple que

lim sup,,_, ‘/\—ik‘ﬂa_m:H = +o00.

Suponemos ahora que lim sup,,_, (min { anll, llan]l }) = +o0. Sifijamos un

1
Pl tnlly,
compacto K C RY, entonces existe un 7 > 0 tal que K C B(0,r). Como la sucesién

{m1n{/\1|||a_n’||,\|cm|}} no es acotada, existe m € N tal que |a, /Ayl > 2r y
" n>1

lam| > 2r. De esta forma se tiene, para todo z € B(0,r), que

lem@N = Nam + Am 2| > | lamll = [Anl 7]
= llamll |1 + 220z | > 2r (1-) _
”amH 2r

Luego hemos probado que K N, (K) € B(0,r) N, (E(ﬁ), 7“)) =0, asi que {pn}n>1

es fugitiva. O

Veamos en el siguiente teorema que si se tiene una sucesion prefijada y fugitiva
fuera de un Carleman, el conjunto de funciones armonicas acotadas en A y universales

bajo dicha sucesién prefijada es denso-(maximal) lineable y espaciable.
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Teorema 4.3.3. Sean A C RN y {¢,(%) = a, + N\, @}, una sucesién de similaridades
de RN. Si existe un subconjunto F' C R"™ armdnico Carleman tal que A C F y {©on}n

es fugitiva fuera de F', entonces

1. El conjunto de funciones universales armonicas bajo {on}n y acotadas en A es

denso-lineable.

2. El conjunto de funciones universales armdnicas bajo {p,}n y acotadas en A es

espaciable.

3. El conjunto de funciones universales armdnicas bajo {p,}n y acotadas en A es

mazimal denso-lineable.

Demostracion. Por hipétesis, existe F' C RY armoénico Carleman. Entonces existen
Ry € (0,1) y 5 € RV \ F tales que B(Zg, Rg) N F =0, Vn > ny.

Sea Ry := ng + 1. Entonces como ¢, es fugitiva fuera de F, existe Nl(l) e N
tal que (F UE(H, Rl)) N N (E(H Rl)) = (). Definimos pues B; = E(ﬁ), Ry
K11 = oym (B(T, Ry)) = Blayd, [yl Ry).

Elegimos R2 (> Ry) con Ky; C E(ﬁ, R5). Luego, como ¢, es fugitiva fuera de
F, existe N € N tal que (F UF(ﬁ R2)> Ny (E(()) Rg)) = (). Sea R, (> Ry)
tal que P (B(O , R2)> C B(()), R)). Entonces existe N2 € N de tal forma que la
interseccién (F U E(H, R’2)) N PN (B(O,R’Q)) es vacia. Definimos By, = B(O,Rg)
y Kpo = P (E(H, Rg)) = Bla o AN, |)\N<2>|R2), para n = 1,2. Obsérvese que, al ser
Ry, > Ry, se tiene que Kj 9N Koo = 0.

Escogemos ahora R3 (> R) > Rj). Entonces, de la misma forma que antes, defini-
mos By = B(0,Rs) y Kns = PN (E(H, Rg)) = B(aye Ay, | Aye|Rs), paran =1,2,3.

Continuamos recursivamente construyendo las dos sucesiones B = B(O,Rk) y
Ko = @0 (B(0, Ri)) = Blaya, A yw|Ry) (n=1,2,....k; k € N), de modo que
By, es disjunto con cada K, y los K, son dos a dos disjuntos entre si. Notemos
que los conjuntos By, y K, \ asi construidos satisfacen las condiciones del Lema m
Seguimos la prueba como la del Teorema y obtenemos los apartados (1), (2) y
(3). m
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Finalmente, caracterizamos el casos de una sola aplicacion. Nos preguntamos pues,
en qué casos la aplicaciéon ¢ : RN — RN (%) = @ + AT es fugitiva, es decir, en qué

caso la sucesion de iteradas de ¢, que viene dada por

n—1
P(@) = o 0p(@) =3 Na+ AT,
n k=0

es fugitiva.

Proposicion 4.3.4. Sea ¢ : RN — RY ¢(Z) = @+ A\T. Entonces se tiene que {¢" }n>1
es fugitiva en RN si y solo si A\ =1y d # 0.

Demostracion.

Suponemos que {¢"},>; es fugitiva. Por la Proposicién m, esto es equiva-

lim sup (min{ llaal, ||ozn||}> = 400,
N300 |82

donde {8, = \"},>1 CRy {a, = Z Neg},s1 C RY.
k=0

lente a

Si @ fuese el vector cero, entonces

n—oo

1
lim sup (min { il el ||cT7:||}> = lim sup (min {0,0}) = 0,
" n—o00

lo cual contradice la Proposicién m, por lo que se deduce que a@ # 0. Podemos

distinguir los siguientes cuatro casos:

= |A| > 1; entonces

n—1 n—1
1
lim sup <min{ el H(an}> = lim sup (min{ > ——d|, > NG })
n—00 |ﬁn’ n—00 k=0 A k=0
n—1 1
:1/ —
msup | wd
<
_gggoH&Hw Z!
]
Al =1

lo que contradice la Proposicién [£.3.2]
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= || < 1; en este caso

lim sup | min ||an|| ]| = lim sup [ min

n—1

)

k=0

n—1
= lim sup Z Nea
< lim [la]| > A"
- k=0
_
1— |\
lo que también contradice la Proposicion [4.3.2
= )\ = —1; si esto ocurre,
n-l 1 sin—1 esimpar
z W= (1) = ’
=0 0 sin—1 espar.

Por lo tanto lim sup,, ., (min {ﬁ llaall, ol }) < 1.y como antes, tenemos una

contradiccion con la Proposicion [4.3.2]

= )\ = 1; entonces Z A= Z 1* = n, y de esta forma

k=0 k=0
lim sup (min{ ]l HanH}) = lim sup ||ndl| = +o0,
n—00 ’Bn’ n—0o0

que si cumple la Proposicién 4.3.2]
De esta forma, concluimos que A = 1.
Reciprocamente, suponemos que A =1y d # 0. Luego, 3, = 1, a,, = nd y asi
lim sup | min HanH |l ¢ | = limsup ||nd|| = +oo

y por la Proposicién 4.3.2] {¢"},>1 es fugitiva en RY. O

Por lo tanto, del resultado anterior se deduce que {¢"},>1 es fugitiva en RY si y

solo si ¢ es una traslacién, es decir, p(Z) = 7 + a.

Siae RN\ {6)}, el rayo desde el origen que pasa por a se denotard por Lg.
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Definicién 4.3.5. Dado un subconjunto A C R™ y @ € RV \ {6}, definimos el radio
inscrito angular de A como

pa(A) =sup{r > 0: 37 € Lz tal que B(Z,r) C A}.

Corolario 4.3.6. Sea A C RN yac RN\ {0}. Son equivalentes:

1. Eziste un subconjunto F C RN Carleman tal que A C F y pz(RY \ F) = +o0.

2. Existe un subconjunto F C RN Carleman de manera que A C F vy la aplicacion

©(Z) = T+ d es fugitiva fuera de F.

3. Eziste una funcion f armdnica acotada en A tal que la sucesion { f(Z+ nd)}nen

es densa en h(RY).

4. FEl conjunto de funciones f armdnicas acotadas en A tales que la sucesion

{f(Z+ nad)}pen es densa en h(RY) es mazimal denso-lineable y espaciable.

Demostracion.

Se tiene por el Teorema m

1 & 2| Hay que demostrar que ¢(Z¥) = # + d es fugitiva fuera de F' si y solo si
pa(RY\ F) = +50.

(<=) Suponemos que ¢ es fugitiva fuera de F'. Entonces Vr > 0, In € N tal que
(E(B),r) U F) N B(nd,r) = 0, luego B(nd,r) C RY \ F. Ya que r es arbitrario, se
deduce que pz(RY \ F) = +o0

(=) Suponemos que pz(RY \ F) = +o0.

Sea r > 0 fijo. Tenemos que pd(RN \ (FUB 6, T))) +o0. Entonces existe
CeRNtalque € € Ly y B(Z,r+|d) c RV \ ( U ((7,1“)) Como @, ¢ € Lz, los
vectores @ y ¢ son proporcionales (3k > 0 tal que ¢ = ka).

De esta forma, existe un ny € N (ng < k) tal que ngl|@|| < || €| < (no + 1)||@]| ¥
asi,

Inod — €| = ||kd — nodl| = |k — nollldl| = l|all — nollall = [ €[] = noll]|

< (no + 1)l[all = nollal| = flafl.

46



Trabajo Fin de Master  Funciones armonicas universales y conjuntos sub-Carleman

Entonces V¥ € B(nod,r), aplicando la desigualdad triangular se tiene que
17— €| < |7 — nodll + [Inod@ — €| <7+ ldll,

es decir, 7 € B(¢,r + ||@l|).

— =

Por tanto, ¢, (B(O,r)) = B(nod,r) C B(¢,r+|d]]) c R"\ (F UE((_)), r)) Con
lo que podemos concluir que ¢, (E(ﬁ), r)) N(FU E(ﬁ), r)) = () y que ¢ es fugitiva
fuera de F. O

4.4. Conclusiones y Observaciones finales

1. De la misma forma que en la prueba del Teorema (ver [1]) en el ambito
complejo, en la del Teorema [4.2.3] en el ambito armoénico, se tiene la existencia de

funciones armoénicas universales que estan acotadas en un conjunto sub-Carleman A.

Por otro lado, si A es acotado, entonces es sub-Carleman y cualquier funcién en-
tera esta acotada en A. Ademas, si A no es sub-Carleman, existen muchas funciones

universales que no estan acotadas en A.

Del Teorema se deduce el siguiente resultado.

Teorema 4.4.1. El conjunto de funciones armonicas universales es mazximal denso-

lineable y espaciable.

2. El Teorema nos dice que el conjunto de funciones arménicas universales
que estan acotadas en un conjunto sub-Arakelian A, al que denotaremos por H(A), es

grande en sentido algebraico.

El tamano de H(A) en sentido topoldgico depende de si A estd o no acotado. Si
A esta acotado, entonces H(A) es grande en sentido topolégico, pues es residual en el
espacio de Baire h(RY) (ver [4]). Por otro lado, si A no esté acotado, H(A) es pequeiio

en sentido topolégico, pues es de primera categoria en h(R”Y). En efecto, si definimos

B(A) = {u € h(RY) : u acotada en A}
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podemos escribir

B(A) = | Bn, con B, ={u€h®"):|u(@)| <n, en A}

neN
donde cada B,, es evidentemente cerrado y de interior vacio. En efecto, estos conjuntos
B,, cumplen que B, NP, = B, donde P, es el conjunto de polinomios no constantes,
el cual es denso en h(RY). Asi, B(A) es de primera categoria, y como H(A) C B(A),

entonces H(A) es de primera categoria.

3. En el Teorema se obtienen funciones v universales que estdn acotadas en
un conjunto sub-Carleman prefijado A. Pero si consideramos en la prueba de dicho

teorema que los conjuntos By, son acotados y que
S _IFA = o
lun (Z)| < e 1E17 (2 e F\ B, .,),
siendo F' un conjunto de Carleman prefijado que contiene a A, se obtiene que

lim v(%)
T—00

0, con ¥ € F.
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