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Prologo

Un quimiostato es un mecanismo de laboratorio que consiste en tres recipientes interco-
nectados y es usado para el crecimiento de microorganismos en un ambiente de cultivo. En su
forma maés bésica, el excedente del primer recipiente pasa al segundo y el excedente del segundo
pasa al tercero. El primer recipiente se denomina botella de alimentaciéon y contiene todos los
nutrientes requeridos para el crecimiento de los microorganismos. Suponemos que todos los
nutrientes se aportan de forma abundante excepto uno de ellos, que denominaremos nutriente
limitante. El contenido de la botella de alimentacion es bombeado al segundo recipiente, al que
denominamos recipiente de cultivo, con un ratio constante. Los microorganismos se alimentan
de los nutrientes provenientes de la botella de alimentacion y crecen en el recipiente de cultivo.
El recipiente de cultivo se remueve de forma continua para que todos los microorganismos ten-
gan la misma probabilidad de acceder a los nutrientes. El contenido del recipiente de cultivo es
bombeado entonces al tercer recipiente, al que denominamos recipiente colector. Naturalmente
tal recipiente contiene nutrientes, microorganismos y los productos generados por tales micro-
organismos [1].

Feed bottle Culture vessel Collection vessel

Figura 1: Representacion grafica de un quimiostato.
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El quimiostato juega un papel importante en estudios ecologicos |7, 8 [0} [10], 111, 12} T3], [14].
Con algunas modificaciones, también es usado como modelo para procesos de tratamiento de
aguas residuales [15] [16]. El modelo del quimiostato puede considerarse como el punto de par-
tida para muchas variantes que cedan el paso a modelos biologicos mas realistas, por ejemplo,
problemas de microorganismos genéticamente alterados [17, [I8] y modelos de antibioticos [37].
Mas literaturas en cuanto a variantes y analisis de modelos del tipo del quimiostato pueden
encontrarse en [19, 20, 2] y sus referencias.

En el modelo mas simple de quimiostato,
la disponibilidad de nutriente y su ratio de ad-
ministracion se suponen fijados. Sin embargo, la
disponibilidad de un nutriente en un sistema na-
tural normalmente depende del ratio de consumo
del nutriente y de la concentraciéon del mismo,
lo que conduce a un sistema dinamico no auto-
nomo. Otro supuesto bésico en el modelo mas
simple de quimiostato es que el ratio de flujo
sea suficientemente rapido como para no permi-
tir el crecimiento en las paredes del recipiente.
Sin embargo el crecimiento en la pared tiene lu-
gar cuando el ratio de limpieza no es suficiente-
mente rapido, lo que da lugar a los problemas
de bioreactores. Los estudios de modelos de qui-
miostato tratados como sistemas dindmicos no auténomos estan mucho mas limitados hasta la
fecha, por ejemplo, Smith y Thieme introdujeron persistencia practica para sistemas dindmicos
no auténomos con el modelo mas simple de quimiostato, ejemplo en [22] cuando el ratio de
limpieza depende del tiempo.

Antes de dar un breve resumen sobre lo que trataremos en este trabajo, hablaremos sobre
la analogfa entre un quimiostato y un lago, de hecho una forma sencilla de entenderlos para
los bidlogos es mirarlos como si de un simple lago se tratasen. De esta forma, los modelos de
quimiostatos son usados extensamente para representar el crecimiento de especies en un lago
donde los organismos, como por ejemplo algas, se alimentan de nutrientes con crecimiento li-
mitado, como pueden ser el nitrogeno y el fosforo. La analogia entre un lago y un quimiostato
puede verse de forma clara en la tabla que aparece mas adelante.

La disponibilidad de un nutriente en un sistema natural como es un lago depende de la
afluencia de nutriente. Las comunidades de algas, por ejemplo, sobreviven incluso con niveles
muy bajos (casi indetectables) de nutrientes, en contra de la opinién de que perecen debido a
insuficiencias. Pero hay un crecimiento oscilatorio y bajo. Para representar este fenémeno de
crecimiento oscilatorio en las ecuaciones, los investigadores han intentado varios caminos.
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continuamente caen fuera de las
capas luminosas a las capas infe-
riores de la columna de agua.

Propiedad Lago Quimiostato
Nutriente Las especies en un lago reciben los | El nutriente se suministra a través
nutrientes a través de las corrien- | de una entrada.
tes que fluyen en o por la regene-
racion durante la primavera o el
otono.
Muerte Las especies se extinguen, ya que | El nutriente y la especie se lavan

fuera del sistema a través de una
salida.

Escasez de nu-
triente

Durante el verano no hay suficien-
te aportacion de nutriente y debi-
do a la sequia del lago, algunos

La aportacion de uno o més nu-
trientes (esencial) esta controlada
por el experimentador.

nutrientes tales como fésforo, ni-
trogeno o vitamina By estan me-
nos disponibles.

Cuadro 1: Tabla de comparacion entre lago y quimiostato.

En el primero de todos, se introducen una cantidad de nutriente y un ratio de limpieza
[23, 24], 25] 26] variables en el modelo, los cuales se asumen fijos en un principio, debido a que la
disponibilidad de los nutrientes (1) y también su ratio de aportacién (D) en un lago dependen
de la estacion del ano en la que nos encontremos.

Para hacernos una idea, los investigadores han hecho variar D e I de forma peridédica
de acuerdo con el tiempo. Esto puede explicar el crecimiento oscilatorio (coexistencia en caso
de competiciones). Pero asumir periodicidad es muy sencillo, ya que la influencia puede variar
continuamente durante una estacién en particular o puede permanecer regulada. En otras pa-
labras, los parametros I y D pueden variar sobre un ciclo o pueden estar fijados (constantes) o
con variaciones marginales durante una parte especifica del ciclo. Por tanto, su influencia en el
sistema debe entenderse para estaciones especificas o algunos periodos de tiempo.

Otra posibilidad que los mateméaticos manejan consiste en intentar introducir otros ni-
veles troficos. Asi, el modelo se modifica para incluir un nutriente, un microorganismo que se
alimenta de tal nutriente, y dos competidores que se alimentan del microorganimo [27, 28] 29|
30, B1), 32], B3] 34]. También se demuestra que hay coexistencia de todas las especies siempre
y cuando se establezca la presencia de unos ciclos limite bajo condiciones apropiadas sobre los
parametros, pero no es posible introducir un depredador (u otro nivel trofico) en un sistema
cerrado tal como un quimiostato cuando estabamos estudiadno el crecimiento de un nutriente
- un microorganismo (o competidor) sélo.
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En este trabajo se pueden distinguir tres partes bien diferenciadas, a saber, la primera
parte, que trata sobre modelos de quimiostato autéonomos; una segunda, donde trabajamos con
modelos de quimiostatos, pero ahora desde el punto de vista no auténomo; y, finalmente, una
tercera parte donde los modelos considerados en las partes anteriores contienen retardos varia-
bles. El interés de estudiar esta parte reside en que, en la vida real, la historia de la dinamica
de un sistema influye en el futuro, no sélo lo hace el tiempo presente.

La primera parte esta estructurada en tres capitulos; el primero explica algunas nociones
biolégicas sobre los quimiostatos y construye un modelo sencillo que revela la dinaminca del
mismo. En un segundo capitulo introducimos al modelo estudiado anteriormente un microorga-
nismo mas; y, por altimo, presentamos en el tercer capitulo un modelo de quimiostato en el que
tiene lugar el crecimiento de microorganismos en la pared del recipiente donde se lleva a cabo
la dinamica del mismo. En todos los capitulos estudiamos los puntos criticos o de equilibrio del
modelo en cuestion, asi como la estabilidad de los mismos y la existencia de atractor global del
sistema. En esta parte introducimos una demostracion alternativa (Teorema [3.3.2]) a uno de los
teoremas que se tratan (parte (i) del Teorema [B.3.1]) utilizando técnias més sofisiticadas, como
son los funcionales de Lyapunov, que las que se utilizan en el libro [I] que nos sirve de guia en
este estudio, logrando asi reducir las hipétesis que aparecian en tal referencia. Para completar
todo el estudio, introducimos un apéndice (Apéndice [Al) donde presentamos los resultados co-
rrespondientes a la teoria de sistemas auténomos.

La segunda parte del trabajo se divide a su vez en dos capitulos: el primero de ellos permi-
te al ratio de consumo de nutriente, D, depender del tiempo; asi, estudiamos el caso del modelo
sin pared y del modelo con pared, tratados en la primera parte, estudiando puntos criticos,
estabilidad de los mismos y existencia de atractor global del sistema; analogamente hacemos
con el segundo capitulo, donde ahora permitimos, en el modelo sin pared y en el modelo con
pared estudiados previamente, que el parametro [, el ratio de concentracion de nutriente, sea el
que dependa del tiempo. Para completar todo el estudio, introducimos un apéndice (Apéndice
B)) donde presentamos los resultados correspondientes a la teorfa de sistemas no auténomos,
motivando el uso de la teoria pullback que aqui se utiliza.

La tercera y tultima parte consta de dos capitulos: en el primero tomamos el modelo méas
sencillo, el modelo sin pared, de los que ya hemos estudiado y consideramos un retardo varia-
ble para observar el comportamiento del mismo. En el segundo capitulo introducimos retardos
variables en el modelo con pared ya estudiado y observamos cual es el comportamiento del
quimiostato en este caso. En ambos capitulos estudiamos los puntos criticos y la estabilidad de
los mismos. En esta parte de trabajo logramos mejorar uno de los resultados de las referencias
que nos sirven de guia logrando obtener el mismo resultado sin ningin tipo de condicién sobre
la amplitud del retardo (Teorema [6.4.1]), pues en tal referencia se exige una condicion fuerte
sobre dicha amplitud. En esta parte del trabajo, donde introducimos retardos a algunos de los
modelos estudiados en las partes anteriores, tenemos la posibilidad de introducir tres tipos de
retardos, a saber, constante, variable o distribuido, si bien elegimos el retardo variable ya que
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engloba al constante y no oscurece la vision que se pretende mostrar debido a la dificultad
con la que cuentan los retardos de tipo distribuido, donde toda la historia del sistema influye
en el mismo. Para completar todo el estudio, introducimos un apéndice (Apéndice [C)) donde
presentamos los resultados correspondientes a la teoria de ecuaciones diferenciales con retardo.

Asi, logramos con este trabajo, estudiar con todo detalle una aplicacién concreta a la
parte de la asignatura impartida por el profesor D. Toméas Caraballo Garrido, denominada
Complementos de FEcuaciones Diferenciales, dentro del Mdaster Universitario en Matemdtica
Avanzada, dejando a su vez abierta una puerta a una futura via de estudio: la dinamica de los
modelos que contienen retardos o propiedades hereditarias, en el que se estd investigando en
la actualidad y que promete ser un tema interesante e importante para estudios futuros que
puedan conducir a la realizaciéon de mi tesis doctoral.
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Parte 1

Modelo auténomo sin retardo.






Capitulo 1

Modelo con un microorganismo.

1.1. Introduccidn.

Iniciamos este trabajo recalcando la relacion clasica que tiene lugar entre las matematicas y
la biologia, antes de comenzar con la explicacion, el estudio y el analisis detallado del modelo
que nos ocupa. Ponemos de manifiesto por tanto que la aplicaciéon de las matemaéticas a los
problemas cuyo origen reside en la biologia no son nuevos, recordemos los modelos Malthusianos
y de Lotka-Volterra, entre otros. El modelo,

2 (t) = ra(t),
donde ' = d/dt y r es un coeficiente que refleja el ratio de crecimiento, describe el crecimiento
exponencial de una poblaciéon = de individuos en cualquier instante de tiempo t.

La introduccion de una constante de capacidad de carga del medio, como bien pueden ser la
comida, la luz, el espacio, etcétera, que toman control sobre el crecimiento de las especies,
modifica el modelo anteriormente citado logrando llegar a un modelo mas realista de la forma

T
,: 1——)
T r:p( )

donde k es dicha constante de capacidad de carga del medio. Un modelo del tipo Lotka-Volterra
que describe la competicion entre dos especies x e y (depredadores) por la misma comida (presa)
viene dado por

y =ry <1 - k%) : (1.1)
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Notese que este modelo es un modelo sin interferencia. Podemos tambier considerar un modelo
con interferencia, como el que sigue

217/:7’1’<1—k£1—)\1y),

y' =ry (1— E—)\ﬂ)- (1.2)
ka

En los modelos (L)) y (L2), k1, ko son constantes de capacidad de carga y A1, Ay son constantes
de interferencia, todas ellas constantes positivas.

Es posible medir los coeficientes de interferencia \; y As que deciden el resultado de la compe-
ticion solo cuando los organismos crecen juntos, es decir, mientras el experimento esta siendo
realizado. De esta forma se descarta la posibilidad de predecir el resultado del experimento
antes de su realizacion. Este es un inconveniente del modelo de Lotka-Volterra. Ademés, no
hay representacion para el crecimiento de la comida (fuente) gracias a la cual la poblacion
crece, debido a que se alimenta de ella. La inclusién de la ecuacién que describe el crecimiento
de la fuente (presa) nos permite predecir los cambios correspondientes en el crecimiento de la
poblacion consumidora (depredaror). La importancia de los modelos de quimiostatos reside en
la inclusion de la ecuacion que describe el crecimiento de la fuente junto con las ecuaciones que
describen la competicion entre los organismos que intervienen en la misma. Esta observacion
ha incitado a los investigadores a estudiar las ecuaciones de los modelos de quimiostatos de
forma intensiva. De esta forma, analizando las ecuaciones del modelo, el resultado de la com-
peticion que tiene lugar en un quimiostato se puede predecir y dichas predicciones pueden ser
confirmadas por el experimento.

Llegados a este punto, comenzaremos nuestro camino hacia la construccion del modelo mate-
mético. Para ello, explicaremos a continuacion los principios biol6gicos bajo los que el modelo
sera formulado.

1.2. Principios biologicos.

El modelo con el que trabajaremos a lo largo de toda esta memoria consiste en un microorga-
nismo que se alimenta de un tnico nutriente cuyo crecimiento es limitado. Denotaremos por
x al nutriente cuyo crecimiento es limitado y por y, al microorganismo que se alimenta del
nutriente .

A continuacién enunciaremos algunos supuestos que nos seran de ayuda a la hora de formular
nuestro modelo.

% Todos los nutrientes, excepto z, se encuentran en total disponibilidad, pero no suplen la
posible ausencia de x.
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% Contamos con una fuente externa desde la que el microorganismo recibe el nutriente x
junto con otros nutrientes.

% El nutriente es administrado con un ratio y el nutriente aportado tiene una concentracion
en el medio de crecimiento.

% El nutriente es uniformemente distribuido en el medio de crecimiento, de tal forma que
todos los microorganimos tienen igual acceso al nutriente disponible, esto es, no hay
disparidad en la distribucion.

% Hay un excedente en el sistema donde el material que se encuentra en exceso, ya sean nu-
trientes, o bien microorganismos, y algunos otros productos, es eliminado continuamente.

Si paramos a pensar un poco, el ultimo supuesto citado es razonable ya que en cualquier sistema
tal como un dispositivo de laboratorio, el volumen es fijado. De esta forma, debemos contar con
un excedente al permitir disponibilidad de material de forma continua. Ademas, para preservar
el volumen del medio de crecimiento (fijado), debemos asumir que el ratio de aporte y el ratio
de eliminacion de los contenidos del medio de crecimiento son el mismo.

A continuaciéon enumeramos una serie de aspectos a tener en cuenta.

1. Los microorganismos consumen nutriente continuamente y el ratio de dicho consumo es
una constante.

2. El consumo posee una saturacion, en otras palabras, la suplencia ilimitada de nutrientes
no implica el consumo ilimitado de nutriente por las especies.

3. El crecimiento de los microorganismos es proporcional a su consumo.

4. Todos los factores externos tales como temperatura, presion, etc. son apropiados para el
crecimiento y no afectan al sistema.

De esta forma, tenemos algunos parametros reales y relaciones funcionales en el sistema. Vea-
mos una enumeracion de los mismos.

% [, cantidad de nutriente disponible en el sistema en cualquier instante de tiempo que es
una constante positiva.

% D, ratio segun el que el nutriente es aportado y también ratio segiin el que los contenidos
del medio de crecimiento son eliminados. También es una constante positiva.

% a, ratio de consumo maximo de nutrientes y, por tanto, ratio de crecimiento de los micro-
organismos, constante positiva.
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% U, respuesta funcional de los microorganismos que describe como se produce el consumo
de nutrientes.

Ya estamos en condiciones de introducir nuestro modelo matematico que describe la dinamica
de un sistema con consumo de nutriente limitado.

1.3. Formulaciéon del modelo matematico.

Denotamos por z(t), y(t) a las concentraciones de nutriente y microorganismos en un instante
de tiempo t cualquiera, respectivamente.

De esta forma, contamos en un principio con un término de ganancia: partiendo de I, se su-
ministra al sistema, en cada instante de tiempo, un ratio D de nutriente, por tanto, el ratio de
incrementeo de la concentracién de nutrientes en el instante ¢ es DI.

Ademas, tenemos los siguientes términos de pérdida:

= Una cantidad z(t) es eliminada del sistema con un ratio D. Ademaés, el sistema pierde
Dz(t) nutrientes cada instante de tiempo.

» Cada microorganismo y consume U(z(t)) nutrientes. Ademas, U(x(t))y(t) es la concen-
tracion de nutrientes consumida por y con un ratio a. De esta forma, la concentracion de
nutrientes viene dada por aU (x(t))y(t).

Asi, tenemos la siguiente ecuacion:

ratio de cambio de la concentracién de nutrientes en el medio de crecimiento =
= ratio de aportaciéon de nutrientes — ratio de eliminacién — ratio de consumo.

Matematicamente,

dx(t)
dt
Para el crecimiento de los microorganismos y asumimos que el consumo de nutrientes implica el
crecimiento de y. Ademaés, el ratio con el que tal nutriente es consumido, es decir, aU (z(t))y(t)
es también el ratio con el que crece el microorganismo y. Por otro lado, el microorganismo
es eliminado del sistema con un ratio constante D, con lo que Dy(t) denota la cantidad de
microorganismos eliminados del sistema. Ahora tenemos la siguiente ecuacion:

= DI — Dz(t) — aU(z(t))y(t). (1.3)

ratio de cambio del microorganismo en cualquier instante de tiempo =

= ratio de crecimiento del microorganismo — ratio de eliminacién del microorganismo.
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Mateméaticamente,

dy(t)

W = aUa(0)y(t) - Dy(t). (1.4)
Las ecuaciones ([3]) y (L4) describen, en su conjunto, el sistema dindmico de consumo con
fuente limitada que intentamos conseguir en el quimiostato. Obtenemos entonces el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:

dz Sf) — DI - Da(t) — aU((t))y(t),
WO atr(a)w(r) - Dy(o) (15)

1.4. Propiedades de las soluciones.

Debemos comenzar esta seccion notando que las caracteristicas del sistema (L3]) son esencial-
mente decididas por el término no lineal del miembro derecho, esto es, U(x). U se conoce en
la literatura como la respuesta funcional o funcién de consumo. Hay algunos supuestos basicos
sobre la funcién de consumo U : [0, 00) — [0, 00), que son los siguientes:

1. U(0) =0, U(z) > 0 para x > 0.
2. lim, oo U(x) = L, con 0 < L < 0.
3. U es continuamente diferenciable.

4. U es mondtona creciente.

Los dos primeros supuestos son esenciales para cualquier funciéon de consumo. El tercer supues-
to proporciona una condicién local de Lipschitz, lo que garantiza la existencial local de solucion
del sistema ([L3)). El cuarto supuesto lo tendremos en cuenta, a pesar de no ser estrictamente
necesario, ya que nos ayudara a concluir algunos de los resultados que se demuestran.

Las siguientes funciones prototipo, que satisfacen los cuatro supuestos citados anteriormente,

pueden tomarse como funciones de consumo a la hora de estudiar modelos biologicos tales como
(LH). Estas funciones son las que presentamos a continuacion.

s U(z) = 2: funcion de consumo Lotka-Volterra o Holling tipo-I.

» U(z) = 2=, m > 0: funcién de consumo Michaelis-Menten o Holling tipo-II.
w U(z) = m, p,q > 0: funcién de consumo senoidal o Holling tipo-III.
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La funcién de consumo U(z) = x no satisface el segundo supuesto, sin embargo, es usada con
frecuencia en modelos del tipo Lotka-Volterra.

Claramente los dos primeros supuestos garantizan la existencia de una constante positiva L > 0
tal que

U(x) < L, para todo x € [0, 00). (1.6)

Ademas, el tercer supuesto junto con (L)) garantizan la unicidad de solucion del sistema (LH);
dichas soluciones son extensibles en su intervalo maximal de existencia para cualquier conjunto
de condiciones iniciales.

En lo que sigue, vamos a usar normalmente la funcién de consumo U(x) = iz bor lo que
comprobaremos a continuacion que, efectivamente, verifica los cuatro supuestos que ya hemos

tratado.

1. Primer supuesto:

0
U0)=—=0. vV
m
2. Segundo supuesto:
lfm U(z) = lim ——— =1=: L € (0,00). ¢
T—00 z—00 M + &

3. Tercer supuesto:

Debemos notar que puede parecer que la funcién de consumo posee un problema de dis-
continuidad en z = —m, sin embargo conviene recordar que m es una constante positiva,
lo que indicaria una cantidad negativa de nutrientes, lo cual no es posible. Ademas, cual-
quier derivada de la funciéon de consumo posee en el denominador una potencia de m + z,
siendo x > 0y m > 0, con lo que se verifica este supuesto. v

4. Cuarto supuesto:

U'(x) = ﬁ >0,

de donde se deduce que U es mondtona creciente. v/

A continuacién, vamos a demostrar que las soluciones del sistema ([5) que comienzan con
condiciones iniciales no negativas, se mantienen no negativas a lo largo del tiempo. Realmente
este hecho es un requisitio que deben verificar x e y, ya que estan representando poblaciones,
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con lo que no pueden ser negativas en ningtn caso.

Teorema 1.4.1 Todas las soluciones del sistema (L3)), con condiciones iniciales no negativas,
son no negativas para todo t > 0.

Demostracion.- Veamos que cualquier soluciéon que entra en el cuadrante €2,

Q= {(r,y) €eR* : >0, y >0},

permanece en ¢l para siempre. Por la continuidad de las soluciones del sistema (L), cada
solucion debe tomar el valor cero antes que alcanzar cualquier valor negativo. Ahora bien, si
tenemos y = 0 para algun instante de tiempo ¢ = ¢; > 0, en virtud de la segunda ecuacion de
(LH), obtenemos

y'(t1) = aU(x(t1)) M—DM—

con lo que y es no decreciente en el instante de tiempo t = t1; es por esto que y nunca tomaré
valores negativos.

De forma analoga, si x = 0 para algin instante de tiempo t = ¢, > 0, gracias a la primera
ecuacion de ([LH), obtenemos

0 0
2/ (ty) = DI — Dal#5) — aU(z5) )y (t2) > 0,
debido a que U(0) = 0, y > 0. De esta forma hemos demostrado que las soluciones no atrave-
saran las semirrectas positivas de los ejes de ordenadas ni abscisas; veamos ahora qué ocurre
en el origen. Para ello, supongamos que existe un instante de tiempo ¢t = t3 > 0 tal que
x(t3) = y(t3) = 0; entonces, utilizando las ecuaciones de (LH) se llega a

«'(t3) = DI— Dx 3 —aUMM
y'(ts) = aU(zlts M

de donde se deduce z'(t3) > 0, 3/(t3) = 0. Asi, podemos concluir que las soluciones del sistema
(LH) son no negativas para todo instante de tiempo t > 0.

A continuacién, podemos preguntarnos el motivo por el que pueden las poblaciones de micro-
organismos crecer bajo un aporte limitado de nutriente, asi como si el crecimiento que pueden
experimentar estos microorganismos puede ser alarmante. Para responder a estas cuestiones
presentamos el siguiente Teorema.
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Teorema 1.4.2 Cualquier solucion positiva de (L3) estd acotada para condiciones iniciales no
negativas que sean no nulas.

Demostraciéon.- Consideramos la funcion V' dada por

V(t) = V(x(t),y(t) = x(t) + y(1).

Es claro que V(0,0) = 0y V(x(t),y(t)) > 0, para todo instante de tiempo t > 0. Ademas,
V(t) — oo cuando x(t),y(t) — oc.

Derivando V' a lo largo de soluciones del sistema (LT)), obtenemos
VI(t) = DI = Dx(t) = aU(x(t))y(t) + aU(z(t))y(t) — Dy(t) =

DI = D(x(t) +y(t))
DI — DV(t).

De esta manera, obtenemos

V'(t)+ DV (t) = DI.
Para resolver esta ecuacion diferencial lineal de primer orden, multiplamos por un término
exponencial conveniente obteniendo
eP'V'(t) + DeP'V (t) = DIe™".

Asi, llegamos a que

V(t)=(V(0)=De P +1, vt>0.

Observar que si V(0) < I, entonces V(t) < I, ¥t > 0. Por otro lado, si V(0) > I, entonces
V(t) < V(0), Vt > 0. Asi, vemos que en cualquier caso la funcién V' esté acotada, con lo que,
por definicion de V', x e y tamién lo estan.

Fuera de la region acotada por los ejes de coordenadas positivas y la recta Dx + Dy = DI, o

equivalentemente x + y = I, tenemos que V' es definida negativa, debido a que en dicha zona
se verifica V =x 4+ y > I, con lo que tenemos ademas que V' es una funcién de Lyapunov.

1.5. Puntos estacionarios o de equilibrio.

El estudio de los puntos estacionarios, también llamados puntos de equilibrio, de un sistema
tiene una gran importancia, que reside en que dichos puntos representan estados de energia
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minima del sistema que se esté estudiando.

Los equilibrios del sistema (IL5]) vienen dados por los puntos del plano zy tales que satisfacen

a0 dt
De esta manera, los equilibrios del sistema (LH) vienen dados por las soluciones del siguiente
sistema algebraico:

d d
0 YW _o.

DI — Dx —aU(z)y = 0,
aU(z)y — Dy = 0. (1.7)

Una solucion inmediata del sistema es (1, 0), que es un equilibrio axial. Sin embargo, si buscamos
equilibrios positivos (z*,y*) de (1) deberiamos resolver el sistema

DI — Dx* —aU(z")y* = 0,
aU(z*)—D = 0. (1.8)

De la segunda ecuacion se deduce facilmente

y sustituyendo en la primera ecuacion de (L), tenemos
D(I —z*)— Dy* =0,

de donde se obtiene

I —z"—y* =0,
o lo que es lo mismo,

4yt =1
En resumen, las condiciones que hemos obtenido son las siguientes:
Ux*)=— vy I=a"+y" (1.9)

Pues bien, de (9] podemos deducir que para obtener un equilibrio positivo, el nivel de consumo
debe alcanzar, al menos una vez, el valor D/a. Esto es, debe existir un valor z* € (0, 00) tal

que U(z*) = D/a.
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Como ademés sabemos que U(x) < L, para todo z € [0, 00). Por tanto, (L9) implica que
D

a

<L (1.10)

es una condicién necesaria para la existencia de equilibrio positivo para (L§). Si ademés supo-
nemos
I>z" (1.11)

entonces, gracias a que I = x* + y*, tenemos

"yt >t
de donde se deduce y* > 0y 2* > 0, con lo que (L)) posee un equilibrio positivo que es la
denotada por (z*,y*).

1.6. Analisis de estabilidad.

En la seccién anterior obtuvimos los equilibrios del sistema (L.5). Nos disponemos ahora a es-
tudiar la estabilidad de cada uno de ellos. Antes de comenzar, debemos darnos cuenta de que
tenemos que trabajar dos situaciones, que enumeramos a continuacion.

1. El equilibrio axial (1,0) es estable, lo que significa que los microorganismos y tienden a
extinguirse.

2. Si buscamos conseguir la supervivencia de ambas especies x e y debemos establecer con-
diciones bajo las cuales el equilibrio (z*,y*) sea estable.

Notamos que el equilibrio (z*,y*) del sistema (L) es globalmente asintoticamente estable si
toda solucion (x(t),y(t)) de (L), correspondiente a condiciones iniciales arbitrarias, satisface

lim z(t) = 2% y tlim y(t) =y".
—00

t—o00

El siguiente Teorema establece condiciones bajo las que el equilibrio axial (1, 0) es globalmente
asintoticamente estable.

Teorema 1.6.1 El equilibrio azial (I,0) es globalmente asintdticamente estable si se verifica
la condicion al. < D.

Demostracion.- De la segunda ecuacion del sistema (LH]) se tiene

— — aU(z(t))y(t) — Dy(t).
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Ahora bien, sabemos que U(z(t)) < L, con lo que

W < ary(t) ~ Dy(t) = (L~ DYu(1) < 0

debido a que al. — D < 0, por hipotesis. De esta forma,

0 < y(t) < y(0)elet=Dt,

por tanto, en virtud de que aL. — D < 0,

tli>rono y(t) = 0.
Veamos ahora que se verifica

lim z(t) = 1.

t—o00

Para ello consideramos la funciéon V' dada por

V(t) = V() y(t) = x(t) + y(1).
Es claro que V(0,0) =0y V(z(t),y(t)) > 0, para todos = > 0, y > 0.

Derivando a lo largo de soluciones del sistema tenemos

Vi) = 2'(t) +y'(t) =
DI — Du(t) — alUletty)y(t) + alletty)y(t) — Dy(t) =

= DI — Da(t) — Dy(t) = DI — D(z(t) + y(t)) = DI — DV ().

De esta forma, hemos llegado a la ecuacion diferencial lineal de primer orden

V'(t) = DI — DV (¢).
cuya solucién es, tal y como ya vimos anterioremente,
V()= (V(0)—De P+ 1.
Asi,
0

Jim V(2) = lim [2(t) +y(t)] = lim z(t) + M = lim x(t).

Pero, por otro lado,

Iftm V(t) = lim [V (0)e 2 + 1] = lfm [V(0)e P! + lim [ = 1.

t—o00 t—o00 t—o0 t—o00

15
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En conclusion,

lim z(t) = lim V(t) = I,

t—o00 t—o00

con lo que queda demostrado el Teorema.

Nos centramos ahora en estudiar la estabilidad del equilibrio (z*,y*), donde es natural esperar
que la condiciéon alL > D sea necesaria para el caracter positivo de dicho equilibrio y, ademaés,
para convertir al equilibrio axial estudiado anteriormente en un equilibrio inestable. El siguiente
resultado establece que dicha condicion es suficiente.

Para el siguiente resultado necesitaremos una restriccion sobre U’, en concreto suponemos que

Ulx) - U@") _ 5

b < <p.

xr — x*

Teorema 1.6.2 El equilibrio positivo (z*,y*) de (LH) es globalmente asintéticamente estable,
siempre que se verifique al. > D.

Demostraciéon.- Una vez establecido el supuesto indicado antes del enunciado de este resul-
tado, consideramos la funciéon de Lyapunov V', dada por

VIO = Va0.0) = 50 -0t a(y-v - viog L),

siendo o un parametro no negativo que elegiremos a posteriori'. Derivando V a lo largo de
soluciones de (L.3]) llegamos a

LConviene notar que este tipo de argumentos se volveran a repetir en sucesivas demostraciones
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1
Vo= U—w—yﬂ—f—y3+a<y+yzd)

~(I =2 —y)DI — Dx — Dy + a(y — y*)(aU(x) — D)
—D(I =z —y)*+ay —y")(aU(z) - D)
(U(z*)=D/a = D =aU(z"))]

—D(I —z —y)* + ay — y*)(aU(x) — aU(z"))
—D(I —z — )+aMy y)(U(z) = U(z"))

= D=y -y e (COZIE) ooy -y
= —D{-D(x—2")P+{y—y)+2@—2%)(y—y)
e (P20 - )
S A Y (I ETT0) PR

g M=) 5
xr —x*
tenemos
5 < U@ = U
r—x

De aqui se deduce que

ps U@ -UE)

xr—x*

Por tanto, multiplicando por £a y sumando 2, tenemos

a a (U(z)—U(x")
2‘2W522‘5a(—;t;r—)-

—(I =2 —y){DI — Dx — all{xjy + alKxjy — Dy} + a(aU(z)y — Dy — y*(aU(z) —

17

D))
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Por otro lado, gracias a la hipétesis mencionada, también se tiene

U@ -UG) _ 5
r —x*
de donde se deduce
5. U@ -UE)
xr — x*

Al igual que anteriormente, multiplicando por fa y sumando 2, llegamos a

a -~ a (U(z)—U(x")
2‘56“*56“(7)

De esta forma, ensamblando ambas conclusiones obtenemos

a (U(x)—-U(z")

a ~ a
SN (P P (e S GV B BN} 1.12
2 DQB_Z Da( pr— )_2 DOZB ( )

Si (z — x*)(y — y*) es positivo, multiplicamos (L.T12) por dicho producto y obtenemos

(2= £ad) w-e-v) < (2o (2L ) oo ayy -

a * *
(2——a6) (@ —2")(y —y")
Sumando ahora (z — z*)? + (y — y*)? y multiplicando cada uno de los miembros por D, resulta

‘/QS_V/S‘/M

con lo que, multiplicando por —1,

V>V > W

Anéalogamente, cuando el producto (x —x*)(y —y*) sea negativo, multiplicamos (LLI2)) por dicho
producto y obtenemos

(2= £ad) w-e—v) 2 (2o (P22 ) oo ayy -

a * *
(2- 50B) (2 — =)y —v").
Sumando ahora (z — z*)? + (y — y*)? y multiplicando cada uno de los miembros por D, resulta

‘/ZZ_V,Z‘/l7

con lo que, multiplicando por —1,
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—V, <V < -W.
De esta forma, o bien —V; < V' < —V,, 0 bien —V; > V' > —Vj.

A continuacion, establecemos una condiciéon sobre el pardmetro « de tal forma que tanto V;
como V5 sean definidas positivas.

Las expresiones de Vi y V5 son de la forma

AX2 4 BX)Y) + CY2 = H(X,, V1),

con lo que tenemos que H(X;,Y)) serd definida positiva si, y sélo si, A > 0y B* < 4AC. Por
tanto, debe ocurrir

(2 _ %a5)2 < 4.

Desarrollando el cuadrado y haciendo las simplificaciones pertinentes

4a a’a?
4 — BOZ/B + D2 B < 4,
o lo que es lo mismo,
4a a’a?
es decir,
a’a® ,  4a
D2 /B < 50@8,

de donde se deduce

D
%B<4 si, y soOlo si a<4$.

De esta forma, Vi sera definida positiva si elegimos « € [0, 4%).

De igual forma, trabajamos con V5 y obtenemos que para que sea definida positiva debemos
elegir o € [0,46% )

Por tanto, para que tanto V; como V5, sean positivas, debe cumplirse

D D

Pero nosotros sabemos que § < E , por tanto, tomando inversos y multiplicando por 4, se tiene
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D D
4— >4—.
af af

En conclusion, tenemos la siguiente inclusion

D D
hi2)< ).
{0,42) .
ap

De esta forma, como o bien —V; <V’ < —V5, 0 bien —V, < V' < -V}, y ademas hemos visto
que tanto V7 como V5, son definidas positivas con el parametro a adecuado, se tiene que Vi > 0
y Vo > 0, o equivalentemente —V; < 0y —V5 < 0.

por lo que debe cumplirse

Por tanto, o bien —V; < V' < —V5 < 0,0bien =V, < V' < -V} <0, es decir, V' < 0, con lo que
V' es definida negativa y deducimos que (z*,y*) es un equilibrio globalmente asintéticamente
estable.

Debido a que se observa, en algunos experimentos llevados a cabo en laboratorios, que el
consumo sigue claramente una respuesta funcional especifica dada por

Xz

Ulr) =

m+ax’
siendo m > 0 la constante de saturacion del medio, usaremos de aqui en adelante, salvo mencion
explicita que indique lo contrario, tal respuesta funcional.

Haciendo uso directo de dicha funcion de consumo, podemos escribir el sistema ([LH) como sigue

dx T

— = DI —-Dx—

dt v aerxy,

dy x

= = — Dy. 1.13
5 a -~ v—Dy (1.13)

Un equilibrio positivo de (LI3)) viene dado por?

. x* D

m + x*

9

2Esto se debe al estudio hecho previamente para una funciéon de consumo genérica. En este punto realmente
lo tnico que se hace es particularizar lo anterior a la funcién de consumo que estamos tratando.
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es decir,
@™ D
m+a*  a’
con lo que
ax® = Dm + Dx*,
es decir,
ar® — Dx* = Dm,
por tanto,
(a — D)x™ = Dm,
obteniendo
. Dm
xt = i
a—D

De esta forma, usando x* + y* = I, llegamos a

" T
a_D_'_y )

de donde

En resumen, el equilibrio que obtenemos es

Dm Dm
(@, y") (a—D’ a—D)

Por tanto, un conjunto de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de equilibrio
positivo para (LI3) es

*) (%)
a>D y [ >z

Ahora bien, de (xx) se tiene

de donde se deduce que
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es decir,
D
mz + D < a,
1
con lo que
mD + 1D
< a,
1
es decir
D(m+1)
< a,
1
y tomando inversos
I - 1
Dim+1)" a
llegando a
" I (*;*)
m+ 1

Hemos obtenido una tercera condicion, sin embargo, debemos notar que dicha condicion implica
(%), debido a que

I
m+ 1

<1,

con lo que

D<a

< a.
m—+1

En resumen, contabamos con dos condiciones, (%) y (x%); demostramos una condicién equiva-
lente a (%*), que denominamos (x *x x) y, de ésta tultima, deduciamos (x). Por tanto, realmente
la condiciéon necesaria y suficiente para la existencia de equilibrios positivos del sistema (L.I3])
viene dada por

(%x%) I
< a .
m—+1
De esta forma, los Teoremas [[.6.1] y [[.6.2] adquieren la forma siguiente.

Teorema 1.6.3 Sia < D o biena > D y % > I, entonces

lmax(t) =1 y th'm y(t) = 0.
— 00

t—o00
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Demostracion.- Consideramos V' (z,y) = x + y y denotamos

V(t) = V(x(t),y(t) = x(t) + y(1).

Claramente, V(0,0) = 0y V(z,y) > 0 para todos = > 0, y > 0. Derivando a lo largo de
soluciones del sistema tenemos

Vi(t) = 2'(t) +y/(t) =

T x

= DI—Dzx—a +a — Dy =
/m/Jr:L’y /Wl—xy y

= DI—Dx—Dy=DI—-D(x+y)=DI—DV(t).

Asi hemos llegado a obtener la ecuaciéon diferencial ordinaria lineal de primer orden

V'(t) = =DV (t) + DI,

con lo que la solucion viene dada por

V(t)=(V(0)— e P +1,
tal y como demostramos en el Teorema [L.6.11
Asi,
lim V(t) = lim [z(t) + y(t)] = 1.
t—o0 t—o0
Como veremos que
lim y(t) =0,
t—o0

se tendré

1= Y V) = Jim o(t) + Jig (0] = Jim o),

con lo que habremos concluido la demostracion.

Ahora procedemos distinguiendo dos casos. En primer lugar, supongamos que se verifica a < D.
En tal caso,

dy x x
— =q
dt m+x

y—Dyz(a —D)yé(a—D)ySO,

m-—+x

ya que, por hipdtesis, a < D. Ahora bien, de la tltima expresion se obtiene

y(t) < Cele=P1,
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con C' constante, debido a que tenemos una sencilla inecuacion diferencial ordinaria. De esta
forma, se tiene

0 <y(t) < CelPlt 0,

cuando t — oo, pues a — D < 0, con lo que

1i t)=20

lim y(t) =0,

quedando demostrado este caso.

Sin embargo, en el caso a > Dy I < a"_L—% el razonamiento que debemos llevar a cabo es

diferente. Sabemos que existen equilibrios si, y solo si, se verifica la condicién

1
D <
Y + I
o equivalentemente,
al
D < ——
m-+1’
de donde
D(m+1I)<al si,ysolosi Dm+ DI <al,
es decir,

Dm < al — DI si,ysolosi Dm < I (a— D),
0
>

en otras palabras,

(1.14)

También sabemos que

con lo que
lim [z(t) + y(t)] = 1.
Demostramos

VI(t) = D(I = V(1)),
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con lo que debemos considerar dos zonas de estudio en este caso, tal y como se muestra en la
siguiente figura.

Figura 1.1: Distinciéon de zonas.

En la zona rayada, se verifica

V(1) = a(t) +y(t) > 1,

con lo que V’ < 0, por tanto V' es definida negativa en tal zona. Gracias a que, ademas, no se
verifica ((LT4]), no existiran equilibrios positivos, por lo que, como

lim [(t) + y ()] = 1.

t—o0

obligatoriamente las soluciones que comienzan con un dato inicial en la zona rayada, convergen
al equilibrio axial (I,0).

Por otra parte, en la zona punteada partimos de datos iniciales (o, yo) verificando z¢+yo < I,
de donde deducimos que xy < I; pero sabemos que

mD

con lo que se tiene
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ahora bien,
/ o o
y'(0) am+xoy0 Yo = Yo {am+x0 ]
Por otro lado,
x
a—2— —D <0 siysolosi aze< D(m+ ),
m + Xg

es decir,

arg < Dm + Dxg, si, ysolosi (a— D)xg < Dm,

lo que es equivalente a

y ésto se verifica.

Asi, llegamos a y'(0) < 0, con lo que y comienza decreciendo; en conclusion, si el dato inicial
se encuentra en la zona punteada, la soluciéon converge al equilibrio axial (I,0), pues en caso
de crecer y atravesar la zona rayada, nos reduciriamos al caso previamente estudiado. Noétese
que este argumento esta basado solidamente en la unicidad de soluciéon del sistema. En efecto,
si comienzo con un dato inicial uy en la zona punteada y la soluciéon atraviesa la zona rayada,
la solucién que comenzo6 en ug se encuentra ahora, tras un tiempo ¢, en lo que puede tomarse
como dato inicial para la zona rayada 5y = u(t = to;0,ug) y entonces la soluciéon que obtene-
mos tomando este dato inicial debe ser la misma que la que teniamos tomando el dato inicial ug.

Por tanto, el equilibrio axial (1,0) es un equilibrio asint6ticamente estable; de esta forma,

lmz(t)=1 y limy(t)=0.

t—o0 t—o00

Notese que las condiciénes del Teorema [L.6.3] implican la no existencia de equilibrios positivos.

Teorema 1.6.4 Sia > D y % < I, entonces

D
lim z(t) = 2" = m y limy(t)=y"=1-—2a"

t—o0 a — D t—o0
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Demostraciéon.- Consideramos la funcion V' dada por

V()= Va0 (0) = 50— 2 =y +a (y— v -y log L),

Claramente

V(x,y)zg(f—fc —y)2+a(y -y -y ng) =0

y V(z,y) > 0 para todos x > x*, y > y*, con lo que V es una funciéon de Lyapunov. Asi,
derivando V' a lo largo de las soluciones de (LT3

1
V= I-z—-y)(—2 —y)+a (y’ — y*gy’)

T T
= —([ —x— DI — Dx — —D
( o y){ . am+:1:y+am+:cy y}

axy yrax .
— Dy — D 1.15
+a{m—|—x Y m+:c+ y} ( )
(I yIDI—D y+a— D
= —(I-z- —Dx—a a -
y /M—xy /m:vy y
X
-y - D 1.16
vaty =) (a2 = D) (1.16)

= —D(I—fv—y)2+a(y—y*)<a . —D)

m-+x

X
= —D(" 4y —x—vy)? —y* - D
(" +y —z—y) +aly y)(am+x )

= D4l alr- ) (ot D) =

Ahora bien, sabemos que

. mD
Tr =
a—D’
con lo que
(a — D)x* =mD entonces az* — Dx* =mD,
de donde

*

T

ar* = D(m+z*) portanto D =a :
m+ x*
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De esta forma, continuamos la cadena de igualdades que dejamos en () como

V= —D(lz—21+y—y' )’ +aly—y") (axmtﬁ)—(itx;;m)
= —D<[~T—x*]—|—[y_y*])Q+&<m+x§?;l+x*)<y_y*><x_x*>

Ahora bien, sabemos que

*

D=a

D
entonces — = .
m + x* x* m + x*

Continuando la cadena de igualdades

Vo= =Dl -2y~ g a2y )
= —D{(fc—w*)2+(y—y*)2+2(w—fc*)(y—y*)—agm?x(fc—x*)(y—y*)}
= —D{(fc—w*)2+(y—y*)2+(2—%7”?:6) (fc—w*)(y—y*)}-

La tltima expresion es de la forma

AX? + BX,Y1 + CYE = H(X1, Y1),

con lo que H(X1,Y)) serd definida positiva si, y s6lo si, A > 0y B? < 4AC. De esta forma,
para que V sea definida negativa debe ocurrir

2 2
<2—3 m ) <4 siysolosi (2—3 m ) < 4.
r*m+x r*m+x

Pues bien, desarrollando el cuadrado tenemos

2 2

a m a m
s —as <y,
x* (m+ ) T*m+x
lo que es equivalente a
a’m? — 4amz*(m + x) a’m? — 4amz*(m + x)

4+

<4 siy soélo si <0,

o (m + z)? ¥ (m + x)2

es decir,

o’m? —dama*(m+1z) <0 siysolosi o’m? < 4ama*(m + z),
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en otras palabras,

<4a*(m+1z) siysolosi —
am T (m X S1 SO10 S1 —_——
Y z*(m+zx)’

o lo que es lo mismo,

« m

r*m+x

< 4.

De esta forma, V"’ sera definida negativa y el resultado estd demostrado.

1.7. Existencia de atractor global.

Consideramos el sistema (L5]) dado por

S0 pr - patt) - a el
d?;_(:) — aU(2(t))y(t) — Dy(t).

En el resto de la seccion denotaremos por u(t = 0) = ug a un dato inicial del sistema (.5). Por
otro lado, denotaremos por u(t;ug) = (x(t;t0), y(t;to)) a una solucion del sistema (LH) y por
S(t) al sistema dindmino (o semigrupo de operadores) definido por

S(t)uo = 5(t) (w0, y0) = (2(t), y(t)) = ull; uo)-

Pues bien, consideramos B C R? un conjunto acotado. De esta forma, existe M > 0 tal que
B C B(0; M), donde B(0; M) denota la bola de centro el origen y radio M en R% Asi, para
todo dato inicial uy = (g, y0) € B, se tiene que |ug|* < M2

Definimos entonces

por tanto,
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Sustituyendo en (L3]) llegamos a

x x
'ty = DI— Dz — + -D
wit) v %wy %xy Y
= DI —-Dx— Dy

= DI — Duw.
Ademés, sabemos que

w(0) = (0) +y(0) = 2o + yo.

Resolviendo el problema de Cauchy

d_w
dt
w(O) = Wy = Xy -+ Yo,

— —Duw+ DI,

tal y como se hizo en la demostracion del Teorema [[L6.1] obtenemos como solucién del mismo

w(t)=Ce™P'+1, C=x9+yo— 1.

De esta manera, como x(t),y(t) > 0,

[Sthuol® = 2*(t) +y*(1)

|2 (t) +y ()

w(t)[?

(Ce Pt 4 1)?

[:1:0+y0 Dt_|_[_[eth}2

= [(zo+yo)e Dt+[(1—e‘Dt)}2§(*)

IN

IA

Ahora bien, usando la conocida desigualdad de Young

2ab < a* + b (1.17)

deducimos que

(a+b)* < a® + [a® + b*] + b? = 2a® + 2%



1.7. EXISTENCIA DE ATRACTOR GLOBAL. 31

Por tanto, de (x) sigue

2

1S(t)uel> < 2(xo + yo)?e P+ 217 (1 — e ")
—_——
<1
< 2ad + )t 42
< AMZe Pt 492
Denotemos
p*i=1+2I%
Como

lim 4M?e 2Pt = 0,

t—o00

entonces, existe Tz > 0 tal que para todo t > Ty, se tiene 4M?e~2Pt < 1; en efecto,

1
AM?e Pt <1 & AM? < ' & log(4M?) < 2Dt < ﬁlog(éle) <t,

por tanto, definimos

1
Ty := — log(4M?).
B 5D Og( )

En resumen, hemos demostrado que existe un compacto, B(0, p), de tal forma que existe Tz > 0
tal que para todo t > T, se tiene |S(t)ug| < p; por tanto, existe un compacto absorbente, con

lo que existe un atractor global que denotaremos por A, en virtud de los resultados presentados
en el Apéndice [Al
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Capitulo 2

Modelo con dos microorganismos.

2.1. Formulacion del modelo matematico.

Trabajaremos en este capitulo con un modelo algo mas sofisticado, un modelo en el que ahora
son dos microorganismos, ¥, ¥, los que compiten por el nutriente, que continua denotéandose
por x.

Teniendo en cuenta dichos cambios, el modelo adquiere la siguiente forma

dx T T

— = DI—-Dx— —

dt v alml +xy1 a2m2 +xy2’

dy:

-~ = —D 2.1
dt L A (2.1)
dys x

=L = - D

dt a2m2+xy2 Y2,

con sus correspondientes condiciones iniciales.
Como en el sistema (L.I3]), las cantidades a1, as representan los ratios maximos especificos de

crecimiento de ambos microorganismos ¥y, ¥, asi como los ratios de consumo de los mismos, y
mq, Mo son las correspondientes constantes de saturacion de consumo del medio.

33
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2.2. Puntos estacionarios o de equilibrio.

En este caso, los equilibrios del sistema (2.1)) vienen dados como las soluciones de

T

DI — Dx —a —a =0
1m1+xy1 2m2+xy2 )
T
- D =0
a1m1+xy1 Y1 )
T
a —D = 0.
2m2+xy2 Y2

Claramente (7,0, 0) es soluciéon inmediata del anterior sistema; otras soluciones no triviales son
(x*,y5,0) vy (z*,0,y5). Ahora bien, cada una de dichas soluciones corresponde al caso en que
s6lo hay un microorganismos, bien y; = y, o bien ys = y, caso ya estudiado en el capitulo
anterior. Para encontrar equilibrios positivos (z*, ¥}, y5) debemos resolver

DI —Dx —a —a = 0,
1m1 +x?/1 2m2 +x?/2
x
aj - D = 0,
mi+x
x
a9 —D = 0.
me +
De la segunda y tercera ecuacion se tiene
x x
a1 =D= a2 )
my+x mo + X

con lo que la primera ecuacién queda

DI — Dz — Dy — Dy, =0, esdecir, I —z—y—y2=0.

De esta forma, los equilibrios positivos se obtienen como solucién del siguiente sistema

I—2"—yi—y, = 0,

ag——D = 0,
my + x*
ZE*
ag——D = 0.
meo + x*
De ahi obtenemos
Dm Dm
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Por tanto, existe equilibrio positivo si, y s6lo si

ay>D, ay>D, >z

En este caso, no es posible escribir una expresion explicita para yj, y3, sino que la tenemos para
la suma.

Definimos ahora las cantidades

mlD ng
! aq —D’ 2 a9 - D

2.3. Analisis de estabilidad.

En esta seccion nos encargaremos de establecer resultados analogos a los Teoremas 6.3y [.6.4,
pero para el modelo (2.1)).

Teorema 2.3.1 Se verifican los siguientes resultados:

(i) Sia; <D parai=1,20a;>D,i=1,2yI <min{\;, A2}, entonces cualquier solucion
de 2.7) satisface
lim z(t) =1, lim y;(¢) =0 y lim yo(t) = 0.
t—00 t—o0 t—o0

(ii) Sia; >D,i=1,2y0< X\ <X <Io0<\ <I <M\, entonces cualquier solucion de
(ZT) con datos iniciales positivos satisface

, mlD
1 t) =
Jim #(t) = 5

= A, lim oy (t) =1— X y lim y,(t) = 0.
t—o00 t—o00
Enelcaso 0 < <A <1 o0o0< )X <1<\, entonces

lim x(t) = Ag, tlirgoyl(t) =0y tlirgoyg(t) =1—X.

t—o00

(iii) Sta; > D,1=1,2y A\ =X = ;?1—%7 entonces

lm z(t) = Ayl (y(8) +2(t) = 1 = A

t—o00
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Demostracion.-

(i) Consideramos la funcion V', dada por V(x,y1,y2) =  + y1 + y2 y denotamos

V()= V(xt), yi(t),ya(t)) = z(t) + y1(t) + va(t);

Claramente, V(0,0,0) =0y V(x,y1,y2) > 0 para z > 0, y; > 0, y2 > 0. Derivando V' a
lo largo de soluciones del sistema, tenemos

VI(t) = a'(t) +51(t) + us(t)

T T T T
— DI — Dz — - -D - D
T T g P gt T P et D
= DI — Dx — Dy, — Dy
= DI =D(x+y + 1)
— DI—DV(¥).

Asi, llegamos a

V'(t) = =DV (t) + DI,

con lo que

V(t)=(V(0)—De P +1,

tal y como vimos en la demostracion del Teorema [LG.Il De esta forma,

t—o00

Como posteriormente veremos que
lim () = 0= lim y(t),
t—o0 t—o0

se tiene

7= Jim V(1) = Jim 1) + Jim yet? Jimgettr Jim o(0),

con lo que habremos acabado.
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Ahora tenemos que distinguir dos situaciones. La primera situacion es la que tiene como
hipotesis a; < D, 1 = 1,2. En este caso, para ¢ = 1, 2, se tiene

dy; T

=ai——yi — Dyi =y
e L

a;xr

—D | <yi(a;—D) <0,
m; +x )_y(a )

gracias a la hipotesis y a que -~ < 1,7 =1,2. De esta forma

yi(t) < Cela=Pt

con lo que

0 < yi(t) < Cela=D1t 5,
cuando t — oo, por lo que
,E?Oyi@) =0, i=12.

Una segunda situacion es aquella en que las hipotesis son a; > D y I < min{A;, \»}. En
este caso sabemos que existen equilibrios positivos si, y sélo si, se verifican

a; >D 'y I>min{\, Ao} (2.2)

y sabemos que

con lo que

Como ya demostramos que

VI(t) = D(I =V (1)),

debemos considerar dos zonas de estudio en este caso, tal y como se muestra en la si-
guiente figura.
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(y1(t), y2(1))

Figura 2.1: Distincién de zonas.

En la zona rayada, se verifica

V(t) = {L‘(t) + yl(t) + yg(t) > ],

con lo que V' < 0, por tanto V' es definida negativa en tal zona. Gracias a que, ademas,
no se verifica (2.2)), no existiran equilibrios positivos, por lo que, como

T () + y1(t) + 2 ()] = 1.

obligatoriamente las soluciones que comienzan con un dato inicial en la zona rayada, con-
vergen al equilibrio axial (1,0,0).

Por otra parte, en la zona punteada partimos de datos iniciales (zg, y10, y20) verificando
o + Y10 + Y20 < I, de donde deducimos que xy < I; pero sabemos que

con lo que se tiene

zo < I <
0 _ai_Da
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ahora bien, para ¢ = 1, 2, se tiene

Zo

/
(0) = gy ————
yz() almﬂrxo

T
Yoi — Dyoi = Yoi [ai 0 D} .
m; + X

Por otro lado, para ¢« = 1, 2, tenemos

aiio — D <0 siysolosi axg < D(m;+ xg),
m; +ZL‘0

es decir,

a;xg < Dm; 4+ Dxy, siysolosi (a; — D)xg < Dm;,

lo que es equivalente a

y ésto se verifica.

Asi, llegamos a y;(0) < 0,7 = 1,2, con lo que y;, i = 1,2, comienza decreciendo, luego
la suma y; + yo también decrece; en conclusion, si el dato inicial se encuentra en la zona
punteada, la soluciéon converge al equilibrio axial (I, 0,0), pues en caso de crecer y atrave-
sar la zona rayada, nos reduciriamos al caso previamente estudiado. Conviene notar que
este argumento esta basado sélidamente en la unicidad de soluciéon del sistema. En efecto,
si comienzo con un dato inicial ug en la zona punteada y la solucién atraviesa la zona
rayada, la solucion que comenzd en ugy se encuentra ahora, tras un tiempo ¢, en lo que
puede tomarse como dato inicial para la zona rayada Sy = u(t = t9;0,ug) y entonces la
solucion que obtenemos tomando este dato inicial debe ser la misma que la que teniamos
tomando el dato inicial wuyg.

Por tanto, el equilibrio axial (7,0,0) es un equilibrio asintéticamente estable y de esta
forma,

lmaz(t)=1 vy tlgglo yi(t) =0= tlgglo ya(t).

t—o00

(ii) En este caso, para i = 1,2, se tiene

T T m; +x T m; D

i——Yi — Dy; = a;———y; — D i = (a; — D i — i =
am,~+xy Y am,~+:py mi+:py (a )mi+xy mi+xy
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— (a; — D)mii i — (ai - D)>\,~7myjr - = (o - D)mii —yi — miDWy_iF - =
= (a; — D) {mli YT )\imiyjr x} = (a; — D);;ﬁ;%-
Asi, 2.1) queda
dx
pr = DI —- Dz — alml +xy1 — a2m2 +fo2>
B~ @-Din 23
% = (as — D):lz__:\;yz.

Consideramos la funciéon de Lyapunov V', dada por

e
V(t) = V(x(t), yi(t), y2(t)) = — Ay — A log o ta (y1 -y —y; log ?) + oo,
1 1

con ¢; =

) Y

D7

Por tanto,

1
L 1
Vit) = o =Mt (yi — yi‘;yi) + Cotfh

pe
T — N\ DI D T
— —_ Tr—a — Q
T 1m1+:1:y1 2m2+x
yi T =N\
— 24 —D
+Cl( y1)<a1 )m1+xy1+62y2<a2 )m +:c
T — M\ T
= DI — Dx — —
T { ’ alml—l—xyl 2m2+x }
Y1 — Yy T — N\
- D D
“+cq M (CLl )m T y{+ 02y2<a2 )m2+x
l‘—>\1 —>\1 ZL‘—>\2
= DI — Dz) — —
T ( a:) a1m1+:cy1 azmg—i—xyz
+ SL’—)\l *SL’—)\1+ .T—)\Q
a —a a
1y1m1+x 1y1m1+x 2m2+xy2
l‘—>\1 l‘—)\l )\1—)\2
= DI — Dz) — ayy}
T ( a:) a1y1m1+x+ 2m2+:cy2

D(I —x ¥ Al — A
= (ZL‘—)q){ ( >—(1,1 it }*Faggyg.

mo +
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Consideramos ahora el equilibrio (z* = A1, 47, 0). Por (2.3)), entonces

dx T T
— =DJ] — Dz — —
dt @ my + :Eyl = meo +

Y2,
xT

y evaluando en el equilibrio,

dz* z* z* 0
dt vl my + x* Y1 Mo + 2%

es decir,
d\ A1 A1
—— =DI—D) —a;———y 0=D(—)\)— T
dt ! alml—i-)\lyl < ( 1) a1m1+)\1y1,
de donde
A1
=D -\
al,’n1 _'_)\13/1 ( 1>7
o equivalentemente,
my + A\q
=D -\
yl ( 1) al)\l
Con esto, el término
DI —=z) . yr _ DI —z)  D(I = X\)(mi+ A\)
T 1m1+x xT )\1(m1+l‘)
Az(my + x)
D
= ——{(I—x)A —x(l — X\ A
Nz 1) {(I =)\ (mq + ) — 2( 1)(m1 + A1)}
D
= — M/ — —A —xl
Alx(m1+x){ Imy + M7 — Myemy — Mjzw — xlmy
—ZEX] 4 2t + e}
D
= ——{—-mil(x— X)) — A —A
Alx(ml—i—x){ mil(z 1) 12(z 1)}
D(ZL‘ — )\1)

{m1[ — )\11’} .

~Am(my + 2)

41
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Asi,

Dz — )\)? Al — A
(= ) {mil + Mz} + ay : 2?/2§0,

V() = - A
®) Az(my + x) mo + T

pues A\; < Ao. De esta forma, V' es semidefinida negativa. A continuacion vamos a de-
mostrar que

M :=A{(z" = A, 91, 0)}

es el mayor conjunto invariante de
E = {(.I‘* = )\1,y1,0), Y1 Z 0}

Ya(t)

yi ()

)\1 = .. : L 4 E

Figura 2.2: Conjuntos M y E.

Consideramos el conjunto E definido previamente. Ahora bien, dicho conjunto es real-
mente

E = {(l’* - Alaylao)a U Z 0}
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Por otro lado

A1
" .= DI — D)\ — a;————110.
T g 1 a1m1+)\1y10
Por tanto,
2| =0 siysolosi DI — D\ —QL =0
E y 1 lml +)\1y10 )
o lo que es lo mismo
At . . D(my+ M) = \)
DI—-—X\)=a1————— si y solo si ,
( 1) 1m1 +>\1y10 y Y

y esto ocurre si y s6lo si yi19 = y;. Esto quiere decir (obsérvese Figura[2.2) que si empiezo
con un dato inicial distinto de y}, me salgo del conjunto E (este caso es el que reflejan las
trayectorias punteadas en la Figura[2.2), con lo que el conjunto M anteriormente definido
es el mayor subconjunto invariante de E.

En conclusion, (z*,y7,0) es asintoticamente estable, gracias a una consecuencia del Teo-
rema de La Salle (véase 77).

Notar que la demostracion de la segunda parte es exactamente la misma, intercambiando
los papeles de A y As.

(iii) Extendiendo la funcién de Lyapunov usada en el Teorema [[.6.4] consideramos

V(t)=V(xt),5(t),y2(t) = %(1 —r—y -y ta) (yi —y; —y; log z—) :

i=1 i

Ademaés,

2
V(e yrye) = S -2 —yl—yz)2+a2(yi—yi—yilogf)
i=1 i
1 * * *\2 ]' * * * *\ 2
= 5(1—96 -y — ) =§(y1+y2—y1—y2) = 0.

Ademas, V(x,y1,y2) > 0 para = > z*, y; > vy}, y2 > y;. Asi, derivando V' a lo largo de
soluciones de (21) y procediendo como en el Teorema [[6.4] tenemos
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V'(t)

Ahora bien, sabemos que \; =

= (U-2—yp—p)(-2' -y -y +O‘Z( - y)

s xXr s
= ([ —2z—vy; — —-DI+D D
( T — 1 yg)( + ZE+W+W+

CAPITULO 2. MODELO CON DOS MICROORGANISMOS.

Yi

= (I—z—y—p) (-2 — 1 — 1) +aZ T

=1 )'U{

= ([—z—y — —DI+D
( T = ?/2)( + x+a1m1+xy1+a2m2+xy2
T — A\ T — Ao
D — D —
HD =) 2=y (D=0 T2 )
-\ T — N\
7 _ * Z_D 7 .
+az< ml+:cy i la )mi+x%>
SL’—)\l
= ([ —z— DI+ Dx+a +
( Y1 )( 1 ) xy1 2 T Y2 m1+xy1
ZL‘—>\1 ZL‘—>\2 ZL‘—>\2
—a —a
1m1+x ma + b2 ? 2+$2
-\ T — N\
7 _ * Z_D 7
+az< ml+:cy i (a )mi+x)

.T_)\Q A
Y1+ as

A x x
1 2 _—
me + & alml—i—x am2+xy2 /_alml—l—xyl a2m2+:cy2)
2
ra X {0~ DI = )
i=1 !

mi%, 1 =1, 2, por tanto

D n _ 1 _ Ao A1 La A
m1+:cy1 2+:1:y2 m1+:cy1 m2+:cy2 1m1+ n 2m2—|—xy2
)\1 )\2
= D + + (a1 — D + (as — D
1+£Ey1 + g2+ (o ) 1+£Ey1 (a2 ) 2+$y2

T m; D
D ; i — D ’ i
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2

T m,;
- D i+ D ;
2
T+ D
= D i
Yy
= Dy +yal-

Entonces

2

Vo= (I_x_yl_yQ)(_DI+Dx+D[y1+y2])+O‘Z{(?/i—y;)(ai—D)x_)\i}.

i=1

Nos centramos en la expresion

oy <y@-—y:><ai—D>x‘A"}

P m; +x m; +
2 T Dm,;
- i ! z_D — \Yi — ! z_D 0= D
Oz; (s = yi) @i = D) = (i = y)(a )mz+x}
2
= «
; m; + x (a;—D)(m; + x)
2
W x — Dx — Dm;
= Ozz (vi — v7) M+ z }

s (yi_y;)[ @z Dz Dm, ai—D]}

m;+xr m;+x m;+xa;—D

’F)[ a Da (ai—D)x*}}

mi+x mi+x m; +x

{

{

o ]
{00 - D1 = - a7
{

{

{

{

(ys — y?) (@ — 27) 2 D} = (%).

m; +x
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Ahora bien,
a;m; Qa;1m;
a; — D - S ap— — =
m; + m; + o iD
a;my; a;my;
S a;— D T DymD & @i~ D= Do ©
a;—D a;—D
Py
& oa; — e & @ —D=a;— DV
a;—D
por tanto se tiene
;1
a; — D = ,
m; + x*

con lo que enlazando con la cadena de igualdades (*)

2
* * il
(*)_aizl{(yi_yi)(x x)(ml+x)(ml+$*)}
Por lo tanto, (x) quedara

—D(I—fv—yl—yz)2+a2{(yi—yf)(x—x*) il }

— (m; + ) (m; + x¥)

De esta forma

k
T oo
a;m;g a .
mi+$* (A (A
m; +x*  x* a; D
— & —:
a; D m; +x*  x*
entonces
aq D a9
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Asi
— DI —2—y — Ny —
(I —z—y1— 1) +azmz+x:€* — ") (i — v;)
2
_ 5 oD my # X
= DU -z-yp—p)+ Zmi+x(af—x )(yi — y7)
_ —D(—I+x+y1+y2)2+aDZ T — Yy — o)
T* m; +x !
= —D(—2"—yi—ptr+yi+y) + Z o (x —2")(yi — ;)
* m; +x !
5 aD m; .
= —D{lx-a)+Wm+p—v -1} +— Zmﬁx(fc—x)(y@—yz)
- es mondtona creciente como funcién de m; y es decreciente como funcién de
x, siendo
0< M <1, Wm;>0,2>0
m; +x

entonces se obtiene

—Dl(z—2)+ i +yp—yi—y) <V < —Dlz—2)+ W+ —y—u)
aD . .
t— (x—2") (1 +y2 — yi — ¥3)-

Nos preguntamos ahora si la expresion

aD

D[z —z)+ W+ —yi—p) +—@— ")y +y2—y —v5)

es definida negativa, con lo que se tendria V' < 0; ahora bien,

—D|

=)+ (g =y =)+ — (@ =)y -yl - )
= —D|(x
o

(
*\ 2 * *\ 2
(& =2 + (1 +y2 — yi — 3)
“(y1+ye—yi —y3) F2(x — ) (Y1 +y2 —yp — yé‘)]

e
* * a * * *
= —Di(z—2")+(p+y— yl—yz)2+(2—;)(x—x)(y1+yz—y1—y2)]-
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Si demostramos que (A) es definido positivo, con

(A) = [z =)+t pe —vi =)+ (2= =) (0 =)o + 12— vl — i)

ya habremos acabado; pero gracias a la demostracion del Teorema [[.6.4] sabemos que si
a € [O, i’ln_lg), (A) es definido positivo. Por tanto, V' es definida negativa a lo largo de
soluciones de (2.1)) y concluimos la demostracion.

2.4. Existencia de atractor global.

Consideramos el sistema (2.I]) dado por

dx T T

— = DI—Dx— —

dt v alml—l—xyl a2m2+:cy2’
dyy T

-~ = - D

di a1m1+xy1 Y1,

dys x

=2 = — Dys.

dt etz TP

En el resto de la seccién denotaremos por ug = (%o, Y10, Y20) @ un dato inicial del sistema (2.1).
Por otro lado, denotaremos por u(t) = (z(t),y1(t), y2(t)) a una solucion del sistema (2] y por
S(t) al sistema dindmino (o semigrupo de operadores) definido por

S(t)ug = S(t)(x0, Y10, Y20) = (x(t), y1(t), y2(t)) = u(t; uo).

Pues bien, consideramos B C R3 un conjunto acotado. De esta forma, existe M > 0 tal que
B C B(0; M), donde B(0; M) denota la bola de centro el origen y radio M en R3. Asi, para
todo dato inicial uy = (g, y10, y20) € B, se tiene que |ug|> < M2

Definimos entonces

w(t) == x(t) + yu(t) + y2(t);

por tanto,

w'(t) = 2'(t) + yi (1) + ya(t).
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Sustituyendo lo que tenemos en (2.]]) llegamos a

xr xr xr xr
'ty = DI— Dx— — - D - D
v P T g B P R = D

= DI —Dx— Dy, — Dy, = DI — Dw.
Ademés, sabemos que

w(0) = 2(0) +y1(0) + y2(0) = w0 + Y10 + Y20

Resolviendo el problema de Cauchy

dw
dt
w(0) = wy=xo+ Y10 + Yoo,

= —Dw+ DI,

tal y como se hizo en la demostracion de Teorema [[L6.1] obtenemos como solucién del mismo

w(t) =Ce P +1, C=u0+y10+yx—1I.
De esta manera, como x(t),y(t), y2(t) > 0,

[S(thuol* = () +yi(t) + y3(t)

< el +m(t) + )

= |w(®)”

< (Ce Pt 41)?

= [(370 + 10+ y0)e P+ T — feth}z

= [(I‘O + Y10 + yzo)G_Dt + I (1 - G_Dt):|2

S 2(1‘0 + Y10 + y20)2672Dt + 2]2 (1 — eiDt)z S .
———

<1

Por otro lado,

(2o + Y10 + Y20)® = 378 + y%o + ygo + 2y10Y20 + 220Y10 + 2T0Y20
< (2ab < a® + %) < @+ iy + yao + Yio + Yo + To + Yo + 25 + Yo
= 3(zg + yio + ¥30) = 3|(@0, y10, y20)[*-
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Por tanto,
IS()uol> < 6](z0, Y10, yoo)| e 2P + 217
< 6MZe2Pt 4 212
Denotando
p* =1+ 2%
€Oomo

lfim 6M?%e 2Pt = 0,

t—o00

entonces, existe Tz > 0 tal que para todo t > T}, se tiene 6M?e~2P* < 1. En efecto,

1
6M?%e 2Pt <1 & 6M? <! & log(6M?) < 2Dt < ﬁlog(6M2) <t,

por tanto, definimos

1
Ty = —1 M?).
5= 55 og(6M*)

En resumen, hemos demostrado que existe un compacto, B(0, p), de tal forma que existe Tz > 0
tal que para todo t > T, se tiene |S(t)ug| < p; por tanto, existe un compacto absorbente, con
lo que existe un atractor global que denotaremos por A.



Capitulo 3

Modelo con crecimiento en pared.

3.1. Formulacion del modelo matematico.

Hasta ahora hemos estudiado modelos que sélo tenfan en cuenta el crecimiento de un micro-
organismo, o bien la competiciéon de dos de ellos, pero todo ello teniendo lugar en el medio
de cultivo o medio de crecimiento. Sin embargo, es frecuente que los microorganismos no sélo
crezcan en el medio de crecimiento, sino que también lo hagan en las paredes del recipiente que
los contiene. Esto es debido bien a la habilidad de los microorganismos para adherirse a las
paredes del recipiente, o bien a que el ratio de flujo no es suficientemente rapido para limpiar
y eliminar estos microorganismos del sistema. Naturalmente, podemos considerar la poblaciéon
consumidora y(t) como un conjunto de dos categorias de poblaciones, una en el medio de creci-
miento, denotada por y;(t), y la otra sobre las paredes del recipiente, denotada por ys(t). Estos
individuos pueden cambiar de categoria en cualquier momento, es decir, los microorganismos
sobre la pared pueden elegir pasar al medio de crecimiento o la biomasa del medio puede preferir
adherirse a las paredes.

Sean r; y ro los ratios con los que las especies se adhieren o se despegan de las paredes, res-
pectivamente, entonces r1y;(t) y moyo(t) representan los correspondientes términos de especies
que cambian su categoria. Asumimos que el nutriente esté distribuido de manera equitativa a
ambas categorias, ademaés se asume también que ambas categorias consumen la misma cantidad
de nutriente y con el mismo ratio.

Cuando el ratio de flujo es bajo, los organismos pueden morir de forma natural antes de ser
eliminados del sistema, con lo que la limpieza del sistema no es el principal factor de mortali-
dad. Denotamos por v(> 0) al coeficiente de mortalidad colectiva de y(t), que representa todos
los factores anteriormente mencionados, tales como enfermedades, edades, etc. Por otro lado,

51



52 CAPITULO 3. MODELO CON CRECIMIENTO EN PARED.

cuando el ratio de flujo es bajo, la biomasa muerta no se elimina del sistema inmediatamente
y esta sujeta a descomposicién bacteriana, lo que a su vez conduce a la regeneracion del nu-
triente. No se espera que el 100 % de la biomasa sea reciclada, sino s6lamente una fraccion que
denotaremos por b € (0, 1).

Cuando I y D son ambas constantes y no hay retardos en el sistema, como es el caso, el
modelo que se presenta a continuacion describe la dinamica de quimiostatos con crecimiento en
pared. Observemos que solo y;(t) contribuye al material reciclado de la biomasa muerta en el
medio. Ademas, como los microorganismos adheridos a la pared no se limpian del sistema, el
término —Dys(t) no se incluye en la ecuacion que representa el crecimiento de y»(t). Todos los
pardametros son los mismos que aparecen en ([LH), es decir, el modelo con un microorganismo
que estudiamos en el Capitulo 1, a diferencia de que 0 < ¢ < a reemplaza a a como el ratio de
crecimiento de las especies consumidoras!. De esta forma, obtenemos el siguiente modelo

dx

&~ DI-Daz- - b

dt R am+:cy2+ oL

dy:

N~ 4D - 3.1
dt (v D)y eomm i = ra o+ 1 (3.1)
i = —Vystc Ty =T

dt 2Ty + g2 T YL Tk

3.2. Puntos estacionarios o de equilibrio.

En este caso, los equilibrios del sistema (3.1) vienen dados por las soluciones de

x
DI — Dz — . by, = 0,
z am_'_x?/l am+x92+ vy
— D — =0 3.2
(v+ )y1+cm+xy1 T1Yy1 + T2lYs ) (3.2)
VY2 + ¢ Yo + 1y —12y2 = 0.
m-+x

Claramente (7,0,0) es soluciéon inmediata del sistema. Sin embargo, si intentamos seguir los
pasos que llevamos a cabo a la hora de estudiar los puntos de equilibrio de (3.1]), el modelo con
dos microorganismos del Capitulo 2, y buscamos equilibrios de la forma (z*,y7,0) o (z*,0,y3),
nos damos cuenta de que, en este caso, tales equilibrios no son posibles. Veamos una explicacion
de este hecho.

Supongamos que, por ejemplo, y» = 0, entonces de la tercera ecuacion del sistema (3.2) tenemos
r1y; = 0, siendo r; > 0, con lo que se deduce que y; = 0 y, por tanto, x = I; en resumen,

I'Notemos que hemos unificado las constantes respecto al modelo estudiado en el Capitulo 2, modelo con dos
microorganismos, para hacer més sencillo el estudio del mismo de aqui en adelante.
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obtenemos el equilibrio (7, 0,0).

Si, por el contrario, tenemos y; = 0, de la segunda ecuacion del sistema (3.2)) tenemos 5y, = 0,
siendo r5 > 0, con lo que se deduce que yo = 0 y, por tanto, x = I; en resument, volvemos a
obtener el equilibrio (7,0,0).

Por tanto, ademas del equilibrio trivial (7,0,0) lo que debemos buscar ahora son equilibrios
positivos. Sin embargo, antes de continuar, vamos a realizar un cambio de variables en el sistema
B.1), que viene dado por

_ @)
yi(t) +ya(t)
Asi, el sistema resultante es el siguiente

2(t) = yu(t) + ya(t).

dx

— = DI—Dx—a z+ braz,

dt m+x

d

d_i = —vz— Dozz+cm+xz, (3.3)
d

d—(: = —Da(l—a)—rea+ry(l—a).

En efecto, es trivial la primera ecuacién que se obtiene tras el cambio. En cuanto a la segunda

2=+
X

= —vy— Dy +c Y1 — Iy + Tayr — VY2 + C Y2 + IyT — To¥z
m-+x m—+x

= — —D

v(y1 + y2) y1+6m+x(y1+y2)

= —vz—Dy+c v z.

m

Ahora bien, por definicién de «, se tiene

y1 = alyr + y2) = az,

por tanto, se deduce que
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Finalmente, para la tercera ecuaciéon

r ( hn ),
(8% e
Y1+ Y2

Yi(yr +v2) —yi(yh +y3)
(y1 + 12)?
Y+ Y1y — Y — Yis
(Y1 +y2)?
Yiy2 — Y1vh
(y1 +12)?

Por otro lado

Y1Y2 — T1Y1Y2 + T2y§>

viye = —(v+D)yiy2+c
X
m-+x

m+x

—Y1Yy = VY2l —C Yoy1 — Tyt + T2y2yi.

De aqui, como

, YiY2 — 1Yy
o ==
(y1 + y2)
se tiene

yiye — nys = (y1 4 y2)%a,

con lo que

(1 +92)°’ = —Duyryo — ri(y1y2 + y7) + r2(y3 + yaur)-
En conclusion
. Y1Y2 1Yz + Y3 Y5 + Yot
o =-D S5 — T 5+ 72 >
(y1 +12) (1 +12) (y1 +y2)
Ahora bien
al—a) = U <L_ Y1 ): Mmoo Y _ b
Y1 + Yo Y1 + Yo Y+ Y2y1 + Y2 Y1 + Yo
e tyt _ oyletm) oy
(Y1 +y2)? (i + )2 ity 7

y3 + Yol et Y2

LL 2TTEYL = = =1 Q.
(Y1 + y2)? (i + ) Ty
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Con todos los calculos realizados previamente llegamos a la ecuacion diferencial para a

o =—Da(l —a)—ra+rnr(l—a),
tal y como nosotros queriamos, quedando asf justificadas cada una de las ecuaciones que forman

el sistema (B.3]).

Para cualesquiera soluciones positivas y1, yo de ([B.3]) se tiene 0 < «(t) < 1, por la propia
definicion de «, para todo t. Ademas

o = [-Da(l —a) —ra+ry

(1
| = [-Da(l —a) —ria+ry(l —

:T2>O,
=—-—r; <0.

a)l ‘a:O
)|,

a=1

En consecuencia, el intervalo (0, 1) es una region positivamente invariante para «a(t).

Por otro lado, la ecuacion que verifica « es independiente de x y de z y sus puntos de equilibrio
son las soluciones de la siguiente ecuacion de segundo grado

—Da(l —a) —ra+ry(l —a) =0,
es decir,

Do’ + (=ry = D —r)a+1ry =0,

y que resulta ser

D+ri4ryE\/(D+ri+19)%—4Dry

2D ’
donde o denota la eleccion de signo positivo en el numerador y o la eleccion de signo negativo.
Antes de continuar veamos que a* es la tnica de las dos raices que pertenece al intervalo (0, 1)
y que o es mayor que 1. En efecto,

* —_—
ai_

(D + 1y +19)* —4Dry = D* + 72 +r2 — 2ri7y + 2Dry + 2Dry — 4Dry

= D? 4724724 2rry +2Dry — 2Dry > D? + 12 + 12 4 2ryry — 2Dry — 2Dy
1T 73 1T 73

= (D= (r1+712))* = (D —r —r)?

con lo que

VD +71+79)2—4Dry > /(D — 1 — 19)2 = \/(r1 + 15 — D)2,



56 CAPITULO 3. MODELO CON CRECIMIENTO EN PARED.

de donde se deduce

\/(D+T1+T2)2—4DT‘2> \/(T‘1+T‘2—D)2:T1+T2—D,

obteniendo

—\/(D+T‘1+T‘2)2—4DT2<—(T‘1+T‘2—D):D—T‘1—T2,

es decir

D4ri4+ry—/(D+ri+1)2—4Dry < D471y +ry+ D — 1y — 1y = 2D.

En consecuencia

. D+ritr— V(D + 7y +19)2 — 4Dry - 2D
- 2D 2D
Ahora demostraremos que o es mayor que 1. En efecto,

1.

(0%

\/(D+T1+7’2)2—4DT2<\/(D+T1+7’2>2:D+7’1+7’2,

de donde se deduce

—\/(D+T‘1+T2)2—4DT2>—D—T‘l—TQ,

llegando a

D+T1+T2—\/(D+T1+T2)2—4DT2>D+T1+T2—D—T1—T‘2:0.

En consecuencia,

Que ax, > 1 se deduce inmediatamente pues

D+7’1+7’2—|—\/(D—|—T1+7’2)2—4D7’2
2D

> 1siysolosi \/(D+r41y)2—4Dry > D—r —179,
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lo que es equivalente a

(D+T1+T2)2 —4D7"2 > (D—T‘l —T2)2
y esto es cierto.

De aqui en adelante notaremos a* a la elecciéon negativa, es decir, denotaremos asi a a* . A con-
tinuacion veamos que a(t) — a* cuando t — 400 y, por tanto, a* es asintoticamente estable.

En efecto, a(t) verifica la ecuacion diferencial ordinaria

d(t) = —Da(l—a)—ria+mr(l—a)
= —Da+ Da? —ria+ 1y — ro

= Da? — (D41 +ry)a+rs.

A continuacion, utilizando el cambio a(t) = a* + 1/2(t), ya que a* es solucién, obtenemos

2(t)=(D+ry+ry—2Da*)z — D,
que tiene como solucion

D

(D+r1+r272Da*)tC + )
D+ry+ry—2Da*

zZ =€

Deshaciendo el cambio inicial obtenemos

D+ri+ry—2Da*
(D + ry + 1 — 2Da*)CeD+ri+r:=2Da")t L D

y tomando «a(t) = a* se deduce que

alt) =a +

77 pu—
~vCe™ + D

por tanto, como v # 0, es claro que t* = 400, donde t* denota el instante de tiempo para el
que se alcanza o*.

0, donde~y =D +ry+ry—2Da",

Sustituyendo « por o* en el sistema (B.3]) tras eliminar la tercera ecuacion del mismo tenemos

d
2 DI—Dr—a—2 z 4+ bva*z,
dt m+x
d
° = —uz-Da‘z+te Z. (3.4)

% m-+x
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Los equilibrios del sistema (B.4]) vienen dados por la solucion de

*

DI — Dz* —a X+ bva*zt = 0,
m + x*
v~ Datr e = 0. (3.5)
m + x*

De la segunda ecuacion de ([3.5) obtenemos

(—V—Da*+c ’ )z*:().

m+ x*
Ahora bien, por definicion de «(t) y z(t), z* = 0 no puede ser solucion del sistema ([3.5), con lo
que

*

x
—v—Da"+c¢ =0,
m+ ¥
0, en otras palabras,
™ v+ Da”
m+ c

De aqui podemos obtener la expresion explicitica de z*

z* v+ Da*
g = S et =mrv+mDa* + vt + Dafrt &
m4+x c

& (Da*+v—c)z"+mv+mDa* =0 < (¢c—v— Da")z" =m(v+ Da”),

es decir

o= Myt D) (3.6)

c—v— Da*

Por otro lado

DI — Dz* + z* (—a a + bl/a*) =0,
m + x*
0, lo que es lo mismo,
DI — Dx*
zt = x—x (3.7)
s — bra*

De esta forma hemos obtenido el equilibrio del sistema (3.4]) y observando las expresiones
obtenidas es claro que, para que existan equilibrios positivos, se deben verificar

*

X

v+Da"<c y (I—x*)(a —bl/a*)>0,

m + x*
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0, equivalentemente,

v+Da*<c y (I—2z% (a v bua*) > 0. (3.8)

3.3. Analisis de estabilidad.

Estudiaremos en esta secciéon la estabilidad de los puntos de equilibrio obtenidos en la seccion
previa. Recogemos toda la informacion en el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.1 Se verifican los siguientes resultados:

(i) Si v+ Da* > ¢, entonces el equilibrio azial (I,0) del sistema ([3.4]) es globalmente asin-
toticamente estable, es decir, cualquier solucion de [B.4]) satisface

lim z(t) =1, Um (y1(¢) + y2(¢)) = Um 2(¢) = 0.
t—00 t—00 t—o0

(ii)) Si v+ Da* < ¢, D—c+az* >0 ya* < I, entonces el equilibrio positivo (x*,z*) del
sistema ([3.4) es globalmente asintdticamente estable, es decir, cualquier solucion de (3.4)
satisface

lim z(t) = %, lm (yi(t) + y2(t)) = lim z(¢) = 2".
t—o0 t—o0

t—o00

Demostracion.-

(i) Consideremos la segunda ecuacion del sistema (3.4])

d
_’Z:—yz—Da*z+c v z:—(u+Da*—c ‘ )Z
dt m+x m+x

Sabemos que

x x
<1, entonces —c
m—+x

De esta forma, se tiene

>v—Da* —ec.

T
v+ Do —c
m-+x
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Asi, como v + Da* > ¢, se tiene v + Da* — ¢ > 0, con lo que

v+ Da* —c >v—Da*—c¢>0.

m—+x

Se obtiene por tanto

dz x
== Do* —
o (y—i— a" —c )<O,

lo que implica que z es decreciente; ademas, z(t) = y1(t) + yo(t) > 0, por lo que
lim (y1(t) 4+ y2(t)) = lim z(¢) = 0.
t—00 t—00

Por otro lado, usando la primera ecuacion del sistema (3.4)) se tiene

o pe—a

z +brva*z.
dt m-+x

Ahora bien, dado € > 0, existe T" > 0 tal que Vt > T se verifica que

‘ (—aﬂ + bua*) z(t)‘ <e.

m + x(t)

Entonces consideramos

d_:c <DI—Dx+¢e, Vt>T,
dt
lo que nos da
2(t) < #(T)e Pt + (1 v %)
y de
d
d—f > DI —Dx +¢
se deduce
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Entonces

, 3 15

y como € > 0 es arbitrario, tenemos

lim z(t) = 1.

t— 00

Para llevar a cabo el estudio de la estabilidad del equilibrio positivo (z*, z*) vamos a
reescribir el sistema (3.4]), usando (3.0]), como sigue

*

X i

dz (2 ) _az*( _ )+bua*(z—z*),

-~ — _D Dax* —
7 T+ Dz am+x

m-+x m + x*

dz T z*

— = — . 3.9
dt Cz(m+x m+x*> (3.9)

En efecto, partimos de (B.3]), es decir

*

DI — Dz* —a X +bva*zt = 0,
m + x*
* * %k x* *
—vzt — Doz +c 25 = 0.
m + x*

De la primera ecuacién se tiene

*

DI =Dx*+a

2 — brva*
m + x* ’

con lo que, sustituyendo en la primera de las ecuaciones, se obtiene

dx z*
= Dz*+a 2 —bva*z* — Dx —a

— bva™z.
dt m + x* erxZ+ vz

Sumando y restando
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se tiene
— = —Dz+Dzx*+a Z+a Zf—a 2 —bva*z —a z 4+ brva*z
dt m + x* m-+x m-+zx
T x*
= —Dx+Dz"—a (z—2") —az" ( — ) +bva(z — 2%).
m-+x m-+x m + x*

Por otro lado

* *

x x
—v—Da"+c¢ =0, entonces —v—Da"=-c——,
m + x* m + z*

con lo que sustituyendo en la segunda ecuaciéon tenemos

dz x x
— = —vz—Da*z+c z=z(—v—Da*)+c
dt m—+x m—+x

x* T T x*
= z| —c +c Z =Ccx — .
( m—l—x*) m-+x (m+:c m+x*)

Asi, queda justificada la escritura del sistema (3.9) y continuamos con el estudio de la
estabilidad del equilibrio positivo (z*, z*).

z

Consideramos la funciéon V' dada por

V(t)=V(x(t),2(t) =2 — 2" 4+ log z — log 2*.

Claramente V(z*,2*) = 0y V(z,2) > 0, para todo z > z*, z > z*. Derivando V" a lo
largo de las soluciones del sistema (3.9), se tiene

/

V'(t) = (x—a2"+logz—logz*) =o' + z
2

= —D@x—-2")—a ’ (z—z*)—az*( S )+
m—+x m+x m+x*

+bya*(z—z*)+c< ’ ’ )

m+:c_m—|—x*

T

_ —D(gj—x*)—am+x(z—z*)—(az*—c)( - )+bm*<z—z*)

. —D(x—x*)Jr(c—az*)( T )—(a & —bua*)(z—z*)

m-+x m + x*

< —D(x—x*)Jr(c—az*)( v )—(a v —bya*)(z—z*),

m-+x m + x*
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donde la tltima desigualdad se tiene gracias a que la funciéon de consumo es monétona
creciente.

Ahora bien, si ¢ — az* < 0, continuando la cadena anterior se tiene

m—+x m + x* m + x*

Vi) < —D(x—x*)+(c—a2*)( v )—(a v —bya*) (2 — 2%

*

T

< —D(x—2a")— (a - bya*) (z—2") <0,

m+ x*
pues, gracias a la hipotesis z* < I, de (3.8)) se deduce

*

T

a —bra™ >0,

m + x*

con lo que V es definida negativa.

En caso contrario, es decir, si ¢ — az* > 0, como

De esta forma, se tiene

Vi) < —D(:c—:c*)—l—(c—az*)( v )—(a v —bua*) (= 2*)

m+xr m+x* m + r*

- bua*) (2 — 2

Xz

< —D@—2)+(c—az")(z—2a") — (am .

x
- (D — * k) - * ok
( c+az")(x —z") (am+x bya)(z z%)
:E*
< _ _ * _ * _ _ * _ *
< —(D—-c+az")(x—2a") <am+x* bra ) (z—2%) <0,

gracias a las hipdtesis. Por tanto, en este caso también se tiene que V' es definida negativa.
En conclusion, el equilibrio positivo (z*, 2*) es globalmente asintoticamente estable.

[ |
Vamos a dar a continuacion otro resultado equivalente a la parte (ii) del Teorema [331] donde
demostramos que el equilibrio positivo (z*, 2*) es asintéticamente estable con técnicas més so-
fisticadas, basadas en el uso de funcionales de Lyapunov, lo que nos permite reducir el nimero
de hipotesis respecto de la referencia que tenemos como guia [1] en esta parte del estudio.
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Teorema 3.3.2 Supongamos que v+ Da* < ¢ yx* < I. Entonces, el equilibrio positivo (z*, z*)
es globalmente asintoticamente estable.

Demostraciéon.- Partimos del sistema

T x*

(z—z*)—az*( - )—i—bua*(z—z*),

d
A —Dx+ Dz* —a

E m—+x m—+x m + x*

dz T x*
— = — ) 3.10
dt “ (m+:c m—l—x*) (3.10)

cuya justificacion ya quedd realizada en la demostracion del Teorema [3.3.1l A continuacion,
consideramos el siguiente cambios de variables

z(t) = x(t) —z"
t
Z(t) = log ﬁ (3.11)
z
UML) == U(-+a*) —U(").
De esta manera, el sistema (B.10) quedara reescrito como
fl—f = —Dz(t)—a ((7(5) + U(x*)) 2z (ez -1) - az*U(F) + bva*z* (ez -1),
dz o
2T S EPU(T). 12
o 2*e*U () (3.12)

Ahora definimos un funcional de Lyapunov paso a paso. Comenzamos definiendo el funcional

Ahora bien, si xz(t) > x*, entonces z(t) > 0; de esta forma, como s € (0,z(t)), entonces

s > 0. En consecuencia, s + z* > x* y U es una funcién creciente respecto de x, por lo que
U(s) =U(s+a*) — U(xz*) > 0. En conclusion,

siempre y cuando x(t) # x*.

Analogamente, si z(t) < z*, entonces z(t) < 0; por tanto, como s € (z(t),0), entonces s < 0.
Entonces s+2* < 2* y U es una funciéon creciente respecto de z, con lo que U(s) = U(s+x*) —
U(xz*) < 0. En conclusion,
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siempre y cuando x(t) # z*.
Resumiendo, V4 (Z) > 0 para todo = # z*.

Derivando Vi(Z(t)) respecto de ¢

W) _ g
dt e . N B B N
= —DIU(Z) — az*e’U(Z)* — az"U(z")U(Z) (¢ — 1) + bva*z* (¢ — 1) U(2)

= —DFU(7) — az*e*U(7)? — (aU(z*) — bva*) U(F) (¢ — 1) 2.

—

En segundo lugar, definimos

2(¢)
Va(3(t)) == /0 (€5 — 1) ds.

Ahora bien, si z(t) > z*, entonces z(t) > 0; de esta forma, como s € (0,z(¢)), entonces s > 0.
En consecuencia, e* —1 >1—1 =0, por lo que

Z(t)
BE) = [ @ - ds>o
0
siempre y cuando z(t) # z*.

Analogamente, si z(t) < z*, entonces z(t) < 0; por tanto, como s € (2(t),0), entonces s < 0.
Entonces e* —1 <1 —1=0, con lo que

z(t)
Va(Z(t)) = / (ef —1)ds = —/ (e —1)ds > 0,
0 E0)
siempre y cuando z(t) # z*.
Resumiendo, V5(Z) > 0 para todo z # z*.

Derivando ahora V5 respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (3.12]) tenemos

dVa(t B 5 dz(t)
i Gl

— ¢z ¢U(T) (e —1).

~—
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Ahora consideramos el funcional

donde

aU(x*) — bva*
. :

0=
Esta claro que V(Z,2) > 0 para todo (z,z) # (z*,2*). Notemos que si (z,2) = (z*,2%) me

encuentro en el equilibrio, por tanto, por definicion de punto estacionario, no me moveré de él.

De esta forma, derivando V' respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (3.12]) llegamos a

dt at a N
= —DzU(7) — az*e’U(T)? — (aU(z*) — bva*) U(T) (e — 1) 2*
+aU(x*) — brva*

V() _ G, %)

cz* " U (T) (e —1)
= —DiU(F) — az*e’U(2)* < 0.

Por tanto, basta aplicar el Teorema de Lyapunov para obtener la estabilidad del equilibrio
positivo (x*, z*).

[ |

3.4. Existencia de atractor global.
Consideramos el sistema (B.I]) dado por

dx x

— = DI —-Dzx— — b

dt T e am+:cy2+ YL

dn —(v+ D)y +c Y1 — my1 + 2y,

dt m—+x

% = —Vvyst+c +riyr —r

dt Y2 m+xy2 191 2Y2.
En el resto de la seccién denotaremos por ug = (o, Y10, y20) & un dato inicial del sistema

(BJ)). Por otro lado, denotaremos por u(t; ug) = (x(t; xo), y1(t; y10), Y2(t; Y20)) a una solucion del
sistema ([B.I]) y por S(t) al sistema dinamino (o semigrupo de operadores) definido por

S(t)uo = S(t)(xo, Y10, Y20) = (w(t), y1(t), y2(t)) = u(t; uo).
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Pues bien, consideramos B C R3 un conjunto acotado. De esta forma, existe M > 0 tal que
B C B(0; M), donde B(0; M) denota la bola de centro el origen y radio M en R3. Asi, para
todo dato inicial ug = (g, Y10, y20) € B, se tiene que |ug|* < M?.

Definimos entonces

w(t) = a(t) + “ya(6) + “ya(t);

por tanto,

w(t) = 2'(8) + Z91 () + ~u(¢).

Sustituyendo lo que tenemos en (B.I)) llegamos a

x x a(u—i—D) x a
w'(t) = DI—Dx—a —a + b _ +7/—7r,/
(t) /ﬁ(_’_ a:yl /m/ Y2 Y — 3 7 xy1 n
a av
+%—7yz+74+/ﬁﬁ %

D
= DI —-Dzx+ (by #yl) — ?yg

Ahora bien, como 0 < ¢ < a entonces a/c > 1, con lo que

E(V—FD)—Z)I/ > v+D—bv
c
> v+ D-—v
= D >0,

pues como b € (0,1), entonces —b > —1.

Asi,
a
—(v+ D) —bv > 0.
c

Por tanto, definimos k como

k:= min{g(VJrD) —bl/,%}.

c
Entonces

w' < DI — Dx — ky; — kys.
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Pues bien, definimos ahora ¥ como

k := min{D, k}.
De esta forma

w' < DI — kw.
Ademas, sabemos que

w(0) = 2(0) + 31(0) + y2(0) = 20 + Y10 + Y20-

Resolviendo el problema de Cauchy

dw
dt
w(0) = wo = xo + Y10 + Y20,

—kw + DI,

IN

obtenemos una cota superior para w(t); veamoslo.

Consideramos la EDO

dw ~
— < =k DI
7 = w +

y la escribiremos equivalentemente como
dw  ~
— + kw < DI.
dt -

Multiplicamos por e** y obtenemos

~d - -
ektd—qf + keftw < Dlekt,

es decir,
i [egtw] < DIeEt.
dt
Integrando llegamos a que
bk DI (4% & DI /5
Fu(t) — w(ty) < / DIeFds = = (5 =) < = (" -1),
to

pues to > 0, con lo que —e*° < —1. También podemos escribir lo anterior, equivalentemente,
como
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S
=
VA

[

S
s
_I_

-
=
/N
—_
|
\
=)

k
( N N DI ) T . DI
= T Yy Yoo — —=< | € -
0 10 20 P P
En consecuencia,
DI DI

w(t) < Ce ™ + 77 C =z + Y10+ Y20 — 7

De esta manera, usando una vez mas la conocida desigualdad de Young y que x(t), y1(t), yo(t) >
0, llegamos a

[Suol* = 2*(t) +yi(t) +y3(1)
< (t)+y1(t)+yz()l
= |w(t)?

: (eone2)

(SL’Q -+ Y10 -+ yzo) —kt + = — —¢€

| 5
l

~ DI 17
{L‘Q + Y10 + y20) —ht -+ 7 (1 — e_ktﬂ

DI DI gt} 2

DI\? <N 2
< 2(x0 + Y10 + ya0)’e 2kt+2( k) <1—e’kt> .

Por otro lado, también sabemos que

(2o + Y10 + ¥20)* < 3|(20, Y10, Yo20) |7,

tal y como demostramos en la Seccion 2.41
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Por tanto,
- DI\?
\S(t)u0|2 < 6|($07y107y20)|2€72kt +2 (?)
2
S 6M26—2k;t + 2 (g)
k
< 142 (D[)2 2
= =~ =P
k

pues

lim 6M2e 2 — 0.

t—o00

De esta forma, existe Tg > 0 tal que para todo t > T'g, se tiene 6 M2 2kt < 1; en efecto,

% ™ ~ 1
6M?%e 2 <1 & 6M* <™ o log(6M?) < 2kt < = log(6M?) < t,
2
por tanto, definimos
T Ly (6M3)
B ‘— —=10g .
2k
En resumen, hemos demostrado que existe un compacto, B(0, p), de tal forma que existe s > 0

tal que para todo t > T, se tiene |S(t)ug| < p; por tanto, existe un compacto absorbente, con
lo que existe un atractor global que denotaremos por A.



Parte 11

Modelo no auténomo sin retardo.

71






Capitulo 4

Ratio de consumo de nutriente variable.

4.1. Introduccidn.

En esta parte del trabajo vamos a comenzar estudiando lo que ocurre cuando algunas de las
constantes de los modelos que estudidbamos en la primera parte se vuelven dependientes de la
variable tiempo. Comenzamos este capitulo estudiando el caso en el que la concentracion de
nutriente es constante pero el ratio de consumo del mismo es variable. Especificamente vamos a
asumir que D varia de forma continua en tiempo, por ejemplo, de forma peridédica o aleatoria,
en un intervalo acotado positivo D(t) € (d,,, dys) para todo t € R.

En el resto del capitulo trataremos en primer lugar el caso del modelo sin pared para, poste-
riormente, introducir los nuevos cambios al modelo en el que permitimos crecimiento en pared.

4.2. Modelo sin pared.

En esta seccion estudiamos el caso del modelo sin pared. Cuando I es una constante positiva y
D varia en tiempo, tenemos el sistema

(t)

o = DOU =) e ()
dz—gf) = —D(t)y(t)+a#2(t). (4.1)

Lema 4.2.1 Para cualquier tiempo inicial ty € R y cualesquiera condiciones iniciales g, yo >
0, todas las soluciones del sistema (1)) son no negativas y acotadas para todo t > t.

73
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Demostracion.- Los coeficientes son continuamente diferenciables para z,y > 0. En particular,

el término no lineal
(-2
a =ay|1l—
m—+x m-+x

es no negativo y acotado por la funcion lineal ay en el cuadrante positivo. En efecto, a y m
son constantes postivias y x,y > 0, con lo que dicho término no lineal es no negativo; ademas,
sabemos que

con lo que

ry
m+x

a < ay

en el primer cuadrante, ya que z,y > 0. Esto asegura la existencia y unicidad de soluciones
para cualquier tiempo para el que permanezcan en el primer cuadrante. En efecto, en virtud
de la segunda ecuacion del sistema (4.1)) y del hecho de que

x(t)
m + x(t) =1

)

tenemos

dzji—iw = —D{)yt)+a

()

m + x(t)y(t)
< —D(t)y(t) +ay(t) = (a — D(1))y(¢).

De esta forma, resolviendo la inecuacion diferencial que nos resulta tenemos

t

zmwwm»s/m—D@M@@sm—mw/ymm,

to to

por tanto

t

mwSy%wua—@»/y@m&

to

Aplicando el Lema de Gronwall, se tiene

0 < y(t) < y(tg)eladm)li=to)

por tanto y(t) esta definida para cualquier instante de tiempo, con lo que efectivamente tene-
mos existencia de soluciéon. La unicidad se tiene gracias a los resultados de la teoria bésica de
ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Por la continuidad de las soluciones, con condicién inicial z(ty) = zo > 0, x(t) tiene que tomar
el valor 0 antes de tomar cualquier valor negativo. Pero

dx
— =D(t)I

con lo que z(t) no puede tomar valores negativos. Con la condicion inicial y(ty) = yo > 0, existe
ty > to tal que y(t) > 0 en [to, t;]. Ademas,

y(t) = goelis (PO )i

para t € [to,11]. Debido a la unicidad de solucion, esta expresion se cumple para todo ¢t > o,

asi y(t) es no negativa.

Sumando las ecuaciones del sistema (4.]]) tenemos

w = —D(t)(x(t) +y(t) — 1)

de donde se deduce inmediatamente que cuando x(t) + y(t) > I, entonces I < z(t) + y(t) <
xo + yo. De forma anéloga, cuando z(t) + y(t) < I, tendremos 0 < z(t) + y(t) < I. Por tanto,
0 < z(t) + y(t) < max{xo + vo, [},

con lo que z(t) y y(t) estan acotadas.
|

Ahora pasamos a estudiar el comportamiento a largo plazo de las soluciones del sistema (A.T]).
Mas especificamente, estableceremos condiciones bajo las cuales el atractor es una solucion
completa o un tnico punto. Notemos que (7, 0) es el tnico equilibrio del sistema para todos los
valores de los parametros. Otras soluciones atrayentes no seran puntos de equilibrio.

Teorema 4.2.1 Supongamos que D : R — [d,,,, dys|, donde 0 < d,,, < dp; < 00, es continua.
Entonces el sistema (A1) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en el cuadrante
positivo R% := {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0}. Ademds,

(i) Sia < d,,, el equilibrio axial (1,0) es asintéticamente estable en el cuadrante positivo y
el atractor pullback A tiene una unica componente que es el subconjunto A(t) = {(1,0)}
para todo t € R;

(ii) silo que sucede es que

m
1 —)d
a><+[ M
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(iii)
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entonces el atractor pullback A también contiene puntos estrictamente dentro del cua-
drante positivo, ademds del punto {(1,0)};

cuando, ademds de la hipdtesis de (ii) se tiene

dm(md,y, + dyI)?
(mdy, + dpI)? —mld2,

dm < a <

el atractor pullback A estd formado por el punto de equilibrio axial {(I,0)} y una solu-
cion completa £ que estd uniformemente acotada fuera de los ejes, asi como soluciones
completas heteroclinicas entre ellas, es decir, sus componentes son

Aty ={(z,y) eRY : z+y=1¢&) <z <}

para todo t € R.

Demostracion.- Definiendo w(t) = z(t) + y(t) y sumando las ecuaciones del sistema (Z.1))
llegamos a

dut) _ da(t) | dylt)

dt dt dt (0 (1)
= D) — D(t)x(t) — x(t)y(t) = D(O)y(t) + a— x(t)y(t)
D()I — D(t)[x(t) + y(t)]
D()[I —w(t)]

Esta ecuacion diferencial ordinaria posee un equilibrio w* que viene dado por la soluciéon de

0= D(O)[I - w,

es decir, w* = I, incluso cuando D(t) no es constante.

Se puede demostrar que es atrayente, tanto en el sentido pullback como en el sentido forward,
veamoslo. Sea wy = w(ty) = z(ty) + y(ty), donde z(-), y(-) denotan la solucion de (A.T), con
datos iniciales (to; (o(0), yo(to))). Entonces, resolviedo la EDO

dw(t)
WO _ piey(r - wiv)
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obtenemos

t t s
w(t) = wee Jig P& 4 1= Jig Dl)ds / D(s)efto brydr g
to

t ¢ s
_ woe_ffo D(s)ds —|—[e_fti) D(s)ds/ i |:€ft0 D(r)dr} ds
4o ds

t + .
= wee Jio D)s = Jiy Dls)ds iy Dr)dr

_ woe—fto D(s)ds _'_[’

que converge a I en las dos siguientes situaciones:

(i) cuando ty — —o0, estando ¢ fijo, y

(ii) t — o0, estando ty fijo,

ya que
0<e Jig Dls)ds < emdmlt=to) 40

en ambos casos.

En virtud del Lema 2.1, se tiene que para todo € > 0, el conjunto compacto no vacio

B.:={(z,y) R : x+y<I+e¢}

es positivamente invariante y absorbente en Ri. Por tanto, el sistema dindmico no auténomo
en R? generado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (4.1]) tiene un atractor

pullback

A={A(t) : teR}

formado por subconjuntos compactos no vacios de R?.
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Y

Figura 4.1: Representacion gréafica del conjunto B..

Los diferentes casos que se distinguen en el teorema que nos ocupa nos proporcionan mas in-
formacion sobre la estructura interna del atractor pullback.

(i) Debido a que w(t) = z(t) + y(t) tiende a I cuando ¢ — oo en el cuadrante positivo,
es suficiente considerar puntos (x,y) sobre la recta x +y = I en el cuadrante positivo.
Como xz(t) satisface la ecuacion correspondiente del sistema (1)) con y(t) = I —x(t) > 0,
tenemos

= (I - (b)) (D(t) - aﬂ) . (4.2)

— D()(I — (1)) — a%yu),

y tenemos x(t) + y(t) = I, es decir, y(t) = I — x(t) > 0, entonces
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Si d,, > a, como

D> dy ) g
m + x(t)
entonces tenemos
z(?) > —1, con lo que a z(t) 5
m + x(t) m + x(t)
lo que implica
D z(t) >D—a>d, —a,
m + z(t)
por tanto
dx(t) x(t)
= (I—2x2() | D({t) —a——=
W = (= al) (D0 -0

siempre que z(t) # I. Comom >0y

aix(t) <

m + x(t) =4

para x > 0, entonces x(t) crece a I e y(t) decrece a 0 a lo largo de esta recta. En efecto,
como d,, > a, entonces —d,, < —a; ahora bien, D > d,,, por tanto —D < —d,, < —a,
con lo que —D < —a; asi,

WO D) +a

x(t)
m + x(t)
< —ay(t) +ay(t) =0,

y(t)

es decir, y(t) es decreciente a 0. Esto significa que todas las soluciones en el cuadrante
positivo convergen hacia (1, 0) asintoticamente.

(ii) Sea 0 < &y < [ suficientemente pequeno; entonces tenemos

€1

a < dpm,

m+ &1
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y gracias a la primera ecuacion del sistema (1)

- (P -0 -2

m+51) (=)

(
> ( ° )([—51)
0.

Ay —

m+€1 m+€1

Ademas, gracias a la segunda ecuacion del sistema (1))

dy(t) x(t)
A SV o
o (t)y(t)+am+x<t)y(t),
con lo que
dy(t) &1
— = —D(t)(I — I—
o O — 1) + =" (1 - &)
€1
= — | D(t) — I —
(P-a=) -2
Ahora bien, [ —¢; >0y
D(t) —a—2— >d, —d, =0,
m+ €1
con lo que
dy(t
ﬂ :—(D(t)—a °1 )(I—€1)<0.
dt |,_; ., m+ &1

En este caso el atractor pullback esta formado por subconjuntos A(t) = {(I,0)} y es
también asintoticamente estable en sentido forward, asi como atrayente pullback.

Analogamente, por el supuesto de (i), lo que implica que dj; < a, se tiene para 0 < ey <
I — ¢, suficientemente pequeno

a([ — 62)

——>d
m+I—€2 M
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De esta forma, de la primera ecuacion del sistema (4]l se tiene, andlogamente al caso

previamente estudiado,

dx(t) a(l — e3)
= | D) —a———F——
dt r=I—¢e2 ( ( ) am + I— €2 :
a(l —e9)
< S S
- (dM m+[—€2)82<07

y gracias a la segunda ecuacion del sistema (4.1]), se llega a que

L= (po-E)-
= (—D(t) + %) )
> (—dM L ll=e) ) g2 > 0.

- m+[—82

Combinando estos resultados, podemos ver que el subconjunto compacto

861,62 = {(x,y)ERi cr+y=1, €1§l‘§[—52}

es positivamente invariante y absorbente para el sistema (4.1]), restringido a la recta in-

variante x + y = I en el cuadrante positivo.

¢ — — — — — — —

)
-
~

Figura 4.2: Representacion gréafica del conjunto B, .,.
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De esta forma, la teoria de sistemas no auténomos (véase Apeéndice [Bl) asegura que
existe un atractor pullback A,.s = {A,es(t) : t € R} en B., .,. Como la recta invariante
x+y = I es asintoticamente atrayente para el sistema (A1) en todo el cuadrante positivo,
es decir, es una variedad estable, A es el atractor pullback para este sistema sin restringir.
Esto incluye la solucion de equilibrio axial (7,0) y los subconjuntos

At) ={(z,y) - w+y=1, &) <z <T},

t € R, en R%, donde (£*(t),I — &*(t)) es la solucion completa acotada estrictamente
positiva con los valores mas pequenos de z. (Alternativamente, podemos expandir B;, .,
hasta incluir una pequena banda que cubra la recta invariante y demostrar que éste es
un conjunto absorbente para el sistema sin restringir).

Todas las soluciones de (A2)) con 0 < z < [ satisfacen

dx(t)

I — dpz(t) —al < o

< dy I — dpa(t). (4.3)

En efecto, la primera desigualdad se sigue del hecho de que

dx(t) x(t)
= 1=t (00 - 20

— D) — Dt)z(t) —a (1 - — f‘x( )) (I — 2(t))
> dod — dya(t) — a(l — ()
> dpl — dyz(t) —al + az(t)
> dpd —dpyx(t) —al,
y la segunda de que
do(t) x(t)
o — Ut <D<t> BRTEI0) x(t))

(I —z(t))D(t) = D(t)I — D(t)z(t)
Ao — dp(t).

IA A
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Esto implica que

dpy —a)l dy 1
(dr —a)l < z(t) < = (4.4)
dM m
En efecto, considerando la inecuaciéon
dx(t)
dt

que se escribe equivalentemente como

< dyI — dpa(t),

dx(t)
dt

dm

basta multiplicar por e?! e integrar para obtener
g

dyl
x(t) < z(0)e %t + dL (1—e ™,

tal y como hicimos en la demostracion de la existencia de atractor global del capitulo
tercero de la primera parte. De esta forma,

dy 1
z(t) < z(0)e %t + dL (1—e "
< Jemmt 4 —dcjlw[ (1- e_dmt) — —dC]lM[,

para t suficientemente grande. En consecuencia,

solo que ahora teniendo en cuenta la desigualdad z(0) > 0, obtenemos

(dpm —a)l

(t) >

Y

tal y como querfamos comprobar.
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De esta forma, por una parte, suponiendo al > (I + m)d,, tenemos que
Al — dpyz(t) —al < dpl —dpyx(t) — (I +m)dy

Y, por otra parte,

dorl — dpa(t) = dyr (I — 2(8)) + (das — do)a(t) > 0.

Entonces, para cualesquiera dos soluciones z;(t) y zo(t) de (A2), A(t) := x1(t) — x2(t)
satisface

dA(t)  dai(t)  dus(t)

dt At dt
— (I—m(D) <D(t) _ amf’jg(t)) — (I = as(t)) <D(t) _ amfg(t))
() 23 (t)
= ID{t) — 21(t)D(t) — Im+x1(t)+am+x1(t) LDAE) + 25(t) D(t)
P ORI ()

m + xo(t) m + 5(t)
B z1(t)(m + 22(t) — 22(t)(m + 21(2))
= D) (axlt) — o) — or MR E LD SO L

21 (t)(m + za(t)) — 23(t)(m + 71 (1))
(m + 1 (t)) (m + z2(t ))
- o (f) o mxl ) + 21 (Bx3(T) — mas(t) — z1(Bas(l)
= D@ ((t) — 22() - (m + 22(6)(m + 22(0))

L et (t) + 23 (Ban(t) —mas(t) — 1 (Bay(t)
(m+ 21 (0)(m + 22(0)

o - alm am( 1(t) + z2(t)) + 21 () z2(2)
= PO~ G T m @O G @)m )

“+a

ya que

(m(z1(t) + 25(1)) + 21 (H)22(8))AQ) = (ma (t) + mas(t) + 21 () 2(1)) (21(1) = 2(1))

= mai(t) — mabrs(l) + madyas(f) — may(t) + ai(t)za(t) — w1 (t)as(1)

= mai(t) — ma3(t) + 2y(t)za(t) — z1(t)75(1).

A1),
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Por (4.4)), obtenemos, para i = 1,2,

n(t) < 95,
entonces
m+ z;(t) <m+ %
por tanto,
(m () + (0 < (510
y, por ende,
_ aml - aml
(m + x1(t))(m + z2(t)) <m+%>
Ademaés,
m(x1(t) + x2(t)) + z1(t)x2(t) = may(t) + mag(t) + x1(t)xa(t)
< m® 4+ may(t) + maa(t) + z1(t)za(t)
= (m+a1(1))(m + 22(1)),
con lo que
m(z1(t) + 22(1)) + z1(t)z2(t) <1
(m + @1 (t))(m + 2(1)) '
Asi,
N ) aml
. ~ PR - e S mr ma) W
m(z1(t) + x2(t)) + 21 (H)z2(t)
(m+ e O)m+aa()
< —dnAW) — —" AW +ar(),

(e
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con lo que A(t) — 0 cuando ¢t —» oo, siempre y cuando

aml
dpy + ——5 >a,

(m + —ddMI>
es decir, cuando

(M + dpr1)?

< .
S Und + dul)? — mld2,
En efecto,
I 1
a < dm+—am 5 = dm + dQG}T
(mtgt)’ e B am
_ 4 aml
= dmt d2,m2+d2, 12++2mdprdpm [
dz,
A amlId?, ‘
" @ m? 4 B2+ 2mdyd,, I
entonces
amld?, _y
a— ms
d2m? + d3,1% + 2mdyd,, I
es decir,
mld,,2
1-— m < d,p,
¢ ( 2m® + &, + 2mdemI>
con lo que

d2m?* + d3,1* + 2mdyd,, I — mId?,
d2m? + d3, 12 + 2mdyd,, [

a < dpm,

por tanto, se concluye que

_ A (d?m? + d3, 1 + 2mdyd,, 1)
d2m? + d3,1? + 2mdyd,, I — miId2,’

a
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o lo que es lo mismo,

(M + dyg1)?

< .
S tnd + dul)? — mId2,

Esto se cumple si a < d,, como en el caso (1). Sin embargo, puede también cumplirse
si a es ligeramente mayor que d,,. En este caso el limite pullback para condiciones ini-
ciales estrictamente positivas del sistema escalar (A.2]) es uniformemente estrictamente
contractivo [38],[39] en (0, 1) y existe una solucion completa £*(¢) € (0, I), que es también
asintoticamente estable en el sentido forward usual. El correspondiente atractor pullback
A; de este sistema en [0, I] incluye el equilibrio I y los conjuntos A;(t) = [£*(t), I], para
cada t € R, es decir, incluye las trayectorias heteroclinicas que unen los equilibrios £*(t)
y I. Para el sistema 2—dimensional (1)) el atractor pullback A esta formado por los
conjuntos

At) ={(z,y) : z+y=1 &) <z <I}

en R?, para t € R.

4.3. Modelo con pared.

Estudiaremos en esta seccion lo que ocurre cuando hacemos variar el ratio de consumo de
nutriente en el modelo con pared. Cuando I es constante y D varia en tiempo, el modelo que
tenemos es el siguiente

dx(t) x(t)

-~ = DO —x() - am(yl(t) + o (t)) + by (1),
dy;zit) = —(v+ D)y (t) + C#Z(t)yl (t) — riyi(t) + raya(t), (4.5)
dy; t(t) = —vys(t) + c%m(ﬂ + 1y (t) — raya(t),

donde recordamos que a es el ratio méaximo de crecimiento especifico, ¢ representa el ratio de
crecimiento de las especies consumidoras, con lo que a > ¢; m es la constante de saturacion
del medio de consumo; rq, 75 representan los ratios con los que las especies pasan de estar en el
medio a estar en la pared, o viceversa; v denota el ratio de muerte colectiva de y; y b describe
la fraccion de biomasa muerta que es reciclada.
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Como las variables x, v, y» representan concentraciones, es claro que suponemos condiciones
iniciales no negativas:

z(to) = xo;  yi(to) = v10;  Y2(to) = Yoo.

Lema 4.3.1 Supongamos que (o, y10,%20) € R} = {(z,y1,%2) €R® : >0, y1 >0, yo >
0}. Entonces todas las soluciones del sistema (D) correspondientes a datos iniciales en R?.

son

(i) no negativas para todo t > to;

(ii) uniformemente acotadas en R3.

Ademds, el sistema dindmico no autdnomo sobre RY generado por el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias [EX) tiene un atractror pullback A = {A(t) : t € R} en R3.

Demostracion.-

(i) Por continuidad, cada solucion tiene que tomar el valor 0 antes de tomar cualquier valor

negativo. Con x =0, y; > 0, yo > 0, la ecuacion diferencial ordinaria para x(t) se reduce
a

dx(t)
dt

= D(t)I + bry,(t) > 0,

con lo que x(t) es estrictamente creciente en z = 0. Con y; = 0, x > 0, y2 > 0, la EDO
reducida para y;(t) es

con lo que y;(t) es no decreciente en y; = 0. De forma similar, con y, =0, z > 0, y; > 0,
la EDO reducida para y»(t) es

dys(t)
dt

= lel(t) Z 07

con lo que y»(t) también es no decreciente en y, = 0. Ademas, (x(t),y1(t),y2(t)) € R%
para cualquier instante de tiempo t.

(ii) Definimos, para X (t) = (z(t), y1(t), y2(t)) € R3,

[X @)l = () + 2 () + 2(t).
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Entonces || X (¢)||; < S(t) < 2||X(¢)]1, donde

S(t) = 2(t) + = (1 (0) + 9 (1)),

En efecto, sabemos que 0 < ¢ < a, con lo que a/c > 1. De esta forma,

IXOl = () +y0) +v2(0) < @(t) + = (92(0) + ()
= 5(1) = () + 2w () +52(1)

L o(t) + 1) +1(0) = X

IN

Derivando S(t) a lo largo de soluciones del sistema (4.5]) tenemos

d5(t) da(t) o adyl( ) adyz( )

dt dt c c

— D)

+ya(t)) + by, (2 ——V+D( )y (t)

VA
Y
=
~
|
N
3
=

dp) — b | yi(t) — —vys(t). (4.6)
Notamos que 0 < c < ay 0 < b < 1, entonces
g(1/+alm) —bv>v+d,—b>v+d, —v=d,.

C

Sea u := min{d,,, v}, entonces

B <l = ) = [20-+-d) = ] (o)~ S0
< dyl — dpx(t) — dpyi(t) — vys(t)
< dyl — u{x(t) +yi(t) + y2(t)}
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De esta forma llegamos a

as(t

ds5(t) < dpI — puS(t). (4.7)
dt

Tratando esta inecuacion exactamente como hicimos en la demostracion de (iii) del Teo-

rema [AL.2.7], llegamos a

% [ S(t)] < dlet.

Integrando entre ¢y y t obtenemos

e S(t) — S(ty) < % et — etto]
dy T

. (e“t — 1),

dado que ty > 0. Si continuamos realizando cuentas tal como en la demostracion de (ii7)
del Teorema [4.2.1] llegamos a

I

d
S(t) < S(te)e ™ + 2= (1 — 11y,
H N~
>0
Asi, si S(ty) < dL;I, entonces
dul Vel
S(t) < Mty TMT (1 —e )
7 7
_ dyl wt dul dMIe T
i
dyl
= M owvt>t,
i
Por otra parte, si S(ty) > dLﬂ’I, entonces

S(t) < S(to)e ™™ + S(to)(1 —eH)

= Sltgye™™ + S(to) — Slteye™

= S(ty), Vt>t,.
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En resumen, si S(ty) < %, entonces S(t) < %
S(ty) > %, entonces S(t) sera no creciente para todo t > tg, con lo que S(t) < S(tp).
Entonces implica que || X (¢)||; esta4 acotada superiormente, es decir,

para todo t > ty. Por otro lado, si

o (dpl a
16O < e { 2% ot + 0 (0) + )}
para todo t > t.

Se sigue entonces que para todo € > 0, el conjunto compacto no vacio

a dyl
B. = {(%yl,!ﬁ)eRi : $+E(yl+y2)§%+5}

es positivamente invariante y absorbente en R3. El sistema dindmico no auténomo en
R? generado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (£3]) tiene por tanto
un atractor pullback A = {A(t) : t € R}, que consiste en subconjuntos compactos no
vacios de Ri tal que estan contenidos en B..

Para obtener maéas informacién sobre la estructura interna del atractor pullback del sistema
no autéonomo generado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (45]), hacemos el
cambio de variables

B Y1 (1)
=00+ )

tal y como hicimos en el estudio que realizamos para la primera parte del trabajo. De esta
forma, y analogamente a lo que hicimos alli, obtenemos el sistema

2(t) = yi(t) + y2(t), (4.8)

do(t) x(t)

i D(t)(I —z(t)) e 0 2(t) + bva(t) (1),
dz(t) x(t)

o = —vz(t) — D(t)a(t)z(t) + sz(t)a (4.9)
d‘;‘l—f) — _DNa(t)(1 - alt)) — ra(t) + ra(1 — a(?).

Observemos que el punto de equilibrio (7, 0,0) del sistema (4.5]) no cuenta para el sistema (4.9,
ya que « no esté definido para él. Por otra parte, (I,0) es un equilibrio para las dos primeras
ecuaciones del sistema (4.9).
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4.3.1. Dinamica global de «(t).

Observamos que la dindmica de a(t) = «(t, ty, o) esta desacoplada de z(t) y z(t), y satisface
la ecuacion de Ricatti que aparece como tercera ecuacion del sistema (£9). Para cualesquiera
Y1, Y2 positivos, tenemos 0 < «(t) < 1 para todo t. Recordemos que

/ o / _
a‘azo—r2>0 y O“a:1_ r <0,

con lo que el intervalo (0, 1) es positivamente invariante, tal y como estudiamos con anterioridad
en el trabajo. Esta es la region biologicamente relevante.

Cuando D es constante, ya estudiamos que existe un tunico punto critico a* € (0, 1), dado por

o D+ri471s—/(D+r1+19)%—4Dry
' 2D

Queremos ahora tratar el caso en que D varia en tiempo, aleatoria o peridédicamente, en un

intervalo positivo y acotado D(t) € [d,,, dy| para todo t € R. En este caso necesitamos hablar

de atractores pullback aleatorios o deterministicos A, = {A.(t) : t € R} en el intervalo

(0,1). Tal atractor existe, ya que el intervalo unidad es positivamente invariante, con lo que sus

componentes estan dadas por

(4.10)

Aa(t) = () alt,to,0,1]), VteR,

to<t

Estas componentes son de la forma

A = [og (1), ag (1],

u

donde oj (t) y «(t) son soluciones completas y acotadas para la ecuacion de Ricatti. El resto
de soluciones completas y acotadas se encuentran entre ellas.

Podemos usar inecuaciones diferenciales para obtener cotas de estas soluciones completas. Para
ello, lo primero que hacemos es reescribir la ecuacion de Ricatti del sistema (£.9]) de la forma

o (t) = D(t)(a?(t) — alt)) — (r1 + ro)a(t) + o, (4.11)

tal y como justificamos en estudios de capitulos previos.
Como «a(t) < 1y D(t) > 0, entonces

o (t) < —(ry +ro)a(t) + ro.
Asi, a(t) < B(t), con a(ty) = B(ty), donde

ﬁ/(t) = —(Tl + T2>/B<t> + 7a.
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Esta EDO tiene un punto estacionario asintéticamente estable, dado por

«_ T

N L+ T2 ’
con lo que las soluciones completas de la ecuacion de Ricatti del sistema (4.9]) se encuentran
(menos una cantidad infinitesimal) por debajo, es decir, o (t) < * para t € R. Esto nos

proporciona una cota superior. Por otro lado, tenemos

o(t) = D(t)a*(t) = (D(t) + 71 +r2)alt) + 1
Z —(dM +ry + ’I"Q)O[(t) + 79.
Asi, a(t) > ~(t), con a(ty) = v(to), donde

Y'(t) = —(da + 11+ 12)y(t) + 72
Esta EDO tiene un punto critico asintéticamente estable, dado por
%, )

T T1—|—T2+dM.
En este caso obtenemos una cota inferior o () > +* para todo t € R. En resumen,

A(t) = [af (1), ap,(t)] < 7", B7].
Para investigar el caso en que el atractor pullback se compone de una tnica soluciéon completa,
necesitamos encontrar condiciones bajo las cuales

a(t) = ai(t), teR.
Supongamos que no son iguales y consideremos su diferencia A, (t) := o (t) — o (t). Entonces
AL(t) = D(t)(ay, (1) — (b)) — (11 +r2)al(t) + 72
(t) =i (1) + (r1 +r2)ag (t) — 72
— D(t)a,,(t) = (r1 + r2), (1)
t) + D(t)aj (t) + (11 + r2)a; ()
(1)) = (D(t) + 11+ r2) (e, (1) — a7 (1))
) (t) = i (8)) = (D) + 1+ 712) (g () — i (1))
£)A(t) = (D(t) + 71+ 12)Au(t)
2dpra () A (t) — (d 4+ 11+ 12) Au(t)
— (dp + 11+ 12)A(t)

|
S
Q
+ 4

IAINA
[\
QL
=
2
e
Q
=
~— Q

2d

= AL(t) — (dy, + 11 +12) AL (T
T AG(l) = (ot 1) (0)
2dMT2

= —dy — 11— T ) An(t).
<T1+T2 E 7“2) ®)
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Asi,

2dM7’2
1+ 7o

0 < Au(t) < exp [( - ) (t- to>] Aulto) — 0,
cuando t — 00, siempre y cuando

QdMTQ

T+ 7o

—dy — 11 — 19 <0,

lo que es equivalente a

2dMT2 < dm<T1 + TQ) + (7’1 -+ 7’2)2.

Operando con esta desigualdad tenemos

d 1
d <_m _ 2
M 2T2(T1+7’2)+2T2(7’1+T2)7

pero como d,,, < dy; v r1 + 19 > 0, entonces

dM 1
dy < 2 — 2
M 2r2<T1+T2)+2r2(T1+T2),

0, lo que es lo mismo,

27’2dM < dM('T’l —+ TQ) -+ (Tl -+ 7’2)2,

es decir,

2rodpr — rdyr — redy < (1 +7”2)2,

pero volviendo a operar

TQdM — TldM < <T1 + T2)2,

con lo que

2
dM<T2 —7’1) < (7’1 +7’2) .
De esta forma, esencialmente, tenemos impuesta una restriccion en la longitud del intervalo en

el que se mueve D(t), a no ser que r; < 19, en cuyo caso r, — 11 < 0, con lo que

(7’1+7’2)2
o — T

dy > > 0.
Si tenemos r; > 1o, entonces 1o — 71 >0y

(7’1+7’2)2
o —T1 ’

dM<

Notar que a*(t) es también asintéticamente estable en el sentido forward en este caso.
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4.3.2. Dinamica global de z(t) y z(t).

Supongamos que o*(t) es la tnica soluciéon completa del atractor pullback de la EDO de Ricatti
que aparece en la tercera ecuacion del sistema (4.9). Entonces o*(t) € [y*, 5*] C (0,1) para
todo t € R. Ademas, para t suficientemente grande, z(t) y z(t) satisfacen

dzggt) = D(t)(I —x(t)) a— i(fp)(t) 2(t) 4 bra*(t)2(t),
dz(t) « x(t)
o = —va(t) = D" (1)x(t) + cmz(t). (4.12)

El sistema (£12) tiene un equilibrio (Z,0). Por tanto (1,0, a*(t)) puede considerarse como un
equilibrio no autonomo del sistema (4.9).

Teorema 4.3.1 Supongamos que D : R — [d,,, dpy], con 0 < d,,, < dpy < 00, es continua,
a>c, be (0,1) yv > 0. Entonces, el sistema ([ALI2) tiene un atractor pullback A = {A(t) :
t € R} dentro del cuadrante positivo. Ademds,

(i) Cuando

v+d,yt > c,

el equilibrio azial (I,0) es asintdticamente estable en el cuadrante positivo y el atractor
pullback A tiene una unica componente A(t) = {(I,0)} para todo t € R.

(ii) Cuando

cdy,

d *
v b < m(a—c+v+dy —bvp*)+d,I

el atractor pullback A también contiene puntos estrictamente dentro del cuadrante posi-
tivo, ademds del punto {(I,0)}.
Demostracion.-
(i) Cuando v + dn,v* > ¢, 2(t) satisface

dzit) . (y + D(B)a’ (t) — c%) +(b),

m-+x
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donde
()
D(t)a*(t) — c———— dpy* —c > 0.
v+ D(t)a™(t) Cm+x(t)>y+ mY —c>0

Asi, z(t) decrece a 0 a medida que ¢ tiende a infinito. Como consecuencia, x(t) satisface,
para valores grandes de t,

dx(t)
dt

— D)(I — ().

Entonces

() = z(to)e o PO 4 T,

que converge a I cuando t — 00 0 tg — —oo. Observemos que, en vista de la definicion
de la transformacion a, no es posible tener z = 0, al hacer la transformacion desde el
sistema original (4I2), aunque este sistema tiene un equilibrio anéalogo (7,0,0) en sus
variables (z,y1,y2).

(i) Sea u(t) := z(t) + 2(t), entonces

du(t) dx(t)  dz(t)

a . dat o at
_ x(t) :
= D@t)(I —=x(t)) — amz(t) + bra (t)z(t)
) x(t)
—vz(t) — D(t)a*(t)z(t) + sz(t)

= DU —2(1)) + (¢ - a)
—vz(t) — D(t)a™(t)z(t).

m + z(t)

Por un lado, como ¢ < a, entonces ¢ — a < 0, con lo que

du(t)
dt

< D) - 2(t) — (v + D))’ (1) — bua* (1))=(1)
Como 0 < a*(t) <1y 0 < b< 1, entonces

v—bva*(t) >v—bv>v—v=0.
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Por tanto

du(t)
dt

D(t)I — D(t)x(t) — D(t)a*(t)z(t)
D(t)I — D(t)a* (t)u(t)
dyl — dpy u(t).

IN A A

Por otro lado, como

t
L <1 y c< a,
m+ x(t)
entonces ¢ —a < 0, con lo que
t
(C—&)L >c—a.
m + x(t)

De esta forma, teniendo en cuenta que 0 < a*(t) < 1y a*(t) € [v*, 5*], se tiene

du(t)
dt

v

DI —x(t)) — (a — c+ v+ D)’ (t) — bva™(t))=(t)
> D(t)] — D(t)z(t) — (a — c+ v+ D(t) — bvB*)(t)

También podemos comprobar que

—D(t)x(t) > —ax(t) + cx(t) — va(t) — D(t)x(t) + bvS*x(t),

pues

—ax(t) + cx(t) = (c—a)z(t) <0

y, como 0 < b < 1y * <1, entonces

—va(t) + b x(t) = (—v+ bwi")z(t) < (—v +v)z(t) =0,

con lo que

du(t)
dt

> D(t)] — (a—c+v+ D8t) —bvs*)u(t)
> dpd — (a—c+v+dy — b )u(t).

97
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Ademas, tenemos las siguientes cotas superior e inferior para u(t)

dm I

- dyl
a—cH+v+dy—bvs*

u(t) < PR =: @o1. (4.13)

ql =

Notemos que ¢; < 1y g > 1. Para ver la primera de las desigualdades debemos demostrar

dm
<1,
a—c+v—+dy —bvp*

o lo que es lo mismo

a—c+v+dy—bp*>d,.

Como ¢ < a, entonces a — ¢ > 0; ademas, por otro lado, como 0 < b <1y 0 < p* <1,
entonces

a—cH+v+dy—bpb* > a—cH+yrv+dy —v
= a—c+dy >dy > dp,

con lo que ¢; < 1.
Para demostrar que ¢; > 1, basta tener en cuenta que 0 < v* < 1; asi,

d
dny* < d,, <dy, entonces ¢y > M.
dr

Ahora, para € > 0, definimos 7. como el trapezoide

T. ::{(:p,z)eRi cx>e z>e, il <z +z< gl}

entonces 1. es absorbente. Demostremos que es invariante.
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Figura 4.3: Representacion grafica del conjunto 7.

En primer lugar, notamos que la funciéon

Xz

f(z)=a

m-+x

es creciente en [0, +00); para € > 0 suficientemente pequeno, tenemos

ae
m—+ e

< by,

por tanto

En segundo lugar, la condicion

cdy, I
m(a—c+v+dy —bwp*) +dy,l

I/‘I‘dMﬁ* <

es equivalente a

99
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En efecto,

dm
a—cHv+dy —bupr

q1

con lo que

cld,
C(J1[ o a—cHv+dy—brvs*
dm 1
m+ QI[ m+ a—c+dpr —bvp*
cldm

_ a—ctutd=tvB"

m(a—c+dpr —bvp*)+dpr I

a—ctutdr=bp"
cld,,

m(a —c+dy —bvfB*) +dyl

Asi, para € > 0 suficientemente pequeno

dz(t) « x(t)
i | = (—V—D(t)a (t) +Cm—|—x(t)) €
> (—y Ay B+ %) > 0. (4.15)

Las desigualdades (4.14]), (4I5), junto con

d(x(t) + =(1))
dt

d(x(t) + 2(1))

>0 y 7

<0, (4.16)

T+z=qal

r+z=q11

aseguran la invariancia positiva del conjunto compacto 7. y la existencia de un atractor
pullback

A={A(t) : teR}
en 7.

Vamos a demostrar, para concluir la demostraciéon de este Teorema, las desigualdades

(#16). Por un lado
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du(t)
dt

> dpl —(a—cH+v+dy —bwb* )l (4.17)

u=q11

= I[d,— (a—cH+v+dy—bwi)q]

B [dm—w I
W

= Idy —dy] =0

De esta forma,

d(x(t) + =(1))
dt

du(t)

at > 0.

x4z=q 1 u=q11

Anélogamente tenemos la segunda desigualdad.

du(t)
dt

< dyl —dpy'qel = [(dM - dm”f‘h)

u=qol

(dM — AT /{7{) I(dy —dur) =0,
con lo que

d(x(t) + =(1))
dt

T+z=qal

[ |
Desafortunadamente, en esta ocasiéon no somos capaces de obtener la existencia de una solucion

completa estable que atraiga a todas las soluciones completas positivas como se hizo en el caso
del modelo sin crecimiento en pared.
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Capitulo 5

Ratio de concentracion de nutriente
variable.

5.1. Introduccién.

Estudiamos en este capitulo el caso en el que el ratio de consumo de nutriente es constante,
pero el ratio de concentraciéon del mismo es variable. Aqui vamos a suponer que el ratio de
concentracion de nutriente I puede variar de forma continua con el paso del tiempo, por lo que
lo denotaremos por I(t). De forma similar a como hicimos en el capitulo anterior, suponemos
que I esta acotada con valores positivos, en particular, I(t) € [i,,,iy] para todo t € R, donde
0 <ty <ipy < o0.

En el resto del capitulo trataremos en primer lugar el caso del modelo sin pared para, poste-
riormente, introducir los nuevos cambios al modelo en el que permitimos crecimiento en pared.

5.2. Modelo sin pared.

Consideramos en esta secciéon el caso del modelo sin pared, donde el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que estudiaremos es el siguiente

dx(t) x(t)
G = DU = () o=y,
W = =Dylt) + a2yt 5.1)

Sea w(t) := z(t) + y(t). Entonces

103
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dw(t)

dt
Esta ecuacion no tiene equilibrios cuando I(¢) no es constante, pero tiene un equilibrio no
auténomo no trivial’ que es tanto atrayente pullback como forward:

= D(I(t) — w). (5.2)

t
w(t) = w(to)e_D(t_tO)+D6_D(t_t°)/ I(s)eD(s_t")ds

to
t
= w(to)eD(tt°)+DeDt/ I(s)eP4ds,
to

que converge a

t
w*(t) = DeDt/ I(s)ePds

—00

cuando ty —» —oo y cuando t — 00, es decir,

lim |w(t) —w*(t)| = lim |w(t) —w*(t)] = 0.

t—o0 to——o0

Notar que w*(t) € [im,in] para todo ¢ € R debido a las cotas para I.

Lema 5.2.1 Para cualquier tiempo inicial ty € R y cualesquiera condiciones iniciales g, yo >
0, todas las soluciones del sistema (B.1) son no negativas y acotadas para todo t > tg.

Demostracion.- Los coeficientes son continuamente diferenciables para x,y > 0. En particular,

el término no lineal
T
a Jy_o_ ay (1 - m )
m—+x m-+x

es no negativo y acotado por la funcién lineal ay en el cuadrante positivo, tal y como vimos en la
demostracion del Lema 2.l Esto segura la existencia y unicidad de soluciones para cualquier
tiempo para el que permanezcan en el primer cuadrante.

Por la continuidad de las soluciones, con condicién inicial z(ty) = zo > 0, x(¢) tiene que tomar
el valor 0 antes de tomar cualquier valor negativo. Pero
dx(t)
dt

— DI(t) > 0,
=0
con lo que z(t) no puede tomar valores negativos. Con la condicion inicial y(ty) = yo > 0, existe
ty > to tal que y(t) > 0 en [to, t1].

1de hecho es una solucién especial que se construye usando una técnica pullback.
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Ademaés,

,D(t7t0)+f§0 amfr(;gs)ds

y(t) = yoe

para t € [to,t1]. Debido a la unicidad de solucion, esta expresion se cumple para todo ¢t > o,
asi y(t) es no negativa.

Teorema 5.2.1 FEl sistema dindmico no autonomo generado por el sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias (5.1)) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en R%. Ademds,

(i) cuando D > a, la solucion completa (x*(t),y*(t)) = (w*(t),0) es asintdticamente estable
en R2 y el atractor pullback tiene una tnica componente A(t) = {(w*(t),0)} para todo
teR;

(ii) cuando, ademds,

i, > D(m + i),

el atractor pullback tiene componentes no triviales que incluyen (w*(t),0) y puntos estric-
tamente positivos;

(iii) cuando tenemos la hipdtesis de (ii) y, ademds,

D<a y a(m?®+m(2y —in)+iy) < D(m+iy)?

el atractor pullback contiene una solucion completa no trivial que atrae a todas las otras
soluctones completas positivas.

Demostracién?.- En virtud del Lema (5211 y del hecho de que w*(t) € [im, in], €l conjunto
compacto no vacio

Bi={(z,y) R} : ip, <z +y<im}

es positivamente invariante y absorbente en R? para la EDO (5.2).

2Antes de nada, comentaremos que en la demostracién de este Teorema se omitiran algunos detalles por
analogia a demostraciones del capitulo anterior.
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Figura 5.1: Representacion grafica del conjunto B.

El sistema dindmico no auténomo en R? generado por el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (5.0 tiene asi un atractor pullback A = {A(t) : t € R} formado por subconjuntos
no vacios de B. Entonces (w*(t),0) € A(t) para todo t € R, ya que el atractor pullback contiene
a todas las soluciones completas acotadas. Para probar (i) notamos que la primera ecuacion
del sistema (B.I]) se puede acotar superiormente como sigue

B = (-0t uo < ~0 - i)

con lo que se tiene de forma inmediata que y(t) — 0 cuando ¢t — oo, para D > a.

En cuanto a (ii), del signo positivo de la derivada de la segunda ecuacion del sistema (B.1),
tenemos que x(t) es creciente en la zona x = 0 del conjunto absorbente B. La zona y = 0 es
invariante, pero para y = & << iy, ¥ im < o < iy, la primera ecuacion del sistema (5.I]) da

dz—i’f) = G#’Z@ — D) y(t) > (maf;M - D) y(t) >0,

cuando ai,, > D(m + iy7). Esto significa que el interior positivo del conjunto absorbente tam-
bién contiene puntos del atractor pullback.

Finalmente, para ver (iii) consideramos la primera EDO del sistema (G.I]) restringida a la
variedad estable z(t) + y(t) = w*(t), sobre la cual adquiere la forma

T _ D)~ (0) ~ a2 1) - 2(1)), (5:3)
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Para cualesquiera dos soluciones x1(t), z2(t) de (5.3)), definimos

Ay (t) :=x1(t) — xo(t).

Entonces A, satisface

dA, (1) dry(t)  das(t)

dt dt dt
_ ) . i(t)
- M‘ Dy (t) — amw (t) + am _M
10 * 3(t)
m + xQ(t)w (t) - “mt xo(t)
n(t)m+ 2a(0) —raB)m + 1 (1) .
(m 4 z1(t))(m + x2(t))
23 () (m + z5(t)) — a3(t)(m + =1 (t))
(m + 1(1))(m + 22(1))

o - amw*(t)
= DA = T O 1 5 0)

+Dzy(t) +a

= —Dux(t) + Das(t) —a

“+a

m(z1(t) + x2(t)) + x1(t)x2(t)
(m +z1(t))(m + 22(t))

Ag(t) +a Ag (),

donde la ultima igualdad se obtiene por razonamientos idénticos a los que se realizaron en la
demostracion de la parte (ii7) del Teorema A2.7]

Como 0 < z(t) < w*(t) <ip y w*(t) > iy, tenemos

A, (£)
dt

amw*(t)
(m 4 21(1)) (m + 22(1))

mAag(t) + al\, (1),

m(zq(t) + z2(t)) + x1(t)z2(t)
(m + 21(t))(m + x2(t))

= —DA,(t)—a Ay(t) +a AL (t)

< —DA.(t)—a
analogamente a la demostracion de la parte (iii) del Teorema 2]

Asi, A, (t) — 0 cuando t — oo, siempre y cuando
My,

D+a——
(m + ipr)?

> a,
0, equivalentemente

a(m? +m(2iy — im) +1i3,) < D(m +iy)?,
ya que

a<D-+a

)

(m +in)?
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con lo que

mi
all—-——"— ) <D,
( (m+ ZM)Q)
es decir,

m? + Z?M + 2miy — mi,,
(m -+ iM)2

<D

Y

o lo que es lo mismo,

a(m? +m(2iy — im) +1i3,) < D(m +iy)%

Esto también se cumple si @ < D, en cuyo caso estamos en la situacion (i) del Teorema. Sin
embargo, puede también cumplirse si a es ligeramente mayor que

(m® 4+ m(2in —im) +i3y) < (M + i),

en cuyo caso las estimaciones anteriores con 1 (t), z2(t) igual a w*(t), el sistema es contracti-
vo uniformemente estrictamente [38], [39] en el cuadrante positivo y entonces tiene una tnica
solucion completa como su atractor pullback en el cuadrante positivo.

5.3. Modelo con pared.

Estudiaremos en esta secciéon lo que ocurre cuando hacemos variar el ratio de concentraciéon de
nutriente en el modelo con pared. Cuando D es constante e I varia en tiempo, el modelo que
tenemos es el siguiente

dx(t) x(t)

G = DU = alt) — am T (0) 4 () + b 1),
W = 0 D)+ et (0 () + ranale) (5.4
L)~ —n(0)+ 2Dt (0 el

Lema 5.3.1 Supongamos que (o, Y10, Y20) € Rf’r. Entonces, todas las soluciones del sistema
(B4) con datos iniciales (x(ty), y1(to), y2(to)) = (%o, Y10, Y20) son

(i) mo negativas para todo t > ty;

(i) uniformemente acotadas en R3.



5.3. MODELO CON PARED. 109

Ademds, el sistema dindmico no auténomo en R generado por el sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias ([5.4) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R} en RY.

Demostracion.-

(i)

Por continuidad, cada solucién tiene que tomar el valor 0 antes de tomar cualquier valor
negativo. Con x =0, y; > 0, y2 > 0, la EDO para z(t) se reduce a

dx(t)
dt

= DI(t) + bvys > 0,

con lo que z(t) es estrictamente creciente en x = 0.

Cony; =0, >0, y2 > 0, la EDO reducida para y;(t) es

por tanto, y;(t) es no decreciente en y; = 0.

De forma similar, con yo = 0, z > 0, y; > 0, la EDO reducida para y,(t) es

por lo que y»(t) es no decreciente en yo = 0. Ademas, (x(t),v1(t),y2(t)) € R% para
cualquier t € R.

Definimos, para (x(), 4 (1), va(t)) € B2

X @O = 2(8) + 51(t) + ya(2).

Entonces, || X (t)|[1 < S(t) < %[ X(t)[|1, donde

S(t) = x(t) + —(11(t) + 4a(1)),

a
C

analogamente a como se hacia en la demostracion de la parte (i) del Lema 371
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Derivando S(t) a lo largo de soluciones de (5.4]), tenemos

ds(t) dx(t) N ady(t)  adys(?)

dt dt c dt c dt
= DI(t) - Dalt) — a—) et T (1) + b (1) — .
=i 0) — ) + D) — Lanlt) + )
+ 2 @) — Lrags (D)
= DII(t) —a(t)] — |2+ D) = br| 5y (t) = Zvaa()
< Diy — Dx(t) — [%(1/ + D) - by} () — Loya(t)

Notemos que, como a > cy 0 < b < 1, entonces

g(zj—i—D)—byzy+D—b1/>V—i—D—y:D.
c

Sea p := min{D, v}, entonces

%it) < Diy — Dx(t) — [%(y +D)— bl/] yi(t) — %Vyz(t)
< Diy — Da(t) — Dy (t) — vys(t)
< Dipy — pf{x(t) + v (t) + y2(t)}

De esta forma llegamos a

ds(t :
% < Dip — pS(t).

Anélogamente a como se razonaba en la demostracion de (i) del Lema 3., podemos

Ding

comprobar que si S(ty) < %, entonces S(t) < =

para todo t > ty. Por otro lado, si

S(to) > %, entonces S(t) serd no creciente para todo t > to, con lo que S(t) < S(to).

Entonces implica que || X (¢)||; esté4 acotada superiormente, es decir,

10 < e { 22 ) + L)+ 0t00)
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para todo t > t.

Se sigue entonces que para todo € > 0, el conjunto compacto no vacio

a Di
B. 3:{($ay17y2)€Ri : x+z(y1+y2)§TM‘i‘5}

es positivamente invariante y absorbente en R3. El sistema dindmico no auténomo en
R? generado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (5.4)) tiene por tanto
un atractor pullback A = {A(t) : t € R}, que consiste en subconjuntos compactos no
vacios de Ri tal que estan contenidos en B..

Usando de nuevo el cambio de variables z(t) y a(t) definidos como en (A.8]), el sistema (5.4]) se
convierte en el siguiente

B = D) = o(t) — 020 + a0,

dz(t) x(t)

i —uz(t)—Da(t)z(t)—i—cmz(t)a (5.7)
d‘é—f) = —Da(t)(1—a(t)) — ra(t) +r2(1 — aft)).

La tercera ecuacion del sistema (5.7)) tiene un tnico punto de equilibrio

. D+T1+T2—\/(D+T1+T2)2—4DT2
B 2D

que es asintoticamente estable en (0, 1), tal y como demostramos en la primera parte del trabajo.
Asi, cuando t — o0, sustituyendo «(t) por o* en el sistema (5.7), obtenemos

«

dz(:) = D(I(t) — =(t)) — ami(’z(t)z(t) +bvatz(t),
dz(t) . ()
— = —vz(t) — Da*z(t) + cmz(t). (5.8)

Para obtener mas detalles de la dindmica de las soluciones del sistema (5.8)) a largo plazo
presentamos el siguiente Teorema.

Teorema 5.3.1 Supongamos que I : R — [iy,ip], con 0 < i, < iy < 00, es continua,
a>c, be(0,1) yv > 0. El sistema (B.8) tiene un atractor pullback A = {A(t) : t € R}
contenido en el primer cuadrante. Ademds,
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(i) cuando v + Da* > ¢, la solucion completa (w*(t),0) es asintdticamente estable en R,

donde

t
w*(t) = De_Dt/ I(s)eP4ds,

y el atractor pullback A tiene una inica componente A(t) = {(w*(t),0)} para todo t € R,
(i) cuando

CDZM

v+ Da* <
m(a —c+ v+ bva* + D)+ Diy

el atractor pullback A también contiene puntos estricamente contenidos en el cuadrante
positivo, ademds del conjunto {(w*(t),0)}.

Demostracion®.-

(i) Cuando v + Da* > ¢, tenemos
dz(t) x(t)
dt (V +Pa “m + () () <0,

lo que implica que z(t) decrece a 0 cuando ¢ — oo, para cualquier z(t;) > 0. En
consecuencia, x(t) satisface

es decir,

¢
z(t) = z(to)e Plt) 4 DeDt/ I(s)eP4ds,

to

que converge a w*(t), bien cuando ¢ — 00, 0 bien cuando ty — —oo.

(ii) Sea u(t) := x(t) + 2(t), entonces

du(t)  dx(t) = dz(t)
a T dt dt

— D(I(t) —z(t)) + %z(t) 4 bvatz(t) — va(t) — Datz(t).

3Notamos que omiteremos algunos detalles de calculo cuando sean similares a demostraciones previamente
realizadas.
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Por un lado,

dt;(tt) < DU - ()) (v — bva* + Da*)z(t)
< DI(t) - Da(t) — Da*2(t)
< DZM—Da u(t)
Por otro lado,
du(t) > D(I(t) —x(t)) — (a — c+ v+ Da* — bva*)z(t)

dt
DI(t) — Dz(t) — (a — c+ v —bvB* + D)z(t)

Di,, — (a—c+v—bvp* + D)u(t).

AR

Ademas, tenemos las siguientes cotas superior e inferior para w(t):

[ := t —. 5.9
a—c+u—bl/a*+D<u()< (5.9)

Para € > 0 suficientemente pequeno, definimos 7, como el trapezoide

Di
o 2 . M
TE.—{(:E,Z)ER+.x2€,ZZE G,—C+U—bVO[*+D§x+Z<_Oz*}’

con lo que T} es absorbente.

Figura 5.2: Representacion grafica del conjunto 7.
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Demostremos ahora que es invariante. De forma similar a la demostracion del Teorema
(.21l cuando € es suficientemente pequeno, se tienen las siguientes desigualdades sobre
la acotaciéon de T:

dx(t) ae
dt =D(I(t)—¢e)+ (bl/oz _m+5) z(t) > 0,
( v+ Da* + <i;i)8)5>0,
) <0,
d(x(t) +2(1))
dt r+z=l g 0

Veamos la demostracion de las dos ultimas desigualdades. Para ver la primera

du(t)

< Diy — Do¥r—
dt ‘M

iM a*
*

por lo que

Para ver la segunda desigualdad

du(t
l;(t) < Diy—(a—c+v+bvf*+ D)l
u=l
Di
= Di,—(a—c + D) el
a—c va” + D
= Di,, — Di,, =0.
por lo que
d
ult) > 0.
dt |,

Entonces, T, es invariante. En conclusiéon, esto implica que existe un atractor pullback
A={A(t) : teR}enT..
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Modelo con retardo.
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Capitulo 6

Modelo sin crecimiento en pared.

6.1. Introduccion.

Otra posibilidad a la hora de estudiar los modelos de quimiostatos es considerar un retardo en
tales modelos de tal forma que quede explicado el crecimiento oscilatorio de los microorganis-
mos. Los retardos son naturales en los sistemas biol6gicos, debido a que permiten la coexistencia
de poblaciones en competicion como una soluciéon peridédica no forzada.

La presencia de términos con retardo en modelos de quimiostatos estd completamente justi-
ficada, ya que el comportamiento de los sistemas dindmicos no solo depende en general del
presente, sino también de su historia. A veces s6lo un corto periodo de tiempo pasado es el que
proporciona informacion relevante al sistema (es el caso de retardos constantes o variables) y
otras veces es toda la historia la que hay que tener en cuenta (retardos distribuidos). Debemos
notar que la presencia de retardos no constantes hace que estemos trabajando con modelos de
quimiostatos no auténomos.

Los primeros modelos de quimiostatos con retardo fueron estudiados por Caperon en [35] Méas
tarde, Bush y Cook propusieron un modelo de quimiostato con retardo en el ratio de crecimiento
intrinseco de los microorganismos, pero sin retardo en la ecuacion del nutriente [36]. Podemos
introducir entonces un retardo al modelo mas simple de los que hemos estudiado

dzit) — DI — Dz —aU(z(t))y(t),
dZ—wa = —Dy(t) + cU(z(t))y(t).
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resultando el siguiente modelo

d‘fl(:) — DI — D — aU(x(t))y(d),
dz_iw = —Dy(t) + cU(x(t — p(t)))y(t), (6.1)

siendo p(+) : Ry — [0, h] (h > 0) una funcion continua.

En este caso consideramos un retardo variable, en lugar de uno constante, aunque también
podria tenerse en cuenta un retardo distribuido. La eleccion del retardo variable es para mostrar
el comportamiento de estos modelos a la hora de introducir un retardo, sin entran en terrenos
que pueden ser pantanosos en el caso de retardos distribuidos y que pudieran hacer perder la
vision de lo que se pretende mostrar.

6.2. Algunas consideraciones previas.

Para resolver el sistema (6.1]), necesitamos fijar los valores de la soluciéon no sélo en un tiempo
inicial ¢y € R, sino en el intervalo [ty — h, t], es decir, necesitamos encontrar las soluciones al
sistema (6.1]) para t > t, tal que

IL‘(t) = gbl(t — to), ’y(t) = ¢2(t — to), para t € [to — h, to], (62)
donde (¢1, ¢2) € Cy := C([—h,0]; R?).

Observemos que el sistema (6.0I) se puede escribir como la siguiente ecuacion diferencial fun-
cional no auténoma

dz(t)
dt
donde f(-,-) : R x C}, — R? esta dada por

[ DI —D¢1(0) — alU(¢1(0))p2(0) | o
I @—( ~Dn(0) + U1 (—p(£))p(0) ) para ¢ := ( b ) € O,

y 2z € C} denota la funcion

= f(ta Zt)7 (63)

2(0) = z(t +0), para e [—h,0],
para cualquier funcion continua z : [—h, +00) — R
Para resolver el problema de valores iniciales para (6.3]), una posibilidad es considerar una

condicion inicial ¢ € (Y, en el tiempo inicial ¢y € R. Esto nos proporcionara, bajo condiciones
adecuadas, la tnica solucion z(-;tg, @) de (63) tal que zy(-;to0, ) = &, lo que significa que
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2 (0310, @) := z(to + 0;t0,d) = ¢(0) para 8 € [—h,0]. De esta forma podemos construir un
sistema dindmico no auténomo (por ejemplo, un proceso) en el espacio de fases C}, en el siguiente
sentido: para cualquier ¢ > ¢y, definimos el operador Z(t,tg) : C;, — C} como

Z(t, to)d = z(+;to, ), para ¢ € Cy,. (6.4)

6.3. Signo y acotacion de soluciones.

Al igual que en los capitulos previos, la regién bioldégicamente interesante en nuestro modelo
es aquella donde las soluciones sean positivas y finitas. En el proximo teorema demostraremos
que las soluciones del sistema (6.1 son no negativas y acotadas.

Lema 6.3.1 Dada cualquier condicion inicial ¢ > 0 en [to — h, to], las soluciones de (6.1]) son
no negativas.

Demostraciéon.- Lo primero que vamos a demostrar es que si una solucién comienza en el
cuadrante

R ={(z,y) : >0,y >0},

permanece alli para siempre.

Por continuidad, cada solucién debe tomar el valor 0 antes de alcanzar cualquier valor negativo.
De hecho, como

dy(t)

. = [=Dy(t) + cU(x(t — p(t)))y(t)]

y=0

=0,

y=0

entonces y no decrece en y = 0, con lo que nunca tomara valores negativos.

Por otro lado,

= [DI = Dx(t) — aU(x(t))y(t)]

z=0

0
— DI —aUf0Ty(t) = DI > 0,

lo que implica que z es creciente en x = 0. En conclusion, se tiene que las soluciones del sistema
(610) son no negativas para cualquier ¢ > t.
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Teorema 6.3.1 Supongamos que

d:=D—c>0, (6.5)

entonces para todo t > tg, las soluciones del sistema (1)) estin acotadas para cualquier condi-
cion inicial'.

Demostraciéon.- Definimos el funcional

u(t) = u(z(t),y(t)) = =(t) + y(1).

Derivando u a lo largo de soluciones del sistema (6.1I)

dut) _ da(t) | dy(t)
dt dt dt
= DI — Dx(t) —aU(2(t))y(t) — Dy(t) + cU(x(t — p(t)))y(?)
< DI — Dx(t) — ay(t) — Dy(t) + cy(t)
< DI — Dx(t) — Dy(t) + cy(t)
DI — Dx(t) — (D — ¢)y(t)
= DI — Dzx(t) — oy(t),

donde 0 < 6 < D definido como en (6.5]).
Definimos

Q:={(z,y) eR: : Dx+dy < DI}.

Vamos a estudiar cotas superiores de las soluciones caso por caso.

(a) Si una trayectoria comienza en t = t, en R%\, entonces el funcion u(x,y) a lo largo de
las trayectorias que comienzan en este punto deben ser decrecientes para todo t > ¢, tal
que (z,y) € R2\Q, pues en tal zona, Dz + dy > DI, con lo que

du(t)
dt

= DI — Da(t) — dy(t) < 0

es decir, u decrece. De esta forma,

u(t) = u(z(t), y(t)) < u(z(to), y(to)) = x(to) + y(lo) < [dr] + |¢al

'Notemos que tal condicién inicial siempre estd acotada pues ¢ es continua en [—h, 0].
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Asi,

1(@(8), y(0)| := 2(t) + y(t) = u(t) < [¢1] + [¢2], (6.6)
con lo que x e y estan acotadas.

(b) Si una trayectoria comienza o entra en la region €2 en un tiempo t = t; > t( y esté alli para
siempre, entonces por la definicion de 2 tenemos que para t > t1, Dxz(t) + dy(t) < DI,
de donde se deduce

?a;(t) +y(t) < %.

De esta forma, como 0 < § < D, entonces D/d > 1, con lo que

(o), wD | = 2(0) +9(0) < Zalt) +9(0) < (6.7

de donde se tiene que x e y estdn acotadas.

(c) Siuna trayectoria comienza y entra o vuelve a entrar después de haber salido de la region
) en un tiempo t = ty;_1 >ty y sale en el tiempo ¢t = to;, (i = 1,2,...), entonces (6.6) se
verifica para todos los tiempos (to;, t2;11) v (67) para todos los tiempos (ta;_1, ta;).

En resumen, para cualquier ¢ > t¢, las soluciones (z(t),y(t)) estan acotadas por

(), y(0)]| := () + y(t) < mzix{|¢>1| + |¢al, %} '

6.4. Analisis de la estabilidad.

Consideramos el modelo del quimiostato con retardo dado por el sistema (6.1]) con una funcion
de retardo variable p(-) € CY(R; [0, h]). Es facil darse cuenta de que (I,0) es un equilibrio facti-
ble y es asintoticamente estable cuando D > c¢. De hecho, cuando D > ¢, se sigue directamente
de la segunda ecuacion del sistema (6.1) que y'(t) < 0 para todo t.

Por tanto, ¥y = 0 es un equilibrio asintoticamente estable de la segunda ecuacion de (6.1)), y
haciendo y = 0 en la primera ecuacion del sistema (6.0]) tenemos inmediatamente z = 1.
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Cualquier otro equilibrio no trivial® (z*, y*) debe satisfacer

*

T

DI — Dz* — . 6.8
rea oy, (6.
Dy + e—5 =0 (6.9)
— cC = (). .
Yot ey

De aqui, dividiendo (69) por y* y despejando z*, tenemos

*

P =D & cx*=mD+ Dz* & c*— D" =mD &
m + ¥
mD
x*(c )=m =7
Por otro lado, de (6.8), obtenemos
DI — Da* —a—2—y* =0,
m + x*
es decir,
mD
mD )
DI —D — < t =
c—D am+ mD Y ’
de donde
D2 D
c—D (e 2i7 Oy
b
o lo que es lo mismo,
D? D
pr— 7
c—D c

o de otra forma

D? D? 2DI—cD2]—cmD?
* DI — ?—D cDI — Ccni[) < CC_D < 2DI — ¢D?*I — emD?

Y ab aD aD B (¢— D)aD

C

En resumen,

mD DI — ¢D?*I — emD?
*_ * _ . 6.10
v Y (¢ — D)aD (6.10)

2Ahora sblo estamos interesados en los equilibrios positivos, debido al significado biolégico de las soluciones
de nuestro problema.
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Nos disponemos a analizar las propiedades de estabilidad del equilibrio positivo (z*,y*). Para
ello construiremos un funcional de Lyapunov adecuado y obtendremos condiciones suficientes
sobre los parametros asociados a la funcion de retardo y sobre el resto de pardmetros del modelo,
con objeto de asegurar la estabilidad de este punto estacionario.

Teorema 6.4.1 Supongamos que p(-) : R — [0, h] tal que 1—p'(t) < M < 1. Entonces el equi-
librio positivo (z*,y*) definido en (6.I0) para el sistema (6.1)) es globalmente asintdticamente
estable.

Nota importante.- Antes de realizar la demostracion de este resultado, queremos hacer notar
que, gracias al uso de técinas mas sofisticadas tales como los funcionales de Lyapunov, hemos
logrado mejorar el resultado anélogo que aparece en [I], libro que estamos siguiendo a la hora
estudiar esta parte del trabajo. Esto se debe a que en dicho libro se exige una cota sobre la
amplitud del retardo, mientras que nosotros hemos logrado demostrar el mismo resultado sin
pedir a cambio condicién alguna.

Demostraciéon.- Primero, introducimos la siguiente transformacion

z(t) = x(t) —z"
y(t) = log yy(f) (6.11)
U(-) = U(-+2")=U(z").

Entonces, el sistema (6.0) puede escribirse como

TO D)~ ay PTG — U 6) (70 1),
%t) — OG- plt)): (6.12)

En efecto, como de (6.8)) se tiene

DI — Dzx*=a

entonces

= DI—Di(t) = Da* —a (U(E1) + (")) y'e®

= —Di(t) — ay’@VU(E(t)) — ay"e™U(2") + al(a")y"
= —Di(t) — ay’"U(E(t)) — ay"U(a") (") — 1).
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Por otro lado, de ([6.9) se deduce

—Dy* = —cm:j_ e y* = —cU(z")y",
con lo que
_dult _ - _
y*eyw% = Dy ¢ (U(x(t —p(t))) + U(x*)) yed® (6.13)
= —Dy*e" 4 cUE(t — p(t))y "™ + cU(a* )y "™
=~y + U (Tt — p(t))y"e"™® + U=y e,
y por tanto

W 0@~ pla).

Ahora construimos un funcional de Lyapunov adecuado paso a paso. Primero definimos

Ahora bien, si x(t) > x*, entonces z(t) > 0; de esta forma, como s € (0,z(¢)), entonces
s > 0. En consecuencia, s + z* > z* y U es una funcién creciente respecto de w, por lo que
U(s) =U(s+a*) —U(xz*) > 0. En conclusion,

siempre y cuando x(t) # x*.
Analogamente, si z(t) < z*, entonces Z(t) < 0; por tanto, como s € (z(t),0), entonces s < 0.

Entonces s+x* < 2* y U es una funcién creciente respecto de x, con lo que (7(5) =U(s+ax*)—
U(xz*) < 0. En conclusion,

z(t) _ -
Vi(z(t)) = / U(s)ds = —/ U(s)ds > 0,
0 (1)
siempre y cuando x(t) # x*.

Resumiendo, V4 (Z) > 0 para todo = # z*.
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Derivando V; respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (6.12]) tenemos

dVi(t)  dE(t) ~ -
o = g vE®)

— —DEOTE(L) — ay FOT(E()) - ay'Ula®) (79 — 1) T(E(1)).

Definimos ahora

y(t)
Va(3(t)) = / (e — 1)ds.

Ahora bien, si y(t) > y*, entonces y(t) > 0; de esta forma, como s € (0,%(¢)), entonces s > 0.
En consecuencia, e —1 >1—1 =0, por lo que

y(t)
o) = [ - Dds>o
0
siempre y cuando y(t) # y*.

Analogamente, si y(t) < y*, entonces y(t) < 0; por tanto, como s € (y(¢),0), entonces s < 0.
Entonces e* —1 <1 —1=0, con lo que

y(t)
Va(y(t)) = / (e* — 1)ds = —/ (e — 1)ds > 0,
0 y(t)
siempre y cuando y(t) # y*.
Resumiendo, V5(y) > 0 para todo y # y*.

Derivando V5 respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (6.12) tenemos

- e
= (PO 1) UE(t - p(t))).

Consideramos ahora el funcional

V() =V (@(t),y(t) = Vi(@(t - p(t))) + AVa((t)),
con A := &(1 — M)U(x")y*.
Esta claro que V(z(t),y(t)) > 0 para todo (z,y) # («*,y*). Notemos que si (z,y) = (z*, y*),

me encuentro en el equilibrio, por tanto, por definicién de punto estacionario, no me moveré de
él.
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Derivando V' respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (6.12) tenemos

dv (t)

dt

con lo que V es definida negativa, de donde se deduce que el equilibrio positivo (z*,y*) es

T ) VT
TN i1 i) + AT

20 St_meﬁ@u — pla)) + 2220
e GOV OIREES
dvlg(s) S:t_p(t)a _ M)+ A%

dA(E() s APUT0)

{=Di(t = p)T(E( - p(1))) — 0y TOT2E(E ~ p(1)))
—ay"Ua") (7 = 1) U(E(t = p(1))) } (1 = M)
H U= M)UE )y e (7 — 1) T = p(1)

{=Di(t = p@)T(@(t - p(t)) = ay"e™ T2 (F(t — p(1)) } (1 = M) < 0,

globalmente asintéticamente estable.



Capitulo 7

Modelo con crecimiento en pared.

7.1. Introduccion.

El sistema (6.1)) estudiado en el capitulo anterior representa el comportamiento de un quimios-
tato con retardo variable, sin embargo no refleja el crecimiento de microorganismos en la pared.
Como ya sabemos, es muy frecuente que los microorganismos no sélo crezcan en el medio de
crecimiento, sino que también lo hagan en las paredes del recipiente donde estan contenidos.
De esta forma, el modelo con pared estudiado en capitulos previos, o sea,

dzgﬂ = DI = Dar(t) = aU(2(6) (1 (1) + p(8)) + b (1),
dy;iﬂ = —(v+ D)) + cU(x(t)n (t) = r191 () + ragalt),
dyift) = —uyn(t) + cU(a())y2(t) + raan (£) — rag(t),

queda, una vez introducido el correpondiente retardo variable, como

df;(tt = DI —Dx(t) — aU(x(t))(y1(t) + y2(t)) + vy (t — 11(t)),
dy;it) = —(v+D)yi(t) + cU(x(t — 12(t)))y1(t) — riy1(t) + roya(t) (7.1)
dy;it) = —vyy(t) 4 cU(x(t — 1o(t))ya(t) + r1iy1(t) — r2y2(t),

donde 71(+), 72(-) : Ry — [0, h] (h > 0) son funciones continuas.

127
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7.2. Algunas consideraciones previas.

Como ya hemos explicado, en el sistema (6.I]) suponiamos que los microorganismos solo crecian
en el medio de crecimiento, pero no en las paredes del recipiente que los contiene. Sin embargo,
cuando el ratio de limpieza del quimiostato no es suficientemente rapido, el crecimiento en la
pared se convierte en un factor importante a tener en cuenta. Por ello, en este capitulo vamos a
estudiar el modelo de quimiostato con retardos variables y crecimiento en pared. Trabajaremos
entonces con el sistema ([I]), que volvemos a escribir.

d:fl(tt) = DI — Dx(t) — aU(x(t))(y1(t) + y2(t)) + by, (t — 11(t)),
dy;ét) = —(v+D)yu(t) + cU(x(t = 72(t))y1(t) — riy(t) + ray2(t)
dy;t(t) = —vya(t) + cU(x(t — 72(t)))ya(t) + riyi(t) — raya(t),

Suponemos que

x(t) = d1(t —to), y1(t) = dar(t — to), y2(t) = Paa(t — ty) para t € [tg — h, o], (7.2)

donde (¢1, ¢a1, P22) € C([—h,0];R3) =: éh. Denotamos por ¢ = (¢1, ¢21, Pa2), con lo que el
sistema ([I]) puede escribirse como la siguiente ecuacion diferencial funcional no auténoma

d
A0 gt 2), (7.3)
donde g(-,-) : R x C) — R3 esta dada por
DI = D¢1(0) — aU(¢1(0))(921(¢) + 022(0)) + brear (—71(1))
9(t,¢) = | =+ D)o (t) + cU(¢1(=72(0)))$21(0) — r1621(0) + 720022(0) | ,
—v92(0) + U (¢1(—72(1))) 922(0) + 71621 (0) — 72¢22(0)
y z € Cy es la funcion z(f) = z(t +6), 6 € [—h,0] para cualquier funcién continua z :

[—h,00) — R3.

La existencia y unicidad de soluciones de ([7.3]) con condiciones iniciales (7.2)) se puede establecer
facilmente bajo los supuestos sobre la funcién de consumo U. Entonces tenemos que la tinica
solucion z(+;tg, ¢) de (T3) es tal que z,(-; to, @), es decir,

Ztg (97 to, (b) = z<t0 + ‘9; to, ¢) = (b(@), para 0 € [_h'7 0]
En consecuencia podemos construir un sistema dindmico no auténomo o proceso en el espacio

de fases C, Z(t,ty) : Cp, — C},, definida para todo t >ty como

Z<t7 t(])(b = zt('; tOv (b)a (b € CVYh-
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En las siguientes secciones demostraremos que todas las soluciones de ([Z.3]) son no negativas y
acotadas para todo t > t, correspondientes a condiciones iniciales (7.2]) no negativas y acotadas.

7.3. Signo y acotacion de soluciones.

Lema 7.3.1 Dada cualesquiera condiciones iniciales ([6.1)) en [to—h, to], las soluciones iniciales
del sistema ([LI) son no negativas.

Demostracion.- De forma similar a la demostracion del Lema [6.3.1] vamos a demostrar que
una solucién que comienza en el octante

Ri = {('r7y17y2) : xzoayl ZO,yQ ZO}

permanece alli siempre. De hecho, por continuidad cada solucién tiene que tomar el valor 0
antes de alcanzar cualquier valor negativo. Ademas, cuando x = 0, y; > 0, yo > 0, la primera
ecuacion del sistema () se reduce a

dx(t)
dt

con lo que x(t) es estrictamente creciente en x = 0. Cuando y; = 0, z > 0, yo > 0, la EDO
reducida para y;(t) queda

= DI + bvy, (t — 1(t)) > 0,

dy.(t)
dt

con lo que y;(t) es no decreciente en y; = 0. De forma similar, y» es no decreciente en y = 0,
ya que la EDO reducida para y»(t) queda

dys(t)
dt

Por tanto, (x(t),y1(t), y2(t)) € RY para cualquier ¢.

=roys > 0,

= T‘lyl(t) Z 0.

En el siguiente Teorema presentamos un resultado de acotacion de soluciones de ([Z.).

Teorema 7.3.1 Supongamos que 7{(t) < M; < 1, entonces las soluciones de (T]) estdn aco-
tadas para todas las condiciones iniciales, siempre y cuando

VMl
11—, €

p=min{d,v —c} >0, cond:=D — (7.4)
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Demostracion.- Definimos el funcional v(z, y1,y2) como

o) = 200+ )+ tle) + 2 [ s

Entonces la derivada en tiempo de v(t) a lo largo de soluciones del sistema (Z.1]) es:

dv(t) de(t)  dyi(t)  dys(t) b d /2
— b b d
dt a UTar U Ta T1oMdt ), t)yl(s) °

= DI —Da(t) — aU(z(t))(y1(t) + y2(t)) + by (t — 71 (2))
—b(v + D)y (t) — brya(t) + beU (x(t — 72(1))) (y1(t) + y2(t))

1 —byM1 (ya(t) = (1 = () (t — 7a(2)))-

_|_

Como 7{(t) < M, <1y —L - < 1, entonces

1-M
1
1— M,

Ademés, usando que U(-) < 1, tenemos

(1—7(t) < -—1.

PO DI Dalt) — aU () (1) + 2(0) + bt — (1)

=b(v + D)yi(t) — brya(t) + beU(2(t — 72(1))) (y1(t) + y2(t))
1) = o (= @)~ 7(0)

< DI — Dx(t) — b(v + D)yi(t) — brya(t) + be(yi (t) + y2(1))
b @+ (1= 7= (= 7)) bonle = (o)

S DI Daft) b+ DYya(t) — bogslt) +beus 1) + 1o(0) + i)

— DI—Da(t)—b (y +D—c— - _”Ml) () — b(v — )ys(t)

— DI - Da(t)— b (D e [1 _lMl - 1}) (1) — b — C)ya(t)

= DI—Dz(t)—b (D —c—vs %\41) y1(t) — b(v — )ys(t)

< DI — Dx(t) — boy,(t) — b(v — c)ya2(t),

donde § esta definido en (7.4]). Ahora definimos la region

Q= {(z,y1,92) €RY : D+ bdy; + b(v — c)y» < DI}.
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Si una trayectoria comienza en t = ¢ en Rf’r\fl, entonces Dz +bdy, +b(v—c)y, > DI, con lo que
el funcional v(z, y1,y2) a lo largo de esa trayectoria comenzando en ese punto sera decreciente

para todo t > tq tal que (z,y1,y2) € Ri\fl Por tanto,

v(a(t), 11(1),12(t)) < wlz(lo), y(to), ya(to))

dv to
— (to) + by (fo) + bya(to) + / yi(s)ds
I M1 to—71(to)

< |¢1|+b(1+ ) |P21] + bl@azl,

1—M;

lo que implica que, como b < 1, entonces

0,30, 2] = 2(0) +01(0) + 3000
< 2alt) + () + el
< Le) v () + i) + —~ /to yi(s)ds
b L= My Jiy—ri o)
— G| b 2 [T o
= Jola®), (), 1a(1)
< gl + (14 725 ) loal + 10wl (75)

Si una trayectoria comienza o entra en la region Q en un tiempo t = t; > tg y permanece en O
para siempre, entonces por la definicion de €2 tenemos que para todo t > tg,

Da(t) + boyi(t) + b(v — c)ya(t) < DI,
lo que implica que, como b <1, p <6 =D — M= —c <D, p <6y p<v—c entonces 3 > 1,
%Zly%Zl,conloque

Nt i () @) = 2(t) +a(t) +pa(t)
< Do+ 2ty + L)
b " 1 2
s (7.6)
< 2

Si una trayectoria comienza o entra o vuelve a entrar después de haber salido de la region O
en tiempos t = t9;_1 > to y sale en el tiempo ty;, (i = 1,2,...), entonces (ZH) se verifica para
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todos los tiempos (t9;, t2i11) v (L) para todos los tiempos (t;—1,t2;).

En conclusion, para cualquier tiempo ¢ > 0, tenemos que las soluciones de (x(t),y1 (%), y2(%))
estan acotadas por

(@), y1 (D), 2O = 2(t) +y1(t) + ya(t)
< méx{% + (1 + 1 5}3\41) |pa1| + | P22l lb)—,ul} )

7.4. Analisis de la estabilidad.

Notemos que cualquier solucién de equilibrio (z,yi,y9) del sistema (1) debe satisfacer las
ecuaciones algebraicas

DI — Dx — aU(z)(y1 + y2) + vy = 0,
—(W+ D)y +cU(@)yn —riya +1ray2 = 0,
—VY2 + CU(ZL‘)?/Q + Ty — rlYys =

Claramente (z,y1,y2) = ([,0,0) es un equilibrio asintéticamente estable cuando v > ¢; de
hecho, cuando v > ¢,

d(y1(t) + ya(t))
dt

= —(W+D)y(t) = vya(t) + cU(2(t = m2(t) (y1(1) + y2(t))
< = =0)u(t) +3a(t)) <0

Para estudiar la estabilidad de las soluciones de equilibrio no triviales del sistema (7.1]), primero
llevamos a cabo el siguiente cambio de variables:

TI(t) = y1<t) + yQ(t); ﬁ(t) =

De esta forma, y analogamente a lo estudiado en los primeros capitulos de esta memoria, el
sistema (IZI]) se reescribe como

dfg) = DI = Da(t) — aU(x(t))n(t) + bvp(t — m(t))n(t — (1)),
dz—it) = —vnt) = DB@)n(t) + cU(x(t — m2(1))n(t), (7.7)
dp(t)

= —DB(1)(1 — () — rB(t) + ra(1 — B(1)).
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La ecuacion para [(t) esta desacoplada de las ecuaciones para x(t) y n(t). Resolviendo la
ecuacion algebraica

—DB(1—=pB)—rf+r(1—p0)=0

tenemos, como ya sabemos,

. D+T1+T2i\/(D+’I"1+T2)2—4DT2

P 2D
Notemos que 3(t) € (0, 1) para cualesquiera soluciones positivas y;(t) > 0, y2(t) > 0 del sistema
(C1). Ademas, como 6"520 =71y >0y 6"5:1 = —r; < 0, entonces (0, 1) es positivamente

invariante para §(t) y es la region biolégicamente interesante!. Por tanto, el equilibrio de la
ecuacion desacoplada del sistema ([.6]) esta dado por

B D+T1+T2—\/(D+T1+T2)2—4DT2
B 2D '

Lema 7.4.1 El punto critico f* tal como estd definido en (L.8)) es un equilibrio asintdticamente
estable de la tercera ecuacion del sistema ([T.0]).

B

(7.8)

Demostracion.- Definimos A(t) := §(t) — 5%, entonces A(t) satisface la siguiente EDO:
PO — _DA@) + 81— A) - 8~ ri(AE) + ) + 1ol - ) - )
= —DA@)(1—A(t) = 5") = DF*(1 = A(t) = 57) = mA(t) —rif°
+19 — roA(t) — ro*
= —DA(t) + DA*(t) + DA(#)3* — DB* + DB*A(t)
+D6*2 — 1 A(t) — " 19 — roA(t) — rof”.

Ahora bien, por ser 8* equilibrio de la tercera ecuacion del sistema (7.0]), se tiene

—Dp*(1 = %) =" +ra(l = 3%) =0,

es decir,

—Dﬁ* + Dﬁ*Q — 7“16* + 19 — Tgﬁ* = 0.
Continuando
dA(t)

— = —DA(t) + DA%(t) + DA(t)B* + DB*A(t) — riA(t) — roA(t)

— DA(Y) <A(t) +26" —1- ;”) ,

'En este parrafo no damos mas detalles por analogfa a estudios anteriores
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es decir,
dA(t D 2—4D
IO _ pagy (A - Y P+ E) =) (7.9)
dt D
Resolviendo (7.9)) con condicién inicial A(ty) = Ay, tenemos
A(t) - AO\/(D + 7+ TQ)Q — 4DT2 e\/(D+r1+r2)274Dr2(t7to) SN O, (710)

—A0—<A0—\/<D—|—T1+T2)2—4DT2

cuando t — 0, lo que implica que S* es asintoticamente estable.

Para finalizar, veamos que se tiene (Z.10). En efecto, partimos de (7.9), que podemos reescribir
como

dA(t)

B0 _ pac(t) — D+ i+l —ADmAW).

Para un tiempo suficientemente grande, reemplazando 3(t) por 5* en las dos primeras ecuacio-
nes del sistema (7.6)), tenemos

dfz? = DI — Dx(t) —aU(x(t))n(t) + bvg™n(t — n(t)),
dz—(f) = —vn(t) = DE"n(t) + cU(x(t — m2()))n(?). (7.11)

Cualquier solucién de equilibrio no trivial del sistema (II]) debe satisfacer las ecuaciones
algebraicas

DI — Dx* —aU(z")n* + bvB™n*
—v—Df"+cU(z*= = 0. (7.13)

I
=
—~

=
—_
[\

Despejando z* en (7.13)), tenemos

*

—v—Df" +c¢ L =0,
m + x*
es decir,
c =v+ Dj",

m + x*
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o lo que es lo mismo,

cx* =mv+mDpB* 4+ x*v+ DB ",
Reagrupando los términos con x* llegamos a

ct* —vx* — DB x* = my +mDS";
es decir,

(c—v—=Df")z" = m(v+ DF),

con lo que

. mlv+Dg)

- c—v—Dp*
Ahora, como sabemos que
—v — D"+ cU(x*) =0,

entonces

cU(x*)=v+ Dp*,
con lo que

v+ Dg*
c

U(z*) =
y sustituyendo esta expresion en (.12]), tenemos
v+ DG*
c

DI —Dx* —a n* 4+ bvp*n* =0,

es decir,
DI — Dz* — g(1/ + Dj*) — byﬁ*] n* =0,
c

con lo que

. DI-Dx*  DI-Dx*
T S DE) — B i(vt Dpr) -
cDI — c¢Dzx* cD(I —x*)

a(v + DB*) — bev3* - a(v + DB*) — bevf*’
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Ahora bien, para que sea equilibrio positivo, debe ocurrir que

c—v—DpF*>0, ie, c>v+ D"

y también que

cD(I —z*)(a(v + DB*) — bev ™) > 0.
Ahora bien,

., mw+DF) _Ie—v— D) —my+DF)
B c—v—Dp* c—v— Df* ’
por tanto, como c—v—Df* > 0 (es la primera condicion exigida), entonces la segunda condicion
es equivalente a

(I(c—v—=Dp*) —m(v+ Dp"))(a(v + DS*) — bev*) > 0.
A continuacion establecemos un resultado de estabilidad para el equilibrio (x*, n*).
Teorema 7.4.1 Supongamos que 11(-), 72(+) : Ry — [0, 4], 7/(t) < M; < 1, i = 1,2; entonces
el equilibrio (z*,n*) del sistema (T1I)) es asintdticamente estable, siempre y cuando

1
v+ Dg*

. 1 2a
DA _q h < :
(6 ) + 1— M bev 3*

Demostracion.- En primer lugar, consideramos la transformacion

z(t) = x(t) —a",

- 1 n(t)
n(t) = log ot

U(-) = U(+z")—U(x").

De esta manera, el sistema (711 queda reescrito como

dilit) = —DE(t) — aU(@())n €™ — aU(z*)np*(e™™ — 1) + by (T ®) — 1),
dn(t)  ~ .
~ = cU(z(t — ma(t))).

Veamos que, efectivamente, es cierto. Antes de nada, de (T.I2]) tenemos

DI — Dz* = aU(z")n" — bvB™n".
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Entonces,

dF (t)

= = DI=Di(t) = Da" —a(U(E(1) + U(w")n"e™ + bos*y*e™=n )

= DI — D#(t) — Dz* — aU(Z(t))n*e™ — alU(z*)n* "™ + by et ®)
= aU(z*)n" — v n* — DE(t) — alU (Z(t))n* €™ — al (z*)n* ™ + bl/ﬁ*'r]*eﬁ(t’“(t”
= —Di(t) — aU(Z(t))n*e™ — alU(z*)n* (eﬁ(t) —1) 4+ bvpn* (eﬁ(t_”(t)) —-1).

Por otro lado, de (7Z.I3)) se tiene

—v — D"+ cU(x*) =0,

entonces
w0 Dty 4 (T (e~ ma(t)) + Uy
= o — DE O 4 cO(F(t — 7o(t) 0T + U ()T
= (—v=DB* +cU(x*))n ™™ + U (T(t — 7o(t)))n*e™
= cU(E(t — no(t)))y"e™™.
Asi,

dai(t) _
P2 = (it — (1),

Vamos a definir de nuevo un funcional de Lyapunov adecuado paso a paso. Definimos

Ahora bien, si z(t) > z*, entonces Z(t) > 0; de esta forma, como s € (0,z(¢)), entonces
s > 0. En consecuencia, s + x* > z* y U es una funcién creciente respecto de x, por lo que
U(s) =U(s+x*) — U(z*) > 0. En conclusion,

T(t) _
V@) = [ U0
0
siempre y cuando x(t) # x*.

Analogamente, si z(t) < z*, entonces z(t) < 0; por tanto, como s € (z(t),0), entonces s < 0.
Entonces s+2* < 2* y U es una funciéon creciente respecto de z, con lo que U(s) = U(s+x*) —
U(xz*) < 0. En conclusion,
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siempre y cuando x(t) # x*.

Resumiendo, V;(Z) > 0 para todo x # z*.

Derivando V; respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (Z.I1]) tenemos

dVi(t) dw( ) 75

ol U((t))

= —D:c< )U (% ())—aUz(x@))n " — aU(z")y* (€7 — 1) U(3(t))
+ovpn* (e”(t 1(1)) )U(

= —DFOU@E(t) — aU?(F t))n*em —aU(z*)n* (" — 1) U(F(t))
FovBry (1O 1) U(E(t)) £ b8 (™ — 1) U(3(t))

= —DEOU(E(t) — al*@(t))ny"e™ — (aU(z") — bug*) " (" — 1) U(3(t))
—buy (70 — MO T(F(1)) - B EE) + B E()

= -DI()U(F ())—aUQ(:r@))n*eﬁ“’—(aU(x)—bvﬁ) (" — 1) U(F(t))
—bv B n* ( nt) _ nilt— n(t))) ~(f(t))

< =Dz()U (())—aUz(:r:@))n*eﬁ“’—(aU( ) = bt gt (67 — 1) U(3(t))
FovBr el — 1O T (3(1)).

Ahora bien,

) _ (ilt=m ()]

t t ~
/ L] ds / St 4(3) ds‘
t—71(t) ds t—71(t) ds

¢ " t _ ~
‘/ J@U@@_@@»msgc/“ 7] [T (s — 7a(s)))| ds
t—r1(t) t=mi(t)

t
_ . / £9)
thl(t)

y utilizando la desigualdad de Young

= C

U((s = ma(s)| ds
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MO o DEOTED) ~ TP EO e — (aU(a) — s (10 1) D)

+bvfry* [Tt — ehtt=m ) )} U(Z(t))

< —DEOTE) — ol (F)'e" — (aU(e) — By (70— 1) T(E0)
bevB*n* 67’(5)553—7'23 ds | U@
- 577~</m(t) [0t =i ) o)

= —DEOT(ED) — D (F)'e — (aU() — By (5 — 1) D)
+oevsy [ . &) ﬁ(f(s—TQ(s)))‘ﬁ(i(t))ds

< —DEOTE) — DG — (@) — by (70— 1) T(E0)

* 0% t _ ~ t 7 7 2
+bCVﬁ 7 {/ 19 ds - U(Z(1)) +/ e U (Z(s —72(3)))‘ ds}
2 t—71(t) t=71(t)

= —DEM)U(E() — aU>@(#))ye™ — (aU(a*) — buf*)n* (" — 1) U(F(
bev 3 n”* t ) ds . U7 t U (3 (s — T s
+— {/t_n@) ds - U*( (t))+/t_n(t) U (%(s — 72(s)))d }

En segundo lugar definimos

7(t)
Va(ii(t)) = / (e — 1)ds.

Ahora bien, si 7(t) > n*, entonces 7(t) > 0; de esta forma, como s € (0,7(t)), entonces s > 0.
En consecuencia, e* — 1 >1—1 =0, por lo que

7(t)
Vi) = [ (- ds >0
0
siempre y cuando 7(t) # n*.

Analogamente, si n(t) < n*, entonces 7(t) < 0; por tanto, como s € (7(¢),0), entonces s < 0.
Entonces e* — 1 < 1—1=0, con lo que

7(t)
Va(ii(t) = / (" — 1)ds = —/ (" — 1)ds > 0,
0 n(t)
siempre y cuando 7(t) # n*.

Resumiendo, V5(77) > 0 para todo n # n*.
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Derivando V3 respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (Z.I1]) tenemos

~—

dV2(t . dﬁ@)) it T
e (™ — 1) U(Z(t — m(1))).

Finalmente, definimos el funcional

1— M,

Va(z(t),n(t)) = 0= M) ————bevn* B* /t / S)UZ (z(s — 12(s)))dsdv.

Claramente V3(Z,7) > 0 para todo n # n*, © # x*, ya que todas las constantes que aparecen,
asi como el integrando, son estrictamente positivos, teniendo también en cuenta los extremos
de integracion.

Derivando V3 respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (Z11) tenemos

d‘st(t) - ﬁbwnﬂ—{/ﬁ » /U2 (s — 7o(s )))dsdv}

_ ﬁbcm*ﬁ*{[n(t) b/ T T2 (3(s — Tos )))ds] dv

_ (/ttn@ T2 (F(s — 72(5)))) (11— T{(t))}

— %bcyn*ﬁ* {eﬁ(s)ﬁz(f(b‘ —7(s)))7(t)

Ahora consideramos el funcional

V(1) = V(z(t),n(t)) = Vi(z(t = m2(1))) + £Va(7(1)) + Vs(n(1)),

con k= LTEZWEIN (1 _ ).

C

Derivando V' respecto de t a lo largo de soluciones del sistema (T.I1]) y usando que 7/(¢t) <
M; <1,1=1,2, tenemos
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v (¢)

dt

IN

At = (1) | dVa(i(e) | dValii(t)
dt dt dt
di(t — (1)) V(i) | V(i)

— UE(t — (b)) + o o
dfd(s) d(t _dZZ(t)) ﬁ(%(t i TQ(t))) + Hd‘/?iii(t)) d‘/fﬂiii(t))
S ls=t—m(t)
R L
dVi(2(s)) ) dVa(n(t)) | dVs(7(t))
s - (1=7)+k 7 + o

{—fo@ — ()T (E(t — 72(t))) — aU(F(t — 7(t)))n"e™
— (aU(z*) — bwB*) " (™ — 1) U(F(t — (1))

e | /ttﬂ@ s TGt rlt) + [ T ]|
(aU(z") — bvB") " | (70 —

C

(L =73(t) + (1 — My) 1) U@t - (1))

L 1= M,
21— M)

([ TOU2(F(s — 2(s)))ds | - (1 — 74
([, 0= nwas) -0-0)}
{—Daf(t — (U — 72(t) — aU(T(t — 7o(t) )™

bevn* 5* {e%) D23 (t — (1))

—(aU(x*) = bvp* ) n* =1) U(z(t — 12(t)))

+— {/ ()eﬁ@)ds-z??(zz(t—@(t)))+ T2 (FHs=, s)))ds}-
t—71(t T

.(1_M2)+w7’* 0 1) U (3t — ma(s))

1— M,
2(1 — M)

+

bevn® B {e%) O2(@(t — m(t)))h

t

—(1— M) UG5 — Tz(s)))ds}

t—71(t)
—DE(t — 75 (£))U(&(t — 7(t))) — al>(@(t — 7o(t)) "™
bCl/’f]*ﬁ* t
+
2 t—r1 ()

e ds - U2(T(t — (1))

1— M,

T Ml)bcm*ﬁ*emﬂz??(f(t — 7(t)))h. (7.14)
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En virtud de la segunda ecuacion de ((C.I11]), sabemos que

D) ) = DB + U (a(t — 1(0)n()

dt
> —un(t) — DB™n(t)
—(v+ D" )n(t).

De esta forma, como hemos hecho en otras ocasiones a lo largo de esta memoria, llegamos a

n(s) < nlt)el PP,

con lo que

t ¢ t
n*/ s = / n*e?’(s)ds:/ n(s)ds
thl(t) thl(t) thl(t)
¢ ¢
< [ ety gy [ g,
t—71 (t) t—71(t)

n(t) ‘ £\ (v+DB*)(t—s) n(t) (+DB*)m(2)
= — v+ Dp*)e” Vds = ———— (e 1
V+D6 t7'1t)( ﬁ> V+D6*( )

77(75) (v+DB*)h __
o1 D5 (e 1).

Introduciendo estos nuevos calculos en ([7.14]), tenemos inmediatamente que

%ﬁt) < {=Dat = n®)T(E(t - () — aT>(F(t — a(®)0()

+ba/ﬁ* n(t) (e +DER )UQ( (t—TQ(t)))} (1— My)

2 v+ Dp*
+2<11__7]\A4/z)bcuﬁ*n(t)(72(f(t — 1(1)))h

—a(1 — Mp)U®(F(t — Tz(t)))n(t)

bevB* (1 — Ma) , (up )
s+ D) =) T = m)a)

IN

e A TtV O (= ()t
- { befm(e(”m"’h—l)— %}<1—M2>(72<f<t—72<t>>>n<t>

B bcuﬁ 1 (v+DB*)h h
= { L/JrDﬁ* (e 1) A <0,
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con lo que V'(t) es definida negativa, por tanto, el equilibrio positivo (z*,1*) es globalmente
asintoticamente estable.

Nota.- Faltaria analizar la existencia de atractor pero eso es algo desconocido hasta el momento
y seré objeto de analisis en el futuro.
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Apéndice A
Sistemas dinamicos auténomos.

En este apéndice nos encargamos de dar las nociones necesarias para analizar aquellos modelos
que estan regidos por ecuaciones de evoluciéon del tipo

du
W= Fu)
u(0) =y, (A1)

donde F': X — X, siendo X un espacio métrico.

Una vez garantizada la existencia y unicidad de solucion de ([A.Tl), para cada dato inicial ug € X,
denotada por u(t;ug), queremos investigar qué le ocurre a u(t; ug) cuando hacemos t — +00.

Para unificar el estudio vamos a construir una aplicacion

S,=8(): X — X, t>0
dada por

up — Spug = u(t; ug).

Esta aplicacion estaré bien definida siempre y cuando haya existencia y unicidad de solucion
para (A.l); en caso de no tener garantizada la unicidad tendriamos que tratar la teoria de
sistemas dindamicos multivaluados. Podemos, ademaés, ver que la familia {S(t) : t > 0} satisface

1. S(0) = Idy,

2. S(t+s) = 5(t)S(s), lo que llamamos propiedad de concatenacion, donde ¢ es el tiempo
transcurrido.

3. S(t) : X — X es continua para todo t > 0.

145
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Ejemplo.- Consideramos

du
—_— = F

donde F': O C R* — R" es una funcioén lipschitz. Entonces, para cada uy € O, existe una
tnica solucién maximal del problema

du

> F

(]
u(0) = wup,

definida para todo t > 0, con lo que S(t)ug = u(t; ug) define un semigrupo de operadores, o lo
que es lo mismo, un sistema dinamico auténomo.

Nota.- En dimension infinita, es decir, para EDP’s, no hay resultados generales sobre existen-
cia y unicidad de soluciéon y, por tanto, hace falta un analisis preliminar.

Por tanto, analizar lo que le ocurre a wu(t;ug) cuando ¢ — +00, es equivalente a analizar lo
que le ocurre a S(t) cuando t — +o0.

En muchos sistemas (disipativos) existen unos entes (atractores) que determinan el comporta-
miento dindmico del mismo. El caracter disipativo del sistema dindmico garantiza la existencia
del atractor global.

Definicion A.0.1 Sea B C X no vacio. Se dice que B es absorbente para el sistema dindmico
S(t) si, para todo D C X acotado, existe T (D) > 0 tal que S(t)D C B para todo t > T'(D).

S

Figura A.1: Representacion grafica de un conjunto absorbente.
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Toda la dinamica asintética del sistema tiene lugar en el conjunto B. Més atn, dentro de B hay
otro subconjunto que guia a todas las trayectorias del sistema dinamico y, por tanto, determina
la dindmica del sistema.

Definicion A.0.2 Sea A C X. Se dice que A es atrayente si

lim dist(S(t)D, A) =0, VD C X acotado,

t—>+00
donde
dist(A, B) = inf d(a,b
ist(A, B) sup fnf (a,b)
denota la semi-distancia de Hausdorff.
B

Figura A.2: Representacion grafica de un conjunto atrayente.

Definicién A.0.3 Sea (X, d) un espacio métrico y {S(t) }+>0 un sistema dindmico. Un atractor
global para S(t) es un conjunto A C X tal que

1. A es compacto (proviene de que A= X).

2. A es invariante, es decir, S(t)A = A, para todo t > 0; esto viene a significar que la
dindmica que empieza en A, sigue alli.

3. A es atrayente, es decir, para todo D C X acotado,

dist(S(t)D, A) — 0,

cuando t — +00.
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Nota.- El atractor global, si existe, es tinico.

Veamos ahora alguna condicién suficiente, e incluso necesaria y suficiente, que garantiza la
existencia del atractor global. Antes necesitaremos un lema previo.

Lema A.0.1 Sea A C X, A # 0 tal que 3T > 0 de modo que v7:(A) = Upr S(t)A es

relativamente compacto, es decir, 735(/1) es compacto. Entonces, el conjunto

w(A):ﬂm<: {:ceX . 3ty 1400, Jra €A x= lim S(tn)xn})

n—-+4o0o
t>0 71>t

es un compacto, no vacio e invariante.

Teorema A.0.1 Supongamos {S(t)}>0 un sistema dindmico en un espacio métrico (X,d)
completo. Supongamos que es disipativo, es decir, existe By C X absorbente y compacto, en-
tonces existe A atractor global del sistema dindmico y viene dadao por A = w(By). Ademds, A
es mazximal entre los conjuntos invariantes de X y conexo si X lo es.

Observacion.- Existen otras condiciones suficientes que garantizan la existencia del atractor
global:

(a) Si{S(t)}i>0 es compacto, es decir, S(t) es compacto para todo t > 0, y existe By acotado
tal que es absorbente y existe 7' > 0 de tal forma que v (By) es acotado, entonces existe

A = w(By).

(b) Basta con que S(t1) sea compacto, para algiun ¢; > 0 y que se verifique lo que se dice en
(a).

(c) Hay casos (modelos hiperbolicos) en los que se usa el caracter asintéticamente compacto,
en lugar de la compacidad.

Teorema A.0.2 Supongamos que S(t) =T (t)+U(t), donde T (t) verifica que para todo B C X
acotado, existe to(B) tal que fy;;(B)(B) es compacto, y U(t) verifica que para todo C C X acotado

sup |U(t)z|x — 0,
ceC

cuando t — +00. Entonces, si existe By C X acotado y absorbente, existe A atractor global.

Observacion.- En dimension finita, demostrar la existencia de un compacto absorbente se
reduce a demostrar que existe un acotado absorbente (pues compacto es equivalente a cerrado
y acotado). Pero en dimension infinita (por ejemplo, para EDP’s) las cosas son mucho mas
complicadas, pues compacto no significa cerrado y acotado.
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A.l1. Estructura y propiedades del atractor.

Conocer las propiedades y estructura del atractor global es una cuestiéon fundamental, ya que
dicho conjunto es el que, en gran medida, determina todo el comportamiento asintético del sis-
tema disipativo. Por tanto, cuanto méas complicada sea su estructura mas cadtico puede parecer
el comportamiento del sistema dindmico. Son muchos aspectos los que pueden ser analizados,

pero nosotros vamos a describir solo algunos de ellos.

Consideramos S(t) un sistema dinamico y A su atractor global.

Teorema A.1.1 (a) Toda drbita acotada y completa estd incluida en A.
(b) Si S(t) es inyectivo en A, es decir, si S(t)ug = S(t)vy para algin t > 0, entonces uy = vy,

entonces por cada punto de A pasa una unica orbita completa, que ademds es acotada, y
en consecuencia A estd formado por todas las drbitas completas y acotadas.

Notacion.- Usaremos I' = {u(t) : t € R} o simplemente u(t) para decir que I' es una orbita
completa del sistema dinamico.

Teorema A.1.2 Sea S(t) un sistema dindmico y A su atractor global.

(c) A es el menor compacto que atrae los conjuntos acotados de X .

(d) A es el mayor conjunto acotado e invariante de X.

No obstante, lo que resulta més sorprendente es que el atractor contiene mucha inestabilidad
(de ahi el comportamiento aparentemente cadtico de los sistemas disipativos).

Definamos previamente los conjuntos o variedades inestables de un punto critico o de equilibrio
y de un subconjunto invariante.

Si ug € X es un punto critico (o de equilibrio, o punto fijo), es decir, S(t)ug = ug, Vt € R,
entonces I'(ug) = {up} y por tanto ug € A.

Se definen las variedades estable (W*(ug)) e inestable (WW*(ug)) de ug como

W(ug) = {z € X : Jut), uw0)==z : u(t) iy uo},

o0
UQ}.

—

I

We(up) = {z €X : Ju®), u0) =z : ult)’
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W (uo) W (uo)

Figura A.3: Representacion grafica de una variedad estable (derecha) y de una variedad inestable
(izquierda).

Mas generalmente, si U es un conjunto invariante, se definen W*(U) y W*(U) como

W) = {z X Jut), u(0) =z : dist(u(t),Uu(t) ==5° uo},

WH(U) = {z e X Jut), ul0) =z : dist(u(t),U)u(t) = uo}.
Teorema A.1.3 (e) Si U C X es un compacto invariante, entonces W*(U) C A.

Teorema A.1.4 Supongamos que existe By compacto absorbente, con lo que existe A = w(By).
Entonces:

(f)

(9)

KCX, comp.

No obstante, a pesar de estas propiedades generales, existe una clase de sistemas dindmicos
para los que se puede conocer la estructura de sus atractores con mas profundidad. Son los
sistemas tipo gradiente, es decir, para los que existe una funcién de Lyapunov.

Definicion A.1.1 Sea B C X positivamente invariante, es decir, S(t)B C B, ¥Vt > 0. Una
funcion de Lyapunov sobre B para el sistema dindmico S(t) es cualquier ¥ € C°(B) tal que
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i) para cada x € B, la funcion

teR, —> U(S(t)x)
es no creciente.

it) st U(S(t)x) = V(z) para algin x € B y algin t > 0, entonces x es un punto critico.

Entonces vamos a comprobar como, esencialmente, los atractores de los sistemas dinamicos que
poseen funcién de Lyapunov estan formados por las variedades inestables de los puntos criticos.

Teorema A.1.5 Supongamos que el sistema dindmico S(t) posee atractor global y existe una
funcion de Lyapunov ¥ sobre B, siendo B C X un conjunto compacto absorbente y positiva-
mente invariante entonces

w{z}) C €&, VrelX,

donde & es el conjunto de equilibrios del sistema dindmico. En particular, si X es conexo y &
es discrito, entonces w({x}) consiste en un unico punto critico, para todo x € X.

Razonando de forma similar se puede obtener:

Teorema A.1.6 Supongamos que el sistema dindmico S(t) posee atractor global A y que para
todo x € X, la aplicacion

t— S(t)x

pertenece a C°([0,+00); X). Para cada t > 0, S(t)}A es inyectiva y existe una funcion de
Lyapunov sobre A. Entonces

A=W"(E).
St ademds &€ es discreto y X conexo, entonces

A=w*€) = Jw"(z)

z€e€

y también

A=w*(&) = JW(2).

ze€
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A.2. Otras propiedades del atractor global.

A.2.1. Propiedad de seguimiento sobre el atractor.

Esta propiedad nos viene a decir que toda trayectoria del sistema dinamico es seguida por otra
sobre el atractor durante cierto tiempo finito. Es como si sobre el atractor un pudiera obser-
va la sombra de la trayectoria del sistema, o dicho de otra forma, las trayectorias del sistema
dindmico van siguiente lo que hacen las trayectorias sobre el atractor, lo que refleja como la
estrucutra del atractor es la responsable del eventualmente caético comportamiento del sistema
dinamico.

Teorema A.2.1 Sea S(t) un sistema dindmico y sea A su atractor global. Sea ug € X y sea
u(t) = S(t)ug una drbita del sistema dindmico. Dadose > 0, T > 0 fijos, existen 7 = 7(e,T) >
0, vg € A tales que

lu(t+71) — S(t)ve] <e, VO<t<T.

Figura A.4: Representacion grafica de la propiedad de seguimiento.

Si se quiere seguir toda una trayectoria durante un intervalo de timepo infinito, entonces habra
que usar diferentes orbitas sobre A, saltando de unas a otras.

Corolario A.2.1 Sea {u(t)}i>0 una orbita del sistema dinamico y A su atractor global. En-
tonces, existe €, — 0, ewiste t,, creciente tal que t,.1 — t, — 400 y existe v, € A tales
que

lu(t) — S(t —tn)on| <e, parat, <t <t,ii.
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Mds aun, los saltos

Un+1 — S(tn+1 - tn)vn| — 0.
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Apéndice B
Sistemas dinamicos no auténomeos.

En este apéndice damos algunas nociones sobre el anélisis del comportamiento de sistemas
dindmicos que se modelan por ecuaciones diferenciales no auténomas, es decir,

du
- = Ftud),
u(ty) = up. (B.1)

En este caso, no so6lo es importante el valor de la solucién en el instante presente, como ocurria
en el caso de los sistemas modelados por ecuaciones diferenciales autéonomas, sino el instante
inicial, es decir, la evoluciéon del sistema viene determinada no sélo por el tiempo trasncurrido,
por ejemplo si consideramos

du
— = —2tu
dt ’
U(to) = Ug
se obtiene que
u(t) = uge” %),

y claramente t? — 2 = (t — t9)* + 2(t — to)to, por lo que resulta imposible escribir t* — {2 en
funciéon de t — ty solo, es decir, el tiempo transcurrido.

Asi, no es posible definir un semigrupo a partir de (B.Il), sino que en este caso lo que se define
es un proceso.

Suponiendo que para cada (¢, ug) el problema (B.I)) posee una tunica solucion u(t; to, ug), t,to €
R, ug € X (espacio métrico), se puede definir una familia biparamétrica

Ul)) RxRx X — X

155
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de la siguiente forma

U(t, s)ug = u(t; s,ug), t>s, up € X,

que verifica:
1. U(t,t)ug = ug, VteR.
2. U(t,m)U(T,8)ug = U(t, s)ug, t>7>s, upe X,
3. (t,s,u0) € R x X — U(t, s)ug es continua, donde R? := {(t,s) : t > s}.

Esto motiva la definiciéon de proceso o semigrupo biparamétrico.

Definicion B.0.1 Un proceso sobre X es una aplicacion U(-,-)(+) : R3 x X — X que verifica
1., 2. y 3. anteriores.

Ahora bien, dado un proceso U sobre X veamos cémo se puede construir un sistema dinamico
autonomo a partir de él. Definamos X =R x X y U = RT x X — X como

Ul(t, (to, ug)) = (t + to, U(t + to, to)uo).

Entonces U es un sistema dindmico auténomo sobre X.

En efecto,

N U(0, (to, uo)) (to, U(to, to)uo) = (to, uo)

U(t+s,(to,up)) = (to+t+s,U(to+t+ s,to)uo)
(to+t+s,U(to+t+ s,to+1)U(to +t,to)uo)

= Ul(s, (t+ to, U(to + t, to)uo))

= U(s, Ult, (to, up))).

Observemos que el sistema dindmico auténomo U posee algunas propiedades inusuales. En
particular, no hay conjuntos compactos de X que sean invariantes para U. En efecto, si Ac X
es compacto, entonces A C [a,t] x K, con K C X, entonces

U U to,Uo)) U (t+t0,U(t+t0,t0)U0)

(to,up)€A (to,up)€A

y para t suficientemente grande t + ¢ty ¢ [a,b]. Esto va a tener repercusiones importantes
y significa que muchos conceptos de la teoria de sistemas dindmicos auténomos necesitaran
modificaciones apropiadas en el contexto no auténomo. Por ejemplo, notemos que un conjunto
invariante de X, tendra la forma
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A= (to, Alto)), con A(ty) C X.

teeR

Entonces, U (t).Z = A implicara que se verifique
L (0, A(t)) = | (to + £, Ut + £, t0) A(to)).
tyER toeR

lo que es equivalente a

t6 = to 4+t y U(to + t, tO)A(tO) = A(to + t),

lo que va a motivar nuestra definicién posterior de invarianza.

Observacion.- En las explicaciones previas queremos resaltar la idea de transformar un sis-
tema no auténomo en otro auténomo a través de incluir la variable temporal como una nueva
variable dependiente del sistema no parece adecuada. En este punto podemos hablar de cociclos
y skew-product flows o flujos hemisimétricos.

Observacion.- Otro hecho que resulta curioso (o no muy conveniente) es que el concepto de
w—limite no resulta un conjunto invariante. En efecto, se define el conjunto w—Ilimite para el
proceso U como

w(to,up) ={y € X : Jt, T +o0, Ultn, to)uo — y}.

Se demuestra fécilmente que w(to, up) es un compacto no vacio cuando, por ejemplo, ;. U(t, o)
no es precompacto. Sin embargo, este conjunto puede no ser invariante (como lo es su version
auténoma). Un ejemplo es el siguiente:

du e
— = —u-+e .
dt

La solucién de esta ecuacion es
u(t; to, ug) = e~ ug 4+ (t —tg)e "
Es obvio que u(t; tg, up) — 0, cuando ¢ — +o00, para todo ty € R, ug € R, luego
w(to,ug) = {0}, Y(to,up) € R%
Sin embargo u(t; tg, 0) = (t—tg)e " # 0, Vt # to, luego w™ (¢, ug) no es positivamente invariante.

Con esta serie de preliminares, parece dificil desarrollar una teoria general sobre atractores glo-
bales para procesos generados por sistemas dinamicos no auténomos, en el mismo sentido que
se ha desarrollado la de sistemas auténomos. No obstante, es posible llevar a cabo este objetivo
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haciendo uso de la teoria pullback que ahora motivaremos.

Consideramos, por ejemplo,

du 4

N — —U

dt ’
U(to) = Ug

y calculamos su solucién. Operando resulta

u(t;to, ug) = (ug+ 1 —to)e 700 44 — 1.

Luego podemos definir un proceso como

U(t, to)Uo = U(t, to, UQ).

Veamos como importa (y mucho) el dato del instante inicial en el comportamiento asintético
del problema. Observemos en primer lugar que todas las soluciones existen globalmente, y que
u(t; to, ug) — 00, cuando t+ — 0.

Figura B.1: Convergencia en sentido forward.
Luego, del efecto disipativo introducido por el término —u no se observa ningun efecto de

atraccion. Sin embargo, si escogemos dos soluciones cualesquiera u, v correspondientes a datos
iniciales ug, vy, tendremos

y, por tanto, u(t) — v(t) = (ug — vo)e %),
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Luego, aunque cada solucién se va a infinito cuando ¢ — 400, todas se van de la misma forma.
Ahora nos preguntamos si hay algin sitio especial que describa explicitamente ese comporta-
miento.

Observemos que

u(t; to,uo) - (t — 1) = (Uo +1— to)ef(t*to) 0,

cuando t — +o00. Luego todas las soluciones se aproximan a la recta u =t — 1, que también
es solucion, cuando t — +o0.

Definamos

{A@)}teR = {t - 1}teR-
Se tiene que
u(t; to, A(to)) = A(t).
En efecto,
u(t;t: 0, A(te)) = (to — 1+ 1 —to)e 710 4t —1=¢t—1
y si B C R esta acotado, entonces se tiene que
dist(U(t,to)B, A(t)) — 0,
cuando t — +o00. En efecto,
dist(U(t,t9)B, A(t)) = sup inf |U(t,to)b— al
beB a€A(t)
— sup|U(t, )b — (£ — 1)
beB

= sup|(b+ 1 —to)e 0| —0, t — .
beB

En consecuencia, seria sensato decir que la familia {LA(%)}+cr es un atractor para el proceso U,
en sentido forward. Notemos que aunque cada componente A(t) es acotada, la union de todas
resulta ser no acotada.

Esto llevaria a definir el atractor no auténomo como una familia {A(t)},cr tal que A(t) es
compacto para cada t € R, es invariante en el sentido anterior (U(t,s).A(s) = A(t)) y atrae a
cada acotado B C X, es decir, para cada s € Ry B C X acotado

lim dist(U(t,s)B,.A(t)) = 0.

t—4o00
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Desafortunadamente, una definicién como ésta es probablemente adecuada para casos muy
particulares y restrictivos (por ejemplo, cuando el proceso es uniformemente asintdticamente
compacto en el sentido de Chepyzhov & Vishik).

No obstante, es importante observar que la familia {A(¢) =t — 1},cg también aparece como el
limite de wu(¢;to, up) cuando ty — —oo (esto es lo que se conoce como limite pullback o desde
—00) y del mismo modo, la diferencia de dos soluciones u y v también tienen el mismo limite
pullback, es decir,

u(t) —v(t) = (ug — vo)e’(t’t‘)) — 0,
cuando t; — —o0.
Mas interesante atn es el hecho de que al tomar limite pullback vamos a obtener un objeto con

interesantes propiedades dinamicas y bajo condiciones muy poco restrictivas sobre el sistema
dindmico.

Observemos en el ejemplo precedente que {A(t)} = {t — 1} es tanto atractor forward como

pullback.

Figura B.2: Convergencia en sentido pullback.

Observemos que en la atraccion pullback no miramos lo que ocurre cuando el tiempo final se
va a —oo (evolucion hacia atras), sino que miramos lo que ocurre en el instante ¢ cuando el
instante inicial se va a —oo, es decir, qué ocurre ahora si comenzamos el experimento cada vez
antes.
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Observacion.- Los conceptos de atraccion pullback y forward son independientes, si bien en
sistemas auténomos o bajo condiciones de uniformidad son equivalentes.

Consideremos los problemas

du

— = 42t 1

7 u+ 1,
U(to) = Ug

Resolviendo la EDO, obtenemos

t
+t25¢2 +¢2 2
us(tito,uo) = ug 07 +e e™ ds,

to

con lo que

t
2_ 42 2 2
uy (t;to, ug) = uge” ~0 4 € / e % ds,

to

t
u_(t;to, ug) = upe” 1) 4 ot / e* ds.

to

Observemos que
uy(t) — oo, si ¢t — 400,
up(t) — e fjoo e~*ds, sity — —o0.

Luego u, posee limite pullback pero no forward. Por otra parte,

u_(t) — 0, sit — +o0,
u_(t) — oo, sity— —o0,

luego u_ converge forward pero no pullback.

Veamos ahora las definiciones bésicas de la teoria de atractrores pullback.

Definicién B.0.2 Sea U(t,s) un proceso. Dado t € R, se dice que un conjunto K(t) C X
atrae en sentido pullback a los acotados de X en el instante t si

lim dist(U(t,s)D, K(t)) =0, VD C X acotado.
S§—— 0

La familia {K(t)}ier se dice que es pullback atrayente para los acotados de X si K(t) atrae
pullback a todos los acotados de X en el instante t.



162 APENDICE B. SISTEMAS DINAMICOS NO AUTONOMOS.

Definicién B.0.3 Dado t € R, se dice que B(t) absorbe en sentido pullback los acotados de
X en el instante t, si para cada acotado D C X existe T(t,D) < t tal que U(t,z)D C B(t),
Vs < T(t,D). Se dice que la familia {B(t)}ier es absorbente pullback para los acotados de X
si B(t) absorbe en sentido pullback a los acotados de X en el instante t, Vt € R.

Definiciéon B.0.4 Se dice que {U(t,s)} es pullback disipativo para acotados si existe { B(t) }ter
con B(t) C X acotado y absorbente pullback para acotados.

Definicion B.0.5 Sea {B(t)}ier una familia de subconjuntos de X. Se dice que {B(t)}icr €s
invariante para el proceso {U(t,s)} si

U(t,s)B(s) = B(t), Vt>s, (t,s)€R2

Definicion B.0.6 Una familia {A(t)}ier de conjuntos compactos se llama atractor pullback
para el proceso {U(t, s)} si es invariante y atrae pullback a los acotados de X, y es minimal, es
decir, si {C(t)}ier es otra familia invariante que atrae pullback a los acotados de X, entonces

A(t) CC(t), Vt € R.

Observacion.- La condiciéon de minimalidad garantiza la unicidad del atractor pullback, pero
no es necesaria imponerla en situaciones mas generales (universos de conjuntos, caracter uni-
formemente acotado del atractor, etc.).

Veamos la relacion que existe entre el atractor pullback y el atractor global. Obviamente, siem-
pre podemos hablar del concepto de atractor global y pullback para un sistema dindmico.

Esta condicion no era necesaria en el caso auténomo, pero es crucial en este contexto no auto-
nomo para garantizar la unicidad del atractor pullback.

Como ejemplo trivial podemos considerar S(t)ug = e ‘ug y su procesos asociado U(t,s) =
S(t —s) = e~**) que provienen del problema

du _
a "
u(to) = Ug.

Es claro que A = {0}. Sin embargo, la familia {[—e~?, e~ | };cr es invariante para U(t, s) y atrae
pullback a los acotados de R, es decir, seria un atractor pullback si no exigiéramos minimalidad.
En efecto, sea {S(t) }+>0 un sistema dindmico auténomo sobre X. Definamos {U (¢, 5) } ¢ s)er3 co-
mo U(t, s) = S(t—s). Es inmediato comprobar que {U(t, s)} es un proceso. Entonces, se verifica:
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Teorema B.0.1 FEl sistema dindmico {S(t)} posee atractor global A si, y sdlo si, el proceso
{U(t,s) = S(t — s)} posee atractor pullback {A}ier. Mds ain, A(t) = A, Vt € R.

Establecemos a continuacion resultados que garantizan la existencia de atractor pullback, aun-
que seran necesarias algunas definiciones previamente.

Definicion B.0.7 Sea {U(t,s)} un proceso y sea B C X. Se define el conjunto pullback omega
limite de B en el instante t como

:ﬂUU(t,s)B

o< s<o

Se verifica que

A(B,t) := {y € X : Hsptnz1 C (—00,t), s, — —00, IH{x,} C B, y= lim U(¢, sn)xn} :
- n—o0

Obviamente, si {S(t) }+>0 es un sistema dinamico y U(t,s) = S(t — s), t > s, entonces

A(B,t) = ﬂUUts ﬂUSt—s ﬂ U St—s

o<t s<o o<t s<o 0<t—0 0—5>0
= N U smB= U S(r)B = w(B).
0<t—o r>t—o 0<sr>s

Luego, en el caso autébnomo ambos conceptos coinciden.

El siguiente resultado sera clave para demostrar la existencia de atractor pullback.

Lema B.0.1 Sea U(t,s) un proceso. Si B C X entonces

U(t,s)A(B,s) C A(B, 1),

es decir, el omega limite es positivamente invariante.

Si B C X es tal que A(B,s) es compacto y atrae a B en sentido pullback en el instante s,
entonces

U(t,s)AN(B,s) = A(B,t), Vt>s.

Mds ain, si A(B,t) atrae en sentido pullback al conjunto C en el instante t, y C es conexo y
contiene | J,, A(B, s), entonces A(B,t) es también conezo.
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Lema B.0.2 Sea U(t,s) un proceso. Si B C X es no vacio y J,., U(t, s)B es compacto para
algin so € R con sq < t, entonces A(B,t) es un compacto, no vacio, invariante y atrae pullback
al conjunto B en el instante t.

Observacion.- Notemos que estos lemas poseen, particularizando para procesos autdnomos, es
decir, U(t, s) = S(t—s), versiones auténomas que ya fueron enunciadas en el Apéndice anterior.

Veamos ahora algunos resultados que aseguran la existencia de atractor pullback.

Teorema B.0.2 Sea {U(t,s)} un proceso en el espacio métrico X. Son equivalentes:

1. U(t, s) posee un atractor pullback {A(t), t € R}.

2. Eziste una familia de conjuntos compactos { K (t) her que atrae en sentido pullback a los
acotados de X, en cuyo caso A(t) viene dado por

Alt) = U{A(B,t) : B C X, acotado}

y {A)} es minimal en el sentido de que, si existe otra familia de conjuntos cerrados y
acotados {A(t) : t € R} que atrae en sentido pullback a los acotados de X, entonces
A(t) C A(t), Vt € R.

A continuaciéon vamos a considerar otro concepto que serd de utilidad en las aplicaciones a
la hora de obtener la existencia de atractor pullback sin necesidad de exhibir una familia de
compactos que atrae a los acotados de X en sentido pullback. Esta ademas es de gran utilidad
en el caso de EDP’s en dominios no acotados.

Definicién B.0.8 Se dice que el proceso {U(t,s)} es pullback asintéticamente compacto si,
para cada t € R, cada sucesion {s,} C (—oo,t) y cada sucesion acotada {z,} C X tales que
S —> —oo y {U(t, sg)xr} estd acotada, se verifica que {U(t, sg)xr} posee una subsucesion
convergente.

Se tiene el siguiente resultado:

Lema B.0.3 Sea {U(t,s)} pullback asintéticamente compacto y sea B C X acotado tal que
U,<,, U(t,5)B estd acotado para algin sy € (—oo,t). Entonces A(B,t) es un compacto, no
vacio, ivariante y atrae a B en el instante t en sentido pullback.

Entonces podemos establecer el siguiente resultado:
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Teorema B.0.3 Supongamos que U(t, s) es pullback asintdticamente compacto y que eziste una
familia {B(t) }ier de acotados que absorbe en sentido pullback a los acotados de X. Entonces,

la familia {A(t) ier dada por

A(t) = U{A(B,t) : B C X acotado}

es una familia de cerrados, invariante y que atrae pullback a los acotados de X. Ademds,
{A(t) }ier es minimal entre las familias {C(t) }ier tales que C(t) es cerrado y atrae en sentido
pullback a los acotados de X en el instante t.

Nota.- Observemos que este resultado no garantiza la compacidad de los A(t), lo que es un
gran inconveniente en dimension infinita. Para garantizar dicha compacidad es necesario impo-
ner alguna condiciéon adicional.

Teorema B.0.4 Supongamos que U(t,s) es pullback asintdticamente compacto y que existe
una familia {B(t)}ier de acotados que verifican que para cada t € R, B(t) atrae en sentido
pullback a los acotados de X en el instante T para cada T < t, es decir, dado D C X acotado y
T < t, existe so(7, D) tal que U(7,s)D C B(t), Vs < so(7, D). Entonces U(t, s) posee un atractor
pullback compacto {A(t)} con la propiedad adicional de que |J,., A(s) es acotado Vt € R.

Teorema B.0.5 Supongamos que un proceso ¢ en R? tiene una familia ¢—positivamente in-
variante y absorbente pullback

B={B(t) : tcR}

de subconjuntos compactos no vacios de R.

Entonces ¢ tiene un unico atractor pullback

A={A(t) : teR}
cuyas componentes vienen determinadas por

A(t) = ﬂ o(t,to, B(ty)), para cadat € R.

to<t

St B no es p— positivamente invariante, entonces

At) = U ﬂ o(t, to, B(tg)), para cadat € R.

s>0tp<t—s

Un atractor pullback consiste de soluciones completas, es decir, funciones £ : R — R tales que
£(t) = o(t,t0,&(t)) para todo (t,t) € RZ. En casos especiales consiste de una tnica solucion
completa.
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Definicion B.0.9 Un sistema dindmico no autonomo ¢ se dice que satisafce una propiedad de
contractividad estrictamente uniforme si para cada R > 0, existen constantes positivas K y «
tal es que

16t to, z0) — (t, to, yo)||> < Ke E=0) - |lag — |2

para todo (t,tg) € RQZ Y To,Yo € Br, donde By es la bola cerrada en R? centrada en el origen
y de radio R > 0.

Esta propiedad junto con la existencia de un conjunto absorbente pullback es suficiente para
garantizar la existencia de un atractor tanto en sentido forward como pullback, que consiste en
una tnica soluciéon completa. La demostracion del siguiente resultado involucra la construccion
de una sucesion de Cauchy adecuada que converja a un tnico limite, ver |38, 39].

Teorema B.0.6 Supongamos que un proceso ¢ en RY es uniformemente estrictacmente con-
tractivo sobre una familia de conjuntos ¢p—positivamente invariantes y absorbentes pullback

B={B(t) : teR}

de subconjuntos compactos no vacios de R%. Entonces el proceso ¢ tiene un inico atractor global
forward y pullback

A={A{t) : teR}

cuyas componentes son conjuntos unitarios, es decir, A(t) = {&*(t)} para cada t € R, donde £*
es una solucion completa del proceso.

Observaciéon.- Una observacion interesante es que los resultados que hemos visto se basa en la
atraccion de conjuntos acotados fijos (o compactos) D C X. Sin embargo, el atractor pullback
es una familia (dependiente del tiempo) de compactos. Una consecuencia inmediata de esto es
que el atractor no pertenece a la familia o universo de conjuntos que con atraidos, es decir, no
podemos decir que el atractor se atraiga a si mismo, lo que ha impedido obtener un resultado
de unicidad sobre el mismo. Ademas suele ocurrir en las aplicaciones que el atractor pullback
atraiga a clases de conjuntos mas generales que los acotados, y de esta forma resulta interesante
encontrar el atractor pullback dentro del universo de conjuntos que son atraidos.

Todos los resultados previos son casos particulares de los que se pueden demostrar en esta
situacion mas general que no describiremos en este trabajo dada su complejidad.



Apéndice C
Sistemas dinamicos con retardo.

Vamos a tomar como ejemplo canénico de ecuacion con retardo no auténoma un sistema con
un retardo variable, p(t), donde p : R — [0, h] es una funcién continua y h > 0,

Calt) = Ft,(0), 2l — 1), w0 =, b eC (1)

La condicién inicial z esta en C, el espacio C°([—h,0]; R") de funciones continuas sobre [—h, 0]
en R", y, para una funcion x € C°([—h, T];R"), la notacién z,, denota la funciéon de C dada
por

xs(0) = x(s+0) para todo 0 € [—h, 0]

(con lo que tiene sentido para cualquier 0 < s < 7.

Esta ecuacion se puede escribir en un marco mas general, que permite considerar un conjunto
mayor de problemas de forma unificada. Mejor que tomar el retardo explicito, escribimos

Jt @) = F(tx(t), 2t = p(1)),

con lo que podemos reescribir (C.I) como

l’(t) = f(tv xt)v Ts = 1/}7 1/} e C. (02)

En lo que sigue nos centraremos en esta ultima forma de la ecuacion, aumiendo que f : RxC —
R" es continua y es una aplicacion acotada, en el sentido de que transforma conjuntos acotados
en conjuntos acotados.

Notamos ahora que esta formulacion incluye inmediatamente ejemplos con retardos que no sean
constantes ni variables. Por ejemplo, la ecuacion integro-diferencial

i(t):/ g(t,s,x(t+s))ds

—h

167
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también entra en este marco, aunque no vamos a estudiar tal teoria en este trabajo.

A continuacién vamos a presentar un resultado de existencia y unicidad de solucién de este tipo
de ecuaciones.

Teorema C.0.1 Dado (s,9) € R x C, existe una unica solucion xz(t;s,) de (C2) definida
sobre [s — h, a), con agy > 0.

Asumimos que o, = 400, para todo s € R, ya que estamos interesados en el comportamiento
de las soluciones a largo plazo en tiempo.

Definiremos entonces una solucion como el operador ¢(t, s) tal que da la solucién (en C) en el
tiempo ¢t cuando x; = 1), via

O(t,8) = 34(+55,1)). (C.3)
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