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Resumen

En este trabajo intentamos dar un primer paso hacia la resolucién de ecuaciones dife-
renciales estocasticas mediante la construccion de integrales estocasticas.

Estas surgen cuando queremos integrar algo respecto de un término que presenta cierta
aleatoriedad y que vendra representado por un proceso estocéstico.

Ademas, vamos a estudiar las caracteristicas principales de los procesos que vamos a
tratar, que son el movimiento Browniano estandar y el movimiento Browniano fracciona-
rio, siendo el primero un caso particular del segundo. A pesar de ello, la construccién de
la integral con respecto a cada uno de estos procesos es bastante diferente.

Para ambos casos obtendremos una Formula de Ito, que simplifique sustancialmente
el calculo de la integral en cuestion.

La construccién que hacemos tiene un sentido probabilistico y no trayectorial, lo que
puede presentar ciertas limitaciones a la hora de resolver distintas ecuaciones, como ahora
comentaremos.

Finalmente, daremos para ambos casos teoremas de existencia y unicidad para ecua-
ciones diferenciales en las que intervienen dichos procesos.



Abstract

This work is a first approach attempt at the resolution of stochastic differential equa-
tions. This is achieved through the construction of a stochastic integral.

Stochastic integrals arise naturally when an integration against a random element is
needed.

In particular, two stochastic processes will be studied: Brownian motion and fractional
Brownian motion. Although the latter is a particular case of the former, the construction
of the integral for each one is quite different.

Moreover, the It6 Formula is introduced to ease the computation of stochastic integrals
for both processes.

The integrals in this work are defined following a probability approach rather than in
a pathwise manner. This brings some limitations when solving certain integrals. We will
discuss this issue.

Finally, uniqueness and existence theorems will be given for stochastic differential
equations where any of these processes take part.
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1. Introduccion a las ecuaciones diferenciales esto-
casticas

Un problema basico en el calculo estocastico es dar sentido a ecuaciones diferenciales
de la forma

Y, =f(Y) Xy Yo=E(eW, (1.1)

con Y tomando valores en un espacio de Banach W, X : [0,7] — V alguna senal alea-
toria tomando valores en un espacio de Banach V' y f tomando valores en el espacio de
funcionales lineales de V a W.

Ademas, es natural en muchos casos asumir que X denota algin termino asociado a
algin ruido que se escribe formalmente como el diferencial de un movimiento Browniano
o el movimiento Browniano fraccionario, como veremos posteriormente.

Este hecho complica nuestro objetivo de dar un significado a la ecuaciéon anterior, ya
que las trayectorias de estos procesos, t — X (w,t), son no diferenciables en casi ningtin
punto. En consecuencia, intentamos abordar la resolucion del problema anterior mediante
una ecuacion integral

Y= Yo+ [ f(V)x,, (1.2)

; Cémo podriamos definir la integral fj f(Y,)dX, donde X e Y son procesos estocésticos
tomando valores respectivamente en V' y W7 Vamos a intentar darle una respuesta a este
problema en un sentido probabilistico para distintas senales aleatorias.

Trasladamos asi el problema a definir una integral estocastica, cuya construccion, para
determinados integradores, constituye la base de este trabajo.

Esta forma de intentar resolver este tipo de ecuaciones diferenciales lleva consigo li-
mitaciones sobre la funcién f(-) que queremos integrar y que ahora veremos.

Asi, la solucién a una ecuaciéon diferencial estocastica no va a ser determinista, sino
que también va a tener cierto ruido.

Este tipo de ecuaciones aparece en muchos campos de la ciencia en los que para
modelizar de la forma maés fiel posible un determinado fenémeno se tiene en cuenta el
ruido intrinseco de los sistemas a estudiar, como por ejemplo en la electrénica, la biologia
o en las finanzas.

Mostramos dos ejemplos de contextos en los que pueden surgir estas ecuaciones.

Ejemplo 1.1. Consideremos el modelo simple de crecimiento de una poblacion

ng =a(t) N(t), N(t)= Ny (constante), (1.3)

donde N(t) es el tamario de la poblacion en un instante t y a(t) la tasa relativa de cre-
cimiento. Podria pasar que no conociéramos totalmente a(t) y que dependiera de ciertas
condiciones del ambiente en que se desarrolla dicha poblacion, de manera que
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a(t) =r(t) + “ruido”, (1.4)

donde el término r(t) es determinista pero mo conocemos el comportamiento exacto de
este término de ruido, solo su distribucion en probabilidad.

Ejemplo 1.2. Supongamos que estudiamos un circuito electronico alimentado por una
fuente de potencial variable en el tiempo, V (t), y con capacitancia, resistencia y autoin-
duccion de valores C', R y L respectivamente.

En ese caso, la expresion de la carga en el circuito en un instante t viene dada por la
solucion de la ecuacion

LQ1)+ RQW)+ 5 Q) =V(1), Q) = Q. Q)= (1.5

Sin embargo, en la realidad las fuentes de potencial constante tienen sus limitaciones
y aunque el valor de potencial que ofrecen permanece dentro de un rango de valores muy
proximos al deseado, este no es totalmente constante.

La forma de tener esto en cuenta en la ecuacion (1.5) es admitiendo que nuestro poten-
cial es realmente V (t) = G(t) + “ruido”, donde de nuevo el término G(t) es determinista
pero del ruido solo podemos saber su distribucion de probabilidad.

Como hemos comentado, nuestro objetivo ahora es poder integrar con respecto a
términos que modelen el ruido que podemos encontrar en nuestros sistemas.

Vamos a realizar, en primer lugar, una construccién de integral estocastica respecto al
movimiento Browniano estandar y ver como se puede usar esto para resolver ecuaciones
diferenciales estocasticas con este tipo de ruido.

Posteriormente haremos lo propio con el movimiento Browniano fraccionario.
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2. Integracion con respecto al movimiento Browniano
estandar

Nos centramos en esta secciéon en construir una primera integral con respecto al mo-
vimiento Browniano, que ahora definiremos, basada fuertemente en conceptos probabilis-
ticos y que constituye el punto de partida de este trabajo.

Comenzamos exponiendo una serie de conceptos que nos permitan dar lugar a esta
construccion.

2.1. Conceptos iniciales

Si queremos modelar una cantidad aleatoria necesitaremos una variable aleatoria, y
por ende, necesitaremos conceptos generales de la teoria de la probabilidad.

Definiciéon 2.1. Si Q) es un conjunto decimos que una familia de subconjuntos de 2, F,
es una o-dlgebra si se verifican las siguientes propiedades:

» pe F.
» FeF = FCcF.
= S?:Al,AQ,...E./—" — U?ilAzGJ:

Asi, decimos que (€2, F) es un espacio medible, donde los elementos de F reciben el
nombre de conjuntos medibles.

Decimos que una funcién P, P : (2, F) — [0, 1] es una probabilidad si verifica que:
= P(0)=0, P(Q) =1.

» Sean Aj, As,... € F disjuntos dos a dos. Entonces, se verifica que P(U2,A;) =
>, P(4;).
=1 1

En este caso, la terna (€2, F, P) recibe el nombre de espacio de probabilidad. Ade-
mds, por razones técnicas vamos a suponer que el espacio de probabilidad es completo,
esto es, F = F, donde, denotando por P(£2) a las partes de 2,

F={G e P(Q);3F,F, € Ftales que [} C G C F, y P(F}) = P(F,)}.
A partir de una familia de subconjuntos, U, de cualquier conjunto €2 definimos Hy,
como la menor o-algebra que contiene a U. Esta se puede obtener como
Hy = N{H; H o-dlgebra de Q, U C H}. (2.1)

Como caso particular, y que también serd importante, a la o-algebra generada por
todos los abiertos en R™ se le conoce somo o-dlgebra de Borel, B, y sus medibles son los
borelianos.
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Una vez que tenemos definido el concepto de espacio de probabilidad veamos cémo se
pueden relacionar entre ellos. Con esto, si tenemos un espacio de probabilidad (€2, F, P)
e Y una funcién Y : (Q, F, P) — (', F'), con (', F') otro espacio de probabilidad, que
verifica que

Y U) ={we Y(w) eU}eF (2.2)

para todo U medible en F' decimos que Y es F-medible. Ademds, si tenemos que el
espacio de llegada es (R™, B) decimos que Y es una variable aleatoria.

Si X : Q2 — R" es una funcion, la o-algebra Hx es la minima o-algebra conteniendo a
todos los conjuntos X ~1(U) con U abierto de R™. Tenemos que

Hx = {X'(B); BecB}. (2.3)
Claramente X es Hx medible y Hx es la menor o-algebra con esta propiedad.

Si tenemos un espacio de probabilidad (€2, F, P) y X una variable aleatoria, esta induce
una probabilidad en (R", B), de forma que si llamamos p a esta medida, tenemos que para
cualquier B € B,

WB) = P(X~(B)). (2.4)

Si f:R™ — R es medible Borel y tenemos que [, |f(X(w))|dP(w) < oo, definimos

BIf(X)) = [ (X@)AP@) = [ f(@) du(a) (25)

Otra propiedad importante es la independencia. En un espacio de probabilidad, (2, F, P),
decimos que dos conjuntos medibles A y B son independientes si se verifica

P(AN B) = P(A)P(B). (2.6)

Del mismo modo, una coleccion A = {#,;; i € I} de familias H; de conjuntos medibles
es independiente si para cualquier conjunto de indices i1, ..., %, y conjuntos medibles H;, €
Hi, ..., Hi, € H;, se verifica que P(H;, N...N H;,) = P(H;,)...P(H;,).

Finalmente, decimos que una coleccién de variables aleatorias {X;; i € I} es indepen-
diente si la coleccion de o-algebras generadas, Hx, es independiente.

Con esto, es posible definir el concepto de esperanza condicionada de una variable
aleatoria, X, en un espacio de probabilidad (2, F, P). Asi, si E[|X|] < coy H C F es una
o-algebra, definimos la esperanza condicionada E[X|H] como la tnica funcion (e.c.t.)
de 2 a R™ que cumple que

» E[X|H] es H-medible.

» [y E[X|H|dP = [; XdP, para cada H € H.
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La existencia y unicidad viene dada por el teorema de Radon-Nikodym, al considerar la
medida en H dada para cada elemento H por

u(H) = /H XdP,

Esta es absolutamente continua con respecto a la restricciéon de P a H y asi es aplicado
dicho teorema de Radon-Nikodym.

Dos propiedades basicas de esta esperanza condicionada son:
» Si X es H-medible, entonces F[X|H] = X.
» Si X y H son independientes, F[X|H] = F[X].

Continuamos introduciendo uno de los conceptos mas importantes de este trabajo, que
no es otro que el de proceso estocastico.

Definicién 2.2. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Llamamos proceso estocdstico
a una familia parametrizada de variables aleatorias, {X;}er, tomando valores en R™. En
general tomaremos T = [0, 00).

Notemos que si fijamos ¢ € T', tenemos una variable aleatoria, w — X;(w), con w € 2.
Por otro lado, también podemos fijar w € €, para obtener la funciéon t — X;(w), con
t €T,y recibe el nombre de trayectoria de X;.

Intuitivamente, si pensamos que ¢ es un instante de tiempo y w es un experimento,
podemos pensar X;(w) como el resultado de un experimento en un instante concreto.

Si tenemos un proceso estocéstico { X, }, llamamos distribuciones finito dimensionales
(fidis) a las medidas ji, ¢, en R™ con k = 1,2, ..., definidas como

ﬂ’th...,tk(Fl X ... X Fk) = P[th € F17 ...,th € Fk’] (27)

Estas familias de fidis ayudan a obtener una gran cantidad de propiedades de nuestro
proceso estocastico, pero no a caracterizarlo de forma completa.

Reciprocamente, si tenemos una familia {1y, ;; k € N, t; € T} de medidas en R™
surge la duda de si podriamos construir un proceso estocastico {Y;} que tenga a esta
familia de medidas como fidis, lo cual estd asegurado por el teorema de extension de
Kolmogorov, cuya demostracién podemos encontrar en [14].

Teorema 2.3 (Teorema de extension de Kolmogorov). Supongamos que para todo con-
junto de indices ty, ...t € T', k € N tenemos una probabilidad vy, . 4, en R™ cumpliendo
que

k

Vta(l),..l,ta(k)<F1 X ... X Fk) = Vt1,...,tk(Fo'_1(1) X ... X Fo-—l(k)) (28)

para toda permutacion o € Sy, el conjunto de permutaciones de N elementos, y que

Voot (F1 X o X Fy) =y (F1 X ... X Fp x R" x ... x R") (2.9)

tiotkt1s-thtm
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para cualquier m € N, donde en el paréntesis de la derecha tenemos un total de k + m
factores.

Entonces, existe un espacio de probabilidad (Q, F, P) y un proceso estocdstico {X;} en
Q, X;: Q — R"” tal que

Uiyt (F1 X o X Fy) = P[Xy, € Fiy, ..., Xy, € Fl,

para todo t; € T, k € N y borelianos F;.

Con este pretexto construimos el movimiento Browniano estdndar o movimiento Brow-
niano por simplicidad. Para ello fijado x € R™ definimos

Lt ER", t>0
i) e para y , :

p(t,x,y) =

Sean, entonces, 0 < t; < ... < t;. Definimos la medida en R™*, Ut .. COmo

7

Vi

...,tk<F1 X ... X Fk) =

1,

2.10
/ p(ty, @, x1)p(ty — t1, x1, Ta)..p(t — ty—1, Tp—1, Tp)dxy...dT), ( )
FiX...XFy

Usamos la convencién de que p(0, z,y)dy = ,(y), donde esto denota la delta de Dirac
centrada en y. Extendemos esta expresion que hemos dado en a cualquier conjunto
finito de indices t;’s usando . Por otro lado, es claro que como [p. p(t,z,y)dy = 1
para todo t > 0, también se cumple la condicién (2.9).

Como consecuencia de este Teorema [2.3] se tiene el siguiente.

Teorema 2.4. Existe un espacio de probabilidad (2, F, P*) y un proceso estocdstico
{B:}i>0 en Q cumpliendo que las distribuciones finito dimensionales de By vienen da-
das por

PJ:(Btl S Fl,...,Btk S .F}) -

2.11
/ p(ty, x,x1)..p(ty — th—1, Tp—1, T )dxy...dy,. ( )
F1X...XF}y,

FEste es el movimiento Browniano (Bm).

Este movimiento Browniano se puede clasificar dentro de los procesos Gaussianos,
aquellos procesos en los que para cada conjunto de indices 0 < t; < ... < t; el vector
aleatorio Z = (By,, ..., By, ) tiene distribucién multinormal.

Esto significa que existe un vector M € R™ y C € R ta] que

nk
: 1 :
E¥lexp(i Y u;Z;)] = exp(—§ > UjCimtm i Y uiMj),
j=1 gm J
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para todo u = (ug, ..., un;) € R™. Ademas, M = E?[Z] es la esperanza de Z y ¢j, =
Em[(ZJ - MJ)(Zm - Mm)]

Realizando el calculo explicito de E*[exp(i Z?ﬁl u;Z;)] con (2.10]) obtenemos que efec-
tivamente se cumple lo que esperabamos con

M = E*[Z] = (z,2,..,2) € R™ (2.12)
y
til, I, ... tI,
til, to, ... tol,
= . . : (2.13)

En este caso, decimos que tenemos un movimiento Browniano centrado en x. Ademas,
de la forma de C podemos obtener algunas propiedades del mismo.

En primer lugar, vemos que

E*[(B; — x)%] = nt, E*[(B; —z)(Bs — )] = n min(s,t). (2.14)

Més atin, podemos afirmar que E*[(B; — Bs)?| = n(t — s) si t > s, pues

E*[(By — By)*] = E*[(By — 2)* = 2(By — x)(B, — 2) + (Bs — 5)7]

2.15
=n(t—2s+s)=n(t—s), sit>s. (2.15)

Nos restringimos ahora a la version unidimensional de este proceso, n = 1, con el
objetivo de poder seguir obteniendo propiedades de este proceso estocastico de forma
mas clara. Ademas, vamos a considerar el movimiento Browniano centrado en 0, es decir,
tomando x = 0. Estudiamos dos lemas previos.

Lema 2.5. Sean Yy, Y1, ..., Y, variables aleatorias reales en un espacio de medida (S0, F).
Supongamos que X = (Yo,Y1,...,Y,) es normal y que Yy e Y; son incorreladas para 1 <
Jj < n. Entonces Yy es independiente de {Y1,Ys,...,Y,}.

Demostracion. Sabemos que en la primera fila (y primera columna) de la matriz de
covarianza cj, = E[(Y; — E[Y;])(Yr — E[Y%])] solo la primera entrada, cgo = var[Yy] es no
nula.

Recordemos que para un vector aleatorio X : €2 — R", definimos la funcién caracte-
ristica ¢x : R® — C como

¢X(u17"'7un) :/ 6<U7£>P[X € dl’],

donde (u,x) = uyxy + ... + Uy,
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Esta funcién caracteristica determina de forma tinica la distribucion de X y en el caso
en el que este siga una distribucion normal multivariante de vector de medias m y matriz
de covarianza C,

1 .
Ox(Ury .oy uy) = exp(—§ Zujcjkuk + ZZujmj).
Jsk J

Entonces, es claro que al ser ¢, # 0 solo si m = 0 que

¢X(U0>U1, Un) = (bYO(Uo) : ¢(Y1,.A.,Yn)(u1> ) Un)-

Esto es equivalente a la independencia de la que hablabamos y obtenemos el resultado

que buscamos.
O

Lema 2.6. Sea (2, F) un espacio medible, y X; : Q — R wvariables aleatorias, con 1 <
Jj < n. Entonces, X = (X1, X, ..., X;,) es normal si y solo si Y = M X1+ XX+ 4+ X,
es normal para cualesquiera A, Ao, ..., A\, € R.

Demostracion. Veamos en primer lugar la implicaciéon a la derecha. Esto es facil de
ver, pues si X es normal, entonces

1
Elexp(iu(M X1 + .0 X5))] = exp(—i Z UN;CilUN, + 1 Z uA;my;)
7 7 (2.16)
= exp(—§u2 S N i Amy).
Jk J
Por tanto, como la funcién caracteristica caracteriza a la distribucién, Y es normal
con E[Y] =3 \ymy y var[Y] = 3 AjcjpAg.
Por otro lado, si Y = A\ X; + ... + A\, X,, es normal con E[Y] = m y var[Y] = o2,
entonces 1
Elexp(iu(MXq + ..\ X)) = exp(—§u202 + ium),

donde m = 3, \; E[X;] y

o = E[(Z X — Z NE[X)])? = E[(Z A(X; —my))?
= > NME[(XG — my) (X, — ma)],

j7k

con m; = E[Xj|. Por tanto, X es normal.

Pasamos a exponer distintas propiedades del movimiento Browniano.

Definicién 2.7. Sea { X} un proceso estocdstico en un espacio de probabilidad (2, F, P).
Decimos que este tiene incrementos independientes si se verifica que para todo con-
junto de indices ordenado de forma creciente, {t1,to, ..., tx} € T, Xy, Xoy — Xtyy ooy Xy, —
Xy, son independientes.
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Teorema 2.8. El movimiento Browniano tiene incrementos independientes.

Demostracion. Queremos ver que para todo 0 <ty < ts... < 1y, se tiene que By, , By, —
By, ,...,B, — By, , son independientes.

Con el Lema en mente es facil ver que el vector aleatorio (By,, By, — By, ..., B, —
By, ) es normal.

Ademas, vamos a ver que son incorreladas y por el Lema tendremos la indepen-
dencia. Para comprobar esto, vemos que si t; > t;

E’|B,B,, — By, B, — B,,B;, , — B, By, |] (2.17)
(

Con esto el resultado es inmediato.

Em[(Btz - Bti—l)(Btj - Btj—l)]
=(t; —t;-1 —t; + ti—l) =0.

O

En este caso y con lo ya comentado es directo que B; — B, seguira la misma distribucion
que B;_,, pues se tiene que B; — By sigue una distribucién normal de esperanza nula y
varianza t — s, sin mas que mirar ([2.15|).

Finalmente, damos el concepto de version o modificacion de un proceso estocastico
y veamos que con esto es posible afirmar de alguna forma que cada trayectoria de un
movimiento Browniano es continua.

Definicién 2.9. Sean {X;} e {Y;} procesos estocdsticos en (2, F, P). Decimos que {X;}
es una version o modificacion de {Y;} si

P{w; X,(w) = Y,(w)}) = 1, V.

Si tenemos dos procesos estocasticos y uno es una modificaciéon del otro, estos tendran
las mismas distribuciones finito dimensionales, sin embargo sus trayectorias pueden ser
diferentes.

Demostramos, para acabar con esta introduccion, un teorema para la tltima propiedad
que estudiaremos de este movimiento Browniano.

Teorema 2.10 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Sean ¢ > 1, § > % y (X4), con
t € [0,T], un proceso estocdstico. Supongamos que para todo t,s en [0,T] se cumple que

B[ X,4|77 < C|t — s?, (2.18)

para alguna constante C' < oo y donde X, = Xy — X;. Entonces, para todo o € [0, 5 — %)

existe una modificacion de X (que denotamos de igual modo) y una variable aleatoria
K, € L% cumpliendo que para cada par s,t en [0,T] se tiene que

| Xst| < Ko(w)|t — s (2.19)
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Demostracion. Tomamos, sin pérdida de generalidad, 7" = 1. Ademas, consideramos
el conjunto D,, como el conjunto de los multiplos de 27™ en [0, 1). Basta considerar estos
valores y extender al resto del intervalo por continuidad. Este es el motivo por el que
acabamos propiamente con una modificacion.

Asi, la sucesién (Xo4,) es de Cauchy claramente por la desigualdad de (2.19) y por
convergencia podemos extender la definicion a todo el intervalo. Ademas, es claro que el
limite no depende de la sucesion.

Notese que #D,, = 2". Llamamos

Kn — Sup |Xt,t+27"| (220)

tED’!L

Teniendo en cuenta ([2.18), tenemos que

E(KD) <E Y [Xipon|? <

teDyp

CYD,|? 1= CYD,|’ . (2.21)

| Dy

Si fijamos s < t en U,D,, y escogemos m cumpliendo que |D,, 11| < t —s < |D,yl,
tenemos que nuestro intervalo [s,t) puede ser expresado como unién disjunta y finita de
intervalos de la forma [u,v) € D,, con n > m+1, y donde ningunos de estos tres intervalos
pueden tener la misma longitud. En conclusion, tenemos una particion de [s, t) de la forma

s=Tp<n<..<Tn =1, (2.22)

donde (73, 7;41) € Dy, con n > m+1, y donde fijado un cierto n > m+ 1 hay a lo maximo
dos intervalos de D,,. Tenemos, entonces, que

N-1
| X, < mdx | X ra| < Z Xrimal <2 ). K, (2.23)
n>m+1
Por tanto, tenemos que
X 1 2K,
| 7”(1 < — 2K, < > <K, (2.24)

donde hemos definido K, := 2 L Ademds, es claro que K, estd en L9, es decir
n>0 1D, ) ) )

que E[K,|? < oo sin mas que usar (2.21). Como a < § — é y |Dy| elevado a cualquier
potencia positiva es sumable, tenemos que

[\)
—

.Q

1Kol Le< . D,|?7 < 0. (2.25
‘ ’ = ‘Dn‘a ZZ: D ’a‘ ‘ )

O

Con este teorema, usando que B; — B, sigue la misma distribucién que B;_, y que

26)!
E[B* ] = (2k 2-|t—s|* es inmediato no solo que el movimiento Browniano admite una modi-

ficacion con trayectorias continuas sino que ademaés dichas trayectorias son a-Holderianas

para « € (0, 2) e.c.t. w e Q.
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Aqui acaba la construccion del movimiento Browniano. En una seccién posterior es-
tudiaremos el movimiento Browniano fraccionario, viendo qué propiedades pueden tener
en comun.

2.2. Construccion de la Integral de It6

Damos paso en este nuevo punto a la construccién de nuestra primera integral esto-
castica. Veamos como puede surgir esta en primer lugar.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacion estocastica

dX

dt
donde b y ¢ son funciones dadas y W, representa cierto proceso estocastico. Si discretiza-
mos este problema, tomando 0 =ty < t; < ... <t,, =t, (2.26) se transforma en

= b(t, X,) +o(t, X,) - W, (2.26)

Xk+1 — Xk = b(tk, Xk)Atk —I— O'(tk,Xk)WkAtk, (227)

donde X; = X(t;), W, = W,, v Aty = tg41 — tx. Basdndonos en muchas situaciones de la
experiencia, lo que uno podria esperar de este proceso estocéstico (W) es que al menos
cumpla que

» Sity #to, entonces Wy, y W;, sean independientes.
» La distribucion de {W4, 44, ..., Wi, 4+ } no dependa de ¢.
» E[W;] =0, Vt.

Sin embargo, resulta que no podemos encontrar ningiin proceso razonable que cumpla
las dos primeras condiciones, como se puede comprobar en la referencia [6].

Como consecuencia, reemplazamos Wi Aty por AVy, = V;, . —V,, |y esperamos que {V;}
tenga incrementos independientes y media 0. Asi, tiene sentido pensar que este proceso
serd nuestro movimiento Browniano. Con esto, de (2.27)) obtenemos que

k—1 k—1

Xk :X0+Zb(tj,Xj)Atj + ZO’(tj,Xj)ABj. (228)

§=0 j=0

Si el limite de la parte derecha de (2.28]) existiera en cierto modo cuando At; — 0,

podriamos dar sentido a (2.26]). En ese caso, significaria que X; es un proceso estocastico
satisfaciendo

t t
X, = X, +/ b(s, Xo)ds +< [ o(s, X,)dB,”. (2.29)
0 0

Queremos probar la existencia, en cierto sentido, de [ f(s,w) dBy(w), donde B,(w)
es el movimiento browniano comenzando en el origen, para una amplia clase de funciones

f:]0,00) = R.
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Supongamos, entonces, 0 < S < Ty f(t,w) dada. Tenemos como objetivo definir
J& f(t,w)dBy(w). Para ello comenzamos dando una definicién para un conjunto de fun-
ciones simples con el fin de luego extender la definicion.

Supongamos que f tiene la forma

P(t,w) = ej(w)xpja-r,(j+1)2-n (1), (2.30)

J20

donde x es la funcién indicatriz y n es entero. Parece, entonces, razonable definir

T
[ #lt.w)dBuw) = X e;()[By., — By ). (2:31)
Jj=0
k2™ siS<k2mn<T
donde t, = t,(:) = T sik2™" <SS
T sik2"™>T

Veamos qué limitaciones puede tener esto. Supongamos que f(t,w) = Bi(w) es el
movimiento Browniano comenzando en 0. Aproximamos Bi(w) por ¢1(t,w) y ¢a(t,w)
definidos como

Z 2 nX]Q n (j4+1)2— n](t) (232)
7>0
(bl (t, (.U) - Z B(j+1)2—nX[j2—n7(]'_;’_1)2—11] (t) (233)
Jj=0
Tenemos entonces que
E| / 61(t,w)dB,(w)] = S E[B,, (B,,,, — B,,)] =0, (2.34)
j=>0

pues recordemos que el movimiento Browniano tiene incrementos independientes. Sin
embargo, por otro lado tenemos que

E / 6o(t,w)dB(w)] = S E[By, (B, — Bi)) = S E[(By,,, — B,)] =T.  (2.35)

>0 >0

Aunque ¢ y ¢ parecen aproximaciones razonables de nuestro movimiento Browniano,
la integral obtenida a partir de ([2.31]) da resultados sustancialmente distintos.

Asi, es natural aproximar una funcién f(¢,w) por
w) = Z f(t;7w)x[tj,tj+l](t)7 (2'36)
J

donde el punto ¢} pertenece al intervalo [t;, ;1] y definir entonces |, & f(t,w)dBy(w) con-
siste en tomar limite en un sentido que ahora explicaremos de 3-; f(t},w)[By,,, ] (w) si
n — oo.

Como hemos visto en el ejemplo anterior, la eleccién del punto ¢ en el intervalo [t;, ;1]
juega un papel fundamental. Las elecciones que resultan ser mas tltiles son:
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» {7 =t;, que da lugar a la propia integral de I¢6, denotada por

/S "t w)dB (w). (2.37)

. fr = Lt

; , que da lugar a la integral de Stratonovich, denotada por

/S "t w) o dBy(w). (2.38)

Veremos las diferencias existentes entre dichas integrales mas adelante y nos centramos
en desarrollar la integral de Ito. En cualquier caso, hemos de restringirnos a una clase
especial de funciones y para ello introducimos nuevos conceptos.

Definicién 2.11. Si B,(w) es un movimiento Browniano n-dimensional, definimos JF;
como la o-dlgebra generada por las variables aleatorias By(+), s < t. En otras palabras, es
la menor o—dlgebra que contiene todos los conjuntos de la forma

{w; By, (w) € F,..., By, € Fy}, (2.39)
donde t; <t y F; CR"™ son borelianos.

Una funcién h(w) es F—medible si y solo si h puede ser escrita como el limite puntual
en casi todo w de sumas de funciones de la forma

91(Bt,).--gi(By,), (2.40)

donde gy, ..., gi son funciones continuas y acotadas.

Definicién 2.12. Sea {N,;};>0 una familia creciente de o-dlgebras de subconjuntos de Q.
Decimos que un proceso g(t,w) : [0,00) x Q@ — R™ es N;-adaptado si para cada t > 0 la
funcion w — g(t,w) es Ny-medible.

Definicién 2.13. Definimos V = V(S,T) como la clase de funciones

f(,2):[0,00) x Q@ = R (2.41)
cumpliendo que:
v (t,w) = f(t,w) es B® F-medible, donde B es la o-dlgebra de Borel en [0, 00).
» f(t,w) es Fi-adaptado.

= E[fd f(t,w)%dt] < 0.
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Buscamos entonces definir la integral de It6 para funciones f € V,

T
I(flw) = [, f(t.w)dBiw), (2.42)
donde B; es el movimiento Browniano 1-dimensional.

Para ello, como veniamos anunciando, lo que hacemos es definir dicha integral para
una clase de funciones simples ¢. Decimos que una funciéon ¢ € V es simple si tiene la
forma

o(t,w) = (W)Xt t541)- (2.43)
J
Del hecho de que ¢ € V se deduce por la propia Definicién que cada funcién e;
debe ser F;;-medible.

Para esta clase de funciones simples definimos Z[¢](w) como aparece en ([2.31)).

Lema 2.14. Si ¢(t,w) estd acotada y es simple se tiene que

T

B[ 6(t.)dB())) = BL [ (1, (2.44)

S

Esta es la Isometria de It para funciones simples y que nos ayuda a extender esta defi-
nicion de la integral.

Demostracion. Sea AB; = By, — B,. Entonces tenemos que

Jj+1
L 0 siij
E[eiejABiAB]] = {E[G?](tjurl . t]) sii :j (245)

ya que e;e;AB; y AB; son independientes si 7 < j. Entonces
T
/ ¢dB)?] ZE eie; AB;AB]] ZE (tjp1 — 1)) = E[/ S dt].
s

O

Usando este Lema la idea es extender esta definicién de integral para funciones
simples a todas las funciones de V(S,T). Para ello, aproximamos de cierto modo cual-
quier funcién de este espacio por estas funciones simples para tomar después limite en la
definicién de integral para dichas funciones elementales. Estas aproximaciones se hacen
como sigue.

= Sea g € V acotada y ¢(-,w) continua para cada w. Entonces existe una sucesién de
funciones simples ¢,, € V cumpliendo que:

T 2
E[/S (g — ¢n)=dt] = 0 si n — oo.
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Para esto definimos ¢, (t,w) = X=; g(t;,w)X(t,,t,.,)- Esta es una funcién simple, clara-
mente, pues al ser g(¢,w) una funcién F;-adaptada, también lo es cada ¢,,. Ademas,
del hecho de que esta acotada se cumple que E[[q |pn(t, w)|?dt] < oco.

De la continuidad de g(,w) es claro que para cada w fijo y ¢ en el dominio se tiene
que

T gu(t,w) = g(t,w).

Usando el hecho de que g(t,w) estd acotada por una constante, digamos M, es cierto
que

|6 (t,w) — g(t,w)[* < 2|6 (t,w)* + 2]g(t, w)|* < 4M.
Por el teorema de la convergencia dominada tendriamos que, para cada w

T T
lim [ |én(t,w) — g(t,w)|? dt :/ i [ (t,w) — g(t,w)|? dt = 0.
S

n—oo S n—oo

Por otro lado, del mismo modo también es cierto que para cualquier w € €2
T
/ (6n(t,0) — g(t, o) 2dt < AMP(T — S).
S

Si volvemos a aplicar el teorema de la convergencia dominada llegamos finalmente
a que se cumple que:

lim B[ (9~ 6,21 =0

= Sea h € V acotada. Entonces existe una sucesion de funciones acotadas g, € V de
manera que para cada w g,(-,w) es continua y

T
E[/ (h — g,)?dt] — 0 si n — oc.
s

Para esto consideramos p : R — R, no negativa, continua, de soporte compacto y
verificando que [ p(t)dt = 1. Paran > 1 definimos la sucesién p,,(t) = np(nt), que
cumple las mismas propiedades que p pero el soporte cada vez es menor. Definimos

9u(t.) = [ puls = h(s,w)ds,

para cada w y donde extendemos h(t,w) por 0 donde no esté definida. Esto es, la
definimos como la convolucién de la extensién de h y p, para cada w.

Por las propiedades de la convolucién es claro que para cada w tenemos que g, (¢, w)
es continua y que al estar acotada h(f,w) por una constante C'y ser la integral de
pn(t) en R igual a 1, nuestra g,(t,w) también esta acotada por dicha C.



2.2 Construccion de la Integral de It6 19

Que g, (t,w) es Fi-adaptado es un asunto mucho més sutil que encontramos en la
referencia [7].

Por otro lado, s tenemos que |g,(t,w)[?> < C?, y por tanto E[fq |gn|?dt] < oo.
Ademaés, por las propiedades de la convolucién, para cada w, tenemos que g, (t,w)
converge a h(t,w) en L?(dP), el espacio de funciones de cuadrado integrable. Ade-
més, si f € L*(dP), definimos ||f|]*= [ |f|*dP.

[gual que antes, es cierto que |g,(t,w) — h(t,w)*> < 2C? y que fg lgn(t,w) —
h(t,w)|?dt < 2C?*(T — S). Si volvemos a aplicar el teorema de la convergencia do-
minada es inmediato que obtenemos el resultado que buscabamos.

= Sea f € V. Entonces existe una sucesiéon de elementos h,, € V acotados para cada n

y cumpliendo que

T
E[/ (f — ho)2dt] — 0 si n — oo.
s
Finalmente, consideramos la funcion auxiliar para cada n > 1 definida como

1 sijz|<n

0 silz|>n.

Para cada n > 1 definimos el proceso estocéstico truncado h,(t,w) como
ha(t,w) = f(t,w) p(f(t,w)),

o lo que es equivalente

ftw) siftw)] <n
h"(x)_{ 0 silf(t,w)]>n

De la propia definicién, el nuevo proceso h,(t,w) es medible y Fi-adaptado. Ademés
se verifica que |h,(t,w)| < n. Asi, es cierto que

T
E[/ (£, w0) 2] < 0.
S
Con esto tenemos que cada g,(t,w) € V(S,T).

Por otro lado, del hecho de que f(t,w) € V(S,T) y que por tanto tengamos que
E[f3|f(t,w)|?dt] < oo, obtenemos que [& |f(t,w)|?dt < 0o e.c.t. w.

Ahora bien, si tenemos en cuenta que |h,(t,w)] < |fu(t,w)] v que |gn(t,w) —
f(t,w)]? < A4|f(t,w)|?, por el teorema de la convergencia dominada es cierto e.c.t. w
que

T T
lim \hn(t,w)—f(t,w)|2dt:/ i Ao (t,w) — f(t,w)|?dt = 0.

n—x Jg S n—oo



2 INTEGRACION CON RESPECTO AL BM 20

Por otro lado, como también tenemos que [ |gn(t, w)—f(t, w)|2dt < [4 4] f(t,w)|?dt,
volviendo a usar el teorema de la convergencia dominada llegamos a que

T T
Jim B[ lon(t.w) = (6] = Bllim [ lgu(t.w) = 7(t,0) ] = 0

n—oo

Teniendo esto en cuenta es posible definir dicha integral para cualquier f € V.

Definicién 2.15 (Integral de 1td). Sea f € V y {d,} una sucesion de funciones simples
de V wverificando que

E[/ST(f(t,w) — ot w))2dH] — 0 si 1 — 0o, (2.46)

Definimos la integral de Ité de f, I[f](w), como

T T
/S F(t,w)dBy(w) = Jir?o/s én(t,w)d B, (W), (2.47)
donde este limite se entiende como un limite en L*(dP).

Es claro que el limite de (2.47)) existe, ya que por (2.46) y (2.44)), la sucesion
T
{[ dult.c)dBi (@)},

es de Cauchy en L?(dP). Ademads, este limite no depende de la sucesion de funciones
simples que aproximan a f.

Como consecuencia de (2.44) y (2.47)) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.16 (Isometria de Itd). Para toda f € V(S,T)

B[ f(t.)B)] = BL[ 5 ()] (2.48)

Corolario 2.17. Si f(t,w) € V(S,T) y fu(t,w) € V(S,T) para n = 1,2, ..., verificando
que

E[/ST(f(t,w)  Fu(tw))2dt] = 0 sin — oo, (2.49)

se tiene que

/ST fu(t,w)dBy(w) — /ST f(t,w)dB(w), en L*(dP) sin — oo. (2.50)

Para verificar esto basta usar el la Isometria de Itd para f € V.

Pongamos en practica esto con un ejemplo.
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Ejemplo 2.18. Como caso particular vamos a ver qué obtenemos al integrar el movimien-
to Browniano 1-dimensional centrado en 0 con respecto a él mismo en [0,t], [y BodBs.

Consideremos la sucesion de funciones ¢n(s,w) = >; Bj(W)X[t,t,,1)(5), donde B; =
By;. Entonces

B[ (60— B2ds) = BIX [ (8- B
7 (2.51)

J

4 1
= Z/ +1(s —tj)ds = 52(’5?“ — ) = 0 si At; — 0.
il
Usando el Corolario tenemos que

t t
/0 B.dB, = lim /0 ¢ndBS:A1t1jrgozjijABj.

Atj—>0

Manipulando términos es facil ver que

A(B?) - B12+1 - B = (Bjy1 — Bj)2 +2B;(Bjt+1 — Bj) = (ABj)2 +2B;AB;.

J

St ahora usamos que By = 0, tenemos que

BY =3 A(Bj) =Y (AB;)* + 23 B,AB;,
J J

J

o lo que es lo mismo

1 1
J

J

Veamos, finalmente, que Y°;(AB;)* — t en L*(dP) si At; — 0.

Es claro que, usando (2.45)), E[Y";(AB;)?*|] = t. Recordemos que si X eY son variables
aleatorias independientes:

» var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]*.
» var(X +Y) =var(X) +var(Y).

Por tanto, var(3;(AB;)?) = Y ;var(AB;)?. Ademds, var(AB;)* = E[(AB;)* —
(At;)%. Al estudiar el movimiento Browniano vimos que AB; sigue una distribucion
N(0,At;), o lo que es lo mismo, una distribucion igual a (Atj)%./\/'(o, 1). Es claro que,
entonces

E[(AB;)"] = 3 (At)?, (2.52)
ya que EIN(0,1)*] = 3.

Por tanto, obtenemos que var(3;(AB;)?) = 3,2 At?. Asi, var(3;(AB;)*) — 0 si
At; — 0. De la propia definicion de varianza tenemos que Zj(ABj)z — 1 si At; — 0.
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Por tanto, la integral de Ito resulta

t 1 t
B.,dB, = —-B* — —. 2.
/0 27t 9 (2.53)

Sif,g € V0, T7)y0<S < U < T, algunas de las propiedades de esta integral de
[t6 son las siguientes:

fST fdBdt = fSU fdBdt + j’g fdBdt, para casi todo w.

fg(cf + g)dB; = cfST fdB; + fggdBt, para casi todo w.

E[fd fdB,] = 0.

[& fdB, es Fi-medible.

Al haber construido esta integral como un paso al limite de integrales de funciones simples
y ser estas propiedades ciertas para dichas funciones elementales estas propiedades son
directas.

Definiciéon 2.19. Una filtracion en un espacio medible (2, F) es una familia M =
{Mi}i>0 de o-dlgebras My C F cumpliendo que

0<s<t = M,CM,.

Un proceso estocdstico n-dimensional, { My }1>0, en un espacio de probabilidad (2, F, P)
recibe el nombre de martingala con respeto a la filtracion { M;}i>o si

s M; es M;-medible para todo t.
» E[|M,]] < oo para todo t.
» E[M|M;] = M, para todo s > t.

Como caso particular tenemos que el movimiento Browniano B; conforma una mar-
tingala con respecto a las filtracién {F;}, dada en la Definicién [2.11] En efecto:

= B[|B|]” < E[|Bi|*] = |Bo|* + nt.
» Si s >t, tenemos que E[Bg|F;| = E[Bs — By + B|Fi] = Bs.
s Claramente B; es F; medible para cada t.

Con estos conceptos es posible extender la integral de Itd a una serie de integrandos
mas generales que los de V. Para ello, cambiamos en la Definicion la segunda condicion
a que exista una filtraciéon {H;};>o cumpliendo que:

= [, sea una martingala con respecto a H;.
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= f; es H;-adaptado.

La idea tras esto es dejar que la funcién que queremos integrar, f;, pueda depender
en algo mds que F; siempre y cuando el integrador sea una martingala con respecto a ese
algo. Con esta condicion, ademaés, podemos definir integrales de It6 multidimensionales.

Sea Bi(w) = By(t,w) la componente k-ésima de un movimiento Browniano n-dimen-
sional, (B (t,w), ..., By(t,w)) y ft(") la o-algebra generada por By(s1,), ..., Bn(Sn,); sk <
t. Entonces, By(t,w) es una martingala con respecto a Ft(n), pues By(s,-) — By(t,-) es
independiente de ft(") si s > t. En ese sentido, podemos definir integrales como

[ B2 an.
Definicién 2.20. Sea B = (By, B, ..., B,) el movimiento Browniano n-dimensional. Lla-
mamos V""" (S,T) al conjunto de matrices m x n, v = [v;;(t,w)], donde cada entrada

v;;(t,w) verifica las condiciones primera y tercera de la Deﬁm’cidn y la condicion que
acabamos de exponer con respecto a alguna filtracion H = {H; >o.

Siv e V7 "(S,T), usando notacion matricial, definimos

T T Vi1 ... Uip dBl
/ vdB = / SERT : (2.54)
S S
Uml -+ Umn dB,,

como el vector columna cuya componente i-ésima es
n_ T
Z/ v;; (s, w)dB;(s,w).
j=1"9

Veamos qué diferencias encontramos entre las integrales de It6 y de Stratonovich.

Vimos que la interpretacion de era que el proceso estocastico X; es solucién de
. Sin embargo, la interpretacién de la integral estocéstica se ha realizado mediante
la construccion de Ito. Pero también sabemos que no era la tinica posible, que la construc-
cion depende del punto del intervalo que usamos en la definicion de integral de nuestra
funcién elemental. Una eleccion distinta, tomando el punto medio, da pie a la integral de
Stratonovich. Ademas, esta integral surge de otra forma.

Consideremos procesos con derivada continua en t, Bt(n), de manera que para casi todo
w?
B™(t,w) — B(t,w), sin— oo,

uniformemente en intervalos acotados. Para cada w sea Xt(") (w) la solucién de la ecuacion
diferencial determinista

dB™
dt

dX,

ﬁ = b(t,Xt) + O'(t, Xt)
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De esta forma, Xt(") converge a cierta funcién X;(w) en el mismo sentido. En ese caso,
se tiene que dicha X;(w) coincide con (12.29) pero donde la integral estocastica se realiza
con la interpretacion de Stratonovich. Es decir,

t t
Xt:XO+/ b(s,Xs)ds+/ (s, X,) 0 dB,. (2.55)
0 0

Esto implica que X} es solucion de la ecuacién de [t6 modificada
t t 1 st
X, = X, +/ b(s, X,)ds + / o (s, X,)dB, + 5/ o'(s, X )o (s, X,)ds, (2.56)
0 0 0

donde ¢’ denota la derivada de o(t,x) con respecto a x.

Vemos que hay un modo de relacionar estas integrales. Ademads, existe una diferencia
fundamental: la integral de Stratonovich admite una regla de la cadena usual, mientras
que para el caso de Ito el resultado es distinto. Vamos a estudiar esto.

2.3. Foérmula de It6 para el movimiento Browniano

La construccion de la integral de Itd6 no es practica a la hora de evaluar ninguna
integral. Necesitamos, por tanto, una herramienta que nos facilite el cadlculo. Ya vimos en
un ejemplo que esta integral puede no comportarse como se podria esperar.

Definicién 2.21. Sea B; un movimiento Browniano 1-dimensional en (Q, F, P). Un pro-
ceso de Ité es un proceso estocdstico Xy en (2, F, P) con la forma

t t
X: = Xo +/ u(s, w)ds +/ v(s,w)dBg, (2.57)
0 0
donde v es una funcion que cumple que:
v (t,w) = v(t,w) es B® F-medible, donde B es la o-dlgebra de Borel en [0, 00).

» Eziste una filtracion {H:}+>o cumpliendo que B; es una martingala con respecto a
la misma.

= v es Hi-adaptado.

= P[fyv(s,w)?ds < 0o para todo t > 0] = 1.

Por otro lado u es H;-adaptado también y verifica que P|[§ |u(s,w)|ds < oo para todo t >
0] = 1.

Si X; es un proceso de Itd, (2.57) se expresa de forma mds concisa como dX; =
udt + vdB;.
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Teorema 2.22 (Férmula 1-dimensional de Itd). Sea X; un proceso de Ité6 dado por dX; =
udt + vdB; y g(t,z) € C*?([0,00) x R). Entonces Y; = g(t, X;) es un proceso de Ité y

g

o, X0) = 900, X0) + [ (P05, X) + s 02 (s, X}
L o 9 v (2.58)

S2%9 6 X)) / 29 (s, X,)dB,.

5V 52 I (s, X))ds + | Vs (5:K)
Diferencialmente esto se expresa como
5, g 102
Y, = a“j(t Xpdt + 57 9, Xt)dXt+§8—g(t,Xt)-(dXt)2, (2.59)
donde (dX;)? = (dX;) - (dXy) se calcula con las reglas

dt -dt =dt-dB, = dB,-dt =0, dB,-dB, = dt. (2.60)

Para demostrar esto diferenciamos dos etapas. En primer lugar definamos qué es un
tiempo de parada.

Ademas, si 7 : Q@ — [0,400] es una variable aleatoria denotamos por {7 < t} al
conjunto {w € Q: 7(w) < t}.

Definicién 2.23. Un {F;}-tiempo de parada es cualquier variable aleatoria T : Q —
[0, 4+00] tal que para todo t € [0,+00) se tiene que {T <t} pertenece a JF;.

Ahora, para cada n > 1 tenemos

Tn(cu):min(i[%fﬂ max \XA/]usw\ds\/ sde\/ (s,w)ds) >n),T).
telo,

Que 7, es una variable aleatoria es claro por ser maximo, infimo y minimo de variables
aleatorias. Para ver que es un tiempo de parada si tenemos que pararnos a pensarlo. En
efecto, sea ty > 0, si ademés to > T es claro que {7, < to} = Q. Si, por contra t, € [0, 7],
{T <t} es el conjunto de w que verifican que para todo t € [0, to)

max|Xt|/|bsw|ds|/ sde|/ (s,w)ds) < n.

Todos tienen que ser menores que n y podemos expresar esto como la interseccion de
conjuntos en F;. También se tiene que e.c.t. w, la sucesion 7,(w) es creciente a T. Mds
aun, e.c.t. w existe un n = n(w) tal que si n > n(w), 7, (w) = T.

Es un hecho que podemos encontrar en las cita [I3] que, si tenemos un tiempo de
parada 7y f(t,w) es integrable en el sentido de It6, se tiene que

[ 15,00, = [ £, 0)x0A(s)dB, (261)
0 0
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donde t A 7 denota el minimo entre ambos.

Denotamos X§ = XoX{r, >0}, Un(t,w) = u(t,w)X(0,m] ¥ Un(t,w) = v(t,w)X[0,r] ¥
t t
X=XV +/ up (s, w)ds +/ vn(s,w)dBs, Yt € [0,T).
0 0

Con ([2.61)) es cierto que X" = Xyar, X{r,>0}. Si para cada n > 1 se satisface que

dg
g(t, X") = ¢(0, X2 +/ (5, X) + un 22 (5, X)+
O
2 ” (2.62)
,/Uuﬁ(S X dSﬁ—‘/0 Un%(S,XS )dBS,

tenemos el resultado si ¢ € [0, 7,]. Sin embargo, si recordamos que e.c.t. w a partir de un
cierto n el intervalo [0, 7, = [0, T tenemos el resultado.

Con esto claro, podemos suponer que existe una constante K > 0 tal que e.c.t. w,
maX]Xt]/\bsw]ds]/ sde]/ (s,w)ds) < K, Vt € [0,T].

De la continuidad de g y sus derivadas parciales podemos suponer que e.c.t. w tenemos
la misma acotacion.

Ademas, de la férmula de la integral de It6 multidimensional podemos suponer que
tanto u como v son funciones elementales.

Usando el teorema de Taylor tenemos que

g(t, X) = 9(0, Xo) + > g(t;, X;) = g(0, Xo) +Z At +Z agAX

J
+3 ZGtQ

L o (2.63)

donde todas las derivadas parciales estan evaluadas en (¢, X;) y ademdas tenemos que
Aty =tj — b, AX; = X — X, Ag(ty, Xj) = g(t1, Xopn) — 985, X)),

v R; = o(|At;|* + |AX;]?), para todo j.

Veamos qué pasa con los términos de (2.63]) cuando At; — 0. Usando la acotacién en
las derivadas tenemos que

dg t dg
A (s, X
;(’)t o ) gyle Xods
dg t dg
25, 0K = | 5o (s X)X,
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Por otro lado, considerando que tomamos u© y v como elementales, tenemos que

82

Zax2 262] ZaQJ

+22 ujvj (At;)(AB;), donde u; = u(tj,w), v; = v(t;,w).

(2.64)

El primer y tercer término tienden a cero en L?(dP). Por ejemplo, tenemos que para
el tercero

2 2
Z - 2 wj0;(AL)(AB))) ZE g Juv)?)(AL)* = 0si At; — 0. (2.65)

Para el segundo término vamos a ver que converge a [3 %vzds en L*(P) si At; — 0.
Llamamos a(t) = azg (t X2 (t, w), a; = a(t;). Entonces

Z a;j(AB;) Z a;At)?] =Y Elaja;((AB;)? — A)((AB;) — Aty)].

2%

Es claro que si i < j entonces a;a;((AB;)* — At;) y (AB;)? — At; son independientes
y el término es nulo. Por simetria nos quedamos con los términos i = j, y entonces

ZE 2((AB; ZE E[(AB)* — 2(AB;)*(At;)? + (At)Y]
= ZE — 2(At;)* + (At))?) = 2 Ela3](At;)* — 0 si At; — 0.
Asi, tenemos que Y_;a;(AB;)* — [ja(s)ds en L*(P), que se expresa formalmente
como (dB)? = dt.

Con este mismo argumento, es claro que >-; R; — 0 si At; — 0y se concluirfa.

Los otros dos términos de orden 2 en (2.63)) tienen términos en At; de orden mayor,
que se anulan cuando At; — 0.

O
Damos la formula general, para un proceso de It6 n-dimensional.

Supongamos un movimiento Browniano m-dimensional, B(t,w) = (B1(t,w), ..., By, (t,w)).
Sean u; ; y v;j con 1 <¢<mn,1<j<m procesos cumpliendo las mismas condiciones que
u y v respectivamente en la Definicion [2.21] conformamos el proceso de It6 n-dimensional
dado por

dX1 = Uldt + UlldBl + -+ UlmdBm
: (2.66)
dX,, undt 4+ v,1dBy + ...+ vy dBo,
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Teorema 2.24 (Férmula general de 1t6). Sea
dX (t) = udt + vdB(t)

un proceso de Ité n-dimensional y g(t,x) = (g1(t, ), ..., g,(t, x)) una funcién de clase C*

de [0,00) x R™ a RP. Entonces el proceso Y (t,w) = g(t, X;) es de nuevo un proceso de Ito

cuya componente k-ésima, Y viene dada por
O

a a (t, X,)dXdX;, (2.67)

Veamos algunas aplicaciones de esta Formula de 1t6. Para ello, notemos en primer lugar
que B; es un proceso de It6 propiamente, sin méas que tomar u(s,w) =0y v(s,w) = 1.

Anteriormente, calculamos f(f B,dB;, en el Ejemplo [2.18, usando la isometria de Ito.
Vamos a realizar el mismo calculo pero usando ahora la Férmula de 1t6.

Ejemplo 2.25. Tomemos, siguiendo la notacién usada en el Teorema[2.23, X = By y
g(t,z) = 32°. En ese caso, tenemos

1
Y, =g(t,B)) = 5B}

Aplicando la Formula de Ito resulta

0Oy dg 10%g
avi = St + LB, + 5o

es decir, llegamos a que

1
(dBt) = BydBr + = 5 (dBt) = BydB; + idt’
1 5 1
En otras palabras, el resultado es

| : 1
SR = / B,dB, + -1, (2.68)
2 0 2

que es lo mismo que obtuvimos en el Ejemplo[2.18

Ejemplo 2.26. Del mismo modo, vamos a calcular f(f sdB;.

Para ello consideramos g(t,x) = tx, que vuelve a cumplir las condiciones necesarias
para poder aplicar la formula de Ito, y ademds, es cierto que

Y; = g(ta Bt) = tBt
Por la formula de Ito tenemos

dY; = Bidt +tdB; + 0.
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Es decir, tenemos que

Despejando llegamos al resultado final, que es

t t
/ sdB, = 1B, — / B.ds,
0 0

lo cual es razonable desde un punto de vista en el que esperdramos alguna regla de inte-
gracion por partes.

Ejemplo 2.27. Vamos con el iltimo ejemplo de aplicacion de la Formula de It6. Para
ello vamos a usar la Férmula de Ité para encontrar la solucion a una ecuacion diferencial.

Sean c, 0 constantes positivas. Consideremos la ecuacion diferencial lineal en el sentido
de Ito dada por

t t
Xt:X0+c/ Xsds+a/ X,dB,, te[0,T). (2.69)
0 0

Vamos a buscar una solucion de la forma X, = f(t, B;), con esta funcion lo sufi-
cientemente reqular como para aplicar esta Formula de Ito. Si es asi, podemos obtener
que

t o 10° 0
X=X+ [P 5,8 + 350 s B))s + af

S50 (s, B,)dB,. (2.70)

Comparando (2.69) y (2.70) imponemos que esta funcion f(t,z) cumpla que

cf(ta) = aa‘{(t,x) + ;gmj;(t,x), (2.71)
of(t,x) = g‘i(t, x). (2.72)

De esta ecuacion (2.72) obtenemos, ademds, que

52
o2 f(t,r) = axj;(t,x). (2.73)

Simplificando con esta nueva relacion, nuestro sistema de ecuaciones en derivadas
parciales pasa a ser

1 of

0
(5o =% !

(t,z), of(t,x)= %(t,x). (2.74)

Si buscamos f(t,x) como producto de dos funciones con la reqularidad necesaria,
f(t,x) = g(t)h(z), esta ecuaciones en ([2.74)) se transforman en

(e~ 507)9(t) = (1), oh(x) = () (2.75)
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Las soluciones a estas nuevas ecuaciones son
g(t) = g(0)e 27 h(z) = h(0)e"". (2.76)
Parece, entonces, razonable proponer como solucion
X, = elem27 9By e [0, 7). (2.77)

En efecto, considerando f(t,x) = e(c’%UQ)tJr“”, que posee la reqularidad suficiente para

aplicar la Formula de Ito, y tengamos en cuenta que

flt.) = e beon O gy = (o Lo £t )
2
gi(t,x) =of(t, z), g;;(t,x) = o’ f(t, ).

De la simple aplicacion de la formula de Ito obtenemos justamente la expresion en (2.69)).

2.4. Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocasticas con movimiento Browniano

Finalizamos lo correspondiente a esta parte con un resultado de existencia y unicidad
de solucién para ecuaciones diferenciales estocasticas. Antes damos un teorema auxiliar
que nos sera util en la prueba.

Teorema 2.28 (Desigualdad de Doob para martingalas). Si M; es una martingala de
manera que e.c.t. w, t — M;(w) es continua, entonces para todop>1, T >0y X >0

1
Pl sup |My| >\ < —
0<t<T AP

E[| Mz |"]. (2.78)

Teorema 2.29. Sea T' > 0 y b(-,-) : [0,T] x R — R", o(-,-) : [0,T] x R" — R™™
funciones medibles cumpliendo que

b(t, )| + lo(t, 2)| < C(1 + Jal); = € R, £ € [0,7), (279
con C' una constante, |o|> =3, ;]0;;1* y cumpliendo también
b(t, x) — b(t,y)| + |o(t,z) —o(t,y)| < Dlx —y|; z,y e R", t €[0,T], (2.80)

con D otra constante. Sea Z una variable aleatoria independiente del o-dlgebra F(™
generado por By(+), s > 0 cumpliendo

E[|Z] < oo.
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Entonces, la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = b(t,Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, 0 S t S T, X() =7 (281)

tiene una tnica solucion continua en t, X;(w), cumpliendo que X(w) estd FZ-adaptado
a la filtracion FZ generada por Z y B(-);s <ty

E[/OT X, 2dt] < oo, (2.82)

Procedemos a demostrar este teorema.

Demostracion. En primer lugar demostramos la unicidad basandonos en la Isometria
de Itd y en la condicién (2.80). Asi, sean X;(t,w) = Xy(w) y Xo(t,w) = X, (w) soluciones
con valor inicial Z respectivamente; es decir, X;(0,w) = Z = X3(0,w) si w € 2. Hacemos
a(s,w) = b(s, X,) —b(s, X,) v v(s,w) = o(s, X,) — o(s, X,). Entonces

BIX,~ %P = BI( [ ads + [ dB.) < 2B1( [ ads)] + 281( [ 7B,

t t t A
< 2tE[/ a2ds] +2E[/ ~2ds] < 2(1+t)D2/ B[ X, — X,[*]ds.
0 0

0

(2.83)

Consideramos la funcién v(t) = E[|X; — X;|?], con 0 < t < T, que por la desigualdades
anteriores cumple

o(t) <30 +1)D* | "u(s)ds. (2.84)

Por la desigualdad de Gronwall, al no haber término constante sumando en (2.84)), es
claro que v(t) = 0 para todo ¢ > 0. Por tanto, tenemos que

P[|X, — X, =0 paratodoteQn[0,7T] = 1].

Por la continuidad de ¢ — | X; — X;| tenemos que

P[|X1(t,w) — Xa(t,w)| =0  para todo t € [0,T]] = 1.
De aqui, la unicidad esta probada. Pasamos ahora a probar la existencia.

Para ello definimos Yt(o) =Xoy Y;(k) = Yt(k) (w) inductivamente como

t t
Y = X+ / b(s, YM)ds + / o(s,Y.9)dB,. (2.85)
0 0

De forma totalmente andloga a la desigualdad obtenida en ([2.83]) obtenemos que

t
BV =Y OP < @+ m20? [ B - v s,
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para k > 1yt < T. Por otro lado, usando (2.80)), tenemos
(1) _ )2 ! ! 2
B = Y,O1 = BI([ bls, Xo)ds + [ (s, Xo)dB.)*

< 2| b5, Xo)ds?) + 2B1( [ o5, X0)dB.)? -
< 20 | "b(s, Xo)2ds] + 2E] / (s, Xo)2ds] |

t t
< 2tE[/O C*(1 + | Xo|)2ds] +2E[/0 C2(1 + | Xo[2)ds] < At

donde A; depende de T, C'y E[| Xo|?]. Por induccién es claro que, juntando lo que sabemos
hasta ahora,
A§+1tk+1

B[, " —y WP < 22 -

con A, una constante que solo depende de C, D, T y E[|Xo|?*]. Por otro lado

con k>0,te[0,T], (2.87)

sup |YIchl \</ b(s, Y)Y — b(s, Y E=D)|ds

0<t<T

+ sup | (U(S,Ys(k))—U(S,Y;(k_”))stL

0<t<T JO
Usando el Teorema [2.28, tenemos que
T
Pl sup [v;*V -y ] > 27k < P / [b(s, YP) = b(s, VD) ds > 27571]
0

0<t<T
t

+ P[ sup | (U(S,}/;(k)> —o(s, Yk D ))dB | > 27 k= 1

0<t<T Y0

< 22’f+2T/ (Ib(s, YO — b(s, YD) [2)ds

£242 7 Blo(s, Y1) — o(s, Y))ds
0

<22k+2D2(T+1>/T Ak dt_22k;+2D2(T+ )Ak‘ﬂ

- k! >(k+1)!
(4A2T)k+1

= Tkl

pues en (2.87) podemos ver que dicha constante A, es proporcional a (T + 1)D? y que
dicha constante de proporcionalidad es mayor que 2.

Por el lema de Borel-Cantelli, al tener una sucesion de conjuntos verificando que

(k+1) k _
PJ sup \Y )y s 9 M < et < oo,
o 0<i<T
se tiene que la probabilidad del limite superior de esta sucesion es nula. Recordemos que
el limite superior de una sucesién de conjuntos es el conjunto de los elementos que estan
en infinitos conjuntos. En conclusion,
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P[sup [V*™V —¥®| > 27% para infinitos k] = 0.
0<t<T

De aqui, e.c.t. w existe kg = ko(w) cumpliendo que

(k+1)

sup ]Yt k)\ < 27" para k > k.

0<t<T

Asi, e.c.t. w la sucesion

(w) =Y @)+ S -y B w)

converge uniformemente en [0, 7. Denotamos el limite por X;(w). Junto a esto, X; es
continua en ¢ e.c.t. w, pues asi lo es cada Y Ademas Xi(+) es FZ-medible para todo t,
pues asf lo es Y, )( -) para todo n.

Por otro lado, vemos que para m > n > 0. Tenemos por (2.87) que

m n 1 m k k
B[V =P = 1V = Y| 2ar)= ||Z Y Y9 | aar)
(2.88)
< STNEED YN 2y < Z[(<k2+)1)']2 — 0 as n — oo.
k=n k=n :

Por tanto, {¥;™} converge en L2(P) a un limite Y;. Por el Teorema de Fisher-Riesz
existe una subsucesion Yt(")( ) que converge puntualmente en w a Y;(w) y por la unicidad
de limite hemos de tener que X; = Y; e.c.t. w. Por ultimo, veamos que se cumple (2
Para todo n tenemos que

t t
Y;(nqtl) :XO+/ b(S,Y;(n))dS‘i‘/ J(S,Y;(n))dBS (289)
0 0

. 1
Si hacemos n — oo, ¥;" ™

Fatou se cumple

— X, uniformemente en ¢ € [0,7] e.c.t. w. Por el Lema de

g (n) Ty m) _ )
E[/ X, — Y, 2dt] < lim_}infE[/ v,™ — v, ™ 2ds] = 0
0 m—500 0
si n — oco. Por la isometria de 1t6 y por (2.80) tenemos que
t t
/ o(s,Y")dB, — / o(s,X,)dB, en L*(dP).
0 0
Usando la desigualdad de Holder y de nuevo la condicién (2.80)) tenemos también que
t t
/ b(s, Y\ ds — / b(s, X,)ds en L2(dP).
0 0

En conclusion, tomando limite en ([2.89)) cuando n — oo obtenemos el resultado X;.
O
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3. Integracién con respecto al movimiento Browniano
fraccionario

Comenzamos a estudiar la otra senial aleatoria que nos interesa en este trabajo, el
movimiento Browniano fraccionario (fBm), que sera estudiado desde el inicio como
un proceso estocastico unidimensional.

Vamos a introducir y estudiar las principales caracteristicas de este proceso estocastico.
Tras esto, vamos a ver en qué espacio nos interesa definir la integral. Igual que antes,
buscaremos un conjunto de elementos que sea denso en el mismo, equipado con una cierta
topologia que facilite el proceso para definir esta integral. Posteriormente, con un paso al
limite extenderemos la definicién a todos los elementos del espacio.

3.1. Movimiento Browniano fraccionario

Sea H € (0,1). El movimiento Browniano fraccionario con pardmetro de Hurst H,
(Bf);>0, es un proceso estocastico Gaussiano centrado en 0 que cumple

1
E[BIBY] = 5(1521{ + s — |t — s|*). (3.1)

Es directo ver que en el caso particular en que H = % tenemos el movimiento Brow-
niano estandar, que ya estudiamos en la seccién anterior. Vamos a ver las propiedades
mas importantes de este nuevo proceso estocdstico, fijindonos en el caso particular de
H = %, de forma que recuperaremos algunos resultados ya vistos o incluso apareceran
otros nuevos.

Definicién 3.1 (Proceso autosimilar). Un proceso { X, }ier se dice autosimilar de indice
H > 0 si para cada a > 0 los procesos { X o ber v {a™ Xy bier tienen las mismas funciones
de distribucion finito-dimensionales. Esto es equivalente a que también tengan la misma
distribucion los procesos { X er y {a ™ Xot e

Vamos a ver que, de hecho, el movimiento Browniano fraccionario es autosimilar.

Teorema 3.2. El movimiento Browniano fraccionario con parametro de Hurst H es un
proceso autosimilar de indice H.

Demostracion. Para ello queremos ver que para cualquier coleccion de indices t4, ..., tg

de T se cumple que (Béﬁ), . Béi)) y ("B, ..., a" BT) siguen la misma distribucién.

Del hecho de que ambos son procesos Gaussianos centrados en 0, la igualdad en el
sentido distribucional serd equivalente a la igualdad de las funciones de covarianzas. Esto
es inmediato usando , ya que si tomamos, sin pérdida de generalidad, los indices t;
y to y a > 0, se tiene que
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1
E[Bii, Bat,) = 5 ((at)* + (ats)* — |aty — ata[*")
1
= 5a?H(zﬁH + 637 — |t — t*") = " E[B]! B/

= E[(a"B/")(a" B[]

Con esto queda demostrado que el movimiento Browniano fraccionario es un proceso
autosimilar.

O

Tenemos que, por ser autosimilar, E[(B{)?] = o E[(BY)?], con a > 0. Se deduce el
siguiente corolario.

Corolario 3.3. Si (B[?);>0 es un movimiento Browniano fraccionario, entonces B (w) =
0ect w.

Vamos a estudiar mas propiedades de este proceso.

Teorema 3.4. El movimiento Browniano fraccionario es un proceso de incrementos es-

tacionarios. Esto es, para s,t,h > 0 la distribucién de B — B es la misma que la de
H H , . . . . 1

By, — By, Ademds, estos solo son independientes si y solo si H = 3.

Demostracion. En efecto, se tiene que Vt > 0, E[(B)?] = t*2. Si tomamos t > s,
entonces E[(B[,)?] = (t —s)*!. Como tanto B}, como Bff — B¥ son variables aleatorias
con distribucién normal centradas en 0 basta ver la igualdad de las varianzas para tener

la igualdad distribucional. Tenemos, usando (3.1]), que

E((B/ — B")*) = E(B/")"] + E[(B/")*] — 2E[B/" B']

Por otro lado, para comprobar que el movimiento Browniano fraccionario tiene incre-
mentos independientes si y solo si H = % basta considerar s; < s; < t; < ty y recordar
que el hecho de que B — BI' y B/ — B! sean independientes es equivalente a que fueran
incorreladas. Asi, se tiene que

E[(BS, = B{)(By, — Bi)] = EIB, By,| — E[B. B[] - E[B; B, + E[B{B}]]

= 2l = 5P 4 (1 = 522 — (12— 52" — (12 = 51)?").

Y esto es 0 siy solosi H = 3.
O
Esto ya lo sabiamos de antes, que en el caso del movimiento Browniano estandar los
incrementos son independientes.

De nuevo, podemos intentar aplicar el criterio de continuidad de Kolmogorov, Teorema

2.10
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Teorema 3.5. Si (B?);>q es un movimiento Browniano fraccionario, e.c.t. w las trayec-
torias de dicho proceso son a-Hélderianas, con o € (0, H).

Demostracién. Como vimos, considerando ¢ > s, es cierto que BfY — BH sigue la misma
distribucién que B _. Esta distribucién es una normal de media nula y varianza (¢ —s)*.
En este caso usamos que E[(BZ)?] = %H — s|?*2 Basta tomar k suficientemente
grande para que H > i y entonces aplica el criterio de continuidad de Kolmogorov, que

ademds dice que las trayectorias son a-Holderianas con a € (0, H) e.c.t. w.
O

El comportamiento de dicho proceso frente a la diferenciabilidad con respecto a t es
también muy interesante.

Teorema 3.6. Para cada t, las trayectorias del movimiento Browniano fraccionario son
no diferenciables en dicho punto t e.c.t. w.

Demostracién. Para probar esto partimos del hecho de que BY = 0 e.c.t.. Considere-
mos la variable aleatoria dada por

BH — pH

o cont,tge Ty conty<t.
t —t,

Usando que nuestro fBm es autosimilar y alguna de las propiedades que hemos visto

tenemos que
H H H HpH
Bt B Bto _ Btfto _ (t - tO) Bl _ (t . tO)H—lB{{7
t— 1o t— 1o t— 1o

donde las igualdades son en el sentido distribucional.

Consideramos ahora el evento

A(t) ={w: sup \BS (W) = By (@)

to<s<t s — 1o

| >d}, deR;.

Si consideramos una sucesion (t,),en decreciente a tg se tiene que A(t,41) C A(t,).

También es cierto, usando las igualdades distribucionales que ya hemos probado, que

B (w) — Bfi (w)
S — to

= P{w : |(tn —to)" "B (w)| > d})

= P({w 1B (@) > (tn — o) a)).

P(A(t,)) = {w: | | > d}

En consecuencia, se obtiene que
P(A(ta)) = P(IB{'| > (t. — to)'"d).
Tomando limite en la desigualdad anterior
lim P(A(t,)) > lim P(|B{'| > (t, — to)'""d)
= P(UZ{|Bl'| > (t, — to)'~"d}) = P(IB{'| > 0) = 1,
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pues la sucesién de sucesos {w : |Bff (w)| > (t, — t9)'"#d} es creciente. Concluimos con
esto que lim,, o, P(A(t,)) = 1.

Ademaés, por el mismo argumento de monotonia sobre (A(t,)) se tiene que

lim P(A(t,)) = P(lim A(t,)).

n—oo n—oo

Por consiguiente,

P(lim A(t) = P sup |22 @) = B

n—00 N0 4 <5<t S — tO

| >d)=1.
Por tanto, finalmente llegamos a que

P(lim  sup Bil(w) - Bg(“ﬂ > d) = P(lim A(t)) =

NGB0 10 <5<ty s — 1o i=to

O

Sin embargo, existe una propiedad que es mas fuerte atin, y es que e.c.t. w las trayec-
torias son no diferenciables en ningin punto.

Estudiemos otra propiedad de este proceso referida a la variacion del mismo a lo largo
de sus trayectorias.

Sea T" una constante positiva y consideremos el intervalo de tiempo [0, T']. Sea { X} }+>0
un proceso estocéstico denotado por X y {m,}, una sucesién de particiones m, = {0 =
to<ti1 <..<t,= T}, tal que

n—oo

lim sup(t; — ") = 0.

Definicion 3.7. Se dice que un proceso estocistico X tiene a-variacion finita si para
toda familia de particiones m, = {0 =ty < t; < ... <t, =T} se tiene que la sucesion de
variables aleatorias

X 'ﬂ'n Z |Xt )(ti71|067 n e N,

converge en probabilidad a una variable aleatoria Vo (X, [0,T]). En tal caso, esta variable
aleatoria Vo (X, [0,T]) recibe el nombre de a-variacion del proceso X.

Vamos a calcular la a-variacién del Movimiento Browniano Fraccionario en el intervalo
[0, T, tomando la sucesién de particiones

T
(" i=01,2,...n}, neN.
n

Usando lo que ya sabemos, tenemos que, en sentido distribucional

Sa(B Z|B BiLix|” =Y |BY|"
=1
"1
Z’ ﬁ HBJI!’a_ aHZ’BH’a_ )aH 1‘BH‘a

=0
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De aqui tenemos que

0 siaf >1
So(B¥,m,) =4 oo siaH <1 cuandon — oo,
IBE| siaH =1,

y por tanto se tiene que

0 siaf >1
Va(BY,1,) — 00 siaH <1 cuando n — oo,
T|BI|* siaH =1,

Mas atn, vamos a demostrar que la a-variaciéon del Movimiento Browniano Fraccionario
en [0,7] es la variable aleatoria TE[|N|*], donde N sigue una distribucién normal de
media 0 y varianza 1.

En efecto, sea (¢!') una particién del intervalo [0, 7] cumpliendo que

lim sup(twr1 ') = 0.

n—oo

Por simplicidad en la notaciéon denotamos por S,, a S, (B, (t7)), donde
Sa(B", () Z|Btm — B/|*.

Lo que queremos comprobar es
I B((S, — TE[N*[)?] = 0.
Para ello, nétese que
EI(S, — TE[IN|*))] = E[S2] - 2T E[|N*[|E[S,] + T2E[|N|°),

donde tenemos
ZIBM —BfI[| =3 EIB{ - Bl =3 Elltis1 — t:|*"|N|*],
i=0 i=0

sin mas que recordar las propiedades ya estudiadas del movimiento Browniano fracciona-
rio.

1

Particularizando para el caso de a@ =  se sigue que

=D Elltiva — t:l[N*|] = E[IN]*] Z |tivr — ti| = TE[|N|?].
Si sustituimos esto en (3.1)) se llega a

E((Sn — TE[|N|*))*] = E[S;] = T*E*[|N|"].

De aqui es claro que, entonces, todo se reduce a comprobar que E[S2] — T?E?[|N|*] si
n — 0.
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En primer lugar, observemos que

S Z|Bt+1
i,J

_Bg‘a

t+1

_’_ZlBH—I BH2a+2Z|B _

t+1

t j+1 -
i>7
Llamamos I; al primer sumando e I5 al segundo. Por la linealidad del limite vamos a

calcular los de estos términos por separado.
Usando para [ las propiedades ya estudiadas
n

L =Y E|B -B,

7,+1

— ZE i1 —t; 2aH|N|2a].
1=0

=0
Usando que o = %, obtenemos
Iy =Y E(tiat:)?IN]*] = B[N Y _(tivs — ti)(tiva — ti)
=0 =0

n

[|N|2a] Sup lit1 — Z i+1 —
=0

E[|N|* sup(tzﬂ t;)T — 0 sin — oo.

Nos queda por ver qué pasa con [y si n — 0o0. Usando las mismas propiedades del Mo-
vimiento Browniano Fraccionario, asi como la independencia de sus incrementos tenemos
que

Iy=2% E[B{ - BB/, - B[
i>7
_QZE (tivr — ta) N[ (841 — ;) N2|*]
i>7
= 2B[|N1[*|Na|*] Y [tisr — til [0 — 157

i>]

1

Haciendo, de nuevo, oo = 4 resulta que

I, = 2E[|N1[*|No|*] Y [tia — til[tj1 — t).

i>]

Usando ahora, la independencia de los incrementos de los que antes habldbamos, ob-
tenemos que N7 y Ny son variables independientes. Asi, se cumple que

I, = 2E[|N{|*|E[|N2|*] Y [tiv1 — tilltj1 — t]

i>7

_2E2 [Ny | Z'tH-l -t |Z|t_7+1 — Jil

= 2E°[| N |] Z [tiv1 — Lt

1=0
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De la propia definiciéon de la integral de Riemann

n 2

T T
> (tigr — i)t — / tdt=—, sin— oco.
i=0 0 2

Concluimos, por tanto, que
I, = T?E®[|N|*] sin— oo,

y asi conseguimos lo que buscabamos, pues ya es inmediato que

E[S?] — T*E?[|N|*], sin — oo.

En resumen, V,(B?,[0,T]) = TE[|N|*] e.c.t. si @ = +.

Si para un proceso estocdstico cualquiera, {X}icjor) definimos el indice de la a-
variacién, I(X,[0,77]), como

[(X,]0,T]) = fnf{a > 0: Va(X,[0,T]) < 00} (3.2)

es claro que tenemos que I(B#,[0,T]) = +.

3.2. Diferencias entre el movimiento Browniano fraccionario y
movimiento Browniano estandar

Vamos a estudiar, finalmente, el hecho por el que el movimiento Browniano fraccio-
nario requiere una teoria de integracién diferente de la que ya hemos visto. Para ello
recordemos el concepto de tiempo de parada, que ya fue introducido y presentamos el de
semimartingala continua.

Definicién 3.8. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y {F;}er una filtracion, y
{ X }rer un proceso estocdstico continuo y adaptado a dicha filtracion. Decimos que el mis-
mo es una martingala local continua si existe una sucesion de tiempos de parada {7, }nen
creciente, con lim,_,o, 7, = 00 y tal que para cada n € N se verifica que Xopmit,r,} X {r>0}
es una martingala con respecto a la filtracion {F;}ier.

Definicién 3.9. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F;}ier una filtracion conti-
nua por la derecha. Es decir, que cumple que {F;}ier = {Fis ber con Fiy = NgyFs. Un
proceso estocastico { X, her adaptado a dicha filtracion es una semimartingala continua
st admite la representacion

Xi = Xo+ M; + Ay,

donde M es una martingala local continua y nula en cero, y A es un proceso continuo
adaptado a dicha filtracion, de variacion finita y nulo en 0.

Con estos conceptos podemos afirmar que si H # % el movimiento Browniano fraccio-
nario no es una semimartingala continua, y es que para que eso ocurra tendriamos que
tener que I(B*,[0,T]) tiene que pertenecer a [0, 1] U {2}, lo que no es posible si H # %
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3.3. Integrales de Wiener

El primer paso en el camino hasta tener una integral estocéstica con movimiento
Browniano fraccionario consiste en definir dicha integral cuando el control lo hace este
proceso estocastico pero el integrando es una funcion determinista. Estas integrales reciben
el nombre de integrales de Wiener.

En lo que resta de trabajo nos centramos en el movimiento Browniano fraccionario
con H > %

La definiciéon de estas integrales es la natural, la que se espera. Esto es, al tener un
integrando determinista en un espacio que mas tarde determinaremos, la integral de la
misma con respecto a un movimiento Browniano fraccionario, si dicha funcién es simple,

f(s) =22 aiXpi-1(s), se toma como

o0
| #)dBY = aiB! - BI). (33)
i
Si por contra, no tratamos con una funcién simple la idea es basicamente aproximar
la misma por funciones simples y tomar limite de la definiciéon anterior.

3.4. Construccion de la integral con respecto al Movimiento
Browniano Fraccionario

Sea Q = Cy(Ry,R) el espacio de funciones reales continuas en R, comenzando en 0
con la topologia de la covergencia uniforme local. Existe una probabilidad P¥ en (Q, F),
donde F es la o-dlgebra de Borel, que hace que en el espacio de probabilidad (Q, F, PT)
el proceso coordenado B : Q) — R que se define como

B (w) =w(t), weQ,

sea un proceso Gausiano que verifica . Podemos encontrar la construccién de
dicha probabilidad en [8] o [5]. Asi, el proceso {B}};>¢ es un Movimiento Browniano
Fraccionario con pardmetro de Hurst igual a H, y la medida de probabilidad P¥ depende
del parametro H.

En esta seccion, como hemos dicho, siempre tendremos que H > % y veremos qué pasa
en el caso limite, cuando H = % para comparar con el caso del movimiento Browniano
estandar.

Comenzamos definiendo ¢ : Ry x Ry — R, como
o(s,t) = H(2H — 1)|s — t|* 2. (3.4)

Esta funcion ¢ jugara un papel importante en el desarrollo de la teorfa, y muchos de
los resultados que aparecen se pueden extender a funciones mas generales que también
sean simétricas y definidas positivas. Este es el motivo por el que interesa considerarla
como una funcién de dos variables en vez de una funciéon de una sola.
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Consideremos f : Ry — R una funcién medible Borel y determinista. Llamamos
Li(RJF) al conjunto de estas funciones que ademéas cumplen la condicién

|f|§> = /Ooo /OOO f(s)f(t)o(s,t) ds dt < oo.

Ademaés, consideramos en este espacio el producto escalar, denotado por (f|g) & dado
por

o= [~ [~ 911 (0(s,) ds dt, (3.5)

Obtenemos que el espacio Li(RJF) equipado con este producto escalar es ademas un
espacio de Hilbert.

Existen propiedades interesantes que nos van a servir y que damos en los siguientes
Lemas.

Lema 3.10. Si (Bf);>¢ es el movimiento Browniano fraccionario, se cumple que

E[B"B!] = /Ot /0 S(u, v)du dv. (3.6)

Demostracion. Para probar esto llamamos ay a H(2H — 1) y procedemos realizando
la integral de (3.6) de forma directa. Diferenciando la zona en la que s >ty que s < t
tenemos

t rs t s
//gzﬁ(u,v)dudvz/ / apr|u — v|*# 2 du dv
0 Jo
= apy [/ du/ 2H 2dv+/ du/ 2H_2dv
t 21 (S—u)2H 1
= d
O‘HV()<2H—1Jr oH — 1 M]

op 2H 2H 2H HpH
= — (¢ E|B," B,
2H(2H—1)( +s7 =87 = E )

U

Lema 3.11. Sean f,g € Li(RJr), entonces [y° f(s)dBs y [5° g(s)dBs estdn bien definidas
y son variables aleatorias Gausianas de media nula, varianzas |f|3§ Y |g|§, respectivamente
y ademads

B f)aBE [~ g(s)dB = [ [T g()ft)(s,1) ds dt = (o),

Demostracion. Solo vamos a ofrecer un esbozo de cémo probariamos este lema basan-
donos en el uso de funciones simples.
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Si tenemos f(s) = >; aiX[ii—1(s) ¥y 9(s) = >, a;x;.j-1)(s). Por la propia definicién de
la integral de Wiener, ({3.3)), es claro que tenemos una variable aleatoria normal y que la
esperanza de dicha integral es nula.

Si calculamos ahora la covarianza de [3° f(s)dBX y [5° g(s)dBH | tenemos que usando

el Lema [3.10]
B, £6aBY [ o)dBY) = S N atsUB! - BL)E] - Bl

XS by (BB B — BB B~ BB, B+ BB B

:ZZaibj(/i /j o(u,v)du dv—f—/i_l /j_l o(u,v)du dv—/oi_l/oj ¢(u, v)du dv
//]_ (u,v)du dv) ZZaZb/ / (u, v)du dv = (flg), -

En el caso particular en que f = g, se tiene que E[([5° f(s)dBI)*] = |f[3.
0

Prosigamos con la construccion de esta integral. Vamos a trabajar en el espacio de
probabilidad (2, F, P7). Adem4s, como el pardmetro H € (%, 1) es considerado fijo de-
notamos, para simplificar la notacién, a la probabilidad de este espacio por P.

Consideremos LP (€2, F, P) el espacio de variables aleatorias F' : 2 — R que cumplen

1
|F'l|,= (E[|FI])? < oo.
Para cada f € L3(R,) definimos ¢ : L3 — L'(Q, F, P) como

= exp{/ s)dBY — f/ / o(s,t) ds dt}

(3.7)
—mm/ dBI ~ Z|f2).

Si f € L3(Ry), entonces £(f) € LP(Q, F, P) para cadap > 1y &(f) recibe el nombre de
funcién exponenmal Esto es facil de ver, pues por el Lema [3.11} E tenemos que [ f(s)dBs
sigue una distribucién normal de media 0 y varianza |f|? 5+ Por tanto,

2
e 1ir12 P2 1 — =t
EHefO f(s)st—g\f|¢|p] :/epac 6—5\f|¢76 213 g
R V2| flg

‘f‘2p2 1 _ z _\f|¢P 2
® (
— e 5 o3 7/6 Valily V2 < 00.

V2r|fls Jr

Sea &£ la expansion lineal de estas funciones, es decir
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E= {Zn: age(fr), n € N, f e LI(Ry) para k € {1,...,n}}. (3.8)

k=1

Definicién 3.12. Definimos el producto de Wick de dos exponenciales, (f) y (g),
denotado por e(f) o e(g) como

e(f)oelg) =e(f +9) (3.9)

Este producto jugara un papel importante en la construccion de la integral que estamos
buscando.

Definicion 3.13. Una wvariable aleatoria F : €0 — R es un polinomio del movimien-
to Browniano fraccionario si existe un polinomio p(xq,xs, ..., T,) cumpliendo que F =
p(BE, BH ..,Bg), para ciertos 0 <t <ty < ... < 1,.

t1 to

Teorema 3.14. & es denso en LP(Q), F, P) para cada p > 1. En particular, £ es denso
en L*(Q, F, P).

Demostracion. Si (BE .t > 0) es un movimiento Browniano fraccionario es cierto que el
conjunto de todos los polinomios definidos en el parrafo anterior es denso en LP(Q), F, P)
para p > 1. En este caso la densidad se debe a la continuidad del mismo proceso y al
teorema de Stone-Weierstrass, que asegura que si una familia de funciones separa puntos
y contiene a las constantes entonces es densa en ese espacio.

La prueba de este teorema se reduce a ver que cualquier polinomio se puede aproximar
por algin elemento de £. Ademas, como el producto de Wick de exponenciales sigue siendo
exponencial lo que haremos es ver que para cualquier ¢ > 0, Bff puede ser aproximado
por elementos en &.

Sea f5(s) = Xjo4(s)d. Es inmediato que para cualquier § > 0, fs estd en L2, y que
e(fs) = ¢(0)e?B para cierta constante positiva ¢(6).

Si escribimos

e(fs) o) _ e 1

s 5

es cierto que Fjs estd en &, pues es suma de elementos de £ y el producto de la misma
por una constante. Ademads, es cierto también que si hacemos pequeno ¢, Fs tiende pun-
tualmente a BY. Apoydndonos en el teorema de la convergencia dominada se tiene que
Fs — B en LP(Q, F, P).

Fs

O

Teorema 3.15. Sean fi, fa, ..., fn son elementos de Li cumpliendo que |f; — fils # 0 si
i # j. Entonces, €(f1),e(f2),...,e(fn) son linealmente independientes en Lé.
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Demostracion. Para probar esto consideremos fi, fa, ..., fr elementos distintos de L2,
y sean A, Ag, ..., A\, numeros reales tales que

|)\1€(f1) + )\2€(f2) + ...+ )\kif(fk)|¢ = 0.

Sea g € Li. Entonces, por la ecuacién anterior tenemos que

E[{Me(fi) + Xae(fa) + ... + Me(fr) }e(g)] = 0.

Realizando un célculo para variables aleatorias Gaussianas, que encontramos en [10],
llegamos a que
/\1€<f1\9>¢ + /\2€<f2\9>¢ + ...+ )\ke(fk\9>¢ = 0.

Si volvemos atras y reemplazamos g por dg con 6 € R, por la linealidad del producto
escalar llegamos a
Al Bla)s 1 2, UPela)s 4\ PUkla)s —

Podemos realizar un desarrollo en serie de potencias del parametro § y agrupando las
ecuaciones para los distintos 0 con p € {0,1, ...,k — 1} y agrupamos para cada valor de
p obtenemos la ecuacion

AL(filg)g + A2 (falgdg + -+ Ak (filg)g = 0, (3.10)

con p = 0,1,....,k — 1. Asi, tenemos un sistema de ecuaciones lineales donde nuestras
incégnitas son Aq, Ag, ..., \p. Ademas si nos fijamos en tenemos que el determinante
de la matriz de coeficientes es el determinante de Vandermonde. Si llamamos A a dicha
matriz de coeficientes tenemos que det(A) = I1;<; (fi — fi]9) 4

Para cada par (i, ) con i # j el conjunto {g € L : (f; — f;|g) # 0} es el complemento
de un hiperplano en Li.

Es claro que la intersecciéon de una cantidad finita de complementos de hiperplanos
en Li es no vacia. Asi, como existe un elemento en dicha interseccion podemos afirmar
la existencia de una g € Li que verifica que para cada uno de estos pares (i,7) con
i # j cumple que (f; — f;l g>§) # 0. Como consecuencia de esto, el determinante de la
matriz A es no nulo y la tnica solucién al sistema de ecuaciones diferenciales es la trivial,
Al =X = ... =X\, =0, y, por tanto, €(f1),e(f2), ..., e(fx) son linealmente independientes.

N

Como para distintas fi, fo, ..., fr en Li sus correspondientes exponenciales son inde-
pendientes, podemos usar esta definicion en (3.9) para extender este producto de Wick al
producto de dos funcionales en &£, F o G.

Mas ain, podemos hacer una extension de dicho producto para todos los elementos

de L*(Q, F, P) usando el Teorema [3.14]

Definicién 3.16. La ¢-derivada de una variable aleatoria F € LY (Q, F, P) en la direccién
¢g con g € Li se define como

Dy Fw) = lim S {F(w + 6 [ (6)(w)du) ~ F())
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si dicho limite existe en LP(Q, F,P), donde (¢g)(t) = [o° &(t,u)gudu. Ademds, si

existe un proceso estocdstico (D®Fy, s > 0) cumpliendo que

[e.e]
Dy, F = /0 D?F,qg.ds, e.c.t. w € Q,
para todo g € L2, entonces decimos que F es ¢-diferenciable.
Las derivadas de orden superior se pueden definir de una manera similar.

Definicién 3.17. Sea F': [0,T] x Q — R un proceso estocdstico. Decimos que el mismo
es ¢-diferenciable si para cada t € [0,T], F(t,-) es ¢-diferenciable y D?F; es medible
conjuntamente.

A partir de estas definiciones podemos obtener una versién elemental de la regla de
la cadena. Es decir, si f : R — R es una funcién regular y F': 2 — R es ¢-diferenciable,
entonces f(F') también es ¢-diferenciable y se cumple que

Dy, f(F) = f'(F)Dg, I

y junto a eso,
D¢J(F) = f(F)DSF.

Damos algunas reglas de diferenciacion que nos seran ttiles en el desarrollo de la teoria.

i o / fdB? = / / (1, 0) fugodu dv = (f1g)., (3.11)
D! / fudBl = [ o(u,s) fudu = (oF)(s) (3.12)

D,e() =) [~ [ 6w ) fugududv = (1) {1g),. (3.13)

DIe(f) = =) [ olu.s) fudu = (1) (61)(5). (3.14)

donde tanto f como g pertenecen a Lé.

Proposicién 3.18. Sig € L*(Q,F, P) y Dy, F € L*(Q, F, P), entonces

Fo / g, dBY = F / 9.dB" — D, F. (3.15)
0 0

Demostracion. Por la definicion del producto de Wick tenemos que

e(f)oe(dg) = e(f + dg).

Diferenciando esta igualdad y evaluando en 6 = 0, obtenemos que

o /0 * gudB" = e(f)] /0 " g.dBY — (flg),]
— <(f) /0 " gudBY — =(f) (fl9),,.
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Usando la identidad en (3.13)), podemos reescribir esta tltima igualdad como

<>/O°o 9. dBT = =(f) /OOO g.dBY — D, =(f).

Si F' € £ es ahora una combinacion de elementos de la forma e(f1),e(f2),...,e(fn),
entonces por linealidad tenemos que

F<>/ g,dBH = F/ g.dB" — D, F.
0 0
En cualquier otro caso, usando el Teorema [3.14] se tiene el resultado que buscamos.

0

Como hemos visto anteriormente, se tiene que

Ele(f)e(g)] = el

Con esto presente, es cierto que

E[(e(f) o e(v9))(e(h) 0 £(69))] = Ele(f +vg)e(h + 6g)] = e/ Hr9lh+o9)s

Podemos COHSlderar todos elementos de esta igualdad funcién de v y . Tomamos la

derivada parmal 5 v evaluamos en 0 el primer y tltimo término de esta igualdad para
obtener
B( / gudBI)(e(h) o [~ g.dBI] = 19 ((flg), (hlg), + (glg)..)

= E[Dy,e(f) Dy e(h) +e(f)e(9) (9l9)4)-

donde para la ultima igualdad hemos vuelto a usar (3.13).
Por bilinealidad en ambos lados de la ecuacion, para funcionales F'y G en £ se tiene
que

EI(Fo [~ gdBI)(Go |~ g.dBI] = EIDy,FDy,G + FG glg),. (3.16)
0 0 : :
En el caso particular en el que tenemos que F' = G, se tiene el resultado
E[Fo/ 9:dBJ)? = E[(DsF)? + F2|g|2]. (3.17)
0

Si, en cambio, tomamos h,g € Li y F.G € &, procediendo de forma totalmente
analoga a como hemos hecho para obtener (3.16) obtenemos que

E[(F o /0 ~ 4dBMY(G o /0 " hdBH)| = E[Dy, FD,, G + FG (g|h),]. (3.18)

Esta ecuacién es el punto de partida en nuestro camino a definir una integral esto-
castica respecto del movimiento Browniano fraccionario. Sea F' € £. Vamos a definir la
integral estocastica fOT F,dB, y estudiar algunas de sus propiedades.

Consideremos una particién arbitraria de [0, 7], 7 : 0 =t < t1 < ... < t, = T.
En primer lugar, damos la siguiente suma de Riemann usando el producto de Wick ya
introducido
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ZFE t+1 —B{j). (3.19)

De la definiciéon del producto de Wick tenemos que para cualesquiera F,G de & se
tiene que E[F ¢ G] = E[F|E[G]. Entonces, para cualquier particién 7,

ZFt B, — B =>_ElF, o (B, - B))
=0
n—1
= Y E[FR,]E[B] - Bfl]=0.
=0

Si lo que queremos ahora es calcular la norma en L?(Q2, F, P) de S(F, ), denotamos

i = El(F, o (B, — B)(F, o (B, — B))l.

ti+1
Usando la ecuacion ([3.18)) se tiene que

tit1 & tjt1 P tiv1 [ti41
o, =E[[ " D?F,ds /t DyF, dt + F,,F, /t /t o(u, v)dudv].

t;
En conclusién, tenemos que

tit1

BS(Fp) = Y Bl [

tit1 it
+F, F, / / é(u, v)du dv).
t; t;

i
D?F, ds / " Dy, dt
2

Llamamos || = méx;(t;o1 — ;) y FJ = F, si t; <t < t;11. Asumimos que si || — 0,
E[F" — F]*> - 0y que

ZE/ \DF,, — DOF,|ds)?

converge a 0. De todo esto obtenemos que si (7,, n € IN) es una sucesién de particiones
verificando que |m,| — 0 si n — oo, entonces (S(F,m,), n € IN) es una sucesiéon de Cauchy
en L*(Q, F, P). Por tanto, tiene sentido definir la integral fOT F,dBY como

T
| FaB! = 1im ZF“ B! — B, (3.20)
0

=0 = i
de manera que, con las hipétesis anteriores se verifica que
/ F.dBH)? / D?Fuds)® + |F|2). (3.21)
Para recoger toda esta construccién de forma compacta en un resultado definimos el

espacio L£(0,7T). Este es el espacio de todos los procesos estocasticos en [0, 7] tales que
E[|F\?¢] < o0, F es ¢-diferenciable, la traza de (D?F;, 0 < s < T, 0 < t < T) existe,
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E[f{(D?F,)%ds] < oo, y que para cada sucesién de particiones (m,, n € IN) tales que

|mn| — 0 las cantidades
(n)

n-! tiy1 -
SB[, |D{F], - DIF|ds]

E[|F™ — F[]]

convergen a 0 si n — oo, donde 7, : 0 =t < ¢ < <t <t =T

Teorema 3.19. Sea (Fy, t € [0,T]) un proceso estocdstico tal que F' € L£(0,T). Entonces,
el limite en (3.20)) existe y es asi como definimos la integral fOT F.dBE. Ademds, esta
integral ast definida verifica que E[f] F,dB1] =0 y que

/ F,dBH]? / D¢Fyds)? + [xom F 2. (3.22)

De esta definicién se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 3.20. Si F,G € L(0,T), entonces
t t t
/ (aFy +bGy)dBT = a / F.dBH 1+ b / G dBY cct.w,
0 0 0

para cualesquiera constantes a y b, yt € (0,T].

Proposicién 3.21. Si F € £(0,T), E[supyc;<p F5]* < 00, y supgicp E[DF,]* < 00,
entonces (fy F.dBH, 0 <t < T) tiene una versién continua.

Demostracion. Sea Y; = [{ F.dBf 0 <t < T. Por la igualdad de (3.22) y usando la
desigualdad de Holder se sigue que

B, - vP) = Bl( [ FaBlly
t ot
< E[( / DY Fdu)? + / / FoFyé(u, v)dudy]
g(t—s)/ E[|D¢F,)*]du+ E[ sup F}] / / o(u, v)dudv
s 0<t<T
<(t—s)+ Ot —s)*.
Podemos tomar sin pérdida de generalidad 7" < 1, y en ese caso tendriamos que

EllY; - YJl*7 < (C + )|t — s|™.

El resultado se tiene sin mas que usar el Teorema [2.10]
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En el Teorema [3.19 no se ha supuesto en ningiin momento que el proceso estocéstico
(Fs, s € [0,7T]) esté adaptado al movimiento Browniano fraccionario, al contrario de lo
que tuvimos que hacer en la construcciéon en el caso del movimiento Browniano estandar.
Si, por otro lado, asumimos que la traza de (D?F;, 0 < s < T, 0 <t < T) es nula para
cualquier s € [0, 7], obtenemos en ese caso que

E[/OT FdBH? = E[/OT /OT F,Fyé(u, v)dudv].

Al igual que en el caso del movimiento Browniano estandar, aqui también tiene sentido
definir una integral de Stratonovich, que se denota por fg F,0BI.

Definicién 3.22. Sea (7,, n € N) una sucesion de particiones del intervalo [0,t] tales
que |m,| — 0 sin — oco. Si X0 f(tgn))(BH(tgi)l) - BH(tZ(n))) converge en L*(Q), F, P) al
mismo limite para cualquiera de estas secuencias, este limite define la integral estocdstica
de tipo Stratonovich y se denota por fOT F,6BH.

Teorema 3.23. Si F'€ L(0,T), entonces la integral estocdstica de Stratonovich [j f §BH
existe y ademas verifica que

t t t
/ FoBY = / F,dBY + / D¢E,ds, e.cit.
0 0 0

Demostracién. Para probar esto nos basamos en la Proposicion [3.18|
En efecto, se tiene que
n—1

> Fw (BT () — B (1)

=0

|
—

n n—1

Ft(n> © (BH(ti—TiL-)l) - BH<tz('n))) + Z D¢x[
i i=0 !

F
O
i i+

P

s
Il
o

3
—

o)

[Fyo o (B (t!")) — BE(™)) + t(_j)“ DF i ds].

t 7

=0

.

OJ

Ademas, con este tipo de integral, en caso de existir, no tiene por qué verificarse que
E[f(f F, §Bs] = 0. En efecto, estudiemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.24. Sea X una variable aleatoria siguiendo una distribucion normal de media
0 y varianza 1, X ~ N(0,1). Es un hecho conocido que en ese caso se verifica

n!

E[X"] = (V2)m(3)!
0 St M es impar.

st n es par
P (3.23)

Sea f(x) =a™. Sin es impar y usando la expresion en (3.12) entonces se verifica que



3.4 Construccion de la integral con respecto al fBm 51

B[ f(BsB) = B[ D2f(BI)ds
= Bl (BHDEBY
= ([ (B [ o, 5)duds
=1 [ S (Bds
=il [ L S2HLE((BH )] ds

t BH
:nH/ 52H*1E[(—s)"*1]5”H*Hds
0

SH
n]Ht(n+1)H

T2 (n+ 1)H(L)! #0

Estudiemos otro interesante fenémeno. Recordemos que en el caso del movimiento
Browniano estandar la definicién de la correspondiente integral de Stratonovich se hacia
de un modo similar al de este caso del movimiento Browniano fraccionario, mediante
un limite de sumas parciales. Sin embargo, en el caso anterior el punto tomado en cada
intervalo de la particién, [t;,;11] para la funcién que integrabamos, f(-), era el punto
medio. jPor qué en este caso no lo hacemos asi? La respuesta es sencilla: porque en este
caso esta definicién es independiente del punto del intervalo tomado para una gran clase
de procesos estocasticos.

Vamos a centrarnos en demostrar esto para el caso en el que tomamos los puntos t¢; y
Liv1-

En primer lugar, recordemos que en este caso de movimiento Browniano fraccionario

H_pH
por las igualdades distribucionales ya estudiadas tenemos que Bﬁ_sﬁj sigue una distribu-

cién N'(0,1) y si tomamos un ntiimero par p, por la expresion (3.23)), obtenemos que

|
E[BE —pHp = Iy g,
° 22(2)!

Como consecuencia de esto, tenemos que si a > 1, existe C, < oo cumpliendo que
E[|Bf — BH||* < C,|t — s|* | sin m4s que usar el cardcter creciente de los momentos del
valor absoluto de una distribucién normal de media nula y varianza unidad.

Por otro lado, en la linea de la definicién anterior de a-variacién para un proceso
cualquiera, diremos que un proceso (fs,0 < s < T) es de variacién cuadratica acotada si
se verifica que existen constantes p > 1y 0 < C, < oo tales que para cualquier particién
0=ty <ti<ty<..<t,=T,

n—1

Z(E[fti+1 - fti]Zp)% S Cp.

1=0
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Teorema 3.25. Sea (f(t),0 <t < T) un proceso de variacion cuadrdtica acotada. Sea
(mn,m € IN) una sucesion de particiones en [0,T] verificando que |m,| — 0 sin — oo y

ademas
n—1

(X FE(BE () — BEE™M)), n e N)

=0

converge a una variable aleatoria G en L*(Q), F, P), donde T, = {t(()n), .., "™}, Entonces,
se verifica que

zf () (BH () — BE (™)), n € N)

converge a la misma variable aleatoria en L*(Q), F, P).

Demostracion. Basta mostrar que Y770 (fi,,, — fu.)(Bf | — B{f) converge a 0 en

L*(Q, F,P). Sea p un nimero como en la definicién de variaciéon cuadritica acotada
para (f;,0 <t <T). Entonces se tiene que

— 1
Z ftz+1 - Bt]i,l - Bg)]2)2

=0
= || Z ftH»l ftl t1+1 Bt[j)||L2(Q)

< Z (frpn — fe) (B, — B2

Usando ahora la versiéon integral de la desigualdad de Holder se tiene que con 1% + % =1,

ZH ftz+1 ftz t1+1 - Bg)||L2(Q)

n

< 3 (Blfis = fi?)> (E[BI, - BIP)%

I
—

I\
o

Finalmente, usamos la desigualdad de Holder. Es decir, que si ag, by, son niimeros reales
1 1
iy 1 1 _ : n n P\5, n a\ g
positivos, entonces si 4 o =1 se verifica que 375y arbr < (Xj_gai)? (ko bj) e

Aplicando esto a lo que ya hemos obtenido se llega al resultado final.
S (Bl — F)5 (BIBE, — BP0
i=0

n—1

< {3 (Elfu,, — fu]? }{z B — B ya)z

Q=

i=0
n—1 L
<O iy — 17}
1=0
) o1 n—1 L
<C Oglgfil(twl —t;) 2{Z tip1 —til}2

< OVT méx (ti — )72 50, si |m,| — 0.

0<i<n—1
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Con esto demostramos que Y770 (fi,,, — fo)(BI

que habiamos dicho y el teorema queda demostrado.

— BJ!) converge a 0 en el sentido

O

Como caso particular de proceso de variacion cuadratica finita tenemos el que resulta
de la composicion del movimiento Browniano fraccionario con una funcién f : R — R
que sea continuamente diferenciable con su primera derivada acotada por una constante
K. Ademés, en este caso si x e y son dos puntos de su dominio se verifica que f(z) =
f(y) + [ f'(2)dz. Sin mas que tomar el cambio de variable 2z = y + 6(x — y) resulta que

f(@) = f(y)+ Jy f'(x+60(y — x))dd (y — x). Esta expresién serd ahora usada.

Asi, para cualquier p > 1 y cualquier particiéon 7 se cumple

ST EIF(BE ) — f(BIPY
- {E</01 (B +6(Bf,, — BI) db(B{!

tit1

— Bhy)»}»

n—1
<K S E[|BI - BE)s

tit1
i=0
n—1
<KDY |t — 6?7 <COT.
i=0

3.5. Foérmulas de It6 para el movimiento Browniano fraccionario

Al igual que hicimos con el movimiento Browniano estandar, vamos a dar dos férmu-
las de It6 para esta integral con respecto al movimiento Browniano Fraccionario. Estas
facilitaran enormemente el calculo de muchas integrales.

La primera es algo méas simple. Como aplicacién de esta vamos a calcular la integral
del movimiento Browniano fraccionario con H € (3,1) con respecto de él mismo en [0, t].

Vamos a comparar el resultado que se obtiene con el que obtuvimos en el apartado
anterior con el movimiento Browniano estandar, para ver que estos coinciden formalmente

cuando H = %

La segunda férmula de It6 que vamos a estudiar es méas general. Comencemos con la
primera.

Teorema 3.26 (Formula de 1t6). Sea f : R — R dos veces diferenciable con sequnda
derivada acotada. Se cumple entonces que

T T
F(BI) — f(BI) = / F(B")dB" + H /U 21 (B ds, et w. (3.24)

0

Demostracion. Consideremos una particion {tg,t1,...,t,} de [0,T]. Se tiene entonces,
por la férmula de Taylor y la Proposicién [3.18 que
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I
™

1 n—1
P 1B, — B+ 252 i, - B
=0

tit1

n—1 tz‘+1
FBhe Bl ~ B+ Y [T D¢ (B ds
=0 7"

+ > f1&)B:,, - B

1=

0
14+ I + I,

~

donde £ € (Bf , Bgﬂ). Como estamos suponiendo siempre que H > % es claro por lo ya
estudiado sobre el movimiento Browniano fraccionario que I3 — 0 en L*(Q, F, P). Por
otro lado, el término I; converge a [y f'(B¥)dB! en este mismo espacio, L*(Q,F, P),
por definiciéon de la misma. Finalmente, por las propiedades de la derivada que hemos
visto se tiene que

DIf'(By) = f"(By) DBy
- f”(Bth) /Oti o(u, s)du
— Hf//(BgMSZHfl _ (S _ ti)2H71].

Si integramos el término correspondiente al segundo término del corchete y usando la
acotacion sobre la segunda derivada de f, digamos por M, se tiene que al ser 2H > 1

n—1 n—1
|H Y f"(BY) (i — )| < MH 0<1£1<é5<_1(ti+1 — &)Y (i — 1)
1=0 - 1=0

_ ; 4 N\2H-1
=MHT ogrin<arfi1(tz+1 ti) — 0.
Entonces, I, converge en L*(Q, F, P) a H [} s?"~1 f"(B!) ds.
O
Notese que obtenemos la féormula de 1t en el caso en el que f no depende de forma
explicita de s y sustituimos formalmente H = § en (3.24)).

Vamos a usar esto para calcular la integral del movimiento Browniano fraccionario con
respecto a él mismo en el intervalo [0, t], igual que hicimos con el movimiento Browniano
estandar, para comparar ambas soluciones y ver que recuperamos esta si H — %

Ejemplo 3.27. Usando el Teorema |3.26 vamos a calcular [ B® dBM para H € (1,1).
0 “s s 2

De modo similar a como hicimos en el Ejemplo consideramos f(x) = x?. Con
esta funcion estamos en condiciones de aplicar el Teorema [3.26,

Usando la expresion (3.24) y recordando que Bl (w) =0 e.c.t. w tenemos que
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t t
(BHY? = 2/ BT 4B 1 H/ $2H=1 94,
0 0

Resolviendo la integral y despejando llegamos a

Lm0 (3.25)

t
B qBH =
| Bast =5 :

Aunque este resultado solo tiene sentido si H € (%, 1), como ya hemos comentado, si

1

sustituimos formalmente H = 5 recuperamos el resultado que obtuvimos en (2.68)).

Estudiamos ahora una férmula de It6 més general atin. Pero antes damos un teorema
util a la hora de calcular derivadas en cualquier direccion.

Teorema 3.28. Sea (Fy,t € [0,T]) un proceso estocdstico en L£(0,T) ysupy<,<p E[D?F]?
00, Y M = f(f F,dBI para t € [0,T]. Entonces, para s,t € [0,T],

t t
D%n, :/ D?F, dBY +/ Fué(s,u)du, e.c.t.
0 0

Con este teorema en mente damos paso a esta otra férmula de 1to.

Teorema 3.29. Sea n;, = [f F,dBY, donde (F,,0 < u <T) es un proceso estocdstico en
L(0,T). Suponemos que existe o« > 1 — H que cumple que

E[F, — F,* < Clu —v]**,
donde |u —v| < 0 para algin 6 > 0 y que

lfim E[D2(F, — F))* =0.

0<u,v<t,|lu—v|—0

Sea f : Ry xR — R una funcion con su primera derivada en el primer argumento continuo
y lo mismo para la sequnda derivada en su sequnda variable. Ademds, supongamos que
estas derivadas estdn acotadas. Si ademds de esto se verifica que E[fy |FyD?n,|ds] < oo
y que (f'(s,ns)Fs,s € [0,T]) estd en L(0,T), entonces tenemos que para todo t € [0,T] se
tiene que

f(t,m) = f(0,0) —|—/ snsds—i—/ (s,ns)Fy,dB?
(3.26)

+/ F) (5,m5)FsD%nyds e.c.t.w.
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Demostracion. Sea m una particion como las que hemos definido hasta ahora pero
reemplazando T por t. Entonces, se tiene

n—1

f(ta m) - f((), 0) = Z[f(tk-i—la mm) - f(tka ntk)]

k=0

- Z tk-i-lv ntk+1 - f(tlm 77tk+1)]

+Z (b Mg yr) — f (s )]

Por el teorema del valor medio podemos afirmar que el primer sumando converge a
Ja g{; (s,m5)ds en L*(Q, F, P). Para el segundo hacemos un desarrollo de Taylor hasta
segundo orden. Obtenemos, asi, que

0 162
Pt ) = ) = S ) s =) + 5 0 G6) s, — )%

donde gk € (ntka ntk+1)'
Usando la expresion en 1} y la desigualdad de Holder se sigue que

9 P k+1  [fTr+1
Bl — ) =E[[ " DeF.ds)? + E| / / By Fyb(u, v)du do]

173

tr+
< (o — ta) / E[D¢F,2ds

tr

thi1  rteed
[ IR EIRP o, 0)dude
ty

< 0[(tk+1 — ) + /t '/ t* 6 (u, v)dudv]

< (thgr — te)* 4+ Cthyr — te)*" < Oty — t)*,

donde t;.1 —t; < 1 y se puede definir una nueva constante C, que en general depende del
proceso pero no de la particion.

Si usamos la acotacion de la segunda derivada con respecto a la segunda variable de
f tenemos

- f n—1
Z ai tkvfk Mtpyr — 771‘//9>2] <K Z E[nthrl - 771‘//9]2
= k=0
n—1
<KD (tepr — )" =0 si x| = 0,
k=0

como se demostrd antes.

Nos centramos ahora en el otro término. Tenemos

of of
%(tkun%)(ntkﬂ - Utk) = %(tk777tk)(ptk (Bgﬂ - BtIZ))

af tet1
+ax(tk,7]tk)(/tk (FS_Ek)dBf)'
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A partir del primer término obtenemos que

of
%(tlﬁ Utk)(Ftk (BtIZ_H BtZ))
8f tet1
= S (b)) (B (B, = B = [ D¢F, ds)
k
0 0 tet1
8f(tk7ntk>Ftk(Bi+l _Bf[>_a£(tk7ntk)/t Dthde
af

(9 tk, Nty / D(thde
ti

of trt1 af
= (5 tem)Fu)o (BE, = B+ [ F, DY (tm, )ds.

Si hacemos |7| — 0, el primer término converge a [; FS%(S, ni.)dABE en L*(Q, F, P) y el
segundo lo hace a [} gxf(s, ns)D¢ny, Fids.

Para llegar al resultado final basta entonces comprobar que si || — 0 se cumple
th+1 I
ZE At [ (R~ BB - 0
tk
De la acotacion de las derivadas se tiene que £ [ L(ty,m,)]* < C. Entonces,

n—1

0 tht1
S Bl ) [ (8 - B )aBE]

k=0

< OZ{E/k (- R}

_CZ{E /t;C (Fs_Ftk))]z
+ B /tu /tt+ (Fu — F)(Fy — Fy)é(u, v) dudv]}?
= Cnf{(tk ~tin) | " BIDY (P, - F)ds

b [ [ R RYBIE B o, v

n—1

<C Z{(tm —t)* sup E[D{(F, - F,)P

k=0 te<s<tpt1

+ (tgs1 — tp)*( sup E[F, — Ftk]Q)}%

te<s<tr+1

<C{ sup E[DYF, — F,]*}2 + Clz|"+t* 1 50, si |x| — 0.

e <s<tk+1
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3.6. Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocasticas con movimiento Browniano fraccionario
Finalmente, y andlogamente a como hicimos en la seccién anterior, estudiamos un
teorema de existencia y unicidad en ecuaciones diferenciales estocasticas en las que apa-
rece el movimiento Browniano fraccionario. Este es un caso particular del que podemos

encontrar en [1], en el que se trata con ecuaciones diferenciales con retardo y condiciones
mas generales.

Teorema 3.30. Sea (), F, P) un espacio de probabilidad completo en el que consideramos
la ecuacion

dU = AUdL+ f(t,U)dt + g(t)dB, con 0 <t <T, (3.27)

con la condicion inicial U(0) = Uy y ademds se cumple:

» U € C(0,T; L*(Q, F, P;RY)). U pertenece al espacio de funciones continuas de
(0,T) al espacio de funciones de cuadrado integrable definidas en el espacio de pro-
babilidad anterior con llegada a RY.

Uy € LQ(Q,.F, P;RN).

A€ ZL(RY), espacio de funciones lineales de R™ en si mismo. Definimos S(t) como
la exponencial de esta matriz, S(t) = et. Supongamos que existe p € R de manera
que para cada t € (0,T), ||e"||gy < €.

= g:[0,7] = RY, con [ g*(s)ds < o0.

» f:]0,T] x RY — RN, localmente lipschitziana respecto a la sequnda variable.

Decimos que U(t) es solucion de este problema si verifica que

t t
Ut) = SOU©) + [ St = 9)f(s,U@)+ [ St—s)gs)aBl.  (3:28)

0 0
Entonces, bajo las anteriores suposiciones existe una unica solucion a este problema.

Demostracion. Vamos a ofrecer un esbozo de la demostracién basandonos, de nuevo,
en el articulo correspondiente a [1].

En primer lugar, se comprueba que si existe solucién esta ha de ser tinica. Si tenemos
dos soluciones, X (t) e Y(t), ambas han de cumplir (3.28). Usando la acotacién sobre S(t)
asi como la propiedad de f, si restamos ambas soluciones y calculamos su esperanza al
cuadrado llegamos a que existe M > 0 tal que

BIX(0) ()] < M [ BX(s) - ¥ (5)Plds.

Usando la desigualdad de Gronwall e igual que hicimos en el caso del Teorema
llegamos a que la solucién ha de ser tnica.
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Para demostrar que existe soluciéon se comprueba en primer lugar que esta soluciéon
que ha de cumplir (3.28)) posee la regularidad necesaria.

Tras esto, definimos U° = 0 y de forma recursiva
Un(t)
Un(t)

Cada elemento de la sucesion tiene la regularidad deseada y ademés esta es una suce-
sién de Cauchy en C(0,T; L*(Q, F, P;RY)).

SHU0) + f5 St —s)f(s,UnHt)) + fy S(t — s)g(s)dBH, t € [0,T).
Ug.

Tomando limite cuando n — oo se comprueba que, en efecto, el limite ha de cumplir
(3.28) y por tanto es la soluciéon que buscdbamos.

O
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4. Comentarios finales

Nuestro objetivo inicial era encontrar soluciones en cierto sentido a ecuaciones dife-
renciales estocasticas. Para ello, reducimos el problema de encontrar una solucién a este
problema a realizar una integral en la que el término con respecto al que se integra es
estocdstico, como vimos, por ejemplo, en ([2.29)).

Sin embargo, esto ha limitado bastante nuestras opciones, pues con esta integral es-
tocastica seria imposible dar solucién a ecuaciones diferenciales en las que la funcién que
acompanaba al término estocastico dependiera de nuestra incognita. Es decir, que en esta
ecuacion de la que hablamos, , o dependiera de X.

Tampoco podriamos encontrar solucién en el caso en el que esta funciéon que integramos
con respecto al movimiento Browniano o movimiento Browniano fraccionario no fuera
determinista.

Para dar respuesta a estos problemas surge la Rough Path Theory, iniciada por Terry
Lyons a finales del siglo pasado, siendo fundamental su articulo [9]. Esta teoria permite
resolver las integrales de manera trayectorial, en contraste con el sentido probabilistico
que aqui hemos trabajado.

Esta teoria ha ganado mucha importancia desde su creaciéon por la perspectiva re-
lativamente simple que proporciona para resolver las integrales y ecuaciones deseadas.
Podemos encontrar més informacién acerca de la misma en [3] y [4].



Referencias

1]

[10]
[11]
[12]

[13]
[14]

T. CARABALLO, M. J. GARRIDO-ATIENZA & T. TANIGUCHI, The existence and
exponential behavior of solutions to stochastic delay evolution equations with a frac-
tional Brownian motion, Nonlinear Analysis. 74 (2011), 3671-3684.

T.E. DuncaN, Y. Hu & B. PASIK-DUNCAN, Stochastic calculus for fractional
Brownian motion, SIAM J. Control Optim. 38 (2000), 582-612.

P. Friz & M. HAIRER, A course on Rough paths. Springer, 2014.

P. Friz & N. VICTOIR, Multidimensional Stochastic Processes as Rough Paths:
Theory and Applications. Cambridge University Press, 2010.

H. HOLDEN, B. OKSENDAL, J. UBOE & T. ZHANG Stochastic Partial Differential
Equations. Birkhauser, 1996.

G. KALLIANPUR, Stochastic Filtering Theory. Springer, 1980.

I. KarATZAS & S.E. SHREVE, Brownian Motion and Stochastic Calculus. Springer,
1991.

H. Kvo, White Noise Distribution Theory. CRC Press, 1996.

T. J. Lyons, Differential equations driven by rough signals, Revista Matemdtica
Iberoamericana. 14 (1998), 215-310.

P. MEYER, Quantum Probability for Probabilists. Springer, 1995.
B. OKSENDAL, Stochastic Differential Equations. Springer, 1995.

B. OKSENDAL, F. B1Acini, Y. Hu & T. ZHANG, Stochastic Calculus for Fractional
Brownian Motion and Applications. Springer-Verlag, 2008.

J. REAL, Notas del curso de doctorado, 2000.

T. TAo, An Introduction to Measure Theory. American Mathematical Society, 2011.



	Resumen
	Abstract
	Introducción a las ecuaciones diferenciales estocásticas
	Integración con respecto al Bm
	Conceptos iniciales
	Construcción de la Integral de Itô
	Fórmula de Itô para el Bm
	Existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales con Bm

	Integración con respecto al fBm
	Movimiento Browniano fraccionario
	Diferencias entre el fBm y el Bm
	Integrales de Wiener
	Construcción de la integral con respecto al fBm
	Fórmulas de Itô para el fBm
	Existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales con fBm

	Comentarios finales
	Bibliografía

