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Abstract

Chaos is a concept that has always attracted the attention of mathematicians and
physicists as well as the general public. This dissertation deals with the concept of
Chaos in the framework of linear Dynamical Systems. It may be a paradox that Chaos
not only exists in these systems, but it appears in a much more complicated and not

yet known way than in the nonlinear case.

Although there is no unified definition, throughout this report we will use the
definition of Chaos given in 1986 by Robert L. Devaney. Thus, a (discrete) Dynamical
System will be chaotic if there is a dense orbit, a dense set of periodic orbits and if
it has sensitive dependance on initial conditions. The property of existence of a dense
orbit is also known as hypercyclicity and happens to be the central idea of Linear
Chaos.

This dissertation is divided into four chapters. In the first one, with the clear
objective of being self-contained, we will briefly recall the basic notions of Functional

Analysis, Operator Theory and Topology that will be used later.

The second Chapter is devoted to the concept of Chaos. We give the rigorous defi-
nition of a Dynamical System and with the help of simple examples we will introduce
the definition of Chaos. Finally, we will prove that the first two conditions of chaos
it selves imply the third one, that is, sensitive dependence on initial conditions, also
known as Butterfly Effect.

In the third Chapter we will focus on the study of hypercyclic operators and some of
its fundamental properties. We will extend the concept of hypercyclicty to a sequence

of operators and conclude by showing a sufficient condition, known in the literature
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as Hypercyclicity Criterion, for a sequence to be hypercyclic.

The present report finishes with several classical examples of chaotic operators.
More specifically, we will prove that both the translational operator and the differen-
tiation operator are chaotic on the space of entire functions, and that some multiples

of the backward shift operator are also chaotic on ell, and c¢.

Studying Linear Chaos has allowed us to introduce into a line of work that combines
concepts from Functional Analysis, Operator Theory and Topology. This field has been
developed in the last 25 years, although its origins date back to the first decades of

the twentieth century.

We have divided the Bibliography section into two parts. In the first block we
collected references that have been intensively handled to carry out this report. In the
second one, we have included a collection of some of the most relevant papers in the
literature, both classical and modern, that illustrate the importance that the study of

Linear Chaos has acquired.
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Resumen

El Caos es un concepto que siempre ha llamado la atencion tanto de matemaéticos
y fisicos como del publico en general. El presente trabajo versa sobre el Caos en el
ambito de Sistemas Dindmicos lineales. Aunque pueda parecer paradojico, el Caos en
este tipo de sistemas no solo existe, sino que puede presentarse bajo apariencias mucho

mas complicadas y que atn no se conocen en el caso no lineal.

Aunque no hay una definicién unificada, a lo largo de la presente memoria utili-
zaremos la definiciéon de Caos dada en 1986 por Robert L. Devaney. Asi, un Sistema
Dinamico (discreto) sera cadtico si existe una oérbita densa, un conjunto denso de oOr-
bitas periddicas y si es sensible de las condiciones iniciales. La propiedad de existencia
de 6rbita densa se conoce también como hiperciclicidad y resulta ser el eje central del

Caos Lineal.

Este trabajo se dividira en cuatro capitulos. En el primero de ellos, con el claro
objetivo de que la lectura sea autocontenida, haremos un breve recordatorio de las
nociones basicas de Analisis Funcional, Teoria de Operadores y Topologia que se usaran

en los capitulos posteriores.

El segundo Capitulo se dedica al concepto de Caos. Partiremos de la definicion rigu-
rosa de Sistema Dindmico para, a través de ejemplos sencillos, avanzar en la definicion
de Caos. Para finalizar, probaremos que las dos primeras condiciones de caos implican
la tercera de ellas, es decir, la dependencia sensible de las condiciones iniciales, méas

conocida como Efecto Mariposa.

En el Capitulo tercero nos centraremos en el estudio de la hiperciclicidad de un

operador y algunas de sus propiedades fundamentales. Extenderemos el concepto de
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hiperciclicidad a una sucesion de operadores y concluiremos ofreciendo una condi-
cion suficiente para la hiperciclicidad de una sucesion, conocido en la literatura como

Criterio de Hiperciclicidad.

La memoria finaliza presentando varios ejemplos clésicos de operadores caoticos.
Concretamente, veremos que tanto el operador de traslaciéon como el operador deri-
vacion son cadticos sobre el espacio de las funciones enteras, y comprobaremos que
ciertos multiplos del operador backward shift también son cadticos sobre los espacios

de sucesiones £, 6 co.

La realizacion del presente trabajo nos ha permitido adentrarnos en una linea
de investigaciéon que conjuga conceptos propios del Andlisis Funcional, la Teoria de
Operadores y la Topologia. Se trata de un campo que se ha desarrollado principalmente
en los ultimos 25 anos, aunque sus origenes se remonten a las primeras décadas del

siglo XX.

La bibliografia la hemos dividido en dos partes. En primer lugar destacamos la Bi-
bliografia fundamental, en la que hemos recogido las referencias que se han manejado
con mayor intensidad para la realizacion del trabajo. Por otro lado, bajo el epigrafe de
Otras referencias hemos incluido una colecciéon de algunos de los articulos mas impor-
tantes en la literatura, tanto clasicos como modernos, y que ilustran la importancia

que el estudio del Caos Lineal ha adquirido.
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Introduccion

Cuando se oye hablar de Caos de Sistemas Dinamicos, a menudo se cree que és-
te inicamente puede ocurrir en el Ambito no lineal: puede resultar evidente que un
sistema lineal se debe comportar de forma absolutamente predecible. Pero esto no es

clerto.

Uno de los principales ingredientes del caos es la existencia de 6rbitas densas, es
decir, que llenan todo el espacio. En el presente Trabajo, veremos que este hecho es
imposible si nos cenimos a dimension finita, pero si permitimos dimension infinita, es

posible encontrar Sistemas Dinamicos lineales y caoticos.

A pesar de que se han utilizado varias definiciones de Caos, parece que una de
las que mas aceptacion ha tenido es la dada por R. L. Devaney |2| en 1986. Esta
definicion, que serd la que manejaremos a lo largo del trabajo, se concentra en tres
aspectos concretos: la existencia de 6rbitas densas, la existencia de un conjunto denso

de puntos de orbita periddica y la dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Es esta tltima propiedad, conocida como Efecto Mariposa, la que se suele inter-
pretar por el ptblico lego como Caos propiamente dicho, y sin embargo veremos que
es algo superfluo. Dado que el estudio de puntos peridédicos suele resultar una mera
tarea de calculo, el estudio del Caos de Sistemas Dinamicos Lineales se reduce, pues,

al estudio de existencia de orbitas densas.

En este sentido, en 1929, C. D. Birkhoff [10], prob6 que existe una funcion entera
f(#) tal que el conjunto de sus trasladadas {f(z+n) : n € N} es denso en H(C), o lo
que es lo mismo, el operador de traslacion 7(f(z)) = f(z+1) es hiperciclico en H(C).

Posteriormente, en 1952, G. R. MacLane 15| demuestra la existencia de una funcion
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entera tal que el conjunto formado por ella misma y sus derivadas es denso en H(C),

o dicho de otro modo, el operador derivada es hiperciclico.

Se puede decir que, fundamentalmente, a partir de estos dos teoremas clasicos se
desarroll6 el estudio del fenémeno de la hiperciclicidad de operadores que, gracias a
técnicas propias del Anélisis Funcional, adquiri6 gran importancia a partir de finales

del siglo pasado.

Para concluir con la terna de los ejemplos considerados como clasicos, mencionamos
que en 1969, S. Rolewicz [16], estudio la existencia de operadores hiperciclicos en los
espacios de Banach de sucesiones ¢, con 1 < p < oo y ¢y, probando que ciertos
multiplos del operador Backward Shift son hiperciclicos sobre estos espacios. Muchos
autores han continuado estudiando la existencia de operadores hiperciclicos en espacios

de Banach, asi como la hiperciclicidad de los operadores tipo Shift en otros espacios.

Un afo mas tarde, R. M. Gethner y H. J. Shapiro [11] y por otro lado C. Kitai
[14] desarrollan el Criterio de Hiperciclicidad, una 1til herramienta que nos permite
comprobar si un operador es hiperciclico. Dicho criterio ha sido mejorado y generali-

zado posteriormente por autores como K.-G. Grosse-Erdmann [13|, G. Godefroy y J.
H. Shapiro [12], S. I. Ansari [4], J. P. Bés y A. Peris [8] y Bernal-Gonzalez (cf. [1]).

En este trabajo haremos una recopilacion de algunos resultados acerca de lo men-
cionado anteriormente. Daremos la definicion rigurosa de Caos, profundizaremos en
la Hiperciclicidad y relacionaremos ambas nociones. Veremos también un Criterio de
Hiperciclicidad (y algunas variantes) y gracias a éste, probaremos la caoticidad de
algunos operadores clasicos. Pero no s6lo se trata de recopilar resultados, sino que
modificaremos alguna demostracion original y completaremos o mejoraremos otras
tantas, para asi, obtener una tinica notaciéon entre todas las utilizadas a lo largo del

estudio de estos temas.

Para comenzar, recordaremos en el Capitulo 1 algunas definiciones béasicas y re-
sultados necesarios relacionados con el Anélisis Funcional, la Topologia o la Teoria de
Operadores para facilitar la comprension de los posteriores capitulos. Hablaremos de
espacios de Banach, de Baire, de Fréchet, asi como de los F-espacios y los axiomas de

separacion Ty y Tb.
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En el Capitulo 2, empezaremos hablando de Sistemas Din&micos, es decir, estudia-
remos el comportamiento de las iteradas de un operador segin los diferentes valores
del punto inicial, viendo diversos ejemplos y sus distintos comportamientos. En las
siguientes secciones veremos las tres caracteristicas para que un operador sea cadtico:
la transitividad topologica, los puntos peridédicos y la sensibilidad a las condiciones
iniciales; con esto podremos introducir, en la taltima seccién, la definicion de Caos dada
por Devaney [2| y comprobar ademéas que la dependencia sensible de las condiciones

iniciales, conocida como Efecto Mariposa, es una condicion superflua del Caos.

Continuaremos estudiando la Hiperciclicidad en el Capitulo 3. En la primera sec-
cion, daremos la definicién de hiperciclicidad de un operador y los resultados mas
interesantes relacionados con dicha definicién. Probaremos, entre otros, el Teorema de
Transitividad de Birkhoff [9] (el cual relaciona el concepto de transitividad e hiper-
ciclicidad de un operador) y que no existen operadores hiperciclicos en espacios de
dimension finita. En la siguiente seccion, veremos la hiperciclicidad de sucesiones de
operadores y extenderemos a sucesiones los resultados vistos para un solo operador.
Para finalizar con el capitulo, daremos varias versiones del Criterio de Hiperciclicidad
y ademés, propondremos algin ejemplo de sucesiones hiperciclicas de operadores que

no verifican dicho criterio.

Por ltimo, en el Capitulo 4, estudiaremos los tres ejemplos clasicos de operadores
caodticos, aquéllos que han servido para desarrollar la Teoria del Caos y de la Hiperci-
clicidad y, entre otros, los teoremas que prueban que el conjunto de iteradas de dichos
operadores sobre funciones enteras es denso en el espacio H(C). Estos operadores son
el operador traslacion (Teorema de Birkhoff [10]), el operador derivada (Teorema de
MacLane [15]) y el operador Backward Shift (Teorema de Rolewicz [16]).

IX
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Capitulo 1
Preliminares

En este primer Capitulo y con el objetivo de que el trabajo sea autocontenido,
trataremos de recordar los conceptos necesarios para la comprension de los siguientes
capitulos. Hablaremos de los tipos de espacios mas utilizados, asi como de algunos

conceptos de Topologia, Analisis Funcional o Teoria de Operadores.

1.1. Algunos espacios de Banach clasicos

En esta seccién, recordaremos algunos espacios clasicos de Banach que apareceran
en posteriores resultados, asi como alguna de las propiedades que verifican. Denota-

remos por K el cuerpo de los ntimeros reales R o el cuerpo de los niimeros complejos

C.

Se define el espacio ¢y como el espacio de las sucesiones de escalares convergentes

a cero, es decir,
co = {(xn)neN eKY: lim z, = O} )

n—o0

Si z = (T,)nen € ¢o se define la norma infinito de (z,)nen como:

|%]| o = sup{|z,| : n € N}.

La aplicacion || - || es una verdadera norma en co y el par (co, || - || ) €s un espacio
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de Banach separable.

Para cada p € [1,400), denotamos por ¢, el conjunto de sucesiones p-sumables, es
decir,
b, = {(xn)neN e K" : Z |z, |7 < +oo} :
n=1

Si & = (Ty)nen € €y, definimos la norma-p de x como

s 1/p
|z, = (Z !%!”) :
n=1

La aplicacion || - ||, : £, — [0, +00) define una norma en ¢, y el par (¢, | - ||,) es

un espacio de Banach separable.

1.2. Espacios de Baire

Sea X un espacio topologico y A C X un subconjunto de X. Se dice que A es
de primera categoria si es union numerable de subconjuntos cuyo cierre tiene interior
vacio. Por otra parte, A sera de sequnda categoria si no es de primera categoria. Un
espacio topologico X se dice que es de Baire si todo subconjunto de X, abierto y no

vacio, es de segunda categoria.

Si X es de Baire, se dice que A es residual si su complementario es de primera
categoria. Se puede decir que un conjunto residual es “topologicamente grande”. Asi-
mismo, un subconjunto A de X sera residual si y so6lo si, contiene alguna interseccion

numerable de abiertos que sea densa, es decir, si contiene algin Gs denso.

Ademas, contamos con el conocido Teorema de Baire que nos garantiza que todos

los espacios con los que vamos a trabajar son de Baire.

Teorema 1.1 (Teorema de Baire). Sea X un espacio topoldgico. Si X es un espacio

métrico completo, entonces es un espacio de Baire.

En este contexto, sabemos que X es un espacio de Baire si y solo si, dada cualquier
o

sucesion {U, }nen de abiertos densos su interseccion, ﬂ U,, es también densa.

n=1
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1.3. F-espacios

Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial X sobre K, en el que hay

definida una topologia tal que:

1. La aplicacion suma, definida por

XxX = X
(r,y) = x+y

es continua.

2. La aplicacion producto por escalares, definida por

KxX — X
Ny) = Ay

es continua.

Sea X un espacio vectorial y d una distancia sobre X. Se dice que dicha distancia
d es invariante por traslaciones, si para cualesquiera vectores x,y,a € X se verifica

que d(z,y) = d(z + a,y + a).

Asi, un espacio vectorial topologico X es un F-espacio, si existe una distancia d
invariante por traslaciones cuya topologia asociada es la topologia de X y para la que

X es completo.

Si X es un F-espacio y d la distancia que define la topologia, denotaremos por
2] = d(=,0),

de modo que

|z =yl = d(z,y), Yo,y € X.

La aplicacion || - || se llamar&d F-norma sobre X y cumple las siguientes propiedades:
=z +yll < lzfl + llyll = lim Az =0
—0
= Az = [l st A <1 =zl =0 <= z=0.
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Para ser una verdadera norma, faltaria que
Az = [Alll=]]
sin embargo se puede demostrar que se cumple que
[Az]| < (L4 [A])]lz]

con lo que es posible trabajar con ella, en la practica, como si de una verdadera norma

se tratase.

1.4. Espacios de Fréchet

Sea X un espacio vectorial sobre K. Se define una seminorma en X como una

aplicacion p : X — [0, +00) de forma que, para todo z,y € X y todo o € K se tiene

(a) plz+y) < p(z)+py).

(b) plaz) = |alp(z).

es decir, una “norma” para la que hay vectores x # 0 con con p(z) = 0.

Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial topologico que es Hausdorff

y tal que el 0 posee una base de entornos formada por conjuntos convexos.

Un espacio de Fréchet es un F-espacio que es localmente convexo; es decir, un espa-
cio localmente convexo cuya distancia invariante por traslaciones genera una topologia

para la que X es completo.

El espacio de funciones enteras H(C) es uno de los ejemplos clésicos de espacios

de Fréchet. Consideremos la familia de seminormas (p;,), donde

pa(f) = max|f(z)]

|z|<n

La topologia definida por esta familia de seminormas es la topologia de la convergencia

uniforme en compactos de C y hace que H(C) sea, en particular, metrizable.



Trabajo Fin de Grado Preliminares

1.5. Nociones basicas de topologia: separaciéon

Un espacio topologico X se dice que es T} si cada par de puntos distintos z1, o € X
se pueden separar por un abierto, es decir, si existe U C X abierto tal que x1 € U y
) g U.

Anéalogamente, un espacio topologico X se dice que es Ty o de Hausdorff, si para
cada par de puntos distintos x1, 7o € X, existen abiertos U,V C X tales que UNV = 0,
xr1 € U yV T2 eV.

Obviamente, todo espacio T, es automéaticamente 77. Ademaés, se cumple que un

espacio topologico es 77 si y solo si cada conjunto unitario es cerrado.

En efecto, si cada conjunto unitario es cerrado, entonces dados z1,2o, € X con
x1 # To, se tiene que U = X ~ {x1} es un abierto tal que o € Uy x; ¢ U y por tanto
X es Ty. Reciprocamente, consideramos = € X y veamos que {z} = {z}. Sea y € X
con y # x; por ser X un espacio 711, existe U C X abierto tal que y € U y = &€ U,
luego U N {z} = 0 y se tiene que y & {x} por cada y # z, de donde {z} = {z}.

Para finalizar, veremos un lema que nos sera de utilidad con posterioridad.

Lema 1.2. Sea X un espacio topoldogico T sin puntos aislados. Entonces, cada sub-

conjunto finito de X tiene interior vacio y es cerrado.

Demostracion. Sea F' C X finito. Como X es T}, cada subconjunto unitario {z} es

cerrado. Con lo cual, al ser F' union finita de conjuntos cerrados ({z;}, i =1,...,n),

F = U{xz}, es cerrado.
i=1

Ahora, por reduccion al absurdo, probaremos que F tiene interior vacio. Llamemos
A = int(F), que es un conjunto abierto, finito (por ser F' finito), luego cerrado.
Suponemos que A # (); veamos entonces que A posee al menos dos puntos. En efecto,
si A fuese unitario, A = {x} seria un abierto que s6lo contiene a x y a ningtin otro

punto, por tanto, x seria un punto aislado, lo que contradice las hipotesis del lema.

Escogemos ahora un subconjunto B C A no vacio, abierto y minimal. Entonces,

igual que ocurria con A, B tiene al menos dos puntos. Sean a y b dichos puntos; al
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ser X un espacio 77, existe un subconjunto abierto U C X tal que a € U y b ¢ U. Sea
C = BNU; entonces C es un abierto no vacio contenido en A y ademas C' & B, lo

que es una contradicciéon puesto que B es minimal. O



Capitulo 2
Caos

Los Sistemas Cadticos han sido muy investigados en los ultimos anos. En este
trabajo nos restringiremos al estudio del Caos en Sistemas Dinamicos. Dichos sistemas
seran el objetivo de estudio de la primera seccién del capitulo. A pesar de no haber
una definicion matematica universalmente aceptada del Caos, trabajaremos con la que
dio Devaney en 1986 [2|. Debemos mencionar el hecho de que hasta hace pocos afos,
el hablar de Caos implicaba hablar de sistemas no lineales, pero recientemente se ha
descubierto que existen procesos fisicos lineales cadticos, como por ejemplo el oscilador

armonico cuantico.

La definicion de Caos dada por Devaney posee tres componentes caracteristicas de
la idea de Caos. En primer lugar veremos la transitividad topologica de un operador
(indescomponibilidad del sistema en otros méas simples), seguidamente estudiaremos
los puntos periddicos y varios ejemplos de los mismos y por tltimo, antes de profun-
dizar en el Caos Lineal, mostraremos la sensibilidad de algunos operadores respecto

de las condiciones iniciales.

2.1. Sistemas Dinamicos

Un Sistema Dindmico (discreto) viene dado por una aplicacion continua 7" de un

espacio métrico X en sf mismo, 7' : X — X. En la teoria de Sistemas Dinamicos se
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estudia el comportamiento de las iteradas de 7" segiin los diferentes valores del punto
inicial. En otras palabras, si tomamos una calculadora cientifica, escribimos un niimero
cualquiera y tras esto pulsamos reiteradamente la misma tecla correspondiente a una
cierta funcion, generaremos un Sistema Dindmico discreto. Por ejemplo, si pulsamos la

tecla “exp” en la calculadora sobre un cierto valor inicial x, obtendremos la secuencia

Estamos iterando la funcién exponencial y podemos observar que dicha sucesion de

iteradas tiende a co. Esto nos plantea la siguiente pregunta:

Dada una aplicacion T y un valor inicial xq, ;Que ocurre con
la sucesion de iteradas xo, T'(zo), T(T(x0)), T(T(T(z0))), ... ?

Otro ejemplo de sistema dindmico serfa considerar la funcién seno. Es facil compro-
bar que si pulsamos la tecla “sin” reiteradamente, la sucesion de iteradas que genera
dicho operador tiende a cero. Algo parecido ocurre con el coseno, que tenderia a
0,73908 ... (en radianes, 6 a 0,99984 ... en grados). Sospechamos entonces que ite-
rando repetidas veces una misma aplicacion sobre un valor inicial dado, convergera a

un limite fijo (ya sea oo, 0 6 un unico valor).

Pero si tomamos algunas aplicaciones cuadraticas simples, obtendremos extranos

resultados. Por ejemplo, si aplicamos reiteradamente la aplicacion
T(x) =4z(1 — x),

y le damos como valor inicial un ntiimero al azar entre el 0 y el 1, observamos diferentes
comportamientos dependiendo de dicho valor. Algunas veces este nimero se repite,
otras no y més a menudo aparecen aleatoriamente valores del intervalo unidad sin un

patrén claro. Modifiquemos un poco dicha aplicacion, sea ahora
T(z) =3,839z(1 — z).

Reproducimos el proceso anterior y obtenemos que, al iterarla, llegamos a un ciclo
en el que se repite la misma sucesion de tres nimeros: 0,149888 ..., 0,489172... y
0,959299. ... Haremos dos comentarios al respecto. El primer ejemplo nos proporcio-

na el fenomeno del Caos, que es el tema que trataremos en este trabajo. En el segundo
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ejemplo, solo algunos valores iniciales se comportan de forma tan impredecible co-
mo en el primero. Pero debido al redondeo o a errores de calculo no se aprecia esta

aleatoriedad a simple vista.

También cabe mencionar que existen aplicaciones de los Sistemas Dinamicos en
muchos ambitos de la ciencia, desde Ecuaciones Diferenciales de la Mecénica Clasi-
ca, en Fisica, hasta ecuaciones diferenciales de Matematicas aplicadas a Economia o

Biologia.

Debemos introducir en esta seccion la definicion de orbita, ya que de aqui en
adelante sera un concepto que usaremos con bastante frecuencia. Sea T" una aplicacion
continua de un espacio métrico X en si mismo, T : X — X, se define la drbita de un

elemento z € X respecto de T como
O(T,z) = {x, Tz, T?v,...} = {T"x : n > 0},

donde entendemos que 7° = Id y T" = T o ", o T si n € N. En general nos interesara
saber si la orbita de un punto converge a un cierto valor, si converge a un ciclo
periodico o si se comporta de forma aparentemente aleatoria, por ejemplo, llenando

todo el espacio.

2.2. Transitividad

Una aplicacion T : X — X se dice que es topoldgicamente transitiva si dados
cualesquiera subconjuntos abiertos no vacios U y V de X, existe n € N tal que

T"(U)NV #0.

A la vista de esta definicion, podemos observar que un espacio topologico X no
puede descomponerse en dos conjuntos abiertos disjuntos invariantes bajo una aplica-
cion transitiva, puesto que dicha aplicacion tiene puntos que se mueven aleatoriamente
de un entorno a cualquier otro. En otras palabras, un Sistema Dinamico definido por
una aplicacion topologicamente transitiva no puede descomponerse en sistemas mas

simples.

También debemos observar que si un elemento tiene una 6rbita densa respecto de
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una aplicacion 7', entonces dicha aplicacion claramente es topoldgicamente transitiva.
El reciproco también es cierto, bajo ciertas condiciones minimas, pero lo probaremos

un poco mas adelante.

2.3. Puntos Periodicos

Se dice que z € X es un punto periddico de una aplicacion T : X — X si existe
n € N tal que T"x = x; en otras palabras, x es periodico si tiene 6rbita finita. En
ese caso, se dice que n := min{k € N : T*x = z} es el periodo de z. Denotamos por
Per(T) al conjunto de puntos periodicos. El conjunto de todas las iteraciones de un

punto periddico forma una oOrbita periddica.

Para el caso en el que n = 1, es decir, en el caso en que T'r = z, se dice que x
es un punto fijo, por lo que podemos decir que el concepto de punto peridédico es una

generalizacion del de punto fijo.

Hay muchas aplicaciones con puntos periodicos, como por ejemplo aplicaciones
definidas de R en R como las siguientes: la aplicacion identidad, Id(z) = x, para la
que todos sus puntos son fijos; la aplicacion T'(x) = —z, que tiene un tnico punto fijo,
0, y el resto de puntos son periédicos con periodo 2; T'(x) = 3, cuyos puntos fijos
son 1, —1 y 0 y no tiene mas puntos periddicos; o la aplicacion T'(x) = z* — 1, cuyos

145

puntos fijos son =5~ mientras que 0 y —1 son periédicos con periodo 2.

Denotamos ahora por S' la circunferencia unidad en el plano real. Denotamos
un punto en S! por su angulo § medido en radianes. Por lo tanto, un punto estara
determinado por un angulo de la forma 6 + 2km donde k € Z. Veamos algin ejemplo

en este espacio.

Sea la aplicacion T:S' —S! dada por T'(0) =20 (esta bien definido en la circunfe-
rencia unidad pues 7'(0 + 2k7)=T(0)). Si tomamos las iteradas, 7" (0) =2"0, se tiene

que 0 es un punto perioédico de periodo n si y sélo si 2"0 = 6 + 2k7 para algin entero

2km
2n—1

k, es decir, = para algtn entero 0 <k < 2". Notese que el tinico punto fijo es el
cero. Ademas, es facil comprobar que el conjunto de puntos periodicos respecto de T’

es denso en S'.

10
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Otro ejemplo de este tipo es la traslacion en S*. Sea A € R \ {0}. Definimos

La aplicacion T presenta diferencias de comportamiento dependiendo de si A es ra-

cional o irracional.

Si A € Q, lo podemos escribir la forma p/q con p,q € Z y primos entre si. Entonces
Tq _ p — —
NG —€+2q7r5 =0+ 2pr =0,

por lo que podemos afirmar que todos los puntos son perioédicos para T de periodo q.

Por otro lado, el conocido como Teorema de Jacobi contempla el caso irracional.

Teorema 2.1. Si \ es irracional, entonces O(T),0) es densa en S' para todo 0 € S*.

Demostracion. Fijamos # € S'. Veamos en primer lugar que todos los puntos de
O(Ty, 0) son diferentes. En efecto, supongamos que Ty (0) = Ty*(0) para n,m € Z con
n # m. Por la definicion del operador, esto equivale a que 6+ 2nw\ = 0+ 2mm A + 2k
para algin k € Z, o lo que es lo mismo, (n — m)\A = k para algin k € Z. Pero en
tal caso, esto equivaldria a que A\ = #, lo que es una contradiccién puesto que

n —m € Z y entonces A € Q, lo que contradice la hipotesis de que es irracional. Con

lo cual, m = n.

Veamos ahora la densidad de {7%(6)},. Esta sucesion es acotada en R? luego
existe una subsucesion convergente y, por tanto, de Cauchy. De este modo, dado £ > 0,
existen m,n € N, n > m tal que |T(0) — T{*(0)| < ¢, lo que implica que, llamando
[=n—m,

| T3(0) = 0] <,

puesto que ¢ > |TY(0) — T (0)| = |0 + 2nmA — (0 + 2m7A)| = |2(n — m)7wA| =
|(0 +2(n —m)m)) — 0] = |TL(0) — 0].

Ahora, como T), preserva las longitudes en el circulo unidad, resulta que el operador
T{ hace que los puntos 6 y Ti(0) disten lo mismo, al igual que TL(0) y TZ(6), que

T2H0) y T3H(0), etc. Ademés, esta longitud es menor que . Por lo que obtenemos una

11
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particion de S! en arcos de longitudes menores que &:

s = o). 7 o)

donde ¢ es arbitrario. Esto prueba que la érbita de 6 respecto de T\ es densa en la

circunferencia unidad. O]

2.4. Sensibilidad a las condiciones iniciales

Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que una aplicacion 7' : X — X tiene
dependencia sensible de las condiciones iniciales si existe € > 0 tal que para todo
r € X y cada § > 0 existen un punto y = y(z,d) € X y un nimero n = n(x,0) € N
tal que d(x,y) <0y d(T"z, T"y) > «.

Intuitivamente, una aplicaciéon tiene dependencia sensible de las condiciones ini-
ciales, cuando podemos encontrar puntos tan cercanos como queramos pero que al
aplicarles reiteradamente 7', sus imagenes distan entre si mas que un cierto valor pre-
fijado. Debemos recalcar el hecho de que dado un punto z € X, no todos los puntos
proximos a él cumplen lo anterior, pero debe haber al menos uno en un entorno de x

que si lo cumpla.

Si una aplicacion posee dependencia sensible de las condiciones iniciales, entonces,
a efectos précticos, la dindmica de la aplicacion desafia cualquier calculo numeérico.
Pequenos errores de calculo, como los redondeos, pueden magnificarse al iterar la apli-
cacion; es decir, los resultados del cidlculo numérico de una 6rbita pueden no parecerse

en absoluto a la orbita real.

Podemos observar que la condicién de depencia sensiblemente de las condiciones
iniciales se refiere al conocido Ffecto Mariposa, es decir, pequenas alteraciones de las
condiciones iniciales, pueden provocar, a la larga, efectos a gran escala. O como dice

el aforismo:

“El simple aleteo de las alas de una mariposa en

Brasil puede provocar un tornado en Texas.”

12
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Un ejemplo muy visual de efecto mariposa seria el colocar una pelota exactamente
en el pico de una montana, en la que dicha pelota permaneceria en equilibrio inestable.
Pero la mas minima perturbacion de esas condiciones de equilibrio, ocasionaria la
caida de la pelota. Ademas, la pelota caera arbitrariamente por cualquier ladera de la

montana, dependiendo del tipo de perturbacion inicial.

2.5. Caos Lineal

Con las nociones vistas en las secciones anteriores, tenemos todas las herramientas

para poder dar la definicién de caos dada por Devaney [2].

Definicion 2.2. Sea T : X — X una aplicacion continua sobre un espacio métrico
(X,d) con infinitos puntos. Se dice que T es caotica si y sélo si se cumplen las tres

condiciones siguientes:

1. T es transitiva.
2. El conjunto de puntos periodicos de T es denso en X.

3. T tiene sensibilidad respecto de las condiciones iniciales.

Esta definicion de Caos es aplicable a sistemas no lineales, pero también se puede

aplicar al Caos Lineal.

Continuamos con el sencillo ejemplo que vimos en la Seccién 2.3. La aplicacion
T :S' — S! dada por T() = 26 es cadtica. En efecto, T' depende sensiblemente de
las condiciones iniciales puesto que la distancia angular entre dos puntos se duplica
en cada iteracion y 2"z — oo (n — o0) si z # 0. Por otro lado, T es transitiva, ya
que un pequeno arco de la circunferencia unidad puede ser expandido por 7% a toda
S! y en particular, a cualquier otro arco de circunferencia. Y por tltimo, el conjunto
de puntos periodicos de T' es denso en X como vimos en este mismo ejemplo en la

Seccion 2.3.

Como demostraremos a continuacion, la dependencia sensible de las condiciones

iniciales (es decir, el efecto mariposa) es una condiciéon redundante en la definicion

13
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de caos, a pesar de ser, a priori, una de las caracteristicas mas significativas de la
misma. Este resultado fue probado en 1992 por los matematicos J. Banks, J. Brooks,

G. Cairns, G. Davis y P. Stacey y se puede encontrar en [5].

Teorema 2.3. Sea X un espacio topoldgico metrizable y con infinitos puntos, sea
T : X — X una aplicacion continua sobre X. Si T es transitiva y tiene un conjunto
denso de puntos periodicos, entonces T tiene dependencia sensible de las condiciones

iniciales (independientemente de la métrica d elegida compatible la topologia de X ).

Demostracion. Como X tiene infinitos puntos, podemos escoger dos puntos p; y po
periodicos tales que sus orbitas O(T,p1) y O(T,p2) son disjuntas y finitas (pues las
Orbitas periddicas o son coincidentes o son disjuntas). Sea d = d(O(T, p1), O(T, p2));
entonces cada r € X dista de alguna de las dos oOrbitas al menos d/2, es decir,
d(z,O(T,p1)) < d/2, o bien d(x,O(T,ps)) < d/2. En efecto, gracias a la desigual-

dad triangular
d = d(O(T,p1), O(T, p2)) < d(z,O(T', p1)) + d(z, O(T' p2)) < 2d(z, O(T, p;))

donde p; (con i € {1,2}) es la orbita que esta a mayor distancia del punto z.

Vamos a probar entonces que T’ tiene sensibilidad a las condiciones iniciales con
constante de sensibilidad e = d/8, es decir, para cada punto z € X y cada 6 > 0, existe

un punto z € X y un natural N € N de manera que d(z,2) <0y d(T"z,T"z) > ¢.

Asi pues, fijamos z € X y § > 0 (sin pérdida de generalidad, podemos imponer
que § < g). Sea W = B(z,d). Como el conjunto de puntos periodicos Per(T) es
denso en X, existe un punto p € X periddico tal que p € B(x,0) = W, es decir,
d(p,x) < 0 < e. Ademas, como vimos antes, existe un punto periodico ¢ € X tal que
d(z,O(T,q)) > d/2 = 4e.

Llamamos n al periodo de p, de modo que 7"z = z. Definimos ahora el conjunto

n

V= \T)(B(Tq¢)).

i=0
Como B(T'q,¢) es abierto, y T es continua, entonces V es un abierto por ser in-

terseccion finita de abiertos y ademdas es no vacio puesto que ¢ € V' (ya que para

14
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cada i = 0,...,n obviamente T°q € B(T"q,¢). Por tanto existe un ¢, > 0 tal que
B(q,e,) C V).

Entonces, ya que T es transitiva, existe k& > 0 tal que T*(W) NV # 0, es decir,
existe un elemento y € W tal que T"y € V..

Llamando j a la parte entera de % + 1, se tienen las desigualdades 1 < nj—k < n,
y llamando m = nj, se tiene

y, como V = ﬂ(T’l)i(B(Tiq,g)), resulta V' C (T7Y)Y(B(T'q,¢)), Vi = 1,...,m;
i=0
en particular V' C (T-1)™*(B(T™ *q,¢)). Por la continuidad de T, se tiene que

T k) C B(T™ *q,¢), es decir, Ty € B(T™ *q,¢), o lo que es lo mismo, en

términos de distancia, tenemos que d(T™y, T™ *q) < ¢.

Recordemos que p era un punto periddico de periodo n; entonces como m = nj,

se cumple que T™p = p, luego

d(T™p, T™y) = d(p, T™y).

Por otra parte, de la desigualdad triangular obtenemos

d(a:,Tm*kq) <d(x, T™y) + d(Tmy,Tm*kq) <
< d(z,p) +d(p, T™y) + d(T™y, T™ *q) =
= d(x,p) + d(T™p, T™y) + d(T™y, T™ *q).

Entonces

d(T™p, T™y) > d(x, T" *q) — d(,p) — d(T™y, T" *q).

Hemos probado anteriormente que d(p,z) < 0 < €; ademads, sabemos también que
d(z,0(T,q)) > 4e, luego tenemos que d(z, T™ *q) > 4e; y por tltimo, hemos visto
que d(T™y, T™ *q) < e. Entonces se tiene la siguiente desigualdad

d(T"p, TMy) > 4e — e — e = 2e.

15
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Finalmente, usando de nuevo la desigualdad triangular
d(T™p, T™x) + d(T™"z, T™y) > d(T™p, T™y) > 2e,

llegamos a que o bien d(T™p, T™x) > € o bien d(T™y, T™x) > €. En cualquier caso,
con d(z,p) < dyd(x,y) <o (pues p,y € W = B(x,0)) hemos probado que existe un
punto z € X y un m € N tales que d(x,z) <0y d(T"x,T™z) > ¢. ]

Tras este resultado, podemos dar una nueva pero equivalente definicion de caos. Asi
pues, sea X un espacio topoldgico, metrizable y con infinitos puntos. Una aplicacion

T en X se dira caotica si es transitiva y tiene un conjunto denso de puntos peridédicos.

Para concluir la seccion veremos un resultado de Godefroy y Shapiro [12] en el que
demuestran que, en el caso lineal, simplemente la transitividad, basta para obtener la

dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Proposicion 2.4. Sea T' una aplicacion lineal, continua y topoldgicamente transitiva
sobre un F'-espacio X. Entonces T' tiene dependencia sensible de las condiciones ini-

ciales (para cualquier distancia invariante por traslaciones que defina la topologia de

X),

Demostracion. Sea d una distancia invariante por traslaciones que genera la topologia
de X y fijemos £,0 > 0y # € X. Consideremos U = {z € X :d(0,2) < d} y
V ={z¢€ X :d(0,z) > ¢}. Es claro que ambos conjuntos son abiertos y no vacios;
luego la transitividad de T nos garantiza que existe n € N tal que UNT™(V) # 0y

podremos encontrar un punto z € U tal que T"z € V.

Sea y := x + z. Como d es invariante por traslaciones se cumple que d(x,y) =
d(x,x + z) =d(0,2) < J, pues z € U. Por otro lado, como T es lineal y de nuevo por
la invarianza de d, se tiene que d(T"x,T"y) = d(T"z,T"z + T"z) = d(0,T"z) > ¢,
pues T"z € V. 0]
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Capitulo 3
Hiperciclicidad

Vimos en el Capitulo anterior que una aplicacién con una oOrbita densa es au-
tomaticamente transitiva. Las aplicaciones con orbita densa son las que llamaremos

hiperciclicas.

En 1929, G. D. Birkhoff [10] fue el primer matematico que prob6 un resultado
relacionado con la hiperciclicidad de un operador. Se trata del operador traslacion
7: H(C) - H(C), 7f(2) = f(z + 1), y Birkhoff probo la existencia de una funcion
entera tal que el conjunto de sus trasladadas, es decir, {f(z+n) : n > 0} es denso en
H(C).

En este capitulo profundizaremos en el estudio de la hiperciclicidad tanto de un
solo operador, como de una sucesion de operadores, ademéas de dedicar la seccion
final al Criterio de Hiperciclicidad, una condiciéon suficiente de hiperciclicidad que ha

resultado ser muy util.

Como hemos visto, que una aplicaciéon sea cadtica se reduce a que sea transitiva
y contenga un conjunto denso de puntos periddicos. Como el estudio de los puntos
periodicos no suele ser una tarea complicada, en este capitulo nos centraremos en la
hiperciclicidad y a lo largo del mismo comprobaremos que la hiperciclicidad equivale

a la transitividad bajo ciertas condiciones.
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3.1. Hiperciclicidad de un operador

Los resultados de esta seccion los veremos en su forma més general posible, indican-
do en cada caso si se trata de espacios vectoriales topolégicos, o mas particularmente,

de espacios de Fréchet, espacios métricos, localmente convexos, normados, de Banach.

Definiciéon 3.1. Una aplicacion continua T sobre un espacio topoldgico X, se dice que
es hiperciclica si existe x € X, que se llamard elemento o vector hiperciclico respecto
de T, tal que la orbita O(T,x) es densa en X. Denotaremos por HC(T) el conjunto

de elementos hiperciclicos respecto de T'.

Es obvio que para que la aplicacion 1" sea hiperciclica, el espacio X debe contener
un subconjunto denso y numerable, es decir, X ha de ser separable. Con lo cual, a

partir de ahora solo nos interesaran espacios separables.

A continuacion, y gracias fundamentalmente al Lema 1.2 visto en la Seccion 1,
vamos a demostrar el primer resultado importante de hiperciclicidad que nos dara

informacion acerca de la cantidad de elementos hiperciclicos de una aplicacién.

Teorema 3.2. Sea X un espacio topoldgico Ty sin puntos aislados. Si x € HC(T),
entonces T"x € HC(T) para todo m € N.

Demostracion. Por hipotesis, sabemos que x € HC(T), luego la orbita O(T,x) es
densa en X. Pero, para cada natural m > 0, se tiene que O(T,T™"z) = O(T,z) \ F
donde F = {z,Tx,..., T™ 'z}, pues

O(T, T"x) ={T"T™x :n >0} = {T"""z :n >0} = {T"x : n > m},
OT,z) N F ={T"x :n >0}~ {z,Tx,....,T" 2} = {T"x : n > m}

Podemos aplicar ahora el Lema 1.2 por ser F' un subconjunto finito de X. Asi F es
cerrado y de interior vacio. Luego O(T,T™x) es densa en X, por lo que todo elemento

T™x es hiperciclico respecto de T'. O

Como consecuencia de este teorema, podemos concluir que si existe un elemento

hiperciclico respecto de T, es decir, si HC(T') # (), entonces el conjunto de elementos
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hiperciclicos es denso. En efecto, en la demostracion hemos visto que la érbita O(T, )
es densa en X y que todo elemento Tz es hiperciclico; entonces O(T,z) C HC(T) y
por tanto HC(T') también es denso en X. Con esto hemos obtenido el primer hecho

esencial acerca de la estructura de los elementos hiperciclicos.

A partir de ahora, nos centraremos en el d&mbito de los espacios vectoriales topo-
logicos. En estos espacios, los casos mas interesantes son las aplicaciones lineales, asi

que, en lo que sigue, entenderemos que un operador es una aplicacion lineal y continua.

Usando los resultados anteriores, estamos en condiciones de probar el Teorema de

Transitividad de Birkhoff [9], que nos permitira relacionar caos e hiperciclicidad.

Teorema 3.3 (Teorema de Transitividad de Birkhoff.). Sean X un espacio
vectorial topologico T, sequndo numerable, sin puntos aislados y de Baire, y T un

operador sobre X. Entonces, T es hiperciclico si y solo si T es transitivo.

Demostracion. En primer lugar, veamos que hiperciclicidad implica transitividad. Pa-
ra ello, sean dos abiertos U y V no vacios de X. Si existe un elemento z € HC(T),
entonces existe n > 0 de manera que T"x € U. Por el Teorema 3.2, T"x tiene 6r-
bita densa, por lo tanto existe m > 0 tal que T™(T"x) € V. Luego se tiene que
T (U)NV £ 0.
Veamos ahora la otra implicaciéon. Como X es segundo numerable, existe una base
{Uk }ken numerable de abiertos de X. Se tiene ademés que
r€ HC(T) < O(T,z) esdensaen X <= {Thz:n>0}=X <

<= Paratodo k€N, Uy N{T"z:n >0} #0) <

<= Para todo k € N, existe ng > 0 tal que T™z € Uy.
Luego, podemos escribir HC(T') de la siguiente forma

HO(T) = (| J@T™) UL
keNn>0

Como Uy, es abierto, (T™) U}, también lo es por ser inversa por aplicaciones continuas

de un abierto y por tanto Hy := U (T™)"'Uy es abierto por ser unién de abiertos.
n>0

Si probamos que para todo abierto no vacio U C X, Hy := U(T”)_lU es denso

n>0
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en X, entonces tendriamos que HC(T') se puede escribir como interseccion de abiertos

densos. Asi, por el Teorema de Baire, HC(T') seria denso y, por tanto, no vacio.

En efecto, fijemos V' C X abierto y no vacio. Como 7' es transitivo, se tiene que

existe ng € N tal que
TV)NUAD=VN(T™) U #£0D

y, como V N (T™)~'U C V N H, entonces se tiene que V N H # (). O

Como hemos dicho antes, con este teorema podemos redefinir el concepto de Caos
Lineal. Asi, un operador 7' : X — X sera cadtico si es hiperciclico y posee un conjunto
denso de puntos periddicos. En otras palabras, un operador es cadtico si cerca de cada

punto pasa una Orbita densa y una oOrbita periddica.

Como Corolario del teorema anterior, veremos que no es necesario imponer ninguna

condicién extra para que el conjunto de vectores hiperciclicos sea residual.

Corolario 3.4. Sea X un espacio topoldgico T, sequndo numerable, sin puntos ais-

lados y de Baire. SiT : X — X es hiperciclico, entonces HC(T) es residual.

Demostracion. Hay que probar que HC(T) contiene algiin Gs denso. En la demostra-

cion del teorema anterior hemos visto que HC(T) = ﬂ Hy, con Hy, = U (T™) U
keN n>0
Por tanto, HC(T') es realmente un G4 puesto que es interseccion numerable de abier-

tos. Por otra parte, por el Teorema 3.2, HC(T') es denso en X. Asi, HC(T') es un Gy
denso en X (y X es de Baire), por lo cual se tiene que HC(T) es residual. O

A continuacion, veamos una consecuencia de este resultado y del Teorema de Baire.

Corolario 3.5. Sea X un espacio de Baire y T,, : X — X (n € N) una sucesidn
de operadores sobre X . Si para cada n € N, T, es un operador hiperciclico, entonces

existe un vector hiperciclico comun para todos los operadores T,.

Demostracion. Por hipotesis, para cada n € N, existe un elemento =, € HC(T,,), es
decir, que HC(T,,) # 0, VYn € N. Por el Corolario 3.4, cada HC(T,) es un G5 denso
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y por tanto, por ser X de Baire, la interseccion m HC(T,) es densa y en particular

neN
no vacia, luego existe un elemento x en dicha interseccion, con lo que z € HC(T,)

Vn € N. O

De hecho, también hemos probado que existe un conjunto residual de vectores

hiperciclicos comunes a todos los operadores 7,.

El siguiente resultado es una interesante consecuencia de la residualidad de HC(T")

y nos dice que todo vector puede descomponerse en dos vectores hiperciclicos.

Corolario 3.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico, metrizable y de Baire. Sea T
un operador hiperciclico sobre X. Entonces cada vector de X puede descomponerse en

suma de dos vectores hiperciclicos.

Demostracion. Para probar este resultado, usaremos el Corolario 3.4; veamos que se

cumplen las hipotesis para X:

= Es un espacio de Baire por hipotesis.

Es Ti, por ser metrizable.

Es segundo numerable, pues es metrizable y separable (por ser T hiperciclico en
X).

Carece de puntos aislados, ya que los espacios vectoriales son conexos.

Fijado = € X y aplicando el corolario citado anteriormente, HC(T') es residual
y no vacio, luego su traslacion, x — HC(T), también lo es. Ademas la interseccion
HC(T)N (x — HC(T)) sigue siendo residual puesto que la interseccion de G5 densos
sigue siendo un Gy denso y en particular, dicha intersecciéon es no vacia, por lo que
contiene al menos un elemento. Sea z dicho elemento, z € HC(T) y z € « — HC(T).
Por tanto, existen y,z € HC(T) tal que x —y = z y, por tanto, © = y + 2z con
y,z € HC(T). O
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A continuacién, veremos dos condiciones necesarias para la hiperciclicidad de un
operador. La primera de ellas se enmarca dentro de los espacios normados. Sea X un

espacio normado denotaremos la norma en X por || - ||.

Teorema 3.7. Sea T un operador sobre un espacio normado X. Si T es hiperciclico,

entonces ||T|| > 1.

Demostracion. Vamos a probar el contrarreciproco, suponiendo que ||T']] < 1. Para
cada = € X, se tiene |Tx| < ||T||||z]] < ||z|| ya que T es un operador continuo.
Entonces, Vn € N, Vo € X, |[|T"z| < ||[T"||||z]] = [|T||"|lz|| < ||z||- Por tanto la
orbita {T"x : n > 0} esta acotada y no puede ser densa. Por lo que T no puede ser

hiperciclico. O

Antes de enunciar la segunda de las condiciones, recordemos que si X es un espacio
vectorial topolégico y T" un operador sobre X, se dice que un escalar A es un autovalor
de T' cuando existe un vector no nulo ¢ € X tal que T'¢p = A¢. En tal caso, se dira
que ¢ es un autovector del operador 7. Ademas, recordemos que el adjunto de T es el
operador T% : X* — X* el cual viene dado para cada ¢ € X* por (T*p)(z) = ¢(Tz)
para x € X.

Teorema 3.8. Sean X wun espacio vectorial topologico y T' un operador hiperciclico

sobre X. Entonces T carece de autovalores.

Demostracion. Haremos la prueba por reduccion al absurdo, suponiendo pues que 7™
posee algin autovalor A € K (= R o C) donde K es el cuerpo de escalares de X.
Entonces existe un autovector ¢ € X* \ {0} tal que T*p = Ap. Tomamos un vector
u € HC(T). Asi pues, se tiene que o(Tu) = (T*¢)(u) = Ap(u) y por tanto, por
induccion se tiene también que o(T"u) = \*p(u), ¥n € N.

Por otra parte, como u es hiperciclico para T, el conjunto {T"u : n > 0} es denso
en X, luego por ser ¢ continua, {¢(7T™u) : n > 0} también es denso en p(X) = K.
Y como hemos probado antes que ¢(T"u) = \"p(u), entonces el conjunto {A\"¢(u) :
n > 0} es denso en K, pero esto es una contradiccion puesto que, en K, la sucesion

(AN"¢)n, con c fijo, o tiende a 0, o tiende a 0o, o tiene modulo constante |c|, segin sea,

22



Trabajo Fin de Grado Hiperciclicidad

respectivamente, |A\| < 1, [A\| mayor, menor o igual a 1; en cualquier caso, (A"c), no

seria densa. O]

Para concluir con esta seccion, veremos uno de los resultados mas importantes de
la misma, en el que probaremos la ausencia de operadores hiperciclicos en espacios de

dimension finita.

Teorema 3.9. Sobre un espacio X de dimension finita no hay operadores hiperciclicos.

Demostracion. Sabemos que un espacio vectorial topologico de dimension finita es
topolégicamente isomorfo a KV para algin N € N. Asi que podemos partir de que
X = K" y T un operador sobre X. Supongamos que 7" es hiperciclico, es decir, que

existe un elemento hiperciclico z € X.

Veamos en primer lugar que {x, Tz, ..., T 1z} es linealmente independiente. Su-

pongamos lo contrario; entonces existen ag,...,any_1 € K no todos nulos, tales que
N-1..
apx + a1 T+ ... +ay_11" "2z =0.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ay_; # 0. Entonces

N-2
any TN e = — Z a;T'z € L(x,Tx, ..., TV ?1),
i=0
(donde L(x1,--- ,x,) denotara al espacio vectorial generado por los vectores z; € X,

1 <i <p). Asi, aplicando T, se tiene que

N-2
an_ TNz = — Z a; T v e L(Tx,..., TN '2) C L(2,Tx,..., TN '2).
i=0
Luego se tiene que Tz € L(z,Tz,..., TN 'x). Aplicando de nuevo T, se tiene que
T(TNx) = TN*'x € L(Tx,...,TNx) C L(z,Tz,...,TN2) = L(z,Tx,..., TV 'z),
pues TNz depende linealmente de Tz para i = 0,..., N — 1. Por induccion, se llega
aquesi TVN*™y € L(x, Tx,..., TV "1x), entonces

T(TNt"g) = TN ™y € L(2, Tx,..., TV '2).
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Por lo que se tiene que L(O(T,x)) = L(z, Tx, ..., TV "1z) y por lo tanto, la dimensién
de L(O(T, z)) seria igual a la de L(z, Tx,..., TN 'z); pero ésta es menor estricto que
N por ser linealmente dependientes. Asi, O(T,x) no puede ser densa en KV y, por
tanto, los vectores {x,Tz,..., TV 12} son linealmente independientes, luego forman

una base de KV,

Tomamos ahora un a € R positivo, por la hiperciclicidad del vector x, existe
una sucesion de ntumeros naturales {ny}ren tal que Tz — «x. Se tiene entonces
que T™(T'x) = T{(T™x) — T'ax) = oT'z,Vi < N por la continuidad de 7.
Por ser {z,Tz,..., TN 'z} una base de KV, Tz — «az,Vz € K" y por tanto
T — oI de donde det(T™) — det(al) = oN. Si tomamos o = |det(T)], se tiene que
el conjunto {a" : n € N} es denso en K y llegamos a una contradiccion, pues hemos
visto que conjuntos asi no pueden ser densos en K. Por lo tanto, no existen operadores

hiperciclicos en espacios de dimension finita. [

Como consecuencia de este resultado, el estudio de hiperciclicidad y, por extension,

de Caos lineal, debe restringirse a espacios de dimension infinita.

3.2. Hiperciclicidad de sucesiones de operadores

Se puede generalizar la definicion de hiperciclicidad de un operador a hiperciclici-
dad de una sucesion de operadores T, : X — Y (n > 0), donde X e Y son dos espacios

topologicos.
Definicion 3.10. Se dice que x € X es hiperciclico respecto de la sucesion {T,}n>0
siy solo si la orbita O({T,},xz) = {T,x: n >0} es densa en Y.

Al subconjunto de elementos de X que son hiperciclicos respecto de la sucesion
{T}n>0 lo notaremos por HC({T,}).

Se dird que {T,,}n>0 es una sucesion hiperciclica si dicho conjunto HC({T,}) es
no vacio. Ademds, si HC({T,}) es denso en X, se dice que la sucesion {T,}n>0 es

densamente hiperciclica.
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Asi pues, la definicion de un operador hiperciclico es un caso particular de ésta,
tomando X = Y y la sucesion {7, },>0 de iteradas de una sola aplicacion continua

T:X = X, es decir, Ty = Id y, sin>0,T" =T o "o T.

A la vista de esta definicién, podemos observar que para que una sucesion de
operadores entre dos espacios topologicos, T, : X — Y (n > 0), sea hiperciclica, es
necesario que el espacio de llegada Y sea separable. Por tanto, desde este momento

nos centraremos en espacios (de llegada) separables.

También tenemos que recalcar que, al contrario de lo que sucedia con un tnico
operador (Teorema 3.2), la existencia de un elemento hiperciclico para una sucesion

{T’,}n>0 no implica que ésta sea densamente hiperciclica.

En efecto, sean X un espacio (de Hilbert) bidimensional y {u;,us} una base or-
tonormal de X. Sea {2, },en un subconjunto de X denso y numerable e y,, un vector
ortogonal a x,, con norma n, para cada n € N. Definimos la sucesion {7},},>o de

operadores lineales sobre X como
T, (auy + Bus) = ax, + By, con a'y [ escalares.

Entonces todos los multiplos de u; de la forma au; tal que o # 0 son hiperciclicos
para la sucesion {T,, },>o; pero si 8 # 0, se tiene que || T, (cus + Buz)|| > |B||lyn]] — o0
cuando n — o0o. Y por tanto no existen vectores de la forma au, + Sus hiperciclicos.
En resumen, el conjunto HC({7,,}) = {au; : @ # 0} no es denso en X, luego {1}, }n>0

no es densamente hiperciclico.

Establecemos ahora un teorema bastante importante que extiende a sucesiones

muchas de las propiedades que vimos para un sélo operador.

Teorema 3.11. Sean X eY espacios vectoriales topologicos con'Y sequndo numerable

yT,: X =Y (n>0) una sucesion de operadores. Entonces:

1. HC({T,}) es un Gs.
2. 8t X es de Baire, son equivalentes:

a) HC({T,}) es residual en X.
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b) {T.,} es densamente hiperciclico.
¢) El conjunto {(z,T,z) : x € X,n >0} es denso en X x Y.

d) Para cada par de abiertos no vacios U, V de X eY respectivamente, existe

n >0 tal que T,,(U) NV #£ 0.

3. Si X es primer numerable y de Baire, las condiciones a)-d) anteriores son tam-

bién equivalentes a las siguientes:

e) Para cada v € X y caday € Y existe {z,: p € N} C X y una sucesion de
enteros positivos {n,} tales que x, — x y T, v, =y (p — 00).
f) Eziste D C X denso en X y existe D' CY denso en Y tales que para cada

d€ D ycada d € D', se puede encontrar una sucesion {z,},en € X y una

sucesion de enteros positivos {n,} tales que v, = d y T,, x, — d' (p — 00).

Demostracion. Al ser Y segundo numerable, existe una base numerable {V,, : m € N}
de abiertos de Y.

1. Hay que probar que HC({T,,}) es interseccion numerable de abiertos, es decir,
que HC(T) es un Gs. Se tiene:

r€ HC{T,}) < O{T,},x)esdensaen X <= {T,z:n>0}=X <—
<= ParatodomeN, V,,N{T,z:n>0} #0 —
<= Para todo m € N, existe ng > 0 tal que T,z € V,,.

Luego podemos escribir HC({T,,}) como:

HO(T.) = () U@V
meN n>0
Como V,, es abierto, (T™)~'V,, también lo es por ser inversa por aplicaciones con-

tinuas de un abierto, y por tanto U(T”)_lvm es abierto por ser union de abiertos.
n>0
Luego tenemos que HC({T,}) es interseccion de abiertos. Ademas, vemos que dicha

interseccion es numerable. Hemos probado pues que HC({T},}) es un Gs.
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2. Si X es de Baire, hay que probar que son equivalentes a), b), ¢) y d).

a) = b):

Si HC({T,}) es residual en X, en particular implica que HC'({T,}) es denso, por

lo que {7} es densamente hiperciclico.
b) = a):

Si X es de Baire y T' densamente hiperciclico, HC({T},}) es denso en X y por el
apartado 1., es G5. Entonces HC'({T},}) contiene un G5 denso, a saber, él mismo. Por
tanto, HC({T,}) es residual en X.

b) = c):
Una base de abiertos de X x Y es {U xV : U C X, V C Y abiertos no vacios}.

Consideramos dos abiertos no vacios U C X y V C Y. Hay que demostrar que
{(z,Thx): v € X, n>0}N(UxV) # ). Equivalentemente, para todo abierto U C X
y para todo abierto V C Y, existen xy € X y ng > 0 tal que (zo, T,,z0) € U X V.

Asi pues, fijamos U C X y V C Y abiertos no vacios. Como HC({T,,}) es denso
en X y U C X es abierto no vacio, existe xg € HC({T,}) NU. En particular, se tiene
que g € HC({T,}), por lo que {T,zo : n > 0} es denso en Y, y al ser VC Y un
abierto de Y, existe ng > 0 tal que T,,,xo € V.

Entonces, hemos probado que zq € U y T,,,x0 € V, es decir, (xg, T,,,z0) € U X V.
c) =b):

Por la demostracién del apartado 1 se tiene que

HC(T,}) = [ Ha

meN

donde H,, = U (T™)"Y(V},,), siendo {V,},n base de abiertos de Y.

n>0
Hay que demostrar entonces que H,, es denso en X, para que asi, como la inter-
seccion de densos es densa (por ser X de Baire), se tenga que HC({T,}) es den-

so. Para ello, fijado un subconjunto U C X abierto y no vacio, probaremos que
U(Tn)_l(Vm) NU # (. Asf pues, como U x V,, € X x Y es abierto y por hipo-

n>0
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tesis {(z,T,z) : © € X,n > 0} es denso en X X Y, entonces existen xy € X y ng > 0
tales que zo € Uy Ty, w9 € Vin. Equivalentemente, o € U y x¢ € (Ty,,) " V,,; en parti-

cular zy € U(Tn)’le. Luego z € U N U (T,,) ' V. Por lo tanto dicha interseccion
n>0 n>0
es no vacia, obteniéndose asi lo que queriamos probar.

c) <= d):
El conjunto {(x,T,x) : x € X,n > 0} es denso en X X Y si y solo si, para todo
par de abiertos no vacios U C X y V C Y, se tiene que
{(,Thz): z€ X;n>0}N (U x V) #0.
Pero esto equivale a que existen xg € U y ng > 0 tales que (xg, T, x0) € U x V. Asi
para cada par de abiertos no vacios U C X y V C Y se tiene que T,,,(U) NV # 0.

3. Hay que probar que las condiciones €) y f) son también equivalentes a a), b),
c)y d).

e) = f):

Es obvio, puesto que el apartado f) es un caso particular de e) para subconjuntos
densos de X e Y.

c) = e):

Como X es primer numerable, todo punto del conjunto tiene base de entornos
numerable, por lo que la topologia de X queda definida por sucesiones convergentes.
Por lo tanto, por la densidad de {(z,T,x) : * € X,n > 0}, mediante sucesiones en

X XY se tiene e).
f)=a):
En la prueba del apartado 1 hemos visto que se puede escribir

CUTY) = () Hm.

meN

donde H,, U {T7*(V;n)}. Basta probar entonces que H,, es denso para cada m € N.

n>0
Fijamos pues un subconjunto abierto y no vacio U de X. Por la densidad de D, existe

d € DNU tal que d € S. De la misma forma, existe d € D' NV,,. Entonces, por
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hipotesis, se puede encontrar unas sucesiones {z,},en ¥ {np}pen tales que x, € Uy
To,Tp € Vin, luego x, € (Tnp)_lvm C H,, y se deduce que z, € H,,. Luego, como
x, € Uy x, € Hy, entonces la interseccion U N H,, es no vacia y se tiene asi que H,,

es denso. O]

Observemos que el apartado 2d) de este teorema coincide con la definicion de tran-
sitividad de un operador. A pesar de no tener, en general, la densidad de HC({T,,}),
con sOlo saber que la sucesion es hiperciclica, vamos a establecer un resultado que
nos asegura que, bajo ciertas condiciones, si que tenemos garantizada la densidad o
incluso la residualidad de HC({T,}).

Corolario 3.12. Sean X e Y dos espacios vectoriales topoldogicos y T, + X — Y

(n > 0) una sucesion de operadores.

1. Supongamos que Y es de Hausdorff o seudometrizable. Si existe C C X denso
tal que existe lim T,z en Y para cada x € C y {T,} es hiperciclica, entonces

n—oo
{T,} es densamente hiperciclica.

2. Supongamos que X es de Baire y que Y es seudometrizable y separable. Supon-
gamos también que existen D y D' densos en X e Y respectivamente, tal que
para todod € D yd € D', se pueden encontrar una sucesion {v, : p € N} C X y
una sucesion de enteros positivos {n,} tales que v, — 0, T, d = 0 y T,, v, — d’

(p = 0). Entonces el conjunto HC({T,}) es residual.

Demostracion.
1. Por hipotesis, {T},} es hiperciclico; entonces existe un vector u € HC'({T,}).

Veamos primero que u + C' es denso. Sabemos que C' C X es denso; entonces para
todo abierto U C X, U N C # (. Equivalentemente, para todo abierto U C X, existe
co € C tal que ¢y € U. Hay que probar que para todo abierto U C X, (u+C)NU # (.
Es decir, para todo abierto U C X existe ¢y € C' tal que ug + ¢y € U. En efecto, si U
es abierto, U — uo también lo es. Entonces, existe ¢y € C tal que ¢y € U — uq (puesto

que C es denso y U — g es abierto), es decir, existe ¢y € C' tal que ¢o + g € U.
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Sea z un elemento del conjunto denso u+ C| es decir, z = u+ x para cierto x € C.

Seay = lim T,z €Y.
T—>00

» Si suponemos que Y es de Haussdorf, hay que probar que {T,,} es densamente
hiperciclica. Asi pues, fijamos y € Y y un entorno V' del origen en Y. Entonces,
existe un entorno del origen V; tal que V;,4+V; C V. Como 3/ € Y, entonces ¢y +V;
es un entorno de 3 y como y' = lim T}z, existe ng € N tal que T,z € v/ + Vi,

T—>r00
Vn > ng.

Por ser Y un espacio vectorial topologico, es poligonalmente conexo, luego es
conexo y por tanto no tiene puntos aislados. Entonces, usando el Lema 1.2, el
conjunto finito F' = {T,,x : n=1,2,...,n9— 1} es cerrado y tiene interior vacio.
Luego, al ser {T,,u : n € N} un conjunto denso en Y, se tiene que {T,u : n > ng}
también lo es. Entonces, existe m > ng tal que T,u € (y —y') + V1. Y por tanto,
Tnz=Tou+Tpr € (y—y +V)+H +V)=y+Vi+ViCy+V.

Hemos probado entonces que para todo y € Y y para todo entorno V' del cero,
existe m € N tal que T},,z € y+V/, lo que garantiza la densidad de {7,z : m > 0}.
Luego z € HC({T,}). Asi, u+ C C HC({T,,}) y HC({T,.}) es denso.

= Supongamos ahora que Y es seudometrizable, que equivale a que Y sea primer
numerable. Siy € Y, por ser Y primer numerable, existe una sucesion de niimeros

naturales {n;} tal que T, u — y — y'. Entonces

lm 7, z=1lm T, u+ lim T,z = (y— ) +y =v.

k—ro0 k—ro0 k—ro0
Luego z es hiperciclico. Finalmente, como u+ C es denso y u+C C HC({T,}),
se tiene que HC({T,,}) es denso.

2. Por hipoétesis, Y es ahora seudometrizable y separable, lo que equivale a que
Y sea segundo numerable. Aplicamos el apartado 3 del Teorema 3.11 a la sucesion

z, = v, +d (p € N). Solo necesitamos la implicacion f) = a).

Veamos que se cumplen las hipotesis del teorema. Por una parte, tenemos que X
es de Baire, y no hace falta imponer que X es primer numerable puesto que no se usa

en la implicacion que queremos. Por otra parte, existen D C X y D' C Y densos tales
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que para cada d € D, d" € D', se puede encontrar una sucesion {z,} = {vq+d} y una
sucesion de enteros positivos {n,} tales que z, — d cuando p — oo (pues z, = v, +d
y vp = 0) y T, %, — d' cuando p — oo (pues T, v, = T, v, + T, d, donde T}, v, — d’
y T,d — 0).

Por tanto se cumplen las hipotesis y aplicando dicho teorema, se tiene que HC'({7},})

es residual en X. ]

Teorema 3.13. Sean X e Y dos espacios topoldgicos, de Baire y sequndo numerables.
Sea T, : X =Y (n>0) una sucesion de operadores biyectivos tales que cada T, es

continuo. Entonces, {T,} es densamente hiperciclica si y sélo si {T, '} también lo es.

En particular, st X es Ty, de Baire, sequndo numerable y sin puntos aislados, y

T : X — X es un homeomorfismo, entonces T es hiperciclico si y sélo si T~ lo es.

Demostracion. La sucesion {T,} es densamente hiperciclica si y solo si para todo par
de abiertos no vacios U C X y V C Y, existe n > 0 tal que T,,(U) NV # 0 (por
el Teorema 3.11). Aplicando (T;,)~! se tiene que (T;,) (T, (U)NV) # 0 y al ser T,,
biyectiva, (T,,) " (T,,(U)) N (T,) (V) # @ siy solo si UN(T,,) (V) # 0. Luego {T,; '}

es densamente hiperciclica.

Para probar lo que nos falta, usaremos el Corolario 3.4. Si T' es hiperciclica, en-
tonces HC(T') es residual. Por el Teorema 3.11, HC(T') es residual si y solo si T" es
densamente hiperciclico. Y por lo anterior, 7! también es densamente hiperciclico y

por lo tanto hiperciclico. Sélo es necesario probar una implicaciéon puesto que, al ser
T biyectiva, (T4t =1T. O

Para finalizar la seccion vamos a ver que, bajo ciertas condiciones, es posible hallar

elementos hiperciclicos de un subespacio.

Teorema 3.14. Sean X eY espacios topoldgicos y T, : X — Y (n > 0) una sucesion
de operadores. Sean los subconjuntos X1 C X e Y] CVY tales que X, es denso en X e
Y1 denso en'Y, T,,(X1) C Y1 (n > 0) y cada restriccion T,, |x,: X1 — Y1 es continua si
se dota a X1 e Yy de ciertas topologias, respectivamente mas fuertes que las inducidas

por X e Y. Entonces se tiene:
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a) Cada elemento de X hiperciclico para {T,, |x,}, lo es para {T,}.

b) Si{T, |x,} es densamente hiperciclica, entonces {T,,} también lo es.

Demostracion.

a) Y1 es denso en Y, luego dado un abierto no vacio V' de Y, entonces se tiene que
VNY; # () y ademés es un abierto en la nueva topologia de Y] ya que ésta es més fuerte
que la inducida por Y. Entonces, sea x € X hiperciclico para {7}, |x, }, el conjunto
{T, |x,  : n > 0} es denso en Y;. Como V NY; es un abierto de Y;, se tiene que
{T,, |x, :n>0}N(VNY7) # 0, o equivalentemente, {71}, |x, z:n > 0}NV £ (. Asi,
existe m > 0 tal que T,,z € V. Hemos probado pues que el conjunto {T,,x : n > 0} es

denso en Y, luego z es hiperciclico para {7, }.

b) Denotamos cly(A) a la clausura en X; de un subconjunto A C X;. Veamos que

Sea x € cly(A); entonces, para cada abierto Uy de X; con x € Uy, se tiene que
Ui N A # (). Para ver que x pertenece a A, tomemos un abierto U C X con x € U y
veamos que ANU # (). En efecto, sabemos que U N X, es abierto de X; y z € UN X4,
por tanto, AN (UNX;) # 0, pero ANU D (ANU)NX; = AN (UNX;) # 0, luego
ANU # 0y xec A

Por el apartado a), tenemos que HC({T, |x,}) € HC({T,}) y debido a que
cli(A) C A, se tiene que HC({T,,}) 2 HC({T,,|x,}) 2 clhi({T |x,}), y como {Ty,|x, } es
densamente hiperciclico, entonces cly ({1}, |x,}) = Xi. Tenemos que X; C HC({T,.}),
por tanto, X = X; C HC({T,,}) = HC({T,}), es decir, X € HC({T,}), de donde
se deduce que X = m puesto que la otra contencion (D) es trivial. Hemos

probado pues que {T,,} es densamente hiperciclica. ]

3.3. El Criterio de Hiperciclicidad

En esta seccion veremos una condicién que garantiza la hiperciclicidad de una
sucesion de operadores. Este criterio fue dado originalmente por Gethner y Shapiro

[11] y por Kitai [14] de manera independiente y en ambos casos, la demostracion esta
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inspirada en el Teorema de Rolewicz [16] que veremos mas adelante. Dicho criterio nos
serd de gran utilidad en el posterior estudio de ejemplos de operadores hiperciclicos y

caodticos.

El resultado lo daremos en el contexto de F-espacios. Recordamos que un F-espacio
es un espacio métrico donde la distancia es completa e invariante por traslaciones y

que escribiremos ||z — y|| = d(z,y).

Teorema 3.15. Sea X un F-espacio separable y'T' : X — X un operador. Supongamos

que existen un subconjunto denso D de X y una aplicacion S : X — X tales que:

a) ToS=1den X.

b) lim 7"z =0y lim S"z =0 para todo x € D.
n—oo n—oo
Entonces el conjunto HC(T) es denso y, en particular, no vacio.

Demostracion. Sabemos que z € HC(T) siy solo si, paratodo N € N, TVz € HC(T).
Ademas, una base de abiertos de X es {B(zy, %)}k], donde {xy}r C X es una sucesion
densa en X. Asi pues € HC(T) si y solo si, VN € N, {T"z : n > N} es denso en
X, lo que es lo mismo, VN, j, k € N, {T"z : n > N} N B(xy, ) # 0. Pero esto ultimo

i
ocurre si y solosi VN, j,k e Nz € {z € X : ||[T"x — xx| < % para algun n > N}.

Si para cada N € N, cada y € X y cada € > 0, tomamos
F(y,N,e) ={z € X : ||T"z — y|| < € para algin n > N},
acabamos de probar que

HOT) = () () () Flar N.1/5).

jeN NeN keN

Asi, si vemos que cada conjunto de la forma F(y, N,¢) es denso, por el Teorema de

Baire, tendriamos que HC(T') es denso y se concluira la prueba.

Fijemos 6 > 0, z,y € X, N € Ny e > 0. Veamos que F(y, N,e) N B(z,d) # 0.

Como D es denso en X, existen elementos yg, z0 € D, tales que ||y — yol < /2y
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||z—z0|| < /2. Tenemos por la hipotesis (b) que lim,,_, [|7"z|| =0y lim, o ||S"z| =0
en D, es decir, que existe n > N tal que ||S™yo|| < 6/2y ||T"20|| < /2 respectivamente.

Tomamos pues z = S™yy + 2o y se tiene que

. 5 0
lz =2l < llz = zoll + l20 = Il = [15™o ]l + |20 = 2 < 5 + 5 = 0.

Entonces hemos probado que existe x € X tal que ||z — z|| <.

Veamos ahora que ||T"x — y|| < e para algiin n > N. Por la hipotesis (a) se tiene

que para todon € N, T o S™ = Idx. Entonces,
[Tz — yl| = [[T"(S™yo + 20) =yl = [[T"(S"yo) + T"20 — y|| =
= llwo+T"z0 —yll < llyo —yll + IT"20]| < 5+ 5 =¢,

con lo que se concluye la demostracion. ]

Diversos autores han estudiado este resultado y han ido mejorandolo y debilitando
las hipotesis, como por ejemplo K. G. Grosse-Erdmann [13|, G. Godefroy y el propio
Shapiro |12], Bernal [1] o J. Bés y A. Peris [8]. Enunciamos a continuacién una de las

versiones mas usadas de este criterio para sucesiones de operadores (ver [13]).

Teorema 3.16 (Criterio de Hiperciclicidad). Sean X e Y dos F-espacios con Y
separable y T, - X — Y (n > 0) una sucesion de operadores. Supongamos que existen
dos subconjuntos densos Xy de X e Yy de Y y una sucesion creciente (ng)ry C N

cumpliendo las dos condiciones siguientes:

(i) Th,x — 0 (k — 00) para todo x € Xy.

(ii) Para todo y € Yo, existe una sucesion {ug}tr en X tal que v — 0 y T, ur, — y

Entonces la sucesion (T),), posee un conjunto Gs-denso, luego residual, de elementos

hiperciclicos.

Para un solo operador y sus iteradas se tiene un enunciado equivalente simplemente

sustituyendo {7}, }, por {T"},.
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Se dice que un operador (o una sucesion de operadores) verifica el Criterio de
Hiperciclicidad para {ng} si satisface las hipotesis del teorema anterior para alguna
sucesion creciente {n;}ry C N. En tal caso, es evidente que el operador (sucesion
de operadores resp.) es hiperciclico. Pero, squé se puede decir del reciproco de esta

ultima afirmacion?, en otras palabras, jtodo operador hiperciclico cumple el Criterio
de Hiperciclicidad?

Podemos encontrar sucesiones hiperciclicas de operadores de rango 1 sobre F-
espacios que no verifican el Criterio de Hiperciclicidad. Un ejemplo de ello es el si-

guiente resultado.

Proposicion 3.17. Sean X e Y dos F-espacios con Y separable. Sean {y,}n una
sucesion densa en'Y y f € X*\{0}. Entonces la sucesion de operadores T,, : X —Y
(n > 0) dada por

Tox = f(x)y, (x € X, n>0)

es hiperciclica y no satisface el criterio de hiperciclicidad.

Demostracion. La sucesion {T,}, es hiperciclica pues como f # 0, existe x € X tal
que f(z) # 0, por lo tanto {T,z : n > 0} = f(z){x, : n > 0} y este conjunto es

evidentemente denso en X pues {z,}, lo es.

Veamos que {7},} no cumple el Criterio de Hiperciclicidad para ninguna sucesion

En primer lugar, si {n;}; es una sucesion tal que y,, 4 0y T,z = f(2)yn,,
entonces para que T, x — 0, ha de ser f(z) = 0, lo que significa que = € ker(f) que
no es denso (pues es cerrado y f # 0), con lo cual la primera condicion del Criterio

de Hiperciclicidad falla.

Por otro lado, sea (ng); una sucesion tal que y,, — 0; luego T,,,x = f(x)yn, — 0
Vo € X (en este caso se tendria la primera condiciéon del criterio para todo z € X).
Si ahora u;, — 0 en X, tenemos que f(ug) — 0 (f lineal y continua). Por lo tanto,

Th,ur = f(ug)yn, — 0 con lo que falla la segunda condicion del criterio.

En definitiva, el operador T, definido como T,z = f(x)y, con f lineal y continua

e {yn} densa en X no cumple el Criterio de Hiperciclicidad. O
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Mas recientemente, Bernal, Calderon y Prado-Bassas [7] han verificado que exis-
ten sucesiones de multiplicadores de coeficientes en H(C) (operadores que a cada
f(2) = Y=o arz" le hace corresponder Tf(2) = Y- skarz" € H(C) para sucesiones
adecuadas de escalares {s;}xr) que son hiperciclicas pero no verifican el Criterio de

Hiperciclicidad.

Sin embargo, estos ejemplos no nos son tutiles si consideramos el Criterio de Hi-
perciclicidad para un tnico operador. En 1999, Bés y Peris [8] plantean el siguiente

problema:

Si T es un operador hiperciclico sobre un espacio de Hilbert (o de Banach),

ssatisface T el Criterio de Hiperciclidad?

Dichos matematicos obtienen, para el caso en que 7' sea un operador cadtico sobre
espacios de Fréchet, una respuesta afirmativa. Pero para operadores hiperciclicos, el
problema ha permanecido abierto hasta que recientemente, en 2009, De la Rosa y Read
[17] construyeron un espacio y un operador sobre él, que es hiperciclico pero no verifica
el Criterio de Hiperciclicidad, cerrando asi uno de los problemas més importantes sobre

Caos lineal.

Debemos senalar también que en la literatura se pueden encontrar diversos Crite-
rios de Hiperciclicidad, pero a pesar de ello, Bermudez, Bonilla y Peris [6] han probado

que todos ellos son equivalentes.
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Capitulo 4
Ejemplos

En este capitulo, analizaremos tres ejemplos clasicos de operadores cadticos. Se
trata de algunos de los més importantes operadores que, histéricamente, han servido

para desarrollar la teoria de la hiperciclicidad y Caos.

4.1. Operador Traslaciéon

El primer ejemplo de operador hiperciclico que encontramos en la literatura fue
dado por C. D. Birkhoff [10] en el afio 1929. Se trata del operador traslacion, que lo

denotaremos por T, y se define como

T,: HC) — H(C), T,f(2) = f(z+a), con a € C.

Podemos comprobar facilmente que T, es un lineal. Sabemos ademas que si una
sucesion { f,(2) }men de funciones enteras converge a una funciéon f(z) uniformemente
en compactos de C, entonces {f,,(z + a)}men converge a la funcion f(z + a) unifor-

memente en compactos de C, por lo que se tiene la continuidad de T,.

Veamos a continuacion el resultado que nos muestra la hiperciclicidad de este tipo

de operadores.
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Teorema 4.1 (Teorema de Birkhoff). Para cada a € C, existe un conjunto Gs-

denso de funciones enteras f, tales que el conjunto de sus trasladadas
{T'f(z) :n e N} ={f(z+na) :n € N}

es denso en H(C).

Demostracion. Usando el Criterio de Hiperciclicidad, tomamos X = H(C), T el ope-
rador traslacion por a, es decir, T'f(z) = f(2+4a) para cada f € H(C), y S el operador

traslacion por —a. Veamos que se cumplen las hipotesis del teorema:
a) ToSf(z)=Tf(z—a)= f(z—a+a)= f(z), luego T oS = Id.

b) Para probar esta condicion, hay que encontrar un conjunto D denso en H(C)
de manera que T" y S™ converjan puntualmente a cero en D. Definimos la funcion

entera f,, , para cada par de enteros k > 0 y m > 0 como:

Fui(2) = 2™ (W)mﬂ (2 € Q).

Ademas, fijada m, se tiene que f,, x(2) — 2™ uniformemente en compactos de C

cuando k£ — oo. Y también se tiene que:

sen (Ztna

me+1
T" fk(z) = (2 +na)™ (Wif)) — 0 (n — o0) en H(C),

sen (=4

S fn(2) = (2 — na)™ (%)mﬂ 50 (n — 00) en H(C).

Hemos probado entonces que las sucesivas potencias de 7'y S convergen puntualmente

a cero en el subespacio vectorial D generado por {fx: k> 0,m > 0}.

Por ltimo, como f,, x(2) — 2™ cuando k — 0o, entonces cualquier polinomio esta
en el cierre de D, y como los polinomios son densos en D, se tiene que D es denso en
H(C). ]

Antes de probar que el operador traslacion es cadtico, veamos algunos conceptos

y resultados previos.
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Recordemos que si A es un subconjunto de un espacio vectorial, al subespacio
vectorial generado por A lo denotamos por span(A), es decir, el menor subespacio

vectorial que contiene a A. Por lo tanto

span(A) = {Z aprr cnEN, xp € A ap € K}

k=1

Ademés, denotaremos por span(A) al subespacio vectorial cerrado generado por

A, es decir, el menor subespacio vectorial cerrado que contiene a A.

Veremos ahora una descripcién bastante util del espacio de puntos periddicos de
un operador 7' en términos de autovalores y autovectores, éstos tltimos unitarios. El

correspondiente resultado es de naturaleza puramente algebraica.

Teorema 4.2. Sean X un espacio vectorial complejo y T un operador sobre X. El

conjunto de puntos periddicos de T viene dado por

Per(T) = span{z € X : Tz = "™z para algin o € Q} .

Demostracion. Para empezar, tomando o = Qn—k, k€ Z,n €N, se tiene que
Try — e¥™Np — o Ty — 62k7m{[‘ —

Luego = es un punto periédico, con lo que se prueba la primera contencion.

Para la otra contencion, supongamos que 17"z = z, n € N. Ahora, dado el polino-
mio 2" —1, podemos descomponerlo en producto de monomios, donde A\, (k =1,...,n)

son las diferentes raices, de la forma 2" — 1 = (2 — A\1)(z — A2) -+ (2 — \p).

Por resultados algebraicos, sabemos que el sistema {p;(2),...,pn(2)} de polino-
mios, donde
pr(z) = H(Z - ), 1<k <n,
itk
es una base del espacio de polinomios de grado menor estricto que n. Por lo tanto,
dichos pi(z) son linealmente independientes, es decir, existen o, € C (k = 1,...,n)

tales que

1= Z apr(2),
k=1
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y si sustituimos z por 7T se tiene que

k=1

Multiplicando ahora la igualdad por x, obtenemos = = Zakyk donde yx = pr(T)x
k=1
(k=1,...,n). Por lo tanto

(T = XDy = (T' = NI ) pi(T) 2 = (T" = Iz = 0

con A =1, o lo que es lo mismo, \; = €*™ con a, = % Es decir, T}, = A\yyx. Hemos

aTi

probado pues que x € span{y € X : Ty = e*™y para algin « € Q}. ]

Para probar que el conjunto de puntos periodicos es denso, necesitamos también

el siguiente resultado, donde e, denota la funcién exponencial, es decir,
ex(z) =e*, 2€C, A e C.

Teorema 4.3. Sea A C C un conjunto con puntos de acumulacion. Entonces el con-

gunto span{ey : A € A} es denso en H(C).

Demostracion. Como A tiene puntos de acumulacion, existen {\,}, C Ay A € A con

An = Ay A, # X para todo n > 1. Asi, podemos escribir

A — A)%2?
Mz — Az (An=N)z _ e + M (N, — )\)Z+€Az( > )z 1.

A Az

Por tanto, podemos ver que e’ — e** (n — o0) uniformemente en compactos.

Entonces, e, € span{e,, : n € N}.
Se tiene también que

S

uniformemente en compactos, de modo que la funcién z — ze** pertenece a span{ey, :

n € N}. Si repetimos el proceso k veces, podemos deducir que las funciones z — zFe?*

pertenecen a span{e,, : n € N}.
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Sea ahora f € H(C). Entonces se tiene

f(Z) — e)\z(ef/\Zf(Z>) — 6)\2 iakzk — iakzke)\z
k=0 k=0

con a € C, k >0, de donde se tiene la convergencia en H(C). Entonces, tenemos
que f € span{ey, : n € N} y, por tanto, span{e, : A € C} = H(C), como queria
probarse. O

Estamos en condiciones de probar que el conjunto de puntos periodicos del ope-
rador traslacion es denso. Sea T, dicho operador, con a € C \ {0}, veamos que e,
un autovector de 7T, asociado al autovalor e®. En efecto, se tiene que Teex(z) =

ex(z +a) = eMFFT) = A7 era = ghag (7)),

Entonces, por el Teorema 4.2, el conjunto de puntos periodicos para T, contiene

al conjunto

A\ gl

spanfey : € = e°™ para algin a € Q} = span{ey : A = —, a € Q}.
a

Pero este ultimo conjunto es denso en H(C) debido al Teorema 4.3, luego Per(T,)
también lo es. Asi, T, es cadtico, puesto que hemos probado previamente que es hi-

perciclico.

4.2. Operador Derivada

En esta seccion trabajaremos con el operador derivada en H(C), que se define
como D : H(C) — H(C), D(f) = f’. Denotaremos el conjunto de todas las derivadas

de f por
{D"f:n>0}={f™:n >0}

Obviamente el operador derivada es lineal. Por otro lado, es bien conocido que si
una sucesion de funciones enteras {f, }nen converge a f uniformemente en compactos
de C, entonces { f/ },en converge a f" uniformemente en compactos de C (es el Teorema
de convergencia de Weierstrass). Por tanto, como el espacio H(C) es métrico, se deduce

la continuidad de D.
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Veamos ahora la hiperciclicidad de este tipo de operadores (ver [15]).

Teorema 4.4 (Teorema de MacLane). Eziste un conjunto Gs-denso de funciones

enteras f tales que el conjunto de todas sus derivadas {f"™ : n > 0} es denso en
H(C).

Demostracion. Escogemos X = H(C), D el conjunto de todos los polinomios, T el

operador diferencial y S el operador integraciéon definido como

Sf(z) = / “f$)dt (f € H(C),z € C),

con zg € C fijo y la integral tomada a lo largo de un arco rectificable que une zy y z. En
estas condiciones, veamos que se cumplen las hipotesis del Criterio de Hiperciclicidad.
En primer lugar, estd claro que al componer el operador integral con el operador
derivada, se tiene la identidad en H(C) (T'0 S = Idg(c)). Por otra parte, si p(z) es un
polinomio, entonces T"p(z) = 0 para todo n > grado(p) y

. my Mz = 2)""
S™(z—29)™) = (T ) =0 (n— o00),
luego se tiene la convergencia de T™ y S™ a cero en compactos de C. [

Veamos ahora que el conjunto de puntos periodicos del operador D es denso en
H(C). Es claro que ey es un autovector de D y A es el correspondiente autovalor. Asi,
debido al Teorema 4.2 el conjunto de puntos periddicos del operador derivada contiene

al siguiente conjunto
span{ey : X = €™ para algin o € Q}.

Dicho conjunto es denso por el Teorema 4.3, con lo cual se tiene que el operador D es

cadtico puesto que hemos probado ya que es hiperciclico.

4.3. Operador Backward Shift

Sea X el espacio /7 (1 < p < o0) o bien el espacio ¢y. Se define el operador
backward shift, B, sobre X como

B(x1,29, ..., Tpy .. ) = (o, ..., Ty, ...
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Podemos comprobar que ||B|| = 1, donde || - || denotara la norma en X. En efecto,
|Bz|| = || B(x1, 22, . oy Ty - )| = (22,0 oy 2y - )| <
< |z, 29, ... g, )| = |2

Hemos probado entonces que || Bz|| < ||z|| y por tanto que || B|| < 1. Pero si tomamos,
en particular, si © = ey se tiene que B(ey) = ey, por lo tanto ||B(eq2)|| = |lei]| = 1.
Como se alcanza la norma, entonces efectivamente ||B|| = 1. Asi, se tiene que el

operador Backward Shift es continuo y ademas es obviamente lineal.

Estéa claro, por el Teorema 3.7, que B no puede ser hiperciclico, ni siquiera aBB con
la| < 1. Sin embargo, Rolewicz prob6 en 1969 [16] que los multiplos de B por escalares

de modulo mayor que 1 si son hiperciclicos.

Teorema 4.5. Sea X el espacio P (1 < p < 00) o bien el espacio ¢y. Sea B el operador
backward shift en X. Entonces, para cada escalar a con |a| > 1, el operador T' = aB

es hiperciclico en X.

Demostracion. Sea X el espacio /P (1 < p < 00) o bien el espacio cy. Sea R el operador

forward shift definido para cada (z1,z,...) € X como
R(zy,29,...) = (0,21, 22,...).
Se tiene entonces que
Bo R(xy,x3,...) = B(0,x1,29,...) = (1,29, ...),

por tanto Bo R = Idx.

Consideramos ahora |a| > 1 fijo y probaremos el teorema usando el Criterio de
Hiperciclicidad. Para ello tomamos D = cg, el espacio de las sucesiones eventualmente
nulas, que es denso tanto el /£ como en ¢y, y los operadores T = aBy S = %R.
Entonces se tiene facilmente que 70 .S = Idx.

Por otra parte, como hemos probado anteriormente que ||B|| = 1, obtenemos que
1

laf*

IT|| = ||aB]| = |a|||B]| = |a|. De forma analoga, se prueba que ||R|| = 1y asi ||S|| =
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Tenemos entonces, por ser el operador S continuo, que

m m m x
157l < 157 el = 11zl = 22 S0 (m = o)

am
para x € D, puesto que |a| > 1.

Por otro lado, podemos observar que si = (21, xa, ..., Z,,0,...), entonces se tiene
Tx = (x2,...,2,,0,...) y aplicando este operador m veces, donde m > n, obtenemos

que Tz =0y asi, |[T™z|| =0,Ym >ny T"x — 0sixz € N.

Concluimos entonces, por el Criterio de Hiperciclicidad, que el operador 7' = aB

es hiperciclico. O

Podemos observar en la prueba de este Teorema que efectivamente se cumple la
primera condicion del Criterio de Hiperciclicidad, es decir, T'oS = Idx, donde T' = aB
y S = leR' Pero si componemos ambos operadores en sentido contrario, es facil ver

que no se tiene la identidad. En efecto,

SoT(xy,xg,...) = S(ary, axs,...) = (0,29, 3,...).

Como en los casos anteriores, para probar que este operador es cadtico, basta
comprobar que el conjunto de puntos periodicos de T es denso en X. Para ello, tenemos
que ver en primer lugar cudles son los puntos peridédicos de X respecto de Ty tras

esto ver que el conjunto de los mismos es denso.

Proposicidn 4.6. Sea X el espacio €, (1 < p < 00) o bien el espacio ¢y y sea x € X.

Los puntos periodicos de X respecto de T son de la forma

-N -N —2N —2N
r=(x1,...,¢N,a "T1,...,a “xn,a Nxy,. .0 N EN, ).

Demostracion. En primer lugar, hay que demostrar que dicho punto es periodico (y
de periodo N). En efecto,

N, _ N -N -N —2N —2N _
TVz = (aB)"(x1,...,2n,a " 21,...;a YN, a2y, ...,a N xN,...) =

_ _NpN-1 -N -N —2N —2N
=a" BY g, ...,xn,a Ny, . a N ey, a7 ey, Xy,

_ _NpN-2 -N -N —2N —2N
=a" B *(x3,...,en,a Ny, .0 N ey, a ey, a7 e,

N( —-N -N 2N —2N ) —

=.---=a'(a "T1,...,a "TN,Q T T1,...,0 TN, - -

_ -N -N —2N —2N _
= (z1,..., N, 0 X1, ...,a N ey, a” N xy, . a ey, L) = @
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A continuacion, veamos que todo punto periodico © = (x1, s, T3, x4, ...) es de esa

forma. En efecto, para N = 2 tendriamos

(aB)x = aB(xy,x2, 3,2y, ...) = a(xe, T3, 14, ...) = (axg, axs3, axy,...)

(aB)?z = a®>B(Bx) = a’B(xy, 3,74, ...) = a*(13,24,...) = (a*x3, 0’1y, . . .)
Como queremos que (x1, 9, T3, Xy, . ..) sea periddico (y de periodo N = 2), entonces
(aB)?z = x, por tanto

(a®z3,a’xy,...) = (21,79, 23,...)
Igualando componentes obtenemos

r1 = a’xs = 13 = a 2x1, 23 =a’rs = 15 = a 2x3 =a ‘1,

To = a’Ty = T4 = a 229, x4 = a’x5 = 16 = a T4 = a1y
Entonces, los puntos periddicos para N = 2 serfan de la forma

-N -N —2N —2N
r = (21,29, " w10V we,a” Ny, 0Ny, L),

Veamoslo ahora para un N genérico. Sea © = (x1, o, T3, X4, .. .) un punto periodico
de periodo N. Aplicando N veces el operador 1" obtendremos el mismo punto. En efecto

N N.._ (/N N N N
TV x (aB)Nz = (a™xyi1,0" TN1o, ..., 0" Ton, 0 Ton 1, .- .)

= ($1>$2; co s TN, TN+, - - )
Entonces, igualando las componentes de los vectores, llegamos a
-N

_ N _
Ty =0 TNyl = TN41 = G Ty,

_ N _ _-N
Ty =Q"TNt2 = TN42 = G~ T,

oy = aVTony = xon = a Nay,

_ N _ _-N _ _—2N
IN4+1 = Q@ TaN41 = TaN+1 = A TNyl = QA 7 T,

_ N _ _—-N _ 2N
IN+2 = Q4 TaN42 = ToN42 = QA " TNy2 = G T2,

_ N _ _—N _ _—2N
TogN = Q" T3N = L3N = 4 " TaN = a T TN,
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Obtenemos pues que el punto periddico = es de la forma

N —-N —2N —2N

(X1, ..., N, @ "y, ..,0 a0 N Ey, .., a

ZL‘N,...).

Para concluir, vamos a ver que el conjunto de este tipo de puntos es denso.

Proposicién 4.7. El conjunto de puntos periodicos de T' es denso en X.

Demostracion. Como cqy es denso en X, basta ver que puntos de coy se pueden apro-

ximar por puntos periddicos. En efecto, fijemos

Yy = (y17y27"'7yn7'”) € Coo-

Para cada N > n, sea xy el punto periddico de aB cuyos N primeras coordenadas

coinciden con las de y, es decir

IN = (y17 Y2, Yn, 07 (N—n)7 07 a_Ny17 a_Ny27 cee aa'_Nynv Oa (N—n)7 Oa e )

Entonces,

oy —y= (0, 0,a Ny, ..., a Ny, 0,7 0,a7 Ny, .., a7

y es facil comprobar que

lal
szv—yH—ZMIN]IIyH— _p |NHyII

Pero como . | ‘

Hemos probado entonces que el operador aB es caotico.

46

—+x — 0 (N — 00), tenemos lo que buscdbamos.



Bibliografia

1]
2]

13l

[4]

[5]

[6]

7]

18]

Bibliografia fundamental

L. Bernal-Gonzélez, “Universalidad y Caos”, Curso de Doctorado, 2005.

L. R. Devaney, “An introduction to chaotic dynamical systems”, Benjamin /Cum-
mings, Menlo Park, CA, 1986; second edition, Addison-Wesley, Redwood City,
CA, 1989.

K.-G. Grosse-Erdmann y A. Peris, “Linear Chaos”, Springer, 2011.

Otras Referencias

S. I. Ansari, Existence of hypercyclic operators on topological vector spaces, J.
Funct. Anal. 148 (1997), 384-390.

J. Banks, J. Brooks, G. Cairns, G. Davis y P. Stacey, On Devaney’s definition of
chaos, Amer. Math. Monthly 99 (1992), 332-334.

T. Bermudez, A. Bonilla y A. Peris, On hypercyclicity and supercyclicity criteria,
Bull. Austral. Math. Soc. 70 (2004), 45-54.

L. Bernal-Gonzalez, M. C. Calderén-Moreno y J. A. Prado-Bassas, Cyclicity of
coefficient multipliers: linear structure, Acta Math. Hungar. 114 (2007), 287-300.

J. P. Bés y A. Peris, Hereditarily Hypercyclic Operators, J. Funct. Anal. 167
(1999), 94-112.

47



Ejemplos Trabajo Fin de Grado

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

G. D. Birkhoff, Surface transformations and their dynamical applications, Acta
Math. 43 (1920), 1-119.

G. D. Birkhoft, Démonstration d’un théoréme élémentaire sur les fonctions entie-

res, C. R. Acad. Sci. Paris 189 (1929), 473-475.

R. M. Gethner y J. H. Shapiro, Universal vectors for operators on spaces of
holomorphic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 100 (1987), 281-288.

G. Godefroy y J. H. Shapiro, Operators with dense invariant cyclic vector mani-
folds, J. Funct. Anal. 98 (1991), 229-269.

K.-G. Grosse-Erdmann, Universal families and hypercyclic operators, Bull. Amer.
Math. Soc. (N.S.) 36 (1999), 345-381.

C. Kitai, “Invariant Closed Sets for Linear Operators”, Thesis, Univ. Toronto,
1982.

G. R. MacLane, Sequences of derivatives and normal families, J. Analyse Math.
2 (1952), 72-87.

S. Rolewicz, On orbits of elements, Studia Math. 32 (1969), 17-22.

M. de la Rosa y C. Read, A hypercyclic operator whose direct sum TS T is not
hypercyclic, J. Operator Th. 61 (2009), 369-380.

48



