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Presentacion

Este trabajo de fin de grado es el resultado de un seminario informal sobre los primeros
capitulos de las notas de J.P. May ( [15]) que nos dio a conocer amablemente el Prof. M.
Cérdenas.

El progreso del seminario se ha ajustado bastante bien con las asignaturas de topologia
cursadas por el alumno. Asi, los tres primeros capitulos sélo requieren los conocimientos
del curso de topologia del primer ano del grado y unas pocas nociones del curso sobre
geometria y topologia de superficies del tercer ano, por lo que un repaso de estos cursos
ha sido suficiente para el alumno. Cuando estos capitulos estaban practicamente cerrados,
el alumno ya conocia por el curso de homologia simplicial del cuarto ano los rudimentos
de la topologia simplicial usados en los capitulos 4 y 5. Sélo la tltima seccién del quinto
capitulo ha requerido conocer muy someramente la teoria de finales y las nociones mas
elementales de la categoria propia, temas que quedan fuera del grado.

Los espacios de Alexandrov y en especial los espacios finitos son un tema de estudio
muy apropiado para que los alumnos del grado interesados en topologia se inicien en la
investigacién, pues siendo accesible a estudiantes de ultimo ano, contiene problemas de
importancia y estd relacionado con investigaciones relevantes en otras areas.

El Tutor
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Resumen

En este trabajo se estudia la topologia béasica de los espacios finitos y, mas generalmente, los
espacios de Alexandrov (también llamados A-espacios). Se comienza con los elementos de
la topologia de Alexandrov, incluyendo su equivalencia con los preérdenes. Se sigue con una
detallada exposicién de la relacién entre A-espacios y complejos simpliciales descubierta
por McCord y Stong, y algunas de las recientes extensiones y mejoras de este resultado.
El trabajo termina con nuevas ideas sobre el infinito de los A-espacios localmente finitos
que parecen no haber sido consideradas hasta ahora en la literatura matematica.

Abstract

In this work, the basic properties of finite spaces and, more generally, Alexandrov
spaces (also termed A-spaces) are explored. It starts with the elements of the Alexandrov-
type topologies including their equivalence with the preordered sets. It continues with a
detailed account of the relationship between A-spaces and polyhedra owed to McCord and
Stong, and some of the recent extensions and improvements to this result. This work ends
with new ideas about the infinity of locally finite A-spaces which seem not to have been
considered in the mathematical literature.



Introduccion

Las relaciones de orden son estructuras que aparecen en muy variados contextos de las
Matematicas. Es conocido el procedimiento de asignar a un conjunto ordenado un poliedro
(complejo orden) y usar la topologia de éste para estudiar el conjunto original (ver [23]). Sin
embargo, es mucho menos frecuente estudiar los conjuntos ordenados usando la topologia
intrinseca que poseen. Esta topologia fue analizada por primera vez en 1937 por P.S.
Alexandrov ( [1]) e independientemente por A.W. Tucker ( [22]), quienes demostraron que
los conjuntos ordenados podian ser identificados como aquellos espacios topolégicos en los
que la interseccién arbitraria de abiertos era también un conjunto abierto. Asi pues todos
los espacios finitos corresponden a los conjuntos ordenados finitos.

Originalmente Alexandrov denominé a esos espacios “espacios discretos”, pero pasaron
a llamarse espacios de Alexandrov o A-espacios debido a que la terminologia original se
reserva actualmente sélo a aquellos espacios cuyos conjuntos unitarios son todos abiertos.
Los espacios discretos son entonces los tnicos A-espacios dotados de la propiedad de
separacion de Hausdorff. Quizas debido a que los espacios métricos, los espacios del andlisis
y la geometria, poseen esta propiedad, los A-espacios quedaron olvidados tras el trabajo
inicial de Alexandrov.

Después de treinta anos en el que la sola referencia relevante sobre A-espacios seguia
siendo el articulo de Alexandrov, aparecieron dos trabajos sobre la topologia algebraica de
los A-espacios debidos a M. McCord ( [16]) y R. Stong ( [21]). En el primero se probé que los
invariantes algebraicos de cualquier poliedro compacto (por ejemplo, la homologia) pueden
ser realizados en algin espacio finito, y en el segundo se estudié combinatoriamente el tipo
de homotopia de los espacios finitos a partir de su orden asociado. El punto crucial en los
resultados de McCord y Stong es que, a pesar del fallo de la propiedad de Hausdorff, los
A-espacios tienen propiedades de conexién sorprendentemente similares a los espacios de
interés de la topologia algebraico-geométrica.

De esta manera se llega al hecho, muy alejado de nuestra intuicién euclidea, de que un
espacio con sélo cuatro puntos tenga homologia no trivial. La explicacién de este fenémeno
estd en la “adherencia” que lleva aparejada toda estructura topoldgica. Asi si sobre un
conjunto un de cuatro puntos X = {a, b, ¢, d} se considera una topologia donde b y d son
adherentes a a y a ¢ (esto es, estan en las clausuras de los conjuntos unitarios {a} y {c}).
Es algo asi como considerar que la circunferencia unidad consta de cuatro “puntos”: b el
polo norte, d el polo sur, a el arco abierto de la izquierda de b a d y ¢ el arco abierto de
la derecha.

iii



iv INTRODUCCION

Pero mantenemos la “tension” que hace que la circunferencia sea de una sola pieza,
esto es, que b y d estdn adheridos tanto a a como a c.

También podemos imaginar esta adherencia mediante una experiencia incomoda de la
vida ordinaria: b y d son “chicles” pegados a los “zapatos” a y c¢. Ahora “vemos” que el
espacio es conexo e incluso una trayectoria cerrada continua en él que empieza en b, en el
intervalo (0, %) estd en a, en 1 pasa a d, continda con el intervalo (%, 1) en cy en 1 llega

2
a b otra vez.

Los trabajos de McCord y Stong no sacaron del olvido a los A-espacios, y el trabajo de
K.A. Hardie y J.J.C. Vermeulen [10] de 1993 parece ser la tnica referencia de interés sobre
A-espacios, aunque estos ya empezaban a ser usados para dotar de un lenguaje topolégico
al andlisis de imagenes digitales. Pensemos que una imagen digital es un conjunto finito
de pixeles en una pantalla de ordenador. El reticulo de los pixeles de la pantalla es dotado
de unas relaciones de adyacencia con el fin de buscar algoritmos para los procesamientos
de imégenes digitales como son el adelgazamiento o el reconocimiento de bordes. E. Kha-
limsky doté a las imégenes digitales de una topologia de Alexandrov y expresé en términos
topoldgicos la adyacencia de pixeles (ver ( [12]).

En paralelo con el interés por el uso de los A-espacios en la topologia digital, el estudio
de estos espacios desde el punto de vista puramente tedrico se revitalizé con la aparicion
en 2003 de unas notas de J.P. May sobre espacios finitos ( [14]). En ellas se muestra c6mo
la clase de los A-espacios, aparentemente marginal, encaja sin esfuerzo en el marco de
trabajo de la topologia algebraica. Ver [15] para consultar un diagrama panordamico de las
interconexiones de los A-espacios con otros objetos habituales en esta especialidad.

Este trabajo no pretende explorar el mencionado diagrama (la mayor parte del cual
queda fuera de un grado en matemaéticas), conformandonos con recopilar de manera de-
tallada las nociones bésicas de la topologia de los A-espacios y poner en contexto algunas
contribuciones recientes de los siguientes autores contenidas en los trabajos citados: J.
Barmak y G. Minian ( [2]), E. Wofsey ( [24]), M.J. Kukiela ( [13]) y E. Clader ( [5]).
Esta tarea expositiva ocupa todo el trabajo salvo la iltima secciéon que propone un trata-
miento de la topologia del infinito de los A-espacios que parece novedoso y cuyo eventual
desarrollo podria ser de interés.

Pasamos a detallar el contenido del trabajo:

El capitulo 1 recoge la terminologia bésica de topologia general, necesaria para el
trabajo. Los resultados que se presentan sin demostracion estan incluidos en las asignaturas
de topologia del grado. Las demostraciones que aparecen corresponden a resultados fuera
del programa de estas asignaturas, pero que bien podrian ser ejercicios de las mismas.

En el capitulo 2 se introducen las propiedades elementales de los espacios de Alexan-
drov (A-espacios), prestando especial atencién a los espacios finitos, de los que se incluye
su clasificacién por tipos de homeomorfia en términos de matrices, dada por Stong.

En el capitulo 3 se da el conocido teorema de Alexandrov, y algunas de sus consecuen-
cias. Este teorema afirma que los A-espacios son exactamente los conjuntos preordenados,
y aquellos que corresponden a los conjuntos parcialmente ordenados (posets) son los A-
espacios Ty (Ap-espacios). Esta equivalencia se establece con el lenguaje de categorias y
funtores que no es habitual su conocimiento en el grado, salvo en asignaturas optativas.

Entre las consecuencias del teorema de Alexandrov aqui recogidas, podemos mencionar
la codificacién de A-espacios por medio de diagramas de Hasse y la reduccién de los tipos
de homotopia de los espacios finitos a tipos de homeomorfia debida a Stong.

El capitulo 4 presenta la relacion entre A-espacios y complejos simpliciales mediante
el Teorema de McCord. Este teorema afirma que todo A-espacio X tiene asociado un
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poliedro P(X) y una aplicacién ¢ : P(X) — X tal que para todo poliedro @, la aplicacién
inducida ¥, : [@Q, P(X)] — [Q,X] (¥«[f] = [¢ o f]) entre clases de homotopias, es una
biyeccién. Es bien conocido en topologia algebraica que este hecho hace que v induzca
isomorfismos entre los invariantes algebraicos de P(X) y X. Para ello, necesitamos ampliar
ligeramente el conocimiento de la topologia simplicial adquirida en el grado.

El capitulo 5 retne recientes extensiones y mejoras de resultados contenidos en los
capitulos 4 y 5, en especial aquellas en relacién con el teorema de McCord debidas a
Wofsey y Clader. Terminamos el trabajo con una propuesta para tratar la topologia del
infinito desde la perspectiva de los A-espacios que parece ser nueva en la literatura.






Capitulo 1

Preliminares de Topologia General

En este capitulo se recogen las definiciones y resultados que forman la terminologia
basica de este trabajo. Los detalles pueden consultarse en cualquier texto de topologia ge-
neral (por ejemplo, [18] o [7]). Aqui s6lo aparecen las demostraciones de aquellos resultados
concernientes a bases minimales, que no suelen aparecer en la bibliografia habitual por
carecer de interés desde el punto de vista de la topologia continua subyacente al andlisis
y la geometria.

1.1. Espacios Topoldgicos

Definicion 1.1.1. Una topologia sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos de
X, T, que cumple las siguientes propiedades:

1. 0y X estén en 7.
2. La interseccién finita de conjuntos de T estd en T.
3. La unién arbitraria de conjuntos de 7 estd en 7.

Al par (X, T) se le llama espacio topoldgico. Los conjuntos de T son llamados conjuntos
abiertos de (X, T).

Notacién. Cuando la topologia 7 se supone implicitamente, o no es relevante en el
contexto, denotamos simplemente por X al espacio topolégico, que también es abreviada-
mente referido como “espacio”.

Los dos ejemplos extremos de topologia son los siguientes:

= La topologia discreta en X es la topologia en la que todos los conjuntos son abiertos,
o equivalentemente, todos los conjuntos unitarios son abiertos.

= La topologia indiscreta o trivial en X es la topologia en la que inicamente () y X
son los abiertos.

Es obvio que la topologia discreta es la mayor topologia posible, y la indiscreta, la
menor.

Recordemos que un espacio topolégico X se dice compacto si de todo recubrimiento
de X por abiertos se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Definicion 1.1.2. Al complementario de un conjunto abierto en el espacio topoldgico
(X, T) se le llama conjunto cerrado.
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Noétese que una topologia es discreta si y solo si cualquier conjunto es cerrado.

La familia F de cerrados de un espacio cumple las siguientes propiedades:
1. 0y X estédn en F.

2. La unién finita de conjuntos de F estd en F.

3. La interseccion arbitraria de conjuntos de F estd en F.

Definicién 1.1.3. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, dados A C X y xz € X, se dice que x
es interior a A en (X, T) (o que A es entorno de x) si existe un abierto G con z € G C A.
Se llama interior de A en (X,T) al conjunto int(A) = {z € X;z es interior a A}. Una
familia V' de entornos de z se dice base de entornos de x si para todo entorno N de z,
existe V€V con V C N.

Igualmente, z € X es llamado punto adherente a A si todo abierto G con z € G cumple
G N A # (. Se llama clausura de A al conjunto A = {z € X;z es adherente a A}.

Lema 1.1.4. Se cumple que int(A) C A C A. Un conjunto A C X es cerrado en (X, T)
si y s6lo si A = Ay es abierto si y s6lo si int(A4) = A.

Definicién 1.1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea A C X. La topologia sobre A,
TAa={ANG;GeT}

se denomina topologia relativa a A. Al par (A, Ta) se le llama subespacio topoldgico de

(X, 7).

Nota 1.1.6. Obsérvese que si A es abierto en (X, T), entonces todo abierto de (4, T4) lo
es de (X, T).

Proposicién 1.1.7. Se tiene que C' C A es cerrado en (A,74) siy sélosi C = FNA,
con F cerrado de (X, 7). En particular, si A es cerrado de (X, 7)), entonces todo cerrado
de (A, Ta) es cerrado de (X, T). Ademas, si B C A entonces la clausura de B en (A, 74)
coincide con B N A.

Definicién 1.1.8. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es densoen X si A = X.

1.2. Base de y para una topologia

La topologia de los espacios de interés (por ejemplo, los espacios métricos) no estd dada
explicitamente sino descrita a partir de ciertos abiertos generadores de acuerdo con la
siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Dado un espacio topoldgico (X, 7T ), una subfamilia B C T se dice que
es una base de la topologia T (o base de abiertos) si todo abierto no vacio de 7 es unién
de abiertos de B.

Lema 1.2.2. B es una base de 7 si y sélo si para cada abierto U y para cada z € U,
existe un B € Btal quex € BCU.

Definicion 1.2.3. Una base B de T se dice minimal si para cualquier B € B la familia
B — {B} deja de ser base de T.

Ejemplo 1.2.4. Una base de la topologia discreta es la formada por todos los conjuntos
unitarios {z}, x € X. Ademas, esta base es minimal.
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Ejemplo 1.2.5. El conjunto de las bolas de radio r > 0, es decir, By(z,r) = {y;d(z,y) <
r} es una base de la topologia en un espacio métrico X.

Ejemplo 1.2.6. Si B es una base de (X,7)y A C X, entonces By = {BN A; B € B} es
una base de la topologia relativa T4.

A la hora de definir una estructura topoldgica sobre un conjunto se usa habitualmente
la siguiente nocién.

Definiciéon 1.2.7. Una base B para una topologia sobre X es una coleccién de subcon-
juntos de X, llamados elementos bdsicos, que cumplen las siguientes propiedades:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccién de dos elementos basicos By y B, entonces existe
un elemento basico B3 que contiene a x, tal que B3 C B N Bs.

Si B satisface estas dos condiciones, la familia 7 (B) formada por los conjuntos U C X
tales que para cada x € U existe B € Bcon z € B C U, es la tnica topologia sobre X que
tiene a B como base y se denomina topologia generada por B.

Anadiendo una tercera condicién a la Definicién [1.2.7] se tiene la siguiente caracteriza-
cién de base minimal para una topologia:

Lema 1.2.8. Un conjunto B de subconjuntos no vacios de X es una base minimal para
una topologia si y sélo si se cumplen las tres propiedades siguientes:

1. Todo punto de X esta en algiin conjunto B de B.

2. Si z pertenece a la interseccion de dos elementos By, B € B, entonces existe By € B,
tal que x € Bg C B1 N Bs.

3. Si una unién de conjuntos B; de B estd también en B, entonces la union es igual a
uno de los B;.

Demostracidn. Las dos primeras condiciones son las de la Definicién [1.2.7]

Vamos a probar ahora la tercera condicién. Supongamos que la base B no cumple la
propiedad (3), es decir, existe algin B’ € B con B’ = U;c1B;, B; € By B’ # B;, para todo
i € I. Entonces, la familia B — { B} sigue siendo base de la la topologia 7 (B), luego B no
es minimal.

Reciprocamente, si se cumple (3) y B’ una base de 7 (B) con B’ C B, dado cualquier
B € B tenemos B = Uyep Bl con B!, € B’ C B por ser B’ base. Entonces por la condicién
(3), existe ag € A con B = B,/ € B'. Es decir, B € B', y por tanto B = B’ O

Definicién 1.2.9. La topologia de la union sobre X LY tiene como base la familia formada
por los conjuntos abiertos de X, union con los conjuntos abiertos de Y. En particular,
si B1 es una base de la topologia de X y By una base de la topologia de Y, entonces
BiUBy ={BUDB';B € By,B" € By} es base de la topologia de la unién X LY.

Lema 1.2.10. Si B; y Bs son minimales, también lo es B LI Bs.

Demostracion. Para ver que B = B LI By es una base minimal de X LY usaremos el Lema
Sea B € B que se puede escribir como una unién B = Uyep B, con B, € B. Si
B € B; (i = 1,2) entonces, necesariamente, B, € B; para todo a. Ahora aplicamos que B;
es minimal y existe ag € A con B = B,,. O
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Definicion 1.2.11. La topologia producto sobre X x Y es la topologia que tiene como
base los productos U x V', siendo U un abierto de X, y V un abierto de Y. En particular,
si By es una base de la topologia de X y By una base de la topologia de Y, entonces
By x By ={B x B'; B € By,B’ € B} es base de la topologia producto X x Y.

Lema 1.2.12. Si B; y By son minimales, también lo es B1 x Bs.

Demostracion. Para ver que B = B1 % By es una base minimal de X X Y usaremos el Lema
Sea B1 x By € B que se puede escribir como una unién de elementos de B, By x By =
UaeaBY' x BY. Usando las proyecciones p1 : X xY — X y pp : X XY — Y, tenemos
B1 = p1(B1 X Ba) = p1(UaeaBSY X BS) = Uaea BY' y, andlogamente, By = Uaep BS'. Ahora
aplicamos que B; (i = 1,2) es minimal y existen ay, s € A con B; = By, (i = 1,2).

Asi pues los subconjuntos de indices Ay = {a € A; By = Bo}y Ao = {a € A; By = By}
son no vacios. Afirmamos que la interseccién A1NA5 tampoco lo es. En tal caso, tendriamos
B x By = Bff x B para todo a € Aj N Ay y terminariamos asi la demostracion.

Queda comprobar que A N Ag # (). En efecto, sinoes asi A= (A—A)U(A—Ag) y
B1 x By se puede escribir como una unién By x By = U1 UU; donde U; = Ugep—np, B X BY
(1 = 1,2). Aplicando de nuevo las proyecciones p; (i = 1,2), obtenemos una contencién
estricta p;(U;) = Ugena—n, BY € B; ya que en caso de igualdad la minimalidad de B; nos
implicaria que existe a € A; con B* = B;, que contradice la definicién de A;. Por tanto
deben existir xg € By — p1(U1) e yo € By — p2(Us). Es decir, (z,y9) € U2 y (x0,y) & Ur
para todo € B y todo y € Bs. Entonces (zg,y0) € B1 X By = Uy U Uz nos lleva a que
(z0,y0) € Ur 6 (x0,y0) € Us, que contradice la eleccién de xq e yp. d

Nota 1.2.13. Para el caso de la topologia relativa, no se cumple en general que si tenemos
una base minimal de un espacio (X, T) se tenga que la base restriccién de ella (ver Ejemplo
sea minimal. De hecho, se sabe que todo espacio (X,7) con una base dada B es
topolégicamente equivalente a un subespacio denso de algiin espacio (Y, 7”) con una base
minimal B’ tal que B = B’ |x (ver [8]).

1.3. Axiomas de Separacién

Es bien sabido que la unicidad de puntos limite, crucial en tantos resultados de anélisis,
es consecuencia de la famosa propiedad de separacion de Hausdorff. Decimos que un espacio
X tiene esta propiedad (o que es un espacio Ts) si para dos puntos distintos cualesquiera
z, 7’ € X existen abiertos G1,Gy de X tales que x € G1, y € G2 y G1 NGy = (.

La nomenclatura T5 se debe a que la propiedad de Hausdorff es parte de una jerarquia
de propiedades de separacién que van de Ty a T5, estando los espacios métricos en lo més
alto de la escala.

En contraste con el punto de vista habitual, dominado por los espacios métricos, los
espacios de los que nos ocuparemos en este trabajo solo tienen interés si ocupan el nivel
més bajo de las escala, el Ty. El espacio discreto es el tinico entre ellos que aparece en un
nivel superior (ver Lema mas adelante). Recordemos la definicién de las propiedades
de separacién mas débiles que T5.

Definicién 1.3.1. Sea (X,7T) un espacio topoldgico.

1. X es un espacio Ty si para dos puntos distintos z,y € X, existe un abierto G tal
que,obienz € Gyy¢ G,obienye Gyz ¢G.

2. X es un espacio T3 si dados dos puntos distintos z,y € X, existen abiertos G, Gs €
(X, T) tales que: x € G1,y ¢ G1, y también y € Ga,z ¢ Gs.
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Obviamente, Ty = T7 = Ty. Ademas,
Lema 1.3.2. (A, T4) es un espacio T; si (X,7) también es un espacio T;, i = 0,1, 2.
Lema 1.3.3. Se tienen las siguientes equivalencias:

1. X es Ty si y sélo si para cualesquiera dos puntos z,y € X o bien x ¢ @, o bien

y ¢ {z}.

2. X es T) siy sélo si para todo z € X, entonces {x} es cerrado, es decir, {x} = {z},
lo que a su vez equivale a pedir que para todo z € X, {z} = Nyeg, G siendo G, la
familia de abiertos que contiene a .

3. X es Ty siy sélo si para todo x € X, {x} = Ngeg, G-

1.4. Aplicaciones continuas y Homeomorfismos

Por medio de una topologia se da una estructura de proximidad entre los puntos de un
conjunto. La aplicaciones continuas entre espacios topolégicos son aquellas que preservan
la proximidad. Recordamos aqui la definiciéon general de continuidad.

Definiciéon 1.4.1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Una aplicacion f: X — Y es
continua si f~1(V) es un abierto de X, para cada abierto V de Y.

Una aplicacién continua f es un homeomorfismo si f es biyectiva y su inversa f~! es
también continua.

Lema 1.4.2. Todo homeomorfismo f : X — Y transforma una base B de abiertos de
X en una base de abiertos de Y, By = {f(B); B € B}. Si B es una base minimal de X,

entonces By también es minimal.

Demostracion. Usaremos el Lema para probar la minimalidad. Sea f(B) = Ugaea
f(Ba), con BB, € B para todo o € A. Por ser f biyectiva B = UgepBo v por ser
minimal B = By, para algin ag € A, y por ello f(B) = f(Ba,). O

Una clase especial de aplicaciones continuas son aquellas que determinan la topologia
del espacio de llegada en funcién de la topologia del dominio de la aplicacién (en particular,
esta clase incluye a los homeomorfismos). Estas aplicaciones son las llamadas aplicaciones
cociente. Recordemos su definicién.

Definiciéon 1.4.3. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea p : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. La aplicacién p se dice que es una aplicacion cociente (o de identificacion)
si un subconjunto U C Y es abierto en Y si y sélo si p~1(U) es abierto en X.

Definiciéon 1.4.4. Si X es un espacio, Y un conjunto y p : X — Y es una aplicacién
sobreyectiva, entonces existe exactamente una topologia 7 sobre Y respecto a la cual p es
una aplicacion cociente; se denomina topologia cociente inducida por p.

[l

En particular, si “~” es una relacién de equivalencia sobre un espacio topolégico X,
el conjunto cociente X/~ con la topologia cociente inducida por la proyeccién natural
p: X — X/~ se denomina espacio cociente de X.

Podemos describir la topologia cociente de otro modo: Un subconjunto U de X/~
es una coleccién de clases de equivalencia, y el conjunto p~(U) es justo la unién de los
representantes de las clases pertenecen a U. Asi, el conjunto abierto caracteristico de X/~
es una coleccion de clases de equivalencia cuya unién es un conjunto abierto de X.
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Noétese que p : X — Y es una aplicaciéon cociente si y sélo si Y es homeomorfo al
espacio cociente X/~ donde “~” es la relacién de equivalencia definida por x ~ ' si p(z) =
/
p(a’).
iguiente propi iy risti i iente.
La siguiente propiedad es caracteristica de los espacios cociente

Proposicion 1.4.5. Sea f : X — Y una aplicacién continua compatible con la relacién
de equivalencia “~” sobre X, es decir, f(z) = f(2') si  ~ 2’. Entonces la aplicacién

f: X/~ — Y dada por f([z]) = f(z) (lamada aplicacion inducida por f) es continua
para la topologia cociente.

1.5. Conexion y Contractibilidad

Incluimos en esta seccién las nociones de espacio conexo y espacio contractil para su
consideracion posterior en la clase de los espacios de Alexandrov.

Definicion 1.5.1. Un camino en un espacio X, con punto inicial x € X y punto final
2’ € X, es una aplicacién continua o : I — X, donde I = [0,1] es el intervalo unidad
euclideo, tal que 0(0) = 2 y o(1) = 2/. En tal situacién diremos que los puntos = y 2’ se
pueden unir por un camino. Diremos que un espacio es conexo por caminos si dos puntos
arbitrarios de él se pueden unir por un camino. Un subconjunto A C X se llamard conexo
por caminos si lo es con respecto a su topologia relativa.

Un espacio X es localmente conexo por caminos si para todo x € X y todo entorno N
de x existe otro entorno N’ de z que es conexo por caminos y N’ C N.

Nota 1.5.2. La relacién entre los puntos de X “estar unidos por un camino” es de equi-
valencia. En efecto, la propiedad reflexiva se deduce del camino constante ¢(t) = = para
todo t € [0, 1].

Sea ¢ : I — X un camino que une z y z’; entonces la aplicacién o : I — X definida
por &(t) = o(1 — t) es un camino cuyo punto inicial es 2’ y su final es z. Esto prueba la
propiedad simétrica.

Finalmente, para demostrar la propiedad transitiva, dados o1 : I — X un camino que

une z con ' y o9 : I — X un camino que une z’ con z”. Entonces, la yuxtaposiciéon de
caminos ¢ : I — X definida por:

[ ou(2t) sitelo,3],
o(t) = { 02(215 —1) site [%j]

es un camino que une x con z’”.

Se llama componente conexa por caminos de X al conjunto de puntos que pertenecen
a una misma clase de equivalencia bajo la relacién anterior.

Definicion 1.5.3. Un espacio X se dice disconezo si se puede descomponer como la unién
disjunta de dos conjuntos abiertos (o, equivalentemente, cerrados) disjuntos y no vacios.
En caso contrario se dira que es conexo. Es claro que X es conexo si y sélo si los Uinicos
conjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados son X y ().

Puesto que todo intervalo euclideo es conexo, se sigue inmediatamente la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.5.4. Todo espacio conexo por caminos es conexo.

Para los espacios localmente conexos por caminos se tiene la equivalencia de ambas
nociones de conexién. Esto es:
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Proposicién 1.5.5. Sea X un espacio localmente conexo por caminos. Entonces X es
conexo si y so6lo si es conexo por caminos.

Una nocién mucho mas fuerte que la conexién por caminos es la contractibilidad.
Recordemos la definicion.

Definicién 1.5.6. Dos aplicaciones continuas f, g : X — Y se dicen homotdpicas si existe
una aplicacion continua
H:Xx[0,1] »Y

tal que H(x,0) = f(x) y H(z,1) = g(x), para todo z € X. La aplicaciéon H se llama
homotopia entre f y g, v la relaciéon de ser homotoépicas se denotarda por f ~ ¢g. Una
homotopia se dice constante sobre un conjunto A C X si H(x,t) = f(x) para todo t.

Nota 1.5.7. La relaciéon de homotopia es de equivalencia. En efecto, la propiedad reflexiva
se deduce de la homotopia constante H(z,t) = f(x) para todo t € [0, 1].

Sea H : X x I — Y una homotopia entre f y g; entonces la aplicacién H : X x I =Y
definida por H(t) = H(x,1 —t) es una homotopia entre g y f. Esto prueba la propiedad
simétrica.

Finalmente, para demostrar la propiedad transitiva, dadas las homotopias G : X x I —

Yentre fy f'y H: X xI—Y entre f'y f”. Entonces, la yuxtaposicién de homotopias
F: X x I — X definida por:

[ G(z,2t) sitelo,3],
F(z,1) _{ H(z,2t—1) site(3,1
es una homotopia entre f con f”.

Definiciéon 1.5.8. Una aplicacién continua f : X — Y se dice que es una equivalencia
de homotopia (0 que X e Y son homotdpicamente equivalentes) si existe g : ¥ — X
continua tal que fog ~idy y go f ~ idx.

Un espacio X se dice que es contrdctil si es homotopicamente equivalente a un espacio
puntual. Es inmediato que esta condicién es equivalente a afirmar que la identidad idx es
homotdpica a una aplicacién constante ¢ : X — X.

Definiciéon 1.5.9. Un subespacio A C X de un espacio X se dice un retracto de X si
existe una aplicacién continua r : X — A (llamada retraccion) tal que r(a) = a para todo
a€ A. Estoes,sii: A— X eslainclusion, r o es la identidad de A. Se dice que A es un
retracto de deformacion de X si ademas la composicion ¢ or es homotopica a la identidad
de X.

Si Y denota el conjunto de las aplicaciones continuas de X en Y, toda homotopia
h: X x I — Y induce una aplicacién h : I — YX definida por h(t)(z) = h(z,t). De esta
manera si se dota a YX de una topologfa apropiada para que la aplicacién h sea continua
se podré identificar homotopias entre f y ¢ con caminos en YX entre f y g.

Ello se consigue con la llamada topologia compacto-abierto que es la topologia generada
por todas las intersecciones finitas de la forma N}, (K;, U;) siendo, para cada i, K; y U;
conjuntos compactos y abiertos de X e Y, respectivamente, y (K,U) = {f € YX; f(K) C
U}. Para la topologia compacto-abierto se tiene el siguiente resultado, conocido como ley
exponencial; ver ( [18]; Teorema 46.11). Recordemos que un espacio X se dice localmente
compacto si para todo punto x € X y para todo entorno N de z existe un entorno mas
pequeno de z, N’ C N, que es compacto. El teorema dado en [18] exige la propiedad de
Hausdorff, pero esta no es necesaria como veremos a continuacién.



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES DE TOPOLOGIA GENERAL

Teorema 1.5.10. Sean Y y Z espacios topoldgicos cualesquiera y sea X localmente
compacto (no necesariamente de Hausdorff). Entonces si Y est4 dotado de la topologia
compacto-abierto, la continuidad de h : X X Z — Y es equivalente a la continuidad

de la aplicacién h:Z — YX. Es decir, que la aplicacién h — h induce una biyeccién
YXXZ o~ (YX) )

Demostracion. Supongamos que h es continua. Entonces, para todo z € Z, ﬁ(z) X Y
es continua por ser la composicién hoj, donde j, : X — X x Z es la inclusién j,(x) = (z, 2).
Més aun, la aplicacion h es continua pues dados K C X compacto y U C Y abierto y
z € hY((K,U)) se sigue que h(2)(K) = h(K x {z}) C U; es decir K x {z} C h=1(U). Por
la continuidad de h, h~1(U) es abierto y por la definicién de la topologia producto para
todo = € K existen abiertos W, C X y Q, C Z tales que (z,2) € W, x Q, C h=}(U).

Como K C Uzeg W, y K es compacto, existen x1, ..., 2, € K tales que K C U™, W,,.
Sean W = U™ W, v Q =N, Q. Entonces W y € son abiertos y K x {z} CW x Q C
h=Y(U). Asi pues z € Q C ﬁ_1(<K, U)), lo que prueba que z es un punto interior y
asi E‘1(<K ,U)) es abierto. Ahora a partir de la definicién de la topologia compacto-abierto
se concluye que h es continua.

Reciprocamente, si h es continua, sea U abierto de Y y (z,2) € h~1(U). Escribimos
g =nh(z): X = Y. Por hipétesis, g es continua asf que g~ (U) es abierto de X que contiene
a r. Ahora usamos la compamdad local de X para encontrar un entorno compacto de z,
K, C g ~L(U), esto es, h(z) = g € (K, U). Més atin, de ser h continua tenemos que
V="h" L({K,,U)) es abierto con z € V. Entonces (int K,) x V es un abierto conteniendo
a (z,z) y tal que h((int K;) x V) C U, esto prueba que (x,z) es un punto interior de
h=Y(U) y por tanto que h~1(U) es abierto. Hemos probado que h es continua. O

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, si tomamos Z = [0, 1], el intervalo
unidad euclideo, se tiene la siguiente identificacién de las homotopias como caminos entre
aplicaciones.

Corolario 1.5.11. Sea X un espacio localmente compacto. Entonces para todo espacio
Y, dos aplicaciones continuas f,g : X — Y son homotopicas si y sélo si estan conectadas
por un camino en YX con la topologia compacto-abierto.



Capitulo 2

Espacios de Alexandrov y Espacios
Finitos

2.1. Espacios de Alexandrov

Un espacio topolégico es un espacio de Alexandrowﬂ A-espacio o espacio principal si
la topologia T es cerrada también bajo intersecciones arbitrarias. Es decir, la interseccién
arbitraria de abiertos es un conjunto abierto.

Es obvio que todo espacio finito es un A-espacio, ya que toda interseccién de abiertos
se puede expresar como una interseccién finita. Por tanto, todo lo que se establezca para
A-espacios, seguird siendo valido para los espacios finitos. Histéricamente fue el estudio de
los espacios finitos el origen de los espacios de Alexandrov cuyas distintas denominaciones
corresponden a los distintos contextos donde han sido estudiados (ver [19] para varias refe-
rencias). De hecho, Alexandrov llamé “discretos” a los A-espacios, pero esta terminologia
ha quedado sélo para la clase de A-espacios cuyos puntos son todos abiertos.

Notacion. Los espacios finitos se denotardan F-espacios. Méas aun, un A-espacio T se
abreviard a Ag-espacio y, si es finito, a Fy-espacio.

En gran medida, cuando pensamos en un espacio topoldgico, solemos considerar es-
pacios con la propiedad de Hausdorff. Un ejemplo de esto son los espacios métricos. La
intuicién que solemos tener de este tipo de espacios puede resultar un poco enganosa cuan-
do tratemos con espacios de Alexandrov. Para empezar, el siguiente lema nos harfa dudar
del interés de los A-espacios desde el punto de vista de la topologia algebraico-geométrica.

Lema 2.1.1. Si un A-espacio es T, entonces es discreto.

Demostracion. Por el Lema|1.3.3(2) cada {z} es abierto y cerrado. O

Otra caracteristica distintiva de los A-espacios es la existencia de una base minima
para su topologia.

Definicion 2.1.2. Sea X un A-espacio. Para todo x € X, se define el abierto minimo de
x, Uz, como la interseccién de todos los conjuntos abiertos que contienen a x.

Lema 2.1.3. Si X es un A-espacio, entonces U, = Uy, si y sélo si {z} = {y}. En particular,
X es Ag-espacio si y sélo si U, = Uy, o, equivalentemente, x = y.

'Existe también el término “espacio de Alexandrov” para designar una clase de espacios en geometria
riemanniana, introducida por A.D. Alexandrov (sin relacién con P.S. Alexandrov) en 1957.

9
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Demostracién. Supongamos U, = U, y sea z € m cualquiera. Entonces tenemos que U,N
T (0, es decir, z € U,. Utilizando nuestra hipétesis, U, = U,, C U,. De aqui obtenemos
y
que y € U,. Ahora, U, N {y} # 0. Por tanto z € {y}. Hemos demostrado inclusién
{z} C {y}. La otra inclusién se prueba andlogamente y tenemos la igualdad {z} = {y}.

Si ahora suponemos {z} = {y}, entonces se sigue que y € {z}, y, de la misma manera
z € {y}. Esto quiere decir que Uy N{z} # 0y U, N{y} # 0. Por tanto, z € Uy e y € U,
y, por la definicién de los abiertos minimos, U, C Uy y U, C Uy; esto es, U, = U,,.

Si el espacio X fuese Ty entonces la igualdad m = @ equivale a x = y por el Lema
Reciprocamente, si X no es Ty entonces existen z,y € X con x # y y tales que todo
abierto que contiene a x contiene a y y viceversa; en particular, y € U, y € Uy, por lo
que U, C U, y U, C U, y, por tanto, U, = U, aunque x # y. O

Lema 2.1.4. La familia de los conjuntos abiertos minimos U, es una base del espacio X.
De hecho, es la unica base minimal (es decir, minima) de X.

Demostracidn. Ver que es base es inmediato, a partir del Lema La minimalidad de
B es inmediata a partir del Lemam En efecto, si Uze U = Uy, con y € J debe existir
xo € J con y € Uy, y por tanto Uy C Uy,. Por otro lado, Uy, C UzesU, = Uy y se sigue
la igualdad Uy = Ug,.

Veamos que B es la tinica base minimal. Supongamos que existe otra base minimal M.
Entonces para todo U, € B existe M € M tal que x € M C U,. Asi pues, M = U, y
B C M. Como habiamos supuesto que M es minimal, se tiene, necesariamente, la igualdad

M =B. O

Proposicion 2.1.5. X es un A-espacio si y sélo si para todo punto x € X, existe un
abierto minimo U, que lo contiene.

Demostracion. Ya sabemos por la Definicién que en todo A-espacio se puede en-
contrar un abierto minimo para cada punto. Reciprocamente, sea {G,}acp una familia
cualquiera de abiertos de X, con NaepGq # 0y tomemos x € NperGo. Entonces, z € G,
para todo a € A. Por hipétesis, U, C G, para todo a € A, y por tanto x € U, C NpeaGa,
luego = € int(NpearGa). Asl, NaeaGa = int(NaeaGo). Hemos probado que Ngep Gy s un
abierto. O

Proposicién 2.1.6. Sea f : X — Y una aplicaciéon entre A-espacios. Entonces f es
continua si y sélo si f(Uy) C Uy(, para todo x € X.

Demostracién. Si f es continua, entonces ffl(Uf(x)) es abierto y x € fﬁl(Uf(x)), luego
U, C f_l(Uf(m)). Esto es, f(U,) C Uf(r)

Reciprocamente, si §) es cualquier abierto de Y y x € f~1(Q), tenemos f(z) € .
Luego f(Uz) C Uy € Q. Aqui usamos la hipétesis y la minimalidad de Uy (,). Por
tanto, U, C f~1(Q) y = € int(f~1(Q)). Hemos probado que int(f~1(Q)) = f~1(Q), y por
consiguiente f~1(£2) es abierto, lo que quiere decir que f es continua. ]

La demostracion de la siguiente proposicién es inmediata.

Proposicién 2.1.7. Si (X,7) es un A-espacio, entonces para todo conjunto Y C X el
subespacio (Y, 7y ) es también un A-espacio. Ademds, la familia {U, NY},cy es la base
minima de Y.

Nota 2.1.8. La Proposicion [2.1.7] nos dice que los subespacios heredan la propiedad de
ser A-espacios. Esto no ocurre en absoluto para espacios con una base minimal, como fue
observado en la Nota (ver [8] para un estudio exhaustivo de los A-espacios y su
relacién con los espacios dotados de una base minimal).
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Proposicion 2.1.9. Sean X e Y dos A-espacios. Entonces X LY es un A-espacio. Ademas,
la familia {Uz, Uy }zex yey es la base minima de X UY'.

Demostracion. Por el Lema [1.2.10] la base indicada es minima, en particular X LY es
A-espacio por la Proposicién [2.1.5 O

Proposicion 2.1.10. Sean X e Y dos A-espacios. Entonces X x Y es un A-espacio.
Ademds, {U; X Uy} (zy)exxy €s base minima de X x Y.

Demostracion. Por el Lema [1.2.12] 1a base indicada es minima y X X Y es A-espacio por
la, Proposicién [2.1.5 O

Proposicién 2.1.11. Si p : X — Y es una aplicacién cociente y X es un A-espacio,
entonces Y también lo es.

Demostracion. Sea {Qq}aeca una familia de abiertos en Y, es decir, p~1(£2,) es abierto
de X para cada a € A. Entonces p~!(NacaQa) = Nacap ' () es abierto de X por ser
A-espacio. Por definicién de topologia cociente, Nyecp$2q es abierto de X /~. O

Proposicién 2.1.12. En la proposicién anterior, la familia de imagenes {p(U;)}rcx de
la base minima de X es base minima de Y si y sélo si la aplicacién cociente es también
abierta.

Recordemos que una aplicacién (continua o no) f : X — Y se dice abierta si para todo
abierto G de X su imagen f(G) es un abierto de Y.

Demostracion. Si la familia dada fuese una base minima entonces cada imagen p(Us)
serfa un conjunto abierto y como todo abierto G de X se puede expresar como una unién
G = UeU, se sigue que p(G) = Uyegp(Us) es abierto.

Para probar el reciproco, sabemos que cada p(U,) es un abierto que contiene a p(zx).
Si Up(y) es el abierto minimo de p(z) en Y dado por la Proposicién la continuidad
de p nos dice que p(U,) C Up(z) por la Proposicion La minimalidad de U, nos da
p(Ux) = Up(x). ]

Ejemplo 2.1.13. Un ejemplo donde p(U,) no es abierto es la siguiente aplicacién cociente.
Sean los F-espacios X = {a,b,c,d} e Y = {z,y, 2z} con topologias Tx = {0, X, {a},{a,b}}
y Ty = {0,Y,{z}}. Entonces p: X — Y dada por p(a) =z, p(b) = p(c) =y y p(d) = z es
una aplicacién cociente y p(Up) = {x,y} no es abierto de Y con U, = {a, b}.

2.2. Conexién y Conexion por Caminos

En contra de lo que se pudiera esperar a primera vista, las propiedades relativas a la
conexion de los A-espacios son sorprendentemente similares a aquellas de los espacios de
interés en la topologia algebraico-geométrica; esto es, son espacios localmente conexos y
que, por tanto, la conexién y la conexién por caminos coinciden para esta clase de espacios.

Lema 2.2.1. Sea X un A-espacio. Si y € U, entonces existe un camino en U, entre y y
x. En particular, todos los abiertos minimos de X son conexos por caminos.

Demostracion. Se define o : [0,1] — U, como o(t) =y sit <1y o(1) = z. Veamos que
es continua. Para ello, bastard ver que o es continua llegando a X, y por tanto comprobar
que o~ 1(U,) es abierto para todo z € X. Esto es trivial si 2,y ¢ U,, ya que entonces
o YU,) = 0. Si z € U,, tenemos U, C U, y, por hipétesis, U, C U, C U,. Por tanto,
o~ 1(U,) = [0,1]. Finalmente, si y € U, y x ¢ U,, entonces o~ 1(U,) = [0, 1). O
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Corolario 2.2.2. Todo A-espacio X es localmente conexo por caminos.

Como consecuencia inmediata del Corolario y la Proposicién tenemos que
la conexién y la conexién por caminos coinciden en la clase de los A-espacios. Més atn,
tenemos la siguiente caracterizacién de estas propiedades para los A-espacios.

Teorema 2.2.3. Sea X un A-espacio. Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. X es conexo

2. Dados x,y € X, existe una secuencia x = 21,...,2s = y, tal que 2; € U,,, 6 211 €
U., para 0 <i < s.

3. X es conexo por caminos

Demostracion. Supongamos que X es conexo. Fijamos x € X y consideramos A como el
conjunto de puntos y tales que existe una secuencia como en el enunciado de x a y.

Se tiene que si AN U, # 0 entonces U, C A; en efecto, si y € AN U, la secuencia
z1,.-.,2s de x a y se puede modificar para encontrar una secuencia entre x y cualquier
w € U, como sigue. Si y € U,,_,, entonces la secuencia original se extiende a otra con dos
términos mas, 2541 = Py 2s42 = W ya que y = 2, y w estdn en U, = U,_,,. Si, en otro
caso, zs—1 € Uy, entonces consideramos la nueva secuencia ¢, ...,gs+1 donde g; = z; si
J<s—1,qs=pYy qs+1 = w ya que en este caso zs_1 € U,,_, C U, C U, y qs41 € Ug,.

De la observacién anterior se sigue inmediatamente que y € A si y sélosi Uy, C Ay,
como consecuencia, A es abierto y cerrado, por lo que o bien A =0 6 A = X ya que X es
conexo. Como z € A, se sigue que A = X y por tanto se tiene (2).

Si se cumple (2), usamos el Lema para definir un camino o; entre z; y z;+1 para
todo 1 < i < s. Entonces por la transitividad de la Nota [[.5.2] se sigue que existe un
camino entre x e y y asi X es conexo por caminos.

La implicacién (3) = (1) es valida en general. O

2.3. Homotopia y A-espacios

En esta seccién comprobaremos que los A-espacios tienen la propiedad homotépica
local distintiva de los buenos espacios para la topologia algebraica: poliedros y variedades.
Aunque no se crea, los A-espacios son, como aquellos, espacios localmente contractiles.
Recordemos que un espacio X se dice localmente contrdctil si para todo x € X y todo en-
torno N de z, existe otro entorno N’ de x que es contractil y tal que N’ C N. Obviamente,
para A-espacios esto equivale a decir que el abierto minimo es contractil. Empezamos con
el siguiente resultado:

Lema 2.3.1. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones continuas, donde Y es un A-espacio.
Supongamos que Uy € Uyy) (0, equivalentemente, f(x) € Uy, ), para todo » € X.
Entonces f y g son homotoépicas por una homotopia que es constante sobre el conjunto

{z e X; f(z) = g(x)}.

Demostracion. Sea H : X x [0,1] — Y la aplicacién definida por H(z,t) = f(x) sit < 1,
y H(xz,1) = g(z). Nétese que si f(x) = g(z) para todo = € X, entonces H(z,t) = f(z)
para todo t. Para comprobar que H es continua, sea () cualquier abierto en Y. Dado
(z,t) € HY(Q), si t < 1 entonces H(z,t) = f(z) € Q. Como f es continua, existe un
abierto V con x € V'y f(V) C Up(y) € Q. Asi pues, H(V x [0,1)) = f(V) C Q. Luego
(z,t) € V x[0,1) € H~Y(Q). Es decir, (x,t) € int(H1(Q)).

Por otro lado, si t = 1, H(xz,1) = g(z) € Q, y como ¢ es continua podemos encontrar
un abierto W conteniendo a x y contenido en el abierto V dado més arriba tal que
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g(W) C Uyzy € Q. Més atin, por hipdtesis Uy(,) C Ug(y) C 2. Asf pues, H(W x [0,1])
H(W x[0,1)UH(W x{1}) = f(W)Ug(W) C Q. Estoes, (z,1) € W x[0,1] C H }(Q) y
también en este caso tenemos (z,1) € int(H~1(2)). Por tanto, siempre H~(£2) es abierto
y asi H es continua. O

Corolario 2.3.2. S5i Y es un A-espacio tal que para algin yp € Y se tiene Uy, = Y
entonces Y es contractil.

Demostracion. Sean f =idy y g = ¢y, la identidad y la constante ¢y, (y) = yo, y € Y. Por
hipétesis U, C Y = Uy, para todo y € Y y asf por el Lema se sigue que idy ~ ¢y,
es decir, Y es contractil. ]

Corolario 2.3.3. Todo A-espacio X es localmente contréctil.

Demostracion. En efecto, para todo x € X sea Y = U, en el Corolario Noétese que
en la topologia relativa de U,, él es el tnico abierto que contiene a x. Entonces U, es
contrictil. La minimalidad de U, asegura que X es localmente contractil. ]

Otra interesante consecuencia del Lema [2.3.1| es que para todo A-espacio X podemos
encontrar un Ag-espacio, Xg, que es homotépicamente equivalente a él. Mas atn, Xg C X
puede ser elegido como un retracto de deformaciéon de X. Con maés detalle,

Teorema 2.3.4. Todo A-espacio X tiene un cociente candnico Xy que es Ty. Més ain,
la aplicacion cociente p : X — X es una equivalencia de homotopia. Ademas, para todo
xz € X, p(Uy) es el abierto minimo de la clase [z] € X(. Finalmente, X, se puede suponer
un retracto de deformacién de X.

Demostracion. Definimos la relacion z~y si U, = U,. Sea Xg = X/~ el espacio cociente
correspondiente. Sabemos que Xy es un A-espacio por la Proposicién Mas aun,
la proyeccién canénica p : X — X es una aplicacién abierta ya que p~1(p(U,)) = Uy,
pues si y € p~1(p(U,)) entonces existe z € U, con p(y) = p(z), esto es, Uy = U, C Uy, y
asi y € U,. Tenemos, por la Proposicién , que {p(Uz)}zex es la base minima de Xj.
El espacio Xg es T como consecuencia inmediata del Lema pues p(Uy) = p(Uy) es
equivalente a [z] = [y].

Para ver p es una equivalencia de homotopia definimos f : Xqg — X, eligiendo para
[z] € Xy un representante cualquiera, pero fijo, z; ~ x y tomamos f([z]) = z,. Para
comprobar que f es continua. basta observar que para z € X,

FHU) ={[2)] € Xo;2" ~ 20 € Uy} = {[2'); Uy C U} = p(Uy).

Por otra parte, es obvio que po f = idx,. Ademas, por definicién de f y la relacién “~”,
se sigue la igualdad Uy (,(,)) = Us, = Uy, y obtenemos una homotopia H entre fop y idx
como consecuencia del Lema 2311

Comprobemos que la restriccién de f ala imagen f: Xo — f(Xo) es un homeomorfismo
yasi fop: X — Xog — f(Xo) es un retracciéon de X sobre f(Xy) ya que para todo
F([z]) € f(Xo) tenemos f(q(f([z])) = f([x]). Ademés es un retracto de deformacién pues
sii: f(Xo) — X es la inclusién, la homotopia H encontrada anteriormente nos da una
homotopia entre i o fo p = fopy laidentidad de X. B

Para comprobar que f es un homeomorfismo sélo hay que ver que su inversa 1

f(Xo) — Xo es continua, pero esto es inmediato ya que f~! = p|f(Xo). O

Nota 2.3.5. El teorema anterior es debido a M. McCord ( [16], Teorema 4) y nos dice que,
desde el punto de vista homotdépico, no hay pérdida de generalidad si nos centramos en
los Ag-espacios.
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2.4. Clasificaciéon de los tipos de homeomorfia de F-espacios

No se conoce una férmula recursiva que calcule el cardinal del conjunto T, de las
posibles topologias sobre un conjunto de n elementos. Es trivial ver que card(1y) = 1y
card(Ty) = 4, con algo més de trabajo se puede comprobar card(T3) = 39 y s6lo con n = 18
se tiene card(Tig) > 2-10% (ver [3]). Se sabe que card(T(n)) se comporta asintéticamente
como 2"*/4 (ver [11]).

Naturalmente, los nimeros anteriores se reducen al considerar el nimero de clases
de homeomorfia de los espacios. En esta seccién recogemos un procedimiento debido a
R. Stong ( [21]) para describir tales clases por medio de matrices. Comenzamos con una
pequena introduccién a las matrices de permutacién tomada de [4].

2.4.1. Definicién y propiedades de las matrices de permutaciéon

Sean n > 1y 7 una permutacién sobre el conjunto {1,...,n} de n elementos. Asociada
a esta permutacion se puede construir la matriz cuadrada n x n, Pr = (pij)i<i j<n donde
aij =0sij#7m(i) y airey = 1.

A toda matriz cuadrada n x n de la forma Py se llama matriz de permutacion. Sea Py,
el conjunto de las matrices de permutaciéon de orden n x n. Es obvio que el conjunto P,
estd en biyeccién con el conjunto de permutaciones de {1,...,n}. Obsérvese que P € P, si
y s6lo si P = (pij)1<i,j<n €s una matriz cuadrada n x n que tiene un tinico término no nulo
en cada fila y en cada columna, y éste término es siempre 1. En efecto, la permutacién
asociada a P le asigna a cada 7 < n el tinico indice 7 (i) tal que pir;) = 1.

Noétese también que para la composiciéon de permutaciones se tiene Prionr = Py - Py,
donde el término de la derecha es la multiplicacién de las correspondientes matrices de
permutacién. En particular, si 77! es la inversa de =, entonces P~ = P__1; més atin,
P.1 = P!, y por tanto, p-l_=pt_.

Lema 2.4.1. Si P = P; es una matriz de permutacién n x n y A es cualquier matriz
cuadrada n x n, entonces las filas del producto PA son las filas de A permutadas por 7.

Anélogamente, las columnas de AP son las columnas de A, permutadas por 7.

Demostraciéon. Sean P = (pij)lgi,jgn’ A = (ajk)1<jk<n ¥ PA = (¢ik)1<ik<n. Entonces:

n
qik = Zpijajk = Pin(i)An(i)k = Qr(i)k
j=1

Asi pues, la fila i-ésima de PA es la fila m(i)-ésima de A. Si AP = (1) 1<i k<n, €ntonces
n
Tik = Z QAijPjk = Qin—1(k)Pr—1(k)k = Qix—1(k)-
j=1
O
Corolario 2.4.2. Si P = Py, las filas y columnas de PAP~! = PAP! son las de A,
permutadas por 7. Es decir, el término que ocupa el lugar (i, j) de PAP~! es Ar(i)n(j)- En

particular, los términos de la diagonal de PAP~! son los de la diagonal de A, permutados
por la permutacién .
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2.4.2. Matriz asociada a una base minima ordenada

Sea Fin” la familia de los F-espacios con 7 elementos, y Fin= U,>1Fin" la familia
de todos los F-espacios. Sea F'in"/ =y Fin/ = los conjuntos cociente por la relacién de
homeomorfia. En lo que sigue se dara una descripcién de las clases de homeomorfia en
Fin/ = usando matrices de permutacion.

Si X es un F-espacio, tomamos una enumeracién, con los elementos distintos dos a
dos, de su base minima U = {U, }ex:

eyu="Un,...,Up,. (2.1)

Entonces a g le asociamos la matriz n x n, Fy = (&'j)lgi,jgm donde:

= Si i =j, entonces e;; es el numero de elementos z € X tales que U, = U,.

= En el caso de que U; C Uj, y no existe un k (distinto de ¢ 6 j) tal que U; C U, C Uj,
asignamos los valores e¢;; = 1y ej; = —1.

= Para los casos restantes, e;; = 0.

De esta forma, la matriz Ey; pertenece al conjunto de las matrices cuadradas n x n,
M, (n > 2), que consiste en las matrices A = (ai;)1<ij<n con las siguientes condiciones:

2. a;j esiguala —1,0 6 1sii # j.
3. al-j = —aji si 75 ]

4. a;; = 0 si existe una sucesion de indices distintos dos a dos {i1,...,is} tales que
11 =115 =]y Qipy, =1 paral <k <s—1

Si cambiamos la enumeracién (2.1)) por medio de una permutacién 7 de {1,...,n}
acy = Ur(1)s -+ Ur(n), entonces la matriz asociada a esta nueva enumeracion, E/ =

(€i;")1<i,j<n, tiene como entradas los siguientes valores:
= ¢;/ = numero de elementos de Unr(iy-
» e;j =1, eji' = =181 Ury) € Uyr(j) y Do hay otro abierto de €'y intermedio.
» En otro caso, €/;; = 0.

Es decir, Ej, = PrEyP; I donde P, es la matriz asociada a la permutacién 7. De esta
forma el espacio X tiene asociado un elemento del conjunto cociente M,/ ~ de clases de
equivalencia por conjugacién de matrices de permutaciéon de la familia M,,.

Si M = Up>1 M, esta asociaciéon induce una biyeccion entre las clases de homeomorfia
de F-espacios y el conjunto cociente M /~= U,>1M,,/~. Més precisamente,

Teorema 2.4.3. La aplicacion:
O Fin/>=— M/~

Dada por ®[X] = [Ey] es una biyeccién.
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Demostracion. Veamos que ® es sobreyectiva. Dada una clase [A] € M,,/ ~ representada

por la matriz A = (a;j)1<i j<n, sea X el conjunto formado por los pares de enteros (i, j)

donde 1 <i<n,1<j<ay Acadal < i < n le asociamos el subconjunto U; C X

dado por U; = {(k,j) € X;k = i o existe una secuencia de indices {ii,..., i, } con

m > 2coniy =k,is =1y a4, =1 paral <t <m— 1}. Cuando esto ocurra, diremos

que k estad ligado a i por una A-secuencia de longitud m (o, simplemente A-ligado).
Obsérvese que cada conjunto U; se descompone en una unién:

Ui={(1,7) e X;51<j<autU{(k,j) € X;1<j<agykestd A-ligado a i}
Nétese también que si (k, jo) € U; entonces (k, j) € U; para todo 1 < j < agg.
También, U; C Us, (i # s) si y s6lo si i estd A-ligado a s. En efecto, si se da la

inclusién, se sigue por definicién que i estd A-ligado a s. Reciprocamente, si i estd A-
ligado a s tenemos que (i, j) € Us para todo 1 < j < a;;; ademds, si (t,m) € U; con t # i,
entonces t debe estar A-ligado a i, y como i lo estd a s, entonces t estd A-ligado a sy
(t,m) € Us. En particular, U; C U y no existe Uy tal que U; C Uy C Us si y sélo si i esta
ligado a s por una A-secuencia de longitud 1; esto es, a;s = 1.

Con estas observaciones es facil verificar que la familia ¢ = {U; }i<,, cumple las condi-
ciones de la Definicion [1.2.7| para ser base para una topologia sobre X:

1. Es obvio que el punto (,7) € X esta en Us.

2. Tenemos que si (i,5) € Us entonces i estd A-ligado a s y U; C Us. Por tanto, si
(i,7) € UsN Uy, entonces (i,7) € U; CU;NUy.

Maés ain, U es base minimal, pues de (2) se sigue que U; es el abierto minimo de todo
(’L,j) con 1 < ] < Qs -

Comprobemos que ®([X]) = [A]. Para ello consideramos la base U ordenada tal y como
estd. Entonces Eyy = A. En efecto, es claro que e; = a; para todo 1 <4 < n. También, si
eis = 1 es porque U; C U y no existe U tal que U; C Uy C Uy, esto es, a;s = 1 como se
observé mas arriba.

Para ver la inyectividad, sean X e Y F-espacios con bases minimas ordenadas U =
{U1,...,Uy} y V ={Vi,...,V,.}, respectivamente, para las cuales [Ey] = [Ey]. Entonces
usando una adecuada matriz de permutacién podemos suponer que ambas bases tienen
la misma matriz asociada. Ello nos permite elegir, para cada 1 < ¢ < r, una biyeccién
fi ' Uy — V;. Todas juntas, estas biyecciones definen la biyeccion f : X — Y dada por
f(z) = fi(z) six € U;. Como U y V son bases y f(U;) = V; para todo i, se sigue que f es
un homeomorfismo.

O]

Nota 2.4.4. 1. Para un espacio discreto de n elementos X la clase ®([X]) se reduce a
la matriz unidad 1,,.

2. Nétese que el nimero de elementos de U determina el tamano de la matriz Eyy,
siendo la traza (suma de los elementos de la diagonal principal) de Ey el cardinal
de X. Més aln, si X es un Fy-espacio, todos los términos de la diagonal de Ej; son
unos.

3. Para la subfamilia Fing C F'in de Fy-espacios, la biyeccién ® se descompone en la
unién de biyecciones ®,, : Fing/=— M, /~.

4. Si Xy es el Fp-espacio asociado al F-espacio X en el Teorema entonces la
aplicacién cociente g : X — X induce una biyeccién entre una base ordenada U de
X y una base ordenada Uy de X tal que la matriz Eyy, se obtiene de Eys reemplazando
la diagonal de ésta por unos.



Capitulo 3

Conjuntos Parcialmente
Ordenados (Posets)

La idea de orden es fundamental en todas las ramas de las Matematicas. Su for-
malizacién es la teoria de conjuntos parcialmente ordenados (también llamados posets).
Curiosamente esta teoria se puede considerar parte de la Topologia ya que los posets son
exactamente los Ag-espacios. Dedicamos el capitulo a tratar con detalle esta equivalencia.

3.1. Definiciones basicas sobre Estructuras Ordenadas

Sea X un conjunto. Una relacion binaria (o relacién) en X es cualquier subconjunto
R C X x X. Una relacién R es reflexiva si (z,x) € R para cada x € X. Se dice simétrica
si para todo x,y € X la condicién (z,y) € R implica (y,z) € R. Por el contrario, R es
antisimétrica si para todo x,y,z € X la condicién (z,y) € Ry (y,z) € R implica z = y.
Finalmente, R es transitiva si para todo z,y,z € X la condicién (z,y) € Ry (y,2) € R
implica (z,z) € R.

Definicion 3.1.1. Un preorden R en un conjunto X es una relacion reflexiva y transitiva.
Si un preorden R en X es ademds antisimétrico, se llamaréd orden parcial (o simplemente
orden en X) y decimos que (X,R) es un conjunto parcialmente ordenado (o poset).

Notacién. Como de costumbre, se escribe = < y si (z,y) € R.

Definicién 3.1.2. Un elemento 2 € X es un elemento maximal (minimal) si para cada z
en X, v < z (2 < z, respectivamente) implica x = z. Se denotara por Max(X) (Min(X),
respectivamente) el conjunto de los elementos maximales (minimales, respectivamente) de

X.

Dos elementos z,y se dice comparables si x < y 6 y < x, de lo contrario se dicen in-
comparables. Si cada par de elementos son comparables decimos que (X, <) es un conjunto
totalmente ordenado. En general, cualquier subconjunto totalmente ordenado de un poset
se llamara cadena. Un subconjunto A C X se dice una anticadena si ningiin par de su
elementos son comparables. Nétese que tanto Max(X) como Min(X) son anticadenas.

Definicién 3.1.3. Una aplicacién entre conjuntos preordenados f : (X, <) — (Y, =) se
dice que preserva el orden (o que es una aplicacion ordenada) si para x < 2’ se tiene
f(z) <X f(2'). Se dice que invierte el orden (o es antiordenada) si para x < z’ se tiene
f@) 2 f(=).

La aplicacion anterior se dice que es un isomorfismo entre conjuntos preordenados si
es una biyeccién tal que f y f~! son aplicaciones ordenadas. Si son antiordenadas se llama
antitsomorfismo.

17
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Definicion 3.1.4. Un subconjunto S C X se llama conjunto decreciente siy < x € S
implica y € S. Para x € X, |z = {y € X;y < z} es un conjunto decreciente, llamado el
ideal principal generado por x.

Dualmente, un subconjunto S C X se llama conjunto creciente si y > x € S implica

y € S. Como caso particular, T2 = {y € X;y > x} es un conjunto creciente para todo
x € X, llamado filtro principal generado por x.

3.2. A-topologias y Preordenes

Alexandrov ( |1]) y Tucker ( [22]), descubrieron de manera independiente la equivalen-
cia entre A-topologias y preérdenes. Este es una consecuencia més del método de trabajo
consistente en comparar estructuras matematicas distintas y obtener consecuencias. Este
método llevd a la creacion de la teoria de categorias y funtores por S. Eilenberg y S. Ma-
cLane en 1945. Las categorias y los funtores han sido utilizadas en casi todas las ramas
de las Matematicas, permitiendo unificar relaciones estructurales que antes aparecian de
forma dispersa. Recordemos las definiciones bésicas relativas a categorias y funtores.

Definicion 3.2.1. Se llama categoria a un triple C formado por:

1. Una clase (no necesariamente un conjunto), llamada la clase de objetos de C y
denotada por Ob(C).

2. Una familia de conjuntos C(A, B), uno para cada par de objetos A, B € Ob(C),
llamado el conjunto de los morfismos de A en B.

3. Una familia de aplicaciones:

®(A,B,C): C(A,B) x C(B,C) — C(A,C),

una para cada tripleta de objetos A, B, C' € Ob(C), llamada composicién y denotada
®(f,g9) = go f, que cumple las siguientes condiciones:

a) Si A,B,C,D € Ob(C) se tiene la igualdad ho (go f) = (hog)o f para
feC(A B),ge C(B,C)y h e C(C,D) arbitrarios.

b) Para todo objeto A € Ob(C), existe un morfismo 14 € C(A, A) llamado identi-
dad de A tal quesi f € C(A,B)y g€ C(C,A) setiene folg=fylaog=yg
respectivamente.

Un morfismo f € C(A, B) se denotaré a partir de ahora f : A — B. Un morfismo
f A — B sedice un isomorfismo si existe g: B—> Atalque go f =14y fog=1p.
A g se le llama inverso de f.

Ejemplo 3.2.2. Algunas categorias que hemos manejado implicitamente hasta ahora son
las siguientes:

1. La categoria Set de conjuntos y aplicaciones. Los isomorfismos de Set son las apli-
caciones biyectivas.

2. La categoria Top de los espacios topoldgicos y aplicaciones continuas. Sus isomor-
fismos son los homeomorfismos.

3. La categoria Alex de los A-espacios y aplicaciones continuas entre ellos.
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4. Las categorias PreOrd y Poset de conjuntos preordenados y posets, respectivamen-
te, con las aplicaciones ordenadas y los isomorfismos de la Definicién [3.1.3] Obsérvese
que podemos usar alternativamente aplicaciones antiordenadas y obtenemos nuevas
categorias.

5. La categoria Top/~ de espacios topoldgicos y clases de homotopia de aplicaciones
continuas como morfismos. Ahora los isomorfismos estan representados por equiva-
lencias de homotopia.

6. Obviamente, como consecuencia del punto anterior, también tenemos la categoria
homotépica Alex/ ~ si nos restringimos a los A-espacios.

Definicién 3.2.3. Una categoria D se dice subcategoria de otra categoria C si Ob(D) C
Ob(C) y para todo par de objetos A, B € Ob(D), D(A, B) C C(A, B), preservando esta
inclusién las composiciones de morfismos y las aplicaciones identidades. Cuando D(A, B) =
C(A, B) para todo A, B € D, decimos que D es una subcategoria llena de C.

Ejemplo 3.2.4. Alex es una subcategoria llena de Top. Analogamente, Poset es una
subcategoria llena de PreOrd. También es llena en Alex (y por tanto en Top) la subca-
tegoria Alexg C Alex consistente en los Ag-espacios.

Definicion 3.2.5. Sean C y D dos categorias. Un funtor covariante F': C — D es una
regla que asocia a cada objeto X de C a un objeto F(X) € Ob(D) y a todo morfismo
f A — B un morfismo F(f) : F(A) — F(B) tal que F'(14) = 1pay y Fgo f) =
F(g) o F(f). Se dice que F' es un funtor contravariante si, en la situacién anterior F(f) :
F(B) — F(A) y F(go f) = F(f) o F(g). Nétese que podemos definir la composicién de
funtores covariantes y también contravariantes.

Definiciéon 3.2.6. Sean F,G : C — D dos funtores covariantes. Una transformacion
natural 7 : F — G es una regla que asigna a todo objeto X € Ob(C) un morfismo
7x : F(X) — G(X) en D tal que para todo morfismo f : X — Y en C se tiene el
diagrama conmutativo:

F(X) > G(X)
F(f)l lcm
F(Y)—=G(Y)

Cuando 7x es un isomorfismo para todo objeto X se dice que 7 es una equivalencia
natural. Es inmediato definir la nocién de composicién de transformaciones naturales. Para
funtores contravariantes, todo lo anterior puede establecerse de manera anéloga.

Definicion 3.2.7. Un isomorfismo de categorias es un funtor F' : C — D para el que
existe otro funtor G : D — C tal que F oG = idp y GoF = idc. Cuando las identidades
anteriores son reemplazadas por equivalencias naturales, se dice que F' es una equivalencia
de categorias.

Ejemplo 3.2.8. Veamos como la construccion dada en el Teorema define un funtor
G : Alex — Alexg. En efecto definimos G(X) = Xy siendo Xy el Ap-espacio obtenido
como cociente de X en el Teorema Dada una aplicaciéon continua f : X — Y
definimos G(f) = fo : Xo — Yo como la aplicacién inducida por ¢y o f en el diagrama

Xt .y

o e

Xo—Y,
0 o 0
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Para ver que fy estd bien definida basta comprobar que si U, = U, entonces gy (f(x))

= qy(f(2’)). Ahora bien, por continuidad de gy o f tenemos por la Proposicién m

av (f(@) € av (f(Us)) = av (f(Us)) € Upy (5(a)) ¥ av (f(2)) € av (f(Uz)) = av (f(Us)) €

qu(f(a: ))- Por tanto, Uy, (¢(2)) = Ugy (f(2)) €S €l abierto minimo tanto de gy (f(x)) como de

qy (f(2")) (ver Teorema |2 ﬁb Ahora, aplicando que Y} es Tp, concluimos que gy (f(z)) =
)

gy (f(2)) por el Lema [2.1.3

Dedicamos el resto de la seccién a describir la identificacién entre A-espacios y conjun-
tos preordenados debida a Alexandrov ( [1]) y Tucker ( [22]) como un isomorfismo entre
las categorias Alex y PreOrd. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema 3.2.9. Si < es un preorden en X, entonces la familia de los ideales principales en
X:

lt={yeXjy<z}, reX

es base minima para una A-topologia sobre X para la cual los abiertos son exactamente
los conjuntos decrecientes (o, equivalentemente, los cerrados son los conjuntos crecientes).
Mas aun, si “<” es un poset, entonces esta topologia es Tj.

Demostracion. Para ver que la familia anterior forma una base minimal usaremos el Lema
Obviamente x €lx. Mas ain, si z €lx, claramente tenemos |z Clxz. Esto prueba
tanto la segunda condicién del lema como que los conjuntos U, =]« forman una base
minimal.

Si ademas (X, <) es un poset, entonces si z € Uy e y € U, tenemos que z <y y y < .
Por tanto z = y, es decir, la topologia asi construida es Tj.

Finalmente, si A es un conjunto decreciente se prueba facilmente que A = Ugeca la,
esto es, A es un abierto de esta topologia. ]

Definicion 3.2.10. A la topologia anterior la llamaremos topologia del preorden “<” 'y
la denotaremos por 7T<.

Nota 3.2.11. También es base minima para una topologia sobre X la familia de filtros
principales 1z, que seria la topologia del preorden opuesto definido por x <°? y si y < x.

De manera inversa tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.12. En todo A-espacio (X,7T) se puede definir un preorden <7 (preorden de
especializacion de T') estableciendo = <7 y si se cumple una de las siguientes condiciones
equivalentes:

x € {y} &y € Uy, para todo entorno U, de z < {z} C {y}

Méds aun, si (X, T) es Ty entonces el preorden <7 es de hecho un orden parcial.

Demostracion. La propiedad reflexiva sigue de x € U,. Para ver la propiedad transitiva,
supongamos = <7 y e y <7 2. Entonces tenemos = € U, y y € U, respectivamente. En
particular, por ser X un A-espacio, U, C U,. Por tanto tenemos x € U, C U, es decir,
z <71 2.

Si ademas (X, 7)) es Tp, y tenemos x <y e y < z, entonces x € Uy e y € U, y por ello
Uz CUy y Uy C U, Ast que Uy = Uy, y por el Lema 2.1.3] tenemos x = y. O

Teorema 3.2.13. Toda relacion de preorden “<” sobre un conjunto X coincide con el
preorden de especializacién de su topologia. Méas aun, toda A-topologia T sobre X es la
topolologia de su preorden de especializaciéon. Ademds, f : (X, <) — (Y, <) es ordenada
siysélosi f:(X,7<) — (Y, 7<) es continua.
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Demostracion. Denotemos por “<” el preorden de especializacién de 7< y supongamos
que = <y, esto es, x € U,. Como el abierto minimo de y en 7 (<) es el ideal principal de
y con respecto al preorden “<”, U, =ly , se sigue que z < y.

Si ahora A es un abierto de la topologia del preorden de especializacién de 7 podemos
escribir A como la unién A = Uyc 4 Ja donde los ideales principales estan tomados respecto
a “<q4”. Pero, respecto a este orden, es inmediato probar que la = U, es el abierto minimo
de a en la A-topologia T, y asi A es abierto de esta topologia.

Ahora, si f: (X, 7<) — (Y, 7<) es continua, entonces, la continuidad y la definicién
de la topologfa del preorden nos dan & = U, C f~1(Upy)) = [~ (1f(2)). Luego siy < z,
entonces f(y) < f(x). El reciproco es analogo. O

Usando el lenguaje de categorias y funtores, podemos reescribir el Teorema|3.2.13|como
sigue:

Teorema 3.2.14. Hay un isomorfismo de categorias:

® : Alex — PreOrd

que lleva (X,7T) en (X, <7), y que es es una identidad sobre los morfismos. Su inverso:

' : PreOrd — Alex
viene dado por @7 1(X, <) = (X, T<).

Para la subcategoria llena Alexy C Alex, el isomorfismo anterior se restringe a un
isomorfismo de categorias:

® : Alexg — Poset
Nota 3.2.15. El isomorfismo ® en el Teorema tiene las siguientes propiedades:

1. Si <y =< son los predrdenes de especializacién de los A-espacios X e Y, respecti-
vamente, entonces el preorden de especializacién de la unién topoldgica de X LY
estd dado por 2 <xy 2/ siz,7 € X y2<2' 622 €Y yz2 =7 Estoes inmediato
a partir de la Proposicién [2.1.9

2. Igualmente, como consecuencia de la Proposicién [2.1.10] se tiene que el preorden de
especializacion del producto topolégico X X Y es el preorden producto de “<” y “=X”
sobre X x Y, esto es, (z,y) <xxy (/,y)siz <2’ ey <y

3. Si T esla A-topologia del preorden “<” entonces la topologia del preorden opuesto
< es la topologia opuesta a T, TP, cuyos abiertos son los cerrados de 7. En efecto,
un abierto de la topologia del orden opuesto es una uniéon G = Uzcg T que es un
conjunto creciente para el orden original y por tanto un cerrado de (X,7); ver el

Lema [3.2.9

Nétese que la existencia de una topologia opuesta es, pues, una caracterizacion de
las A-topologias sobre un conjunto X.

3.3. Algunas consecuencias

En esta seccion vemos algunas propiedades topolégicas de los A-espacios en términos
de los predrdenes que definen. Comenzamos con el siguiente resultado.
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Proposicién 3.3.1. Los elementos minimales de un conjunto preordenado (X, <) son
abiertos unitarios de la A-topologia asociada al preorden. Igualmente, los elementos ma-
ximales de X son conjuntos cerrados unitarios. En particular, Min(X) es un subespacio
abierto discreto y y Maz(X) es un subespacio cerrado discreto.

Demostracion. Si x € Min(X), entonces no existe y € X tal que y < x, esto es, para el
abierto minimo de x en 7< tenemos y ¢ U, para todo y # z, luego U, = {x}. Anédlo-
gamente, si © € Max(X), no existe y € X tal que x < y, esto es, x no estd en ningin
abierto minimo Uy si y ¢ U, o, equivalentemente, y ¢ {z} si y # =, esto es, {z} = {z}.
Asi pues, Min(X) es abierto en (X, 7 (<)) vy, por ser un A-espacio, Max(X) es cerrado
por ser unién (posiblemente infinita) de cerrados. O

Como todo poset finito tiene algin elemento maximal y minimal, tenemos la siguiente
consecuencia.

Corolario 3.3.2. Todo Fy-espacio posee al menos un punto que es subconjunto cerrado
y otro punto que es abierto.

Ejemplo 3.3.3. La propiedad del Corolario no se cumple para A-espacios en general.
Basta considerar el orden natural sobre los nimeros enteros para el cual, Max(Z) =
Min(Z) = 0.

De hecho en los F-espacios los abiertos pueden ser descritos como las anticadenas del
preorden asociado.

Proposicién 3.3.4. Los abiertos de un F-espacio (X,7) estdn en correspondencia bi-
univoca con las anticadenas de su preorden asociado. Mas precisamente, la anticadena
asociada a un abierto G es el conjunto Maz(G).

Demostracion. Sea A la familia de anticadenas de X (incluyendo la anticadena vacia). Sea
¥ T — A la aplicacién que lleva G en Max(G). Para ver que 1 es sobreyectiva, dada
una anticadena A € A consideramos el abierto G = UgecaU,. Por definicién del preorden,
tenemos que Maxz(G) = A. La inyectividad de v sigue inmediatamente si comprobamos
la igualdad G = Uzenran(q)Us- Para ver esta igualdad, sea y € G, y C una secuencia de
longitud méaxima de elementos comparables en G conteniendo a y. Entonces el elemento
maximo de C, digamos m, es maximal en GG, pues si no es asi existe t € Gcon m < x y
la secuencia C puede ser alargada anadiendo x. Entonces y € U,, y tenemos la inclusién
G C UgeMaa(c)Uz- La otra inclusién es obvia. O

También podemos usar las anticadenas para demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.5. Sean X un F-espacio y f : X — X continua e inyectiva, o bien
sobreyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Por ser X finito, si f es inyectiva o sobreyectiva, entonces f es biyectiva,
y por tanto existe f~! que es también biyectiva. y por tanto induce, para la familia de las
partes de X, P(X) , la aplicacién biyectiva P(f~1) : P(X) — P(X), con P(f1)(A) =
f71(A), A € P(X). Esta aplicacién tiene como inversa P(f) : P(X) — P(X), definida
como P(f)(B) = f(B), para todo B € P(X).

Ahora probaremos que f~! es continua. Para ello, sea A C P(X) la subfamilia de las
anticadenas de X. Como f es continua, f es ordenada para el preorden de especializacién
y entonces f~1(A) es una anticadena si A es una anticadena. Asf pues, P(f~!) se restringe
aP(f 1) |a: A — A Como P(f~!) es inyectiva, entonces P(f~!) |4 también lo es. Al
ser A finita, P(f~!) |4 es una biyeccién, con inversa la restriccién P(f) | .
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Luego si A’ es una anticadena cualquiera de A, P(f) |4 (A) = f(A’) es también una
anticadena. Entonces, dado cualquier abierto G C X, usamos la Proposicién para
escribir G = Ug,e 4U, para cierta anticadena A . Como f es ordenada, se sigue facilmente
f(G) = Uyepa)Uy, y teniendo en cuenta que f(A) es una anticadena por la observacién
anterior, deducimos que f(G) es abierto y f~! es continua. O

Terminamos caracterizando la conexién y la compacidad de los A-espacios por medio
del orden asociado por el Teorema Para la conexion se tiene como consecuencia
inmediata del Teorema [2.2.3| el siguiente resultado.

Teorema 3.3.6. Un A-espacio X es conexo (0, equivalentemente, conexo por caminos) si
y sélo si existe una secuencia de elementos comparables para el orden de especializacion
entre dos puntos cualesquiera de X.

Para la compacidad tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.7. Un A-espacio X es compacto siy s6lo si Maz(X) es finito, y todo z € X
es menor que algin elemento de Max(X).

Demostracion. Supongamos que X es compacto, v sea X = Uzcx U, el recubrimiento de
X por abiertos minimos. Por compacidad existe un subconjunto finito J = {1, x9,...,zs}
tal que X = Uy, U---UU,,. Podemos suponer que ningin par en J es comparable, ya que
si x; < xj entonces Uy, C U, Sy podemos eliminar Uy, del subrecubrimiento finito. De ello
se sigue inmediatamente que J = Max(X) y que todo elemento de X es menor que algin
xj.

Si se cumplen las condiciones del teorema, y consideramos cualquier recubrimiento por
abiertos X = Ugepalq, para cada x € Max(X) consideramos un indice a(z) € A tal que
r € o(z)- Entonces U, C Q(,)y tenemos, por la segunda condicion, X = Ugepraz(x)Uz C
UzeMaz(x)$2a(z), €s decir X es compacto.

3.4. Diagramas de Hasse. Ejemplos

Es bien conocido que todo conjunto preordenado (X, <) puede ser representado grafi-
camente como un grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de X y aparece una arista
dirigida de a a b si a < b. Por tanto, a todo A-espacio (X,7T) le corresponde el grafo de
su preorden de especializacién “<s”. Por supuesto, dado el grafo correspondiente a <,
podemos visualizar la topologia: un conjunto de vértices del grafo U es abierto si cada
arista que tiene su punto final en un elemento de U tiene su punto inicial también en U.

Ejemplo 3.4.1. Para la topologia T = {{b}, {a,b},{b,c,d}, X,0} sobre X = {a,b,c,d}
los abiertos minimos son U, = {a,b}, Uy = {b}, U, = Uy = {b, ¢,d}. Por tanto su preorden
esb<a,b<c,b<d, c<dyd<cy su grafo dirigido asociado es:

a.bﬁb

|

®C

de /
Figura 3.1.
Obsérvese que el grafo dirigido en el ejemplo anterior contiene una arista doble debido

a que el espacio no es Ty. Para el caso de los Ag-espacios, es decir posets, tales aristas no
existen, y el grafo dirigido queda determinado por su subgrafo descrito como sigue.
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Definicién 3.4.2. Dado un poset (X, <) , se llama diagrama de Hasse asociado a X al
grafo orientado H(X), en el que sus vértices son los elementos de X y sus aristas son los
pares ordenados (a, b) tales que a < b y no existe ¢ € X con a < ¢ < b.

Como cada F-espacio (X, 7T) puede ser identificado con un poset (Teorema |3.2.14)), se
llama diagrama de Hasse del espacio al diagrama del poset que determina.

Usualmente, H(X) se dibuja en el plano de tal manera que, si a < b entonces el vértice
que representa a b esta arriba del vértice que represente a a, quedando la direccién de la
arista de a a b bien definida por el dibujo.

Nota 3.4.3. Si X esun F-espacioy U = {Uy,Us, ..., U} una base ordenada de su topologia
con U; = Uy, # Uj = Uy, cuando i # j, la matriz cuadrada k x k Ey = (eij)1<q,j<k definida
por U y que representa la clase de homeomorfia de X en el Teorema[2.4.3| cumple que e;; es
el cardinal del conjunto X; = {z € X;z < z; y x; < x} para el preorden de especializacién
de X y ej; = —ej =1 con i # j siy sélo si la arista ordenada (x;,x;) aparece en el grafo
dirigido asociado a X.

En particular, si X es Ty entonces X = {x1,..., 21}, X; = {2;} y e;; = 1 si y sélo si la
arista (z;,z;) aparece en el diagrama de Hasse de X. Esto prueba que la correspondencia
X +— H(X) define una biyeccién entre las clases de homeomorfia de los Fy-espacios y las
clases de isomorfia de grafos finitos dirigidos. Recordemos que un isomorfismo de grafos
dirigidos G1 = G2 es una biyeccién entre los conjuntos de vértices ¢ : Vert(Gy) —
Vert(Gz) tal que (v, w) es una arista ordenada de G siy sélo si (p(v), p(w)) lo es de Ga.

Proposicion 3.4.4. Si X es finito, entonces X es conexo si y s6lo si el diagrama de Hasse
asociado a X es conexo.

Demostracion. Supongamos que el diagrama de Hasse asociado a X es conexo. Dados dos
elementos x,y € X, podemos encontrar un arco por aristas I' en el diagrama de Hasse
entre x e y. Como los vértices de cada arista de H(X) son elementos comparables en X,
el arco I' determina una secuencia de elementos comparables en X. Esto prueba que X es
conexo por el Teorema [3.3.6

Si X es conexoy a,b € X, existe una secuencia de elementos comparables zg, 1, . .., T
con a = x9 y b =x,. Por ser X finito, si la relacién entre z; y ;41,4 =0,...,n —1 no
aparece en H(X) es porque se ha podido descomponer en una cadena finita de relaciones
directas que dan lugar a un arco ascendente o descendente por aristas en H(X) entre x;
y x;t1. De esta forma a y b quedan unidos H(X) por la yuxtaposicién de estos arcos. []

Nota 3.4.5. En general, la Proposicién [3.4.4] puede no ser cierta. Ver Ejemplo [3.4.12]

Terminamos esta seccién con varios ejemplos de Ag-topologias, sus érdenes asociados
y los diagramas de Hasse que definen.

Ejemplo 3.4.6. 1. Si D,, denota el espacio discreto, el orden asociado es la igualdad,
es decir, z < ' si y sélo si z = 2’ y el diagrama de Hasse H(D,,) es la unién disjunta
de n puntos.

2. Si (X, T) es el espacio de Sierpinski X = {a,b} con T = {0,{a},{a,b}}, entonces el
orden asociado es a < by el diagrama de Hasse es un arco; ver Figura [3.2(a)|
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(a)

Figura 3.2.

Ejemplo 3.4.7. Para X = {a,b,c,d,e,f} cona<b,a<c,a<d,a<e a<f,b<e,
b < fyc<e,eldiagrama de Hasse de X esta descrito en la Figura Obsérvese que en
H(X) las relaciones a < e y a < f no aparecen explicitamente. Puesto que H(X) contiene
a todas las anticadenas del orden, la topologia del orden puede obtenerse a partir del
diagrama de Hasse por medio de la Proposicion de forma que los abiertos minimos
son los correspondientes a las anticadenas unitarias, esto es, U, = {a}, U, = {a,b},
U.={a,c}, Ug={a,d}, Uc = {a,b,c,e} y Ur = {a,b, f}.

Ejemplo 3.4.8. Para X = {a,b,c,d} se considera la topologia

T ={0,X,{a,b,d},{b},{d},{c,d},{b,c,d},{b,d}}

Como U, = {a,b,d}, Uy, = {b}, U. = {c,d}, U; = {d}, entonces tenemos el orden
b<a,d<a,d<c,y el diagrama de Hasse aparece en la Figura|3.3(a)|

b d a d

Figura 3.3.

Ejemplo 3.4.9. Ahora, supongamos que nos es dado un diagrama de Hasse indicado en
la Figura [3.3(b)l Del diagrama se deduce que las anticadenas no vacias con més de un
elemento son {a,d}, y {b,c}. De donde se sigue que la topologia de este orden es T< =

{0, X, {a},{d}, {a,d},{a,b,d},{a,c,d}}.

Ejemplo 3.4.10. Se llama cono del poset (X,<) al poset (C(X),<) donde C(X) =
X U{oo} y el orden de X se extiende a un orden de C(X) tomando z < oo para todo
reX.

Obsérvese que si (X, T) es el A-espacio asociado a (X, <) entonces el espacio asociado
a (C(X), <) tiene por topologia a Te(x) = T U{C(X)}. El espacio (C(X), T¢(x)) se llama
cono no-Hausdorff o cono de Alexandrov de (X, T). Nétese que Uy, = C(X), por lo que,
de acuerdo con el Corolario todo cono de Alexandrov es contractil.

Si (X, T) es el espacio de Sierpinski del Ejemplo el diagrama de Hasse de (C(X),
Te(x)) esta dibujado en Figura 3.43 8LE|7 mientras que el diagrama de Hasse de C(D),) es el

que aparece en la Figura|3.4(b)
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o

Figura 3.4.

Ejemplo 3.4.11. Se llama suspension del poset (X, <) al poset (S(X), <) donde S(X) =
X U{—00,00} y el orden de X se extiende a un orden de S(X) tomando z < oo, < —0c0
para todo x € X, y co y —oo no son comparables.

Obsérvese que si (X, T) es el A-espacio asociado a (X, <) entonces el espacio asociado
a (S(X),<) es (S(X), Tax) donde Tacx) = T U {C4(X),C_(X),S5(X)}, con Cy (X) =
X U{oo}y C_(X)=XU{—00}.

El espacio (S(X), Ts(x)) se llama suspension no-Hausdorff o suspension de Alexzandrov
de X. El diagrama de Hasse de la suspensién el espacio de Sierpinski aparece en la Figura

3.5(a)| y para el espacio discreto D,, en la Figura

—00 o

Figura 3.5.

Ejemplo 3.4.12. Hay ejemplos donde el diagrama de Hasse puede ser no conexo. Sea
(Z,<) con el orden habitual. Entonces el diagrama de Hasse de (C(Z),<) no es conexo
(aunque C(Z) si lo sea). El elemento co no se une a ningtin otro por la definicién del
diagrama de Hasse, ya que cualquier relacién z < oo se descompone en x < x’ < co para

algtin 2/ (ver Figura [3.6)).

Figura 3.6.
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Nota 3.4.13. Recordemos que el cono topoldgico habitual de un espacio X es el espacio
cociente C'(X) obtenido del cilindro X x I al identificar todo X x {0} con un punto.
Anélogamente, la suspensién S(X) es el espacio cociente obtenido de X x I al identificar
X x {0} con un punto y X x {1} con otro punto.

En particular, los conos topoldgicos y las suspensiones topolégicas de D,, son homeo-
morfos a los conos y suspensiones de Alexandrov de D,,.

Ejemplo 3.4.14. La recta de Khalimsky es el poset K = (Z, <) donde 2k,2k+2 < 2k+1
para todo k € Z. La semirrecta de Khalimsky es el subposet de K, K>o = (Z>0,<). Sus

diagamas de Hasse estdn descritos en las Figuras 3.7(a)| y [3.7(b)| respectivamente.

Figura 3.7.

Un arco de Khalimsky de longitud n > 2 es un subposet de K con n elementos conse-
cutivos (en el orden de Z). En la Figura aparece el arco de Khalimsky comprendido
entre 2k — 1 y 2k + 3. Obsérvese que para n = 2 un arco de Khalimsky es isomorfo al poset
asociado al espacio de Sierpinski.

En general, la topologia de Alexandrov asociada a la recta de Khalimsky tiene los
conjuntos minimos esquematizados en la Figura |3.8(b)|

2k +3 0

(b)

Figura 3.8.

De forma mas general, se llamara n-espacio de Khalimsky al poset producto de n copias
de la recta de Khalimsky K" = (Z", <,,). Ante la dificultad de representar el diagrama de
Hasse del 2-espacio de Khalimsky siguiendo el convenio habitual, damos en la Figura [3.9]
una representacion plana del mismo, donde en grueso se representan los ejes coordenados.
Los nuimeros indican el nivel en el diagrama de Hasse del correspondiente vértice.
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Figura 3.9.

En el ejemplo que sigue se puede ver que si invertimos el orden “<” por su opuesto,
también invertimos el diagrama de Hasse y la topologia del espacio asociado.

Ejemplo 3.4.15. Sea S(Dj3), cuyo diagrama de Hasse estd indicado en la Figura|3.10(a)|
De él podemos deducir que su topologia es:

T ={0,S(Ds),{a}, {b},{c},{—00,a,b,c},{c0,a,b,c},{a,b},{b,c}, {a,c}{a,b,c}}

Por otro lado, el diagrama de Hasse de S(D3)? estd en la Figura [3.10(b)l Se ve
facilmente que TP = {(2)7 S(D3)7 {_00}7 {00}7 {CL, 00, _00}7 {b7 00, —OO}, {C, 00, _00}7
{a, b, 00, —0}, {b,c,00, —0},{a,c, 00, —0}, {00, —o0}}, que son justamente los cerrados

de T ( ver Nota (3)).

a b c

Figura 3.10.

3.5. Homotopia y orden

Ya comentamos en la Seccion que si por YX denotamos el espacio de aplicaciones
continuas de X en Y dotado de la llamada topologia compacto-abierto, entonces las ho-
motopias entre aplicaciones f, g € Y son exactamente los caminos entre f y g (Corolario
. Si X e Y son ahora A-espacios (0, equivalentemente, conjuntos preordenados),
también podemos dotar a YX con el orden:

f<gsi f(x) <g(z) en el preorden de Y para todo z € X. (3.1)

Para la topologia de Alexandrov asociada a este preorden, la conexién por caminos se
corresponde a la conexién por secuencias de aplicaciones comparables por ese orden (Teo-
rema . En general la ley exponencial no se cumple para esta topologia, por lo que a
una homotopia no siempre se le podra asociar una secuencia de aplicaciones comparables
como veremos mas adelante en el Ejemplo [3.5.5. Esto si ocurre para los F-espacios de
acuerdo con el siguiente resultado.

Proposicion 3.5.1. Si X es un F-espacio e Y es cualquier A-espacio, la topologia
compacto-abierto sobre YX coincide con la A-topologfa del orden en (3.1)).



3.5. HOMOTOPIA Y ORDEN 29

Demostracion. Sea (K,U) = {f € YX; f(K) C U} cualquiera de los conjuntos cuyas
intersecciones definen la base de la topologia compacto-abierto. Recordemos que U es
abierto en Y y K es compacto en X. En este caso, K es cualquier subconjunto de X ya
que éste es finito. Sea K = {z1,...,25}. Dada f € (K,U), tenemos f(z;) € U para todo y
por tanto Uy(,,) € U. Entonces, si Uy es el abierto minimo de f en la A-topologfa de yX,
para todo g € Uy, se tiene g(z;) < f(x;) y por tanto g(z;) € Uj(y,). Asi pues g(K) C U
y g € (K,U), es decir, Uy C (K,U). De aqui se sigue facilmente que todo abierto de la
topologia compacto-abierto es abierto en la A-topologia del orden.

Reciprocamente, dado Uy, para cualquier x € X tenemos que, gracias a que X es
finito, 2 = Ngex ({z}, Us@)) es un abierto bésico de la topologia compacto-abierto que
contiene a f y tal que Q C Uy pues si g € (2 entonces g(x) € Uy, para todo z € X, es
decir, g < f, o lo que es lo mismo, g € Uy. ]

Ahora, como una consecuencia inmediata del Corolario [1.5.11] y el Teorema te-

nemeos:

Corolario 3.5.2. Si f,g: X — Y son aplicaciones continuas del F-espacio X en el A-
espacio Y, f es homotdpica a g si y sélo si existe una secuencia de aplicaciones fi, fa,..., fn
donde fi = f, fn = gy fi v fit+1 son comparables para el preorden en (3.1)) (1 <i <n-—1).

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no es valido para A-espacios
infinitos.

Ejemplo 3.5.3. 1. La semirrecta de Khalimsky K> = (Z>0, <) en el Ejemplo
es contractil. En efecto, para cada n > 0 consideremos la aplicacién v, : K>9 — K>g
dada por v, (z) =z si x < ny y,(x) =n para x > n. Aqui y en todo el ejemplo el
simbolo “<” indicara el orden natural de R.

Nétese que yp(z) = 0 es la constante. Mas atn, cada 7y, es continua pues para todo
x € K>¢ su abierto minimo es U, = {z} siz espary U, = {z — 1,z,x + 1} si = es
impar. Por tanto v~ 1(U,) = U, six <n—1y v, (U,) =0 si * > n+ 1. Ademss,
V- (Un) = Ujznlj.

Ahora definimos H : K>o x I — K> por H(z,t) = yp(z) si ;47 <t < Z—i; (n>0)
y H(z,1) = z.

Una vez que comprobemos que H es continua, tendremos una homotopia entre la
identidad de K'>¢ y la constante g y concluiremos que K> es contréctil. Para probar
la continuidad, sea 2 un abierto de K>p. Veremos que su preimagen H ~1(Q) es un
conjunto abierto comprobando que todo punto (z,t) € H~ () estd en su interior.
Para ello consideramos tres casos:

a) Para 0 <t < i, H(z,t) =v(z) =0€ Qy H(U, x [0,3)) =0 € Q, es decir,
(z,t) € int H-Y(Q).

b) Si =t <t < 2l con n > 1, entonces H(x,t) = vy,(z) € Qsit > 2

n n+2 i Y
H(z,t) = yp—1(x) si t < ;7. Como 7, y Yp—1 son continuas sabemos que
n(Uz) Uvn—1(Uz) C Q (Proposicién [2.1.6). Entonces H (U, % (%,Z—S)) =

Y (Uz) U yn—1(Uz) € Q. Asf pues, también en este caso, (z,t) € int H1(Q).

c¢) Finalmente, sit =1 H(z,1) =2 € Qy U, C Q. Si tomamos n suficientemente
grande para que n > x + 1, entonces 7,,(x) = x para todo m > n y por tanto
H(Uy x (47, 1]) = Uy C Q, verificdndose que (z,1) € int H(Q).
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A pesar de la existencia de la homotopia H, no se puede encontrar una secuencia
(finita) de funciones comparables entre la identidad de K>¢ y la constante 7y como
en el Corolario En efecto, supongamos que existiese tal secuencia fy, f1,..., fn
donde fy es la identidad y f,, es la constante y. Ademés podemos suponer que los
elementos de esta secuencia son todos distintos.

Teniendo en cuenta el orden “<” de la semirrecta de Khalimsky, si f1 < fy, entonces
para todo entero par tenemos f1(2n) < 2n y por tanto fi(2n) = 2n. Ahora por ser
f1 ordenada, 2n = f1(2n) < fi(2n+1) = f1(2n + 2) = 2n 4 2 y, necesariamente,
fi2n+1) = 2n + 1. Asi que fi = fo, que ya hemos descartado. En el caso que
fo < f1, sesigue 2n+1 < fi1(2n+ 1) y, necesariamente, fi(2n+ 1) = 2n+ 1. Ahora,
por conservar fi el orden, 2n — 1 = fi(2n — 1) = fi(2n) K 2n+1 = fi(2n+ 1)
(n>1)y fi(0) < 1 = fi(1). En consecuencia, fi(2n) = 2n sin > 1y , como

f1# fo, f1(0) =1

Acabamos de ver que, necesariamente, fo < f1, por lo que si f1 < fs entonces fy < fo
y el razonamiento anterior nos lleva a que fo = f1, y este caso estd descartado.
Por tanto, sélo queda que fo < fi y, entonces, f2(2n) = f1(2n) = 2nsin > 1
asf que f2(2n) = 2n sin > 1. Ademds, f2(0) < f1(0) = 1y fo(1) < fi(1) = 1,
lo que da para estas imagenes las opciones 0,1 y 2. Por otro lado, para n > 1,
fo(2n+1) < fi(2n+1) =2n+ 1y por ser fp ordenada 2n = fa2(2n) < fo(2n+1) =
f2(2n 4+ 2) = 2n + 2 y, necesariamente, f(2n+ 1) =2n + 1 paran > 1.

Fijemos ahora los valores f2(0) y f2(1). Como f2(2) = 2 % f2(1) < 1 sblo puede
ocurrir que fa(1) = 1 o que f2(1) = 2. En el primer caso a f2(0) le quedan las
opciones f2(0) =0 (y fa es la identidad, por lo que esta descartado) 6 f2(0) =1 (y
f2 = f1, que también estd descartado). Asi pues fa(1) = 2y como f2(0) < f2(1) = 2,
necesariamente f2(0) = 2.

Reiterando este razonamiento, cuando llegamos a f, atn tenemos infinitos valores
con fp(z) =z y por tanto no existe tal secuencia.

2. También la recta de Khalimsky K = (Z, %) es contréctil y tampoco hay secuencias
finitas de funciones comparables entre la identidad y la constante 0. La construccién
de la homotopia es similar al caso de la semirrecta. Para demostrar que no existen las
secuencias finitas de funciones comparables se sigue el argumento de la semirrecta,
pero es ain mas restrictivo ya que es no dificil comprobar que la tnica aplicacién
f: K — K comparable con la identidad es la propia identidad.

Para los conjuntos finitos, la caracterizacién de aplicaciones homotépicas dada en el
Corolario permitié a Stong ( [21]) dar un método para reducir el estudio de los tipos
de homotopia de estos espacios al de tipos de homeomorfia. Para ello usé la siguiente
definicién en términos del orden de especializacién.

Definicion 3.5.4. Sea X un A-espacio. Un punto z € X se dice que es eliminable ascen-
dentemente (abreviado como punto e.a.) si existe y € X con y > x tal que z > z implica
z > y. De forma similar, un punto x € X se dice que es eliminable descendentemente
(abreviado a punto e.d.) si existe y € X con y < z tal que z < y para todo z < z.

Un A-espacio se dice minimal si es Ty y no tiene puntos e.a. ni puntos e.d. A todo
subespacio minimal de un A-espacio que sea retracto de deformacion de X se le llama un
alma de X.

Ejemplo 3.5.5. La situacién de un punto e.a. en el diagrama de Hasse de un espacio
estd esbozada en la Figura[3.11(a)|y la de un punto e.d. en la Figura [3.11(b)
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w z cd.ex

Figura 3.11.

Para los espacios minimales finitos los tipos de homotopia se reducen al los tipos de
homeomorfia. Mds explicitamente, Stong ( [21]) obtuvo los siguientes resultados.

Teorema 3.5.6. Si X es un espacio minimal finito y f : X — X es homotépica a la
identidad entonces f es la identidad.

Demostracion. De acuerdo con el Corolario tenemos una secuencia de aplicaciones
comparables f = fo, fi,..., fn = id. Por induccién sobre la longitud de la secuencia,
podemos suponer sélo los casos f > id y f < id. En el primero, si x € X es maximal
entonces f(x) = . Sea h la altura maxima en el diagrama de Hasse de X. Como la altura
h la ocupan elementos maximales, podemos suponer por induccién sobre k < h que f = id
sobre los elementos de altura > h — k. Si  tiene altura h — k — 1y f(z) # x, entonces x
no es maximal y todo z € X con z > x tiene altura > h — k. Entonces, por la hipétesis de
induccién y el ser f ordenada, z = f(z) > f(z) > z. Esto es lo mismo que decir que f(x)
es un punto e.a que no existen por ser X minimal y llegamos a una contradiccion.

Para el caso f < id razonamos andlogamente para los puntos minimales y desde la
altura 0. ]

Corolario 3.5.7. Toda equivalencia de homotopia entre espacios minimales finitos es un
homeomorfismo.

Demostracion. Si f : X — Y es una equivalencia de homotopia, existe g : ¥ — X tal
que fog ~idy y go f ~ idx. Entonces por el Teorema|3.5.6] fog =idy y gof =idx. O

Ademas del resultado anterior, Stong también probé en [21] la existencia de almas para
los F-espacios.

Teorema 3.5.8. Sea X un F-espacio. Entonces X admite un alma.

Demostracién. De acuerdo con el Teorema X admite un retracto de deformacién
que es Ty, por lo que se puede suponer que X ya es Ty. Supongamos que x € X es un
punto e.a. de X. Es decir, existe y > x tal que para todo z > x se tiene z > y. Con estos
datos se define una retraccién r : X — X — {z} tomando r(z) = zsi z #x y r(z) = y. Es
obvio que r > id. Afirmamos que r es ordenada y por tanto continua entre los A-espacios
y de esta forma i o r ~ id por el Corolario siendo i : X — {z} — X la inclusién.
Supongamos que w < w’. Consideramos los siguientes casos:

1. w,w # x. Trivialmente, r(w) = w < w' = r(w').
2. w = z. Entonces r(w) =y < w' = r(w').
3. w' =z. Ahora, r(w) =w <z <y =r(w).

Este procedimiento puede ser continuado hasta acabar sin puntos e.a. y un razona-
miento similar se usaria para eliminar los punto e.d., llegando asi a un alma de X como
se queria. O
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Corolario 3.5.9. Dos F-espacios son homotdépicamente equivalentes si y sélo si tienen
almas homeomorfas. En particular, todas las almas de un F-espacio son homeomorfas.

Demostracion. De la propiedad transitiva de la relacién de homotopia se sigue que las
almas de X e Y son homotdpicamente equivalentes. Entonces por el Corolario estas
almas son homeomorfas. O

Ejemplo 3.5.10. Para el A-espacio X cuyo diagrama de Hasse aparece en la Figura
podemos hacer una secuencia finita de eliminaciones como se indica en la Figura
hasta quedarnos con un sélo punto, que es su alma. Andlogamente, los A-espacios
cuyos diagramas de Hasse son los de las Figuras [3.2(a)l [3.3(a)l [3.4(a)} [3.4(b)} 3.5(a)| y
tienen como alma un punto; es decir, son contractiles. En contraste, los diagramas
de Hasse de las Figuras|3.3(b)} [3.5(b)} [3.10(a)|y [3.10(b)| representan A-espacios minimales,
luego cada uno de ellos es igual a su respectiva alma.

Figura 3.12.

Nota 3.5.11. La secuencia de eliminaciones no tiene por qué ser tnica.

Nota 3.5.12. Toda clase de homotopia de cualquier F-espacio tiene un representante con
el menor nimero de elementos. Este representante debe ser por tanto un espacio minimal
puesto que su alma es un subespacio homotdpicamente equivalente a él. En particular, este
representante minimo es homeomorfo al alma de cualquiera de los espacios en esa clase de
homotopia.

Estas observaciones estan en la base de la construccién del algoritmo dado en [9] que
permite estimar el nimero de clases de homotopia de F-espacios de un tamano dado. En
ese mismo trabajo se demuestra que el nimero de clases de homotopia de los F-espacios
es asintdtico con el nimero de clases de homeomorfia ( [9]; Corolario 9.3).



Capitulo 4

A-espacios y Poliedros

El articulo [1] en el que Alexandrov present6 los A-espacios y su caracterizacién como
predrdenes contiene también la observacién de que los Agp-espacios (o, equivalentemente,
los posets) tienen asociados de manera natural un complejo simplicial. Mucho més tarde,
ya en 1966, McCord ( [16]) estudié en profundidad esta relacién, llegando a demostrar
que desde el punto de vista de la topologia algebraica los A-espacios son equivalentes a los
complejos simpliciales.

En este capitulo presentamos el paso de ida y vuelta entre la clase de Ag-espacios y la
clase de complejos simpliciales.

4.1. Topologia Simplicial

Los poliedros son el prototipo de objetos geométricos dotados de una estructura combi-
natoria al estar construidos a partir de puntos, segmentos, triangulos, tetraedros, etc., que
son pegados por sus caras. El estudio topoldgico de los poliedros forma una especialidad
de la Topologia conocida como Topologia Simplicial o Poliedral. En esta seccién recorda-
remos las definiciones basicas de esta disciplina. Para los detalles se pueden consultar los
manuales [17] o |20].

Recordemos que una coleccién de puntos {ag, .. .,a,} C R™ se dice afinmente indepen-
diente si los vectores {a1 — ag, ..., a, — ap} son linealmente independientes. El n-simplice
generado por {ao,...,a,} es el conjunto convexo

n n
o' ={reRMuz= Z/\ia,; con Z)\i =1y X\ >0}
i=0 i=0

Asi un O-simplice es un punto, un 1-simplice es un segmento, un 2-simplice es un

A
tridngulo y un 3-simplice es un tetraedro. Si e; = (0,...,1,0,...) es la base candnica de
R se llama n-sémplice candnico A™ al que tiene por vértices e; (1 <i <n+ 1).

Los coeficientes \; son llamados coordenadas baricéntricas. El punto de o con todas sus

coordenadas iguales a n%rl se llama el baricentro de o y se denota b(o). El interior (afin)

. o . s g

de o es el conjunto 0 = {x € o;\; > 0}. Los puntos a; (0 < i < n) se llaman vértices de
oy se escribird o = (agp,ay,...,a,) para representar de manera explicita el simplice en
funcién de sus vértices.

Nota 4.1.1. 1. Dos n-simplices 0 = (ag,...,a,) y 7 = (bo,...,b,) son afinmente iso-
morfos; esto es, existe f: 0™ — 7" biyectiva, con f(XI' jAia;) = X7 Aib;.

33
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2. Un n-simplice 0 = (ag,...,a,) € R™ se considera topologizado por la topologia
relativa de R™. Obsérvese que ésta coincide con la topologia intrinseca de ¢ definida

por la distancia d(X]_gAias, 27 opiai) = /27 (A — pi)?.

3. Si o € R™ es un n-simplice su interior afin no coincide con el interior topolégico si
n # m pues este ultimo es vacio.

Sean o y 7 dos simplices en R™. Se dice que 7 es cara de o, y lo denotaremos por
7 < 0, si los vértices de 7 son vértices de 0. Si 7 # o y 7 < ¢ diremos que T es una cara
propia de o y escribiremos entonces 7 < ¢. Si 7 < 0, se dird que T es una cara abierta de
0. La unién de caras propias de un n-simplice o = (ag, ..., a,) se llama borde de o, y lo
denotaremos por 0. Nétese que o = {z € o; 2 =31 Nia; tal que A\j = 0 para algin j}
y por tanto 0 =0 — 0. Se tienen las dos propiedades siguientes:

a) Todo simplice es unién disjunta de sus caras abiertas.

b) Dos caras de un mismo simplice o son disjuntas o intersectan en una cara comun a
ambas.

Definicién 4.1.2. Llamamos complejo simplicial a una coleccién K (no necesariamente
finita) de simplices en algin espacio euclideo R™ verificando:

1. Si 01,02 € K entonces o1 Nog = () 6 01 N o2 es una cara comin de o1 y os.
2. Sice Ky t<oentonces 7 € K.

La dimension de K es el nimero méx{dimo;o € K}.

Noétese que todo simplice o determina un complejo simplicial al considerar ¢ y todas
sus caras. En lo que sigue, o denotar indistintamente un simplice o el complejo simplicial
determinado por él.

Un subcomplejo L C K es un conjunto de simplices de K que es un complejo simplicial.
Se llama m-esqueleto de K y se denota K™ al subcomplejo

K" ={o € K; dimo < m}

Diremos que K° es el conjunto de vértices de K y los 1-simplices serdn llamados las
aristas de K.

Al conjunto de todos los puntos que conforman los simplices de K se le denomina
poliedro subyacente de K, y lo denotaremos por |K]|, es decir, |K| = U{o; 0 € K}. Es una
consecuencia inmediata de la propiedad a) dada mds arriba que todo x € |K]| estd en el
interior de un tnico simplice de K, llamado simplice soporte de x.

El poliedro |K| puede ser dotado de dos topologias naturales: la topologia relativa de
R™ o la topologia débil de los simplices; es decir, un conjunto A C |K| se declara abierto
si la interseccién A N o es abierto en cada simplice o € K. La segunda, que contiene a la
primera, es la que se usa habitualmente y asi lo haremos en este trabajo. Ambas topologias
coinciden si y s6lo si el complejo es localmente finito, esto es, si todo vértice pertenece sélo
a una cantidad finita de simplices de K.

Definicion 4.1.3. Sean K; y K3 complejos simpliciales y ¢ una aplicaciéon definida entre
los vértices de K1 y Ko. Se dice que ¢ es aplicacion simplicial si dado un simplice o € K3
con o = (vg, ..., V), los vértices ¢(vg), ..., v(vy) conforman un simplice en Ko.

Al referirnos a una aplicacién simplicial ¢ entre K y L, escribiremos ¢ : K — L.
Obsérvese que la composicion de aplicaciones simpliciales es siempre una aplicacién sim-
plicial.
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Un isomorfismo simplicial entre dos complejos simpliciales K7 y Ko es una biyeccion
¢ entre los vértices tal que (vp, ..., vy) es un simplice de K7 si y sélo si (¢(vg), ..., @(vn))
es un simplice de Ko.

Toda aplicacién simplicial ¢ : K; — Ks da lugar a una aplicacién |¢| : |Ki| — |Ko|
definida por extensién lineal. Esto es, si z = )1 ( A\jv; € 0 = (vg ... v,) se define |p|(z) =
> Aip(vi). Notese que |p| es continua para las dos posibles topologias sobre |K]|.

Definicion 4.1.4. Sea K un complejo simplicial y ¢ € K un simplice. Se llama estrella
de 0 en K al subcomplejo:

st(o; K) = {1 € K; existe p € K con 7,0 < p}.
Obsérvese que |st(o; K)| = J{p € K;0 < pu}.

Si z € |K]| se define la estrella de x en K como el subcomplejo st(z; K) de K formado
por los simplices que contienen a x y todas sus caras. Si o € K es el simplice soporte de x
se tiene st(x; K) = st(o; K). Por otra parte se define la estrella abierta de x € |K| como
el conjunto

sot(as; K) = U{lol;,u eKyuxep} (4.1)

La propiedad clave de la estrella abierta es que define un abierto de la topologia
débil de |K| a partir de la estructura simplicial. Esto se debe al hecho de que cuando la

o
interseccién st(z; K) N o no es vacia, entonces = € o y esa interseccién es justamente la
diferencia o — U{T < o;2 ¢ 7}.

Definicién 4.1.5. Sean K y K’ complejos simpliciales. Se dice que K’ es una subdivision
de K si se cumplen las siguientes condiciones:

1. |K| = |K|.

2. Todo simplice de K es unién de simplices de K’. En particular los vértices de K son
vértices de K.

Prestaremos especial atencién al caso particular de subdivisién llamada subdivisién
baricéntrica y cuya definiciéon es como sigue.

Definicion 4.1.6. Sea K un complejo simplicial. Dada una secuencia de simplices de K
ordenada por la relacién de cara oy < 01 < ...0, € K, el conjunto de sus baricentros
{b(00),...,b(0n)} es afinmente independiente y determina asi un simplice contenido en
opn. La subdivision baricéntrica de K, sdK, es el complejo simplicial formado por estos
simplices descritos, teniendo asi como vértices los baricentros b(o) con o € K.

Nota 4.1.7. 1. Nétese que si o es de dimensiéon n, los n-simplices de sd K contenidos en
o estan en biyeccion con las permutaciones de los vértices de o.

2. Para subdivisiones baricéntricas reiteradas usamos la notacién sd™ K = sd(sd™ 1K)
(m >1) con sd°K = K.

3. Se denomina medida de un complejo simplicial K al ntimero
m(K) = max{didmetro(o); o € K}.

Es bien conocido que si K es un complejo simplicial finito de dimensién 7, entonces
m(sd"K) < (7)"m(K). A partir de esta observacion, los didmetros de los sfmplices
de subdivisiones baricéntricas reiteradas de K tiende a 0. Y si L es un complejo

localmente finito, entonces la estrella st(x, L) es un subcomplejo finito y la familia

Y = {sot(w,sd”L)}nZO es una una base encajada de entornos abiertos, para cada
punto z € |L|, y como consecuencia V = {|st(z,sd"L)|},>0 es base de entornos
(compactos) de X.
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Definicién 4.1.8. Sean K; y K3 complejos simpliciales y f : |Kj| — |K2| continua.
Una aplicacién simplicial ¢ : K1 — Ky se dice aproximacion simplicial de f si para
todo = € |Ki|, |p|(x) pertenece al simplice soporte de f(z) € Ks. Equivalentemente si
f(z) € 0 € Ky entonces |p|(z) € o. Es sabido que esto implica en particular que f es
homotdpica a |p|.

Nota 4.1.9. Siv € |K1|y f(v) es un vértice de Ko entonces f(v) = ¢(v) si ¢ es aproxima-
cién simplicial de f. Por tanto toda aproximacion simplicial de una aplicacién simplicial
coincide con ésta.

Proposicién 4.1.10. Una aplicacién continua f : |K;| — |K2| admite una aproximacién
simplicial ¢ : K1 — K3 si y sélo si para cada vértice v € Kj se verifica st(v; K1) C
f~1(st(w; K3)) para algiin vértice w € Ko.

El siguiente resultado es fundamental para pasar de la topologia combinatoria a la
topologia continua (ver ( [17], Teorema 16.5)).

Teorema 4.1.11. (Teorema de aproximacién simplicial). Sean K; y Ky complejos
simpliciales y f : |Ki| — |K2| continua. Entonces existe una subdivisién K| de Kj y
una aplicacién ¢ : K| — Kj que es aproximacién simplicial de f. Si K es un complejo
finito K| puede ser elegida como una subdivisién baricéntrica sd" K1 con n suficientemente
grande.

A pesar de la sencillez de su definicién, los complejos simpliciales son excesivamente
“rigidos” para ser manipulados con facilidad. Pensemos por ejemplo en como representar
de manera cémoda un complejo simplicial que triangule el plano proyectivo o cémo tratar
la dimensién infinita. Estos inconvenientes fueron rapidamente resueltos por los fundadores
de la Topologia Simplicial con la introduccién de los complejos abstractos que formalizan
las propiedades combinatorias del conjunto de vértices de un complejo simplicial sin refe-
rencia a un espacio ambiente.

Definicién 4.1.12. Dado un conjunto V (de cualquier cardinal), un complejo abstracto
A con vértices en V' consiste en una coleccién no vacia de partes finitas de V verificando
las siguientes condiciones:

1. A contiene todos los conjuntos unitarios de V.

2. Dado ¥ € A todo subconjunto de ¥ pertenece a A.

A los elementos de V' se les llama wvértices de A, y a los subconjuntos de A, simplices
de A. El complejo abstracto A se dice localmente finito si cada vértice sélo aparece en una
cantidad finita de simplices. La dimension de A es el nimero (posiblemente co)

dim A = sup{card (X); X € A} — 1

Es claro que todo complejo simplicial K determina un complejo abstracto A(K) donde
los vértices de A(K) son los vértices de K y los simplices de A(K) son los conjuntos de
vértices de K situados en un mismo simplice de K.

La definicién de aplicacion simplicial entre complejos abstractos es inmediata: dados
dos complejos abstractos A; y Az una aplicacién entre sus conjuntos de vértices ¢ : V3 —
Va se dice aplicacion simplicial si para todo simplice s de A; ¢(s) es un simplice de Ajy. De
esta manera, @ serd un isomorfismo simplicial si ademds es una biyeccién entre Vi y Va.
Como es habitual, escribimos ¢ : A; — Ao para indicar que ¢ es una aplicacién simplicial.

A todo complejo abstracto A se le puede asociar un espacio métrico |.A|g como sigue.
Si V es el conjunto de vértices de A, llamamos soporte de una aplicaciéon «a : V' — [0, 1]
al conjunto sop(a) = {v € V;(v) # 0}. Sea |A| el conjunto de tales aplicaciones que
cumplen las dos propiedades siguientes:



4.1. TOPOLOGIA SIMPLICIAL 37

1. Para cada « € | A|, sop(«) es un simplice de A. En particular, todas las aplicaciones
en A tienen soporte finito.

2. Para toda a € A, > oy a(v) = 1.

Sobre | Al se define la distancia d(a, 8) = /> ,cy (a(v) — B(v))%. A la topologia aso-
ciada a d se le llama topologia métrica de |A| y denotamos por |Al4 al correspondiente
espacio métrico.

Nétese que cada simplice s de A determina el conjunto (cerrado de |A|g) |s| = {a €
A; sop(ar) C s} de manera que cada vértice v € V' queda identificado con la aplicacién
a, € |A| dada por a,(v) = 1y cada a € |s| con la suma formal o = > __ t,c, donde
t, = a(v). De esta forma, si damos un orden total sobre V' (esto es posible por el Principio
de la Buena Ordenacién) y s = {v1,...,vp41} es el orden restringido a s, existe un
homeomorfismo sobre el simplice canénico A™, fs : |s] — A™ que lleva la aplicacién
o= Z?:ll by, vy, al punto fs(a) = Z?:ll ty,ei € A™.

Como se hace en los complejos simpliciales, la topologia métrica de |.4| no es la mds
conveniente y se reemplaza por la topologia débil de los simplices, esto es, aquella cuyos
abiertos son los subconjuntos A C |A| tales que cada interseccién A N |[s| es abierta en
|s| para todo simplice s de A. No usaremos ninguna notacién adicional para indicar esta
topologia, asi que cuando escribamos |.A| se entendera que estamos usando la topologia
débil sobre |A|.

Al igual que para los complejos simpliciales podemos usar estrellas abiertas como con-
juntos abiertos de |.A| definidos a partir de la estructura combinatoria de A. Identificaremos
s con |s| de forma que también llamaremos simplice de A al conjunto |s|.

Imitando al caso de un complejo simplicial, llamamos interior afin de |s| al conjunto
|s| = {a € |Al;sop(a) = s}. Sia € |s] (0, equivalentemente, sop(a) = s), decimos que |s| es

el simplice soporte de . Es inmediato comprobar que el homeomorfismo f lleva |s| sobre
el interior afin del simplice candnico de dimensién dim s. Ahora se define la estrella abierta

de a € |A] como el conjunto st(a, A) = Uyg|s)|s|- Una simple comprobacién muestra que

si |s| N sot(oz, A) # () entonces sop(a) C s, esto es, a € |s| y la interseccién coincide con la
diferencia |s| — U{|¢'|; sop(a)  s' C s}, que es un abierto de |s| y asi las estrellas abiertas
son conjuntos abiertos de |A|.

Se llama poliedro a cualquier espacio homeomorfo a uno de la forma |A| para algin
complejo abstracto A. Es claro que el poliedro subyacente de un complejo simplicial K es
un poliedro en este sentido.

Toda aplicacién simplicial entre complejos abstractos ¢ : A — B induce una aplicacién
continua [p| : [A| — [B| que lleva o = 3ty a [p|(a) = >, c,tufy) donde los
elementos de |B| se denotan con la letra 5. De manera mas precisa tenemos:

Lema 4.1.13. Si Pol C Top es la subcategoria llena formada por los poliedros y Abstr es
la categoria de los complejos abstractos y aplicaciones simpliciales, la construccién anterior
define un funtor:

| | : Abstr — Pol

que llamaremos funtor de realizacion.

Definicion 4.1.14. Una realizacion geométrica de un complejo abstracto A es un complejo
simplicial K cuyo complejo abstracto es simplicialmente isomorfo a A. En particular, los
poliedros | A| y | K| son homeomorfos por un homeomorfismo que lleva las aplicaciones a,
en los vértices de K y para cada simplice s de A se restringe a un homeomorfismo lineal
entre |s| y el correspondiente simplice de K.
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Teorema 4.1.15. ( [20], Teorema 3.2.9) Todo complejo abstracto A que sea numerable,
localmente finito y de dimensién < n admite una realizacién geométrica en R2"*1,

Obsérvese que todas las realizaciones geométricas de un mismo complejo abstracto son
simplicialmente isomorfas. y que, en vista del Teorema los complejos simpliciales
abstractos y geométricos pueden ser identificados si estamos en las condiciones de ese
teorema.

4.2. Poliedros asociados a A-espacios. El complejo orden

Sea X un Agp-espacio, se llama complejo orden de X al complejo abstracto O(X) cuyos
vértices de O(X) son los puntos de X y sus simplices son las cadenas (esto es, conjuntos
totalmente ordenados) finitas del orden de especializacién X (ver Lema [3.2.12)). Mds atn,
toda f: X — Y continua entre F-espacios define una aplicacion simplicial O(f) : O(X) —
O(Y) que envia la cadena xg < z1 < ...z, en la cadena f(zg) < f(x1) < -+ < f(zy)
(posiblemente con elementos repetidos). De esta forma la correspondencia O define un
funtor

O : Alexy — Abstr. (4.2)

En los siguientes ejemplos tomados de la Seccion [3.4] explicaremos la construccién
de los complejos orden de algunos A-espacios. Recordemos que todo A-espacio queda
determinado por el diagrama de Hasse de su poset asociado.

Ejemplo 4.2.1. El poliedro subyacente al complejo orden O(X) del A-espacio cuyo dia-
grama de Hasse aparece en la Figura [3.2(b)|se construye anadiendo una arista entre a y e
y los tridngulos (a,b,¢e) y (a,c,e), ya que a y e estan relacionados a través de b y ¢, como

se indica en la figura 4.1(b)|

Figura 4.1.

Andlogamente al ejemplo anterior, si nos fijamos en el diagrama de Hasse del espacio
de Sierpinski en la Figura|3.2(a), vemos facilmente que el poliedro |O(X)| coincide con él

mismo; ver Figura [4.1(b)]

En estos ejemplos observamos el siguiente hecho general, cuya demostracién es inme-
diata.

Proposicién 4.2.2. La dimensién de O(X) coincide con la altura méxima de H(X). Més
aun, si la altura de H(X) es 1, entonces O(X) coincide con el diagrama de Hasse de X.

Ejemplo 4.2.3. El complejo orden |O(X)| de la recta de Khalimsky (Figura es
isomorfa a la triangulacién de la recta euclidea con vértices en los nimeros enteros. Para
el plano de Khalimsky (Figura , |O(K?)| es la triangulacién del plano R?, definida al
introducir todas las aristas entre vértices con altura 0 y 2.
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1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1

Figura 4.2.

Para el poliedro |O(X)| siempre es posible definir para cada Ag-espacio, X, una apli-
cacién ¥y : |O(X)| — X de la siguiente manera. Dado z € |O(X)| sea s = {xg < 21 <
-+ < xp} el simplice de O(X) tal que |s| es el soporte de z en |O(X)]|, es decir z € |s|
Entonces se toma 1y (z) = o = min s.

Lema 4.2.4. La aplicacién ¥ x es continua. M&s aun, al variar X se determina una
transformacion natural entre funtores ¢ : |O] — Idajex,, donde |O| es la composicién de
funtores:

0] : Alexo -2 Abstr - Pol

Demostracion. La continuidad de ¢ = ¢x es inmediata a partir de la igualdad ¢~(U,) =

Uygx.;t(y, O(X)), teniendo en cuenta que las estrellas abiertas son abiertos de |O(X)| (ver
Seccién |4.1)). Para ver la igualdad simplemente observamos que si ¢(z) = mins € Uy,

como [s| es el simplice soporte de z en O(X), z € |s| C ;t(y,O(X)) con y =mins < x.
Reciprocamente, si w € ;t(y, O(X)) con y < z entonces el interior del simplice soporte

de w en O(X), digamos |s|, forma parte de sot(y, O(X)) y por tanto contiene a y como
vértice. Tenemos asi mins < y < z, luego ¥(w) = min s € U,.

La conmutatividad del diagrama

o) 2 o)) (4.3)

x| |

X Y
f

sigue de la observacion de que si s = (zg < z1,< -+ < x, es tal que |s| es el simplice
soporte de z en |O(X)| entonces, por definicién, |O(f)|(z) tiene a |O(f)(s)| como simplice
soporte y, por preservar f el orden, f(mins) = min f(s). O

McCord demostr6 en [16] que las aplicaciones 1y tienen la siguiente propiedad ho-
motopica.

Teorema 4.2.5. Para todo Ag-espacio, X, la aplicacién 1x es una equivalencia de ho-
motopia débil.
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Recordemos la nocién de equivalencia de homotopia débil. Si [X, Y] denota el conjunto
cociente Y X /=~ por la relacién de homotopia, toda aplicacién f : Y — Z induce una
aplicacién f, : [X,Y] — [X,Z] dada por f«([g]) = [f o g]. Observése que si g ~ ¢' y
f =~ f' sesigue que fog~ f'og por la compatibilidad de la relacién de homotopia con
la composicién de aplicaciones. En particular f, estd bien definida y fi = f1.

Una aplicaciéon continua se llama una equivalencia de homotopia débil si para todo
complejo simplicial finito K se tienen que f, : [|K|, X] — [|K],Y] es una biyeccién. Dos
espacios X e Y son del mismo tipo de homotopia débil (o débilmente homotdpicamente
equivalentes) si existe una secuencia de espacios X = Xy, X1,...,X,, =Y tal que para
cada 1 <4 <n hay equivalencias débiles X; — X;11 6 X;11 — X;.

Nota 4.2.6. Obsérvese que para el espacio opuesto a X, X es inmediato comprobar que

O(X) = O(X°P), por lo que, como consecuencia directa del teorema de McCord se sigue
que X y X siempre tienen el mismo de homotopia débil.

Nota 4.2.7. La nocién de equivalencia de homotopia débil se define habitualmente en
términos de los grupos de homotopia. Para la equivalencia de las definiciones ver ( [20],
seccién 7,6, Corolario 23), donde se prueba que, de hecho, toda equivalencia de homotopia
débil f : X — Y induce una biyeccién f, : [|[K|, X] — [|K], Y] para todo complejo abstracto
K.

Los lemas siguientes son propiedades bésicas de las equivalencias de homotopia débiles
que usaremos en este trabajo.

Lema 4.2.8. Toda equivalencia de homotopia es una equivalencia de homotopia débil.
Mas aun, el reciproco es cierto para los poliedros subyacentes a complejos finitos.

Demostracion. Si f : X — Y es una equivalencia de homotopia existe g : ¥ — X tal
quer fog ~idy y go f ~ idx. Entonces f, o g, = (f o g)s = (idy)s es la identidad vy,
similarmente, g, o f, también lo es. Por tanto f, es una biyeccién con inversa g..

Sea ahora f : |K| — |L| una equivalencia débil con K y L complejos simpliciales finitos.
Como f, : [|L], |K|] = [|L|,|L|] es sobreyectiva, existe g : |L| — |K| tal que [g] es enviada
por fi en la clase de la identidad, esto es, f o g ~ id|r. En particular, (fog)of ~f,
es decir, fi([go f]) = [f] = f«([id|x|]), y de la inyectividad de f. se sigue go f =~ id g
Resulta asi que f es una equivalencia de homotopia. O

Nota 4.2.9. De acuerdo con la Nota el reciproco del lema anterior es valido para
cualquier poliedro |A[, siendo A un complejo abstracto cualquiera.

Lema 4.2.10. Supongamos que el siguiente diagrama

1N

y oz

es conmutativo salvo homotopia (es decir, ho f ~ g) y que dos de las tres aplicaciones son
equivalencias de homotopia débiles. Entonces también lo es la tercera.

Demostracion. Como h o f ~ g tenemos, para todo poliedro compacto | K|,
9% = (hog)* = hyo fi: HK|7X] - HK’vY] - HK‘?Z}
Asi pues, si dos de estas aplicaciones son biyecciones lo es necesariamente la tercera. [J

Proposicion 4.2.11. Si X e Y son Fy-espacios del mismo tipo de homotopia débil,
entonces sus complejos de orden definen poliedros del mismo tipo de homotopia.
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Demostracion. Por hipdtesis, existe una secuencia de espacios Xg, X1,..., X, con Xg = X,
X, =Y y equivalencias de homotopia débiles f; : X; — X;+1 6 fi : Xiy1 — X;. Veamos
cémo definir una secuencia de equivalencias de homotopia débiles g; : |O(X)| — X; para
todo 0 < i < n. Comenzamos con la aplicacién candnica gy = ¢¥x : |O(X)| - X = Xp

(Teorema [4.2.5]).

Supongamos que tenemos construida ya g;. Si f; : X; — X;11 entonces tomamos g;11
simplemente como la composiciéon g;+1 = f; o g;. Si, por el contrario, f; : X;41 — X;
entonces aplicamos que f; es una equivalencia de homotopia débil para tener la biyeccion
fir = [JO(X)], Xix1] — [|O(X)], Xi], y por tanto existe gi+1 : |O(X)| — Xiy1 tal que
fi © gi+1 es homotdpica a g;. Del Lema [£.2.10] concluimos que g;+1 es una equivalencia de
homotopia débil.

Reiterando el proceso encontramos una equivalencia de homotopia débil g, : |O(X)| —
X, = Y. Ahora usamos la aplicacién canénica ¢ = ¢y : |O(Y)| — Y para tener la
biyeccién ¢, : [|O(X)], |O(Y)|] — [|O(Y)],Y] (Teorema [4.2.5) y, en particular, encontrar
una aplicacién ¢ : |O(X)| — |O(Y)] tal que 9 o g =~ g,,. De nuevo por el Lema g es
una equivalencia de homotopia débil y por el Lema una equivalencia de homotopia.

O

Nota 4.2.12. La Proposicion 4.2.11| es valida para un Ag-espacio cualquiera; ver Notas

27y E29

No damos aqui la demostracién original de McCord del Teorema Veremos mas
adelante en la Seccién [5.2/ una reciente demostracién alternativa debida a E. Wosfey ( [24]).
Aunque la demostracién de Wofsey es algo maés restrictiva que la de McCord, es atin vélida
para una amplia clase de Ag-espacios y estd basada sélo en nociones elementales de la teoria
de homotopia. Terminamos esta seccién con la siguiente observacion.

Nota 4.2.13. Si bien ¥ x es siempre una equivalencia de homotopia débil, para el caso de Fpy-
espacios sélo puede ser una equivalencia de homotopia cuando |O(X)| es una unién disjunta
de poliedros contractiles. En efecto, si X no es conexo y X, ..., X,, son sus componentes
conexas entonces, por construccién, ¢y es la unién de las aplicaciones ¢x, : |O(X;)| — X;.
Asi pues, sea X conexo y supongamos que existe g : X — |O(X)| tal que las composiciones
Pxogy gowx son homotodpicas a las correspondientes identidades. En particular la imagen
de goypx : |O(X)| — |O(X)| debe ser un conjunto conexo de un poliedro y contener sélo
una cantidad finita de puntos. Esto s6lo es posible si es un tnico punto (ya que |O(X)| es
Hausdorff) y entonces la identidad de |O(X)| es homotépica a una constante y por tanto
este poliedro debe ser contractil.

Adin siendo el poliedro |O(X)| contréactil, es posible dar ejemplos de Fy-espacios para
los que ¥x no es una equivalencia de homotopia. El primero de tales ejemplos fue dado
por Barmak y Minian (ver [2]) y lo detallaremos en el Ejemplo mas adelante.

4.3. A-espacios asociados a complejos. A-modelos de polie-
dros

La estructura combinatoria de un complejo abstracto K da lugar de manera natural a
un poset (o, equivalentemente, un A-espacio) A(K) = (A(K), <) al considerar como puntos
de A(K) a los simplices de K y la relacién de orden “<” como la inclusién de simplices. De
esta forma, en el A-espacio asociado el abierto minimal de s € A(K), Us, coincide con el
subcomplejo de K formado por s y todas sus caras. Dada una aplicacién simplicial entre
complejos abstractos f : K — L, se define A(f) : A(K) — A(L) por A(f)(s) = f(s).
Nétese que A(f) preserva el orden, y por tanto es continua entre los correspondientes
A-espacios. Tenemos asi definido un funtor:
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A : Abstr — Alexq. (4.4)
A A(K) se le llama A-modelo de K.

En cada nivel n > 0 del diagrama de Hasse del A-modelo A(K) se colocan tantos
puntos como simplices de dimensién n haya en A, y se dibuja una arista de cada uno de
ellos con los puntos del nivel inmediatamente superior que lo contengan como cara. De
esta manera, los A-modelos concernientes al 1-simplice, al 2-simplice y al 3-simplice son
los que aparecen en las Figuras [4.3(a)l 4.3(b)| v |4.3(c)} respectivamente. Los A-modelos
de los bordes del 2-simplice y del 3-simplice aparecen en trazo mas grueso en las Figuras

E30)y E3(e)

abed

R

Figura 4.3.

Estudiaremos a continuacién la relacion que existe entre la operacion de subdivisién y
los funtores A y O. Sea Simpl la categoria de los complejos simpliciales y las aplicaciones
simpliciales. A partir de ahora identificaremos cada complejo simplicial con su complejo
abstracto de forma que la categoria Simpl serd considerada una subcategoria llena de
Abstr, Simpl C Abstr.

Definicion 4.3.1. Se llamara funtor de cadenas a la composiciéon de funtores
chain = O o A : Abstr — Alexy — Abstr

que lleva cada complejo abstracto A en el complejo abstracto chain(A) cuyos vértices son
los simplices de A y un simplice de chain(A) es una cadena ¢ = (sg C s1 C -+- C sp)
de simplices de A ordenados por inclusién. Dada una aplicacién simplicial ¢ : A — B,
chain(p) : chain(A) — chain(B) lleva ¢ en chain(y)(c) = (p(so) C ¢(s1) C -+ C @(sm)).

Sea sd : Simpl — Simpl el funtor subdivisiéon que lleva el complejo simplicial K a su
subdivisién baricéntrica sdK y la aplicacién simplicial ¢ : K — L a la aplicacién simplicial
sd(yp) : sdK — sdL determinada por sd(¢)(b(c)) = b(p(0)) para todo o € K.

Lema 4.3.2. Las composiciones
Simpl C Abstr ©“4" Abstr
Simpl 2% Simpl C Abstr

son naturalmente equivalentes. En particular, si Ax es el complejo abstracto de un com-
plejo simplicial K entonces chain(Ag) es isomorfo al complejo abstracto de sdK, Asqk -
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Demostracion. Es claro que si identificamos cada simplice s, de Ag con el baricentro b(o)
de su simplice asociado o € K, cada simplice ¢ = (S5, C Soy € -+ C Sq,,) de chain(Ag)
determina el dnico simplice 7 = (b(0y),...,b(0m)) € sdK y por tanto un unico simplice
sr de Agqx. Es inmediato comprobar que tenemos asi definido un isomorfismo simplicial
tx : chain(Ag) — Asqrx. Ademas, si ¢ : K — L es simplicial y denotamos por la misma
letra la aplicacién inducida entre los correspondientes complejos abstractos, una simple
comprobacién prueba que el siguiente diagrama es conmutativo

chain(AK)CM)chain(.AL) (4.5)
1378 \LE = \LtL
Asar — 27 Asar

lo que significa que los isomorfismos simpliciales ¢ definen la equivalencia natural deseada.
O

De acuerdo con el Teorema tenemos una equivalencia de homotopia débil ¥ (i) :
|chain(KC)| = |O(A(K))| — A(K). Para un complejo simplicial K, usando los isomorfismos
simpliciales del diagrama obtenemos una equivalencia de homotopia débil

Or = Yaca) °© tl}l K| = |sdK| = |Asqr| — |chain(Agk)| — A(Ax) = A(K)  (4.6)
De hecho esta aplicacién es natural en el siguiente sentido.

Lema 4.3.3. Las equivalencias débiles en [£.6] determinan una transformacién natural ¢
entre A : Simpl — Alexy C Top y la siguiente composicién de funtores

Isd| : Simpl % Simpl - Pol C Top

Demostracion. Sélo hay que ver la conmutatividad del siguiente diagrama

1sdi| 2 sar) (4.7)

e

A(K) = A(L)

donde ¢ : K — L es una aplicacién simplicial. Ello es consecuencia inmediata de la
conmutatividad de los diagramas [£.3]y O

Nota 4.3.4. Aunque |K| = |sdK|, el diagrama [4.7|no es conmutativo si se sustituye sd(y)
por ¢ pues, en general |sd(¢)| # |p|. No obstante ¢ : K — L es aproximacién simplicial
de |sd(¢)| : |K| — |L| ya que es fécil probar que el simplice soporte de |sd(¢)|(x) en L
coincide con el de |p(x)|, por lo que ambas aplicaciones son homotépicas (Definicién
y se tiene por tanto que ¢r, o |p| ~ A(p) o dk.

Mediante los funtores A y O Hardie y Vermeulen en [10] definieron y desarrollaron
para los Ag-espacios herramientas analogas a las de la topologia simplicial basadas en la
idea de subdivision baricéntrica y aproximacién simplicial. Comentamos a continuacién
estas ideas.
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Definicién 4.3.5. Se llama A-subdivision del Ag-espacio X al Ag-espacio X' = Ao O(X).
Esta construccién se puede iterar y se define la n-ésima A-subdivisién de X como X ™ =
(X" 1Y con X = X, esto es, X(™ = (400)™(X). Ademis, dada una aplicacién continua
f: X — Y entre Ag-espacios se puede definir f' : X’ — Y’ como [’ = AoO(f) y reiterar la
definicién con £ = (Ao O)™(f). Tenemos asi que las A-subdivisiones reiteradas definen
funtores (n > 1)

sdy = (Ao O)": Alexy — Alex (4.8)

Lema 4.3.6. Los funtores reiterados chain™ y sd’y estan ligados por la igualdad Oosd’y =
chain™ o O. En particular, si la equivalencia natural ¢ en el diagrama se usa como
identificacion, para todo Ap-espacio X cuyo complejo de orden admite una realizacién
geométrica (Definicién , se tiene O o sd’y = sd" o O.

Demostracion. De acuerdo con las definiciones chaino O = (O o0 A)oO =00 (A0 0) =
O osd 4. Supongamos por induccién que O o sdzf1 = chain™ ' o O. Entonces chain™o O =
chain o (chain™ 1 o O) = chain o (O o sdz_l) y, por el caso n = 1, la dltima composicién
es (Oosdy)osdy 't =0osdl. O

Lema 4.3.7. Existe una transformacién natural ¢ entre los funtores sda e Idajex,.- Mas
aun, para todo Ap-espacio X cuyo complejo de orden admite una realizacion geométrica
se tiene que (x : sdaX — X es una equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Por definicién, los puntos de sd4 X = A(O(X)) son cadenas finitas ¢ =
(xo <z <--- < ) de puntos de X. Entonces se define ((c¢) = z, = méx c. Es inmediato
comprobar que ¢ preserva el orden pues si ¢ C ¢ entonces méxc < méxc. Ahora la
conmutatividad del diagrama

sdax 24 g,y (4.9)

o« o

X Y

es inmediata a partir de las definiciones.

Veamos ahora que que (x es una equivalencia de homotopia débil si O(X) tiene
una realizacién geométrica (y lo identificaremos con ella). Recordemos que los vértices
del complejo simplicial O(X) estdn parcialmente ordenados (son los puntos de X), en-
tonces es bien conocido en topologia simplicial que la identidad de |O(X)| admite la
aproximacién simplicial § = {p(x) : sd(O(X)) — O(X) dada por {(b(ov),...b(owm)) =
(méx 09, max o1, ..., Max o,,). En efecto, si o es el simplice soporte de = en O(X) enton-
ces el soporte de = en sd(O(X)) es un simplice (b(o1),...,b(0n)) con o, = o, por lo que
el simplice soporte de £(x) es una cara de 0. Mds atn, la aplicacién  hace conmutativo
al siguiente diagrama.

i
[O(A(O(X))| = [sd(O(X))| — |O(X)] (4.10)
iwAO(X) vx
sdaX = A(O(X)) — X
X
En efecto, dado z € [sd(O(X)|) con simplice soporte s = (¢ C ¢1 C, -+ C ¢p,), don-
de cada ¢; es una cadena de X, se tiene (x o Y40(x)(z) = méx(mins) = méixcy =
min{méx cg, ..., maxcy} = ¥x o |{|(x). Aqui usamos que £(s) es el simplice soporte de

[€l(z) en O(X).
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Como las aplicaciones v son equivalencias de homotopia débiles y £ es una equivalencia
de homotopia por ser homotépica a la identidad (Definicién [4.1.8]), se sigue del diagrama
que Cx es una equivalencia de homotopia débil. O

Nota 4.3.8. A partir de las definiciones es ficil comprobar la igualdad O(Cx) = {o(x)
para la aproximacién de la identidad {p(x) definida en la demostraciéon del Lema m
En particular, |O(Cy)| = id|o(y)) (Ver Definicién

Terminamos esta seccién con el siguiente teorema que es un analogo para Fy-espacios
del teorema de aproximacién simplicial para complejos simpliciales finitos (Teorema.
Obsérvese que sélo hay una cantidad finita de aplicaciones continuas entre Fy-espacios
f+ X = Y ypor ello, en general, no todas las clases de homotopfa entre los poliedros sub-
yacentes a sus complejos de orden pueden ser representadas por las aplicaciones O(f). El
Teorema[4.3.9)no dice que podemos encontrar representantes para todas las clases si subdi-
vidimos el dominio inicial. Recuérdese que para todo Fy-espacio X, O(sd’} X) = sd"O(X)

por el Lema

Teorema 4.3.9. ( |10, Teorema 2.3) Sea f : |O(X)| — |O(Y)| una aplicacién continua
donde X e Y son Fy-espacios. Entonces para algin n suficientemente grande existe una
aplicacion continua g : sd’s X — Y tal que f es homotépicaa |O(g)| : |O(sd’} X)| — |O(Y)].

Demostracion. Por el Teoremald.1.11|existe una aproximacién simplicial ¢ : sd"tO(X) —
O(Y) para un n adecuado. Sea g : sd’} X — Y la composicién

g sdiX = sda(sd? LX) A(sd™ H(O(X)) & AO(Y)) = sduy XY

Aqui hemos usado la definicién de sdy y los Lemas y Ademds, por el
Lema tenemos O(g) = O(Cy) o O(A(p)) = O(Cy) o sd(p). Por otro lado, f ~
lo] ~ |sd(¢)| ya que ¢ se supone que es una aproximacién simplicial de f y ¢ es siempre
aproximacién simplicial de |sd(p)| como ya comentamos en la Nota [4.3.4] (ver Definicién

4.1.8). Finalmente, por la Nota |O(Cy )| =~ ido(y)|- Asi pues O(g) =~ f. O



Capitulo 5

Recientes avances y nuevas ideas
en la topologia de los A-espacios

Los capitulos anteriores resumen el estado de la topologia de los A-espacios desde
su definicién por Alexandrov en 1937 hasta los trabajos de 1966 y de McCord ( [16]) y
Stong ( [21]), con mencién también del trabajo posterior de Hardie y Vermeulen ( [10]) de
1993. Esta escasa literatura sobre la topologia de los A-espacios se debe a que, aunque la
relacion entre posets y complejos simpliciales se ha aplicado en multitud de situaciones,
el estudio de la A-topologia intrinseca de los posets habia estado en la sombra hasta que
la aparicién de la topologia digital (el lenguaje topolégico que requiere el analisis de los
pixeles de la pantalla de un ordenador) y la difusién de las notas de May desde 2003 ( [15])
volvieron a poner el foco de atencién en los A-espacios, planteando nuevas preguntas sobre
sus propiedades, especialmente para F'-espacios.

Este capitulo final resume algunos de los avances y extensiones de los resultados inicia-
les de McCord y Stong que se han conseguido en los tltimos anos y propone un tratamiento
del infinito desde la perspectiva de los A-espacios que parece novedoso y cuyo eventual
desarrollo podria ser de interés.

5.1. La topologia algebraica de los Fj-espacios

Comenzamos refiriéndonos a algunos de los resultados conseguidos por Barmak y Mi-
nian que aparecen en [2]. Estos autores, inspirados por la notas de May, han hecho impor-
tantes contribuciones a la topologia algebraica de los Fy-espacios asi como su aplicacion a
la topologia algebraica clasica. Una aportacién sencilla pero que es de considerable interés
es el siguiente ejemplo ( [2], Ejemplo 4.2.1), que fue el primero de un Fy-espacio débilmente
homotépicamente equivalente a un punto pero no contractil.

Ejemplo 5.1.1. Sea X el Fy-espacio cuyo diagrama de Hasse aparece en la Figura|5.1(a)|
Como X no tiene puntos e.a. ni e.d. estamos ante un modelo minimal y por ello no puede
ser contrdctil. Sin embargo, su complejo de orden O(X) es la triangulacién del cuadrado

que aparece en la Figura|5.1(b)l Por tanto, del Teorema se sigue que X es del tipo
de homotopia débil de un punto, pero no es contractil.

46
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Figura 5.1.

Este ejemplo muestra que la contractibilidad de un Fy-espacio X no equivale a la con-
tractibilidad de su complejo de orden O(X). La contractibilidad de X estd caracterizada
por la propiedad de “colapsibilidad fuerte” de O(X) en ( [2|, Corolario 5.2.8). No nos
paramos en este punto y pasamos a destacar el Teorema 3.2.1 de [2], relativo al modelo
minimal de las esferas. Damos a continuacion las definiciones necesarias para establecerlo.

Definicién 5.1.2. Sea X un espacio. Un Fy-espacio Y del tipo de homotopia débil de X
se dice que es un modelo finito de X. Un modelo finito se dice minimal si es de cardinal
minimo.

Nota 5.1.3. 1. De acuerdo con el Teorema y el Lema todo Fy-espacio es
un modelo finito del poliedro subyacente a su complejo de orden O(X) y para todo
complejo simplicial finito K su A-espacio asociado A(K) es un modelo finito del
poliedro |K]|.

2. Puesto que todo Fj-espacio es homotdpicamente equivalente a su alma, tenemos

que todo modelo finito minimal debe ser un Fy-espacio minimal en el sentido de la
Definicién 3.5.4]

3. Obsérvese que el Teorema nos dice que el Fpy-espacio X cuyo diagrama de
Hasse es el indicado en la Figura es un modelo finito de la letra “©” (esto
es, la circunferencia con un didmetro) y también lo es X°P cuyo diagrama de Hasse
estd indicado en la Figura Ademids son minimaleﬂ Asi pues el modelo finito

minimal no tiene que ser tunico.
McCord probé en [16] el siguiente resultado. Aqui usamos las suspensién reiterada de
Alexandrov S*(X) = S(S* (X)) con S’(X) = X en el Ejemplo [3.4.11

Proposicién 5.1.4. Si SY denota el espacio discreto de dos puntos, entonces S*(SY) es
un modelo finito de la esfera S™ para n > 0.

En ( [2], Teorema 3.2.1) se prueba la siguiente mejora del resultado de McCord.

Teorema 5.1.5. Sea X un espacio minimal finito con més de un punto. Entonces X tiene
al menos 2h(X )+ 2 puntos, donde h(X) es la altura méxima del diagrama de Hasse de X.
Mis atin, si X tiene exactamente 2h(X )+ 2 puntos entonces X es homeomorfo a SMX) S0,

Como consecuencia del teorema anterior, la esfera S™ tiene un tnico modelo finito
minimal que ademés tiene 2n + 2 puntos.

1Obsérvese que dado un espacio Ty, Y, con a lo més cuatro puntos, sus posibles diagramas de Hasse
corresponden a espacios disconexos, contractiles o modelos finitos de la circunferencia. Usando la Proposi-
cién se deduce que en ningtin caso Y es homotdpicamente equivalente a “©” (por ejemplo, usando
homologia).
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La monografia [2] contiene muchos més resultados de interés sobre la topologia de los
Fp-espacios pero dejamos aqui los comentarios sobre esta publicacién y terminamos esta
seccién con un resultado reciente debido a E. Clader ( [5]) que muestra que, si bien los Fj-
espacios sélo representan el tipo de homotopia débil de los poliedros (ver la Nota ,
pasando al limite adecuados Fy-espacios se puede obtener un representante del tipo de
homotopia de cualquier poliedro compacto. Mas explicitamente,

Teorema 5.1.6. ( [5], Teorema 1.1.) Todo poliedro compacto es homotépicamente equi-
valente al limite inverso de una sucesién de Fy-espacios.

En este trabajo observamos cémo la demostraciéon de Clader puede extenderse a po-
liedros localmente compactos. Lo haremos en la Seccién donde se encuentra la termi-
nologia necesaria para el Teorema [5.1.6

5.2. Extensiones a ciertas clases de Ay-espacios infinitos

Nuevas contribuciones en el estudio de la topologia de los Ag-espacios han extendido
resultados ya conocidos para Fy-espacios a Ag-espacios infinitos que han llevado incluso a
nuevas técnicas para el estudio de los Fp-espacios. A continuacién seleccionaremos algu-
nas de estas contribuciones. Comenzamos recordando las clases de posets (0 Ag-espacios)
infinitos més estudiadas en la teoria de posets.

Definicién 5.2.1. Un poset (X, <) se dice localmente finito descendentemente (abreviado
a l.f.d.) si para todo x € X el ideal principal generado por él, [z, es finito. Dualmente,
decimos que es localmente finito ascendentemente (abreviado a I.f.a.) si para todo x € X
el filtro principal Tz es finito. Nétese que (X, <) es 1.f.a. si y s6lo si su opuesto es 1.f.d. Un
poset (X, <) se dice localmente finito (abreviado a L.f.) si es a la vez L.f.a. y 1.f.d. Es claro
que el poset es 1.f. si y sélo si para todo x € X el conjunto de los elementos comparables a
x es finito. Equivalentemente, X es 1.f. si y sélo si para todo z € X, el niimero de cadenas
en X que contiene a z es finito.

Un Ap-espacio se dice localmente finito si su poset asociado lo es; andlogamente se
definen Ag-espacios l.f.a. o 1.f.d.

El siguiente lema es ficil de demostrar a partir de las propiedades béasicas del orden
de especializacién de una A-topologia.

Lema 5.2.2. Sea X un Ap-espacio. Se cumple las siguientes propiedades.
1. X es 1.f.d. si y sélo si U, es finito para todo = € X.
2. X es Lfa. siy sélosi {z} es finito para todo z € X.
3. X es Lf. si y sélo si U, es finito para todo = € X.

Sobre la compacidad y conexién de los A-espacios Lf. tenemos las dos propiedades
siguientes.

Lema 5.2.3. Sea X un Ag-espacio L.f.d. Entonces un conjunto Z C X es compacto si y
solo si es finito.

Demostracion. Supongamos que Z es compacto. Entonces por el Teorema(3.3.7]el conjunto
M = Max(Z) es finito y para todo z € Z existe m € M con z < m. Por ser X 1f.d. sélo
existe una cantidad finita de elementos menores que cada m € M en X y por ello Z es
finito. El reciproco es trivial. O
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Lema 5.2.4. Todo Ap-espacio L.f. conexo es numerable

Demostracion. Recordemos que la conexion de X es equivalente a su conexién por ca-
minos. Dado zg € X, sea X,, € X el conjunto de los ¢ € X que se pueden unir
a o por una secuencia de hasta n elementos comparables. Entonces, Xg = {zo} y
X, = {x;z es comparable a algin y € X,,_1}. De acuerdo con la finitud local, los ele-
mentos comparables a cualquier x € X forman un conjunto finito y asi podemos deducir
inductivamente que cada X, es finito, y por tanto X = U;2,X,, es numerable. 0

Otras propiedades también usadas en la teoria de posets son las siguientes.

Definicién 5.2.5. Un poset (X, <) se dice que cumple la condicion de cadenas des-
cendentes finitas (abreviado a c.c.d.f.) si no contiene sucesiones infinitas descendentes.
Anélogamente, decimos que cumple la condicion de cadenas ascendentes finitas (abrevia-
do a c.c.a.f.) si no contiene sucesiones infinitas ascendentes. Nétese que (X, <) cumple la
c.c.d.f. si y sélo si su opuesto cumple la c.c.a.f. Un poset (X, <) se dice que cumple la
condicion de cadenas finitas (abreviado a c.c.f.) si cumple a la vez la c.c.d.f. y la c.c.a.f.

Un Ap-espacio se dice que cumple cada una de las condiciones anteriores si su poset
asociado lo hace.

Los siguientes lemas son bien conocidos.
Lema 5.2.6. Sea (X, <) un poset.
1. (X, <) cumple la c.c.f. si y sélo si toda cadena en él es finita.

2. (X,<) cumple la c.c.a.f. si y sélo si para todo subconjunto no vacio A C X,
Mazx(A) # (). Dualmente, cumple la c.c.d.f. si Min(A) # 0.

Lema 5.2.7. Si (X, <) es Lf. entonces cumple la c.c.f.

Ejemplo 5.2.8. 1. La recta y, en general, los espacios de Khalimsky son localmente
finitos.

2. Sea X = Vo2, X, launién por el origen de copias disjuntas de intervalos de longitudes
crecientes de nimeros enteros positivos X,, = {x € Z;0 < z < n}. Si damos sobre
X el orden natural, el poset (X, <) cumple la c.c.f. pero no es L.f.

Figura 5.2.

En [13], Kukiela da condiciones para que la topologia compacto-abierto sobre YX coin-
cida con la A-topologia del orden en [3.1| cuando X es un Agp-espacio infinito, extendiendo
el resultado ya conocido para Fy-espacios en la Proposicion Incluimos aqui sin de-
mostracién el siguiente teorema.

Teorema 5.2.9. ( [13], Corolario 4.12) Si X es un Ap-espacio hereditariamente compacto
e Y es un Ag-espacio cumpliendo la c.c.d.f. entonces la topologia compacto-abierto sobre
Y X coincide con la topologia del orden.
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Un espacio se dice hereditariamente compacto si todos sus subconjuntos son compactos.
También en [13] se extiende la caracterizacién de homotopia por sucesiones finitas de
aplicaciones comparables para Fy-espacios en el Corolario [3.5.2| por medio del teorema
siguiente.

Teorema 5.2.10. ( |13], Teorema 4.14) Sean X e Y Ag-espaciosy f; : X = Y (i > 0)
una sucesion infinita de aplicaciones continuas tales que f; es comparable a f; 11 para el
orden en Supongamos que existe una aplicacién continua f, : X — Y tal que para
todo x existe n(z) tal que f,(z) < f,(x) para todo n > n(x). Entonces fy es homotdpica

a f,.

El articulo [13] contiene ademads resultados sobre Ag-espacios infinitos minimales. Des-
tacamos a continuacion tres de ellos. Empezamos con la siguiente definicién.

Definiciéon 5.2.11. Sea X un Ag-espacio. Una retraccion r : X — A C X se dice
comparativa si r(x) es comparable con x para todo x € X. Sea C la clase de las retracciones
comparativas. Un Ag-espacio se dice un C-minimal si la unica C-retraccién de X es la
identidad.

Todo Ag-espacio C-minimal X es un espacio minimal en el sentido de la Definicién
esto es, X carece de puntos e.a. y puntos e.d. pues las retracciones usadas para eliminar
tales puntos en la demostracién del Teorema son comparativas. En contraste, el
reciproco no es cierto. Por ejemplo, sea Q los niimeros racionales. Es claro que Q carece de
puntos e.a. y e.d. pero la constante r : QQ — {0} es una C-retraccién comparativa. Kukiela
encontro el siguiente reciproco parcial.

Proposicién 5.2.12. ( [13], Proposicién 5.7) Sea X un Ag-espacio sin puntos e.a. ni
puntos e.d. (es decir, un espacio minimal en el sentido de la Definicién |3.5.4)). Si X cumple
la c.c.f. entonces X es C-minimal.

El proceso de obtener a partir de un Ag-espacio infinito un subespacio que sea C-
minimal con el fin de estimar los tipos de homotopia de Ag-espacios infinitos no es tan
util como en el caso de los Fy-espacios donde se cumplia el Teorema De hecho la
recta de Khalimsky, que es C-minimal y contractible, por el Ejemplo (2), no cumple
el andlogo del Teorema No obstante Kukiela demostré el siguiente resultado.

Proposicién 5.2.13. ( [13], Proposiciones 5.19 y 5.21) Sea X un Ap-espacio conexo y
localmente finito. Entonces X es C-desmantelable en w pasos a un subespacio C-minimal
o al conjunto vacio. Ademds X nunca puede ser C-desmantelable a un espacio C-minimal
finito distinto de vacio.

Los conceptos usados en la proposicién anterior estan recogidos en la siguiente defini-
cion.

Definicién 5.2.14. Sea X un Agp-espacio y sea {r, : X,, = X,11}n>0 una sucesién
de C-retracciones donde Xg = X y 7,(X,) = Xp41. Escribimos X, = N X, y 1’/ =
rj—10---org: Xo = Xj. Silaretraccién r,, : X = X, ro(2) = limj_ rJ(x) estd definida
se dice que X es C-desmantelable a X, C X en w pasos. Si por el contrario, X, = 0 o r,,
no estd bien definida se dice que X es C-desmantelable al vacio en w pasos.

Ejemplo 5.2.15. La semirrecta de Khalimsky es un Ag-espacio localmente finito que es C-
desmantelable al vacio en w pasos. En efecto, se puede definir una sucesién de retracciones
Ty ¢ K>, — Ks>py1 donde K>, es el subespacio de la semirrecta de Khalimsky K>g
formado por los enteros > n. La retraccién r, estd definida por rp(z) =xsiz>n+1y
() =n+1sixz < n.
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En el caso de la recta de Khalimsky K ya se observé en el Ejemplo m (2) que
no existen aplicaciones de K en si mismo comparables con la identidad salvo la propia
identidad.

Terminamos esta seccién con la mencion de la siguiente propiedad demostrada por E.
Wofsey ( [24]) de la aplicacién canénica 1x : |[O(X)| — X en el Lema [£.2.4]

Teorema 5.2.16. ( [24], Teorema 5.1). Sean K un complejo abstracto, £ C K un sub-
complejo y X un Ag-espacio 1.f. La aplicacién canénica ¢ = x : |O(X)| — X tiene la
siguiente propiedad. Dado el diagrama conmutativo en lineas continuas

L] *g> O(X)| (5.1)
1
Vx
VC| X

existe una aplicaciéon 'E IK| — [O(X)] que hace conmutativo los dos tridngulos, esto es,
P o f Iy f‘\ﬁ\ =g. A f se le llama un levantamiento de f respecto a . Ademas si f1

es otro levantamiento, existe una homotopia H entre f y fl tal que para todo 0 <t <1
el nivel H(—,t) también es un levantamiento.

Wosfey probé en ( [24], Corolario 3.7) que esta propiedad de levantamiento (cuya
demostracién sélo requiere propiedades elementales de la teoria de homotopia) lleva a la
siguiente demostracién inmediata del teorema de McCord para Ag-espacios Lf.

Corolario 5.2.17. Sea X un Agp-espacio L.f. Entonces su aplicacién canénica ¢ = ¥y :
|O(X)| — X es una equivalencia débil de homotopia.

Demostracion. Tenemos que ver que para todo complejo simplicial finito K la aplicacién
1 = 1x induce una biyeccién ¥, : [|K|,|O(X)|] — [|K]|, X]. La sobreyectividad de .
es inmediata a partir del Teorema [5.2.16] con el subcomplejo vacio L = (). Para ver la
inyectividad, sean fi, fa : |[K| — |O(X)| tales que existe una homotopia H : |[K| x [ — X
entre las composiciones 1o f1 y 1o fo. Consideremos la aplicacién unién g = f1U fo : | K| X
{0,1} — X. Si consideramos el complejo product(ﬂ J =K x I que tiene a L = K x {0,1}
como subcomplejo, podemos aplicar el Teorema al par L C J para elevar H a una
homotopia G : |K x I| = |K| x I — |O(X)| entre f1 y fo. O

5.3. La categoria propia de los Aj-espacios

Aunque la compacidad es una propiedad con muchas e importantes consecuencias, los
espacios no compactos de interés no son escasos, comenzando por los espacios euclideos.
La ausencia de compacidad en los espacios lleva aparejada la necesidad de un analisis
del “infinito” de estos. Para ello los espacios no compactos son dotados de un infinito
topologizado y las aplicaciones a considerar son aquellas “continuas en el infinito”.

El método habitual de topologizar el infinito de un espacio X es por medio de la
llamada compactificacion de Alexandrov, construida al tomar un punto oo, denominado
infinito del espacio, y sobre X = X U {00} se considera la topologia generada por la base
consistente en los abiertos de X junto con los conjuntos de la forma (X —C)U{oo} donde
C recorre los conjuntos compactos y cerrados en X. Obsérvese que si X es Hausdorff

28i K es un complejo simplicial en R™, el complejo producto K x I es el complejo en R™*! construidos al
ordenar los vértices de K y considerar los simplices de la forma 7(o,¢) = ((vo, 0), (v1,0), ..., (vs,0), (vs, 1);
(vi41,1),... (vn,1)) donde o = (vo, v1,...,vn) es un simplice (ordenado) de K y 0 <7 < n.
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entonces basta exigir que C' sea sélo compacto, ya que la propiedad de Hausdorff implica
que todo compacto es cerrado.

Las diferencias X — C son llamadas entornos bdsicos del infinito en X. Con estos
entornos, la continuidad en el infinito queda garantizada por las llamadas aplicaciones
propias. Recordemos que una aplicacién continua f : X — Y se dice propia si para cada
C C Y cerrado y compacto se tiene que f~1(C) es también cerrado y compacto en X.
Noétese que f~1(C) ya es cerrado por continuidad. Habitualmente se trabaja con espacios
de Hausdorff por lo que la definicién de aplicacion propia mas frecuente sdlo exige que
f~1(C) sea compacto para todo compacto C C Y.

La definicién de aplicacién propia queda justificada por la siguiente caracterizacion.

Lema 5.3.1. Una aplicacién f : X — Y es propia si y sélo si su extension f+: X+ — YT
con f*(o0) = oo es continua.

La subcategoria PTop C Top de los espacios topolégicos y la aplicaciones propias se
llama categoria propia. El lema anterior y los resultados bésicos sobre la categoria propia
pueden encontrarse en el manual [7]. Nuestro interés en esta seccién es introducir el estudio
del infinito en la clase de los Agp-espacios (y por tanto posets) L.f. definidos en la Seccién
Este aspecto de la topologia de los A-espacios no parece haber sido considerado en la
literatura hasta el momento.

Nota 5.3.2. La primera observacion a tener en cuenta es que la compactificacién de Ale-
xandrov de un Agp-espacio no es un Ag-espacio. Por ejemplo, si K>¢ es la semirrecta de
Khalimsky, los entornos basicos del infinito son los complementos de cualquier conjunto
finito de enteros C' que contiene a los impares anterior y posterior de cada elemento par
de C (éstos son los cerrados y compactos de K>( por el Lema. Claramente no existe
un abierto minimo de oo en K io. Es el mismo fenémeno que ocurre en topologia simplicial
donde una triangulacién de la semirrecta euclidea R>q 2 [0, 1) no se puede extender a una
triangulacién de su compactificacién R;O = [0,1].

El interés de los Ap-espacios 1.f. es que, como veremos més delante, se corresponden
con los complejos simpliciales localmente finitos que son los objetos geométricos de mayor
interés para la topologia no compacta.

Como consecuencia inmediata del Lema [5.2.3] tenemos la siguiente caracterizacién de
las aplicaciones propias entre Ag-espacios.

Lema 5.3.3. Sea f : X — Y una aplicacién continua entre Ag-espacios 1.f. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

1. f es propia
2. Para todo conjunto finito y cerrado Z C Y, f~1(Z) es finito.

3. Para todo conjunto finito Z C Y, f~1(Z) es finito.

Demostracion. 1) = 2) es inmediato. Igualmente, después del Lema también lo es
3) = 1). Para ver 2) = 3), sea Z = {z1,...,2,} cualquier conjunto finito. Entonces
Z = U {7} también es finito pues las clausuras de los conjuntos unitarios son finitos en

espacios L.f.a. (Lema [5.2.2/(2)). O

Nota 5.3.4. Nétese que en la demostracion de 3) = 1) en el Lema solo se ha usado
que X es L.f.d., mientras que en 2) = 3) sélo se usa que Y es Lf.a.

Ahora veremos cémo las propiedades topoldgicas esenciales en el estudio del infinito de
un espacio se cumplen en el contexto de los Ag-espacios 1.f. Comenzamos observando que,
puesto que la finitud local (de hecho la finitud local descendente, ver el Lema[5.2.21)) im-
plica que U, es finito para todo x € X, tenemos como consecuencia inmediata el siguiente
lema.
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Lema 5.3.5. Todo Ap-espacio L.f. es localmente compacto.

Un espacio X se dice o-compacto si se puede descomponer como una union numerable
de subconjuntos compactos. El siguiente lema es una consecuencia directa del Lema

Lema 5.3.6. Un Ag-espacio 1.f. es o-compacto si y s6lo si es numerable. En particular,
todo Ag-espacio conexo es o-compacto.

Ahora la compacidad local y la o-compacidad nos dan la existencia de sucesiones
exhaustivas en la clase de los Ag-espacios 1.f. numerables. Recordemos que por una sucesion
ezhaustiva de un espacio X se entiende una descomposicion X = U2 X,, donde cada X,
es compacto y cerrado y X,, C intX,+1 para todon > 1.

Lema 5.3.7. Todo Ap-espacio Lf. numerable admite una sucesién exhaustiva. Ademads,
si X es conexo entonces la sucesion exhaustiva se puede elegir formada por conjuntos
compactos y conexos.

Recordemos que la conexién equivale a la conexién por caminos en la clase de los
Ap-espacios (Teorema [2.2.3)).

Demostracion. Como X es numerable, X = U F),, con F, finito para todo n > 1.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los F, forman una sucesién creciente.
Para cadan > 1, sea Z, = Uzer, U,. Este conjunto cerrado es finito, y por tanto compacto,
por serlo cada U, (Lema 3)) y cada F),. Ademés, F,, C intZ, para todon > 1. Ahora
para Z; encontramos mj con Z; C F,, CintZ,,,. Igualmente, dado m;, sea ma > m; con
Zm, € Fp, € int Zy,,. Procediendo inductivamente obtenemos una sucesion de enteros
positivos my > mg > ... y conjuntos finitos Z;,, con Zp, C int Zy, , para todo k > 1.
Entonces X = Z,,, es la sucesion exhaustiva buscada.

Si ademés X es conexo, escogemos zo € X y consideramos el conjunto F} = {z € X;x
es comparable con zg}, e inductivamente F,, = {z € X;z es comparable a algin z €
F,_1}. La finitud local de X asegura que cada F) es finito. Mds atn, la conexién de
X implica que tenemos X = U2, F;,. Ahora, por el procedimiento seguido més arriba,
construimos los conjuntos Z, = U,¢ an que son finitos y conexos, pues es bien sabido
que la clausura de un conjunto conexo es conexo y cada abierto minimo U, es conexo
(Lema . Asi pues, en este caso, la sucesion exhaustiva {X}};>1 definida més arriba
estd formada por conjuntos conexos. O

A partir de las sucesiones exhaustivas se construyen los llamados finales de un espacio
de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicion 5.3.8. Sea X un espacio conexo, localmente compacto, o-compacto y local-
mente conexo. Para cada sucesién exhaustiva {X,},>1 se considera el conjunto de su-
cesiones decrecientes U; O Uy D ... donde U, es una componente conexa de X — X,
(n > 1). Dada otra sucesién exhaustiva { X/ },>1 y una sucesién (U},),>1 de componentes
U, C X — X/, decimos que (Up)n>1 vy (U),)n>1 son equivalentes si para todo n existen
m(n) > ny k(n) > n tales que Up,) € U,y U,’g(n) C U,. El conjunto cociente por esta
relacion se denota por F(X) y cada elemento ¢ € F(X) se denomina final de Freudenthal
de X.

De acuerdo con los Lemas y y el Corolario podemos definir los finales
de Freudenthal de cualquier Ag-espacio conexo 1.f.

Ejemplo 5.3.9. Una sucesién exhaustiva de la recta de Khalimsky K esta formada por
los arcos de Khalimsky K,, = [-2n+1,2n — 1] (n > 1) y es inmediato deducir de ello que
K tiene dos finales de Freudenthal. Analogamente, para la semirrecta de Khalimsky K>¢
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podemos elegir la sucesién exhaustiva de arcos K2 = [0,2n — 1] (n > 1), mientras que el
plano de Khalimsky K? tiene a los cuadrados K2 2" = K, x K, como sucesion exhaustiva.
Es claro que los complementos K> — Kg y K2 KEL son conexos por caminos y asi, tanto
K>o como K? (y en general K™ con n > 2) tienen un solo final de Freudenthal.

Como es bien sabido esto mismo ocurre para los espacios euclideos R, R>g, R? (y, en
general, R™) que son los poliedros subyacentes a los complejos de orden O(K), O(K>¢) y
O(K?).

El Ejemplo lleva a preguntarnos por la propiedades de la aplicacién candnica

x : |O(X)| = X en la categorfa propia. Para ello comenzamos observando que si X es

un Agp-espacio Lf. su complejo orden O(X) el también 1.f. Asi pues, el funtor O : Alexy —
Abstr se restringe a

O : PAlexy — PAbstr, (5.2)

donde PAlexy C Alexy y PAbstr C Abstr son las subcategorias de Ag-espacios 1.f. y
aplicaciones propias y complejos abstractos 1.f. y aplicaciones simpliciales propias, respec-
tivamente. Recordemos que una aplicacion simplicial se dice propia si la imagen inversa
de cada vértice es finita.

Comprobaremos a continuacién que la demostracion de Wosfey del Teorema de McCord
en [24] (ver el Corolario [5.2.17) da en realidad el resultado més fuerte establecido en el
Teorema [5.3.11) més abajo.

Recordemos que dos aplicaciones propias f,g : X — Y se dicen propiamente ho-
motopicas si existe una homotopia entre ellas que es una aplicacién propia. Denotaremos
por [X,Y], el conjunto cociente de las aplicaciones propias de X en Y por la relacién
de homotopia propia. Una aplicaciéon propia f : X — Y se dice una equivalencia de
homotopia propia si existe una aplicacién propia g : ¥ — X tal que las composiciones
go fy fog son propiamente homotdpicas a las correspondientes identidades. Si para
todo complejo simplicial localmente finito de dimensién finita K, la aplicacion inducida

« t [| K|, X]p = [|K], Y], es una biyeccién entonces decimos que f es una equivalencia
de homotopia propia débil. Es obvio que toda equivalencia de homotopia propia (débil) es
una equivalencia de homotopia (débil).

Nota 5.3.10. En contraste con el caso clasico (ver Nota , en homotopia propia no
toda equivalencia de homotopia propia débil f : X — Y induce una biyeccién [|K], X], —
[|K|,Y], para cualquier complejo abstracto localmente finito IC ( [6], Ejemplo 5.5.10(d)).
Cuando se cumpla esta condicién diremos que f es una equivalencia de homotopia propia
débil en sentido amplio.

Teorema 5.3.11. Sea X un Ap-espacio 1. f. Entonces la aplicacién ¢ = ¢x : |O(X)| = X
es una equivalencia de homotopia propia débil.

Demostracion. Probemos en primer lugar que 1 es una aplicacion propia. Para ello, sea
Z C X un conjunto cerrado y compacto. Entonces Z = {z1,...,zp} es finito por el Lema
3y Z = Z = U™, {z}. Entonces bastara ver que cada preimagen A; = ¢~ 1({2;}) es

compacta. Como {z;} =1z (Lema [3.2.12)), tenemos 4; = {z € O(X);z € \s\ con mins >
zi} = UW{Jt;t € O(X) con mint = z;}. Como la tdltima unién es una unién finita de
compactos, se sigue que v es propia. Aqui usamos que X es Lf.

Para ver que ¢ es una equivalencia de homotopia propia débil primero comprobaremos
que la elevacién f en el dlagrama u es propia si suponemos que la aplicaciéon f en el
mismo es propia, y entonces se concluird como en el Corolario [5.2.17]

Si f es propia y Z C |O(X)| es compacto (y, por tanto, cerrado por ser |O(X)|
Hausdorft), tenemos que ¥ (Z) es compacto en X y por tanto finito. Aqui usamos que ¥
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es continua. Ahora, la finitud local de X nos dice que W = (Z) también es finito (Lema
. Como f es propia f~1(W) es entonces compacto (y cerrado). Por la conmutatividad
del tridngulo inferior del diagrama [5.1|se sigue f~1(Z) C f~*(4(Z)) C f~1(W). De esta
manera el cerrado f~1(Z) hereda la compacidad de f~(W). O

Nota 5.3.12. La misma definicién en el pie de pagina de la demostracion del Corolario
5.2.17] es véalida para definir el complejo producto K x I de cualquier complejo abstracto
KC, teniéndose también un homeomorfismo canénico |[K x I| = |K| x I. Por tanto, en el
caso propio, el mismo razonamiento del Corolario [5.2.17] nos lleva a que v en el Teorema
es de hecho una equivalencia de homotopia propia débil en sentido amplio.

Terminamos la seccién y el trabajo con la extensién del teorema de Clader (Teorema
5.1.6) que establecemos en el Teorema mas abajo. Para enunciarlo necesitamos
alguna terminologia extra. Empezamos recordando que la topologia sobre un producto
arbitrario de espacios topoldgicos [[,cx Xa s la que tiene por base los productos [, Ua
donde U, es un abierto de X, y U, = X, salvo una cantidad finita de indices. Para esta
topologia las proyecciones naturales m, : [] ach Xa — X4 son continuas.

Dada una sucesién de aplicaciones continuas

Xo <l xy 2 x, L (5.3)

se llama limite inverso de esta sucesién al subespacio X C [, X que consiste en los
puntos (zn)n>0 tales que fi(x;) = wz;—; para todo ¢ > 1. Obsérvese que un producto
numerable de Ag-espacios ya no es un Ag-espacio en contraste con los productos finitos
(Proposicién y por tanto un limite inverso de Ag-espacios no es en general un
Agp-espacio.

Teorema 5.3.13. Todo poliedro localmente compacto y de dimension finita |K| es del
mismo tipo de homotopia propia que el limite inverso de una sucesién de Ap-espacios
localmente finitos.

Xo U xy 2 xy 2 (5.4)

donde las aplicaciones f; son propias. Si |K| es compacto entonces los X; son finitos.

En la demostracion usaremos el hecho de que el funtor A : Simp C Abstr — Alexy
en [4.4] similarmente al funtor O, se restringe a las correspondientes categorias propias

A : PSimp — PAlex. (5.5)

Demostracion. Para cada n > 0 el espacio X,, = A(sd"K)° es el opuesto del modelo de
la n-ésima subdivisién baricéntrica de K en[£.4]y por tanto X es el opuesto del A-modelo
del propio K. Noétese que el Ag-espacio opuesto de uno L.f. también es Lf.

Para cada n > 1 definimos la aplicacién f, : X,, — X,,_1 tomando, para cada simplice
o € sd"K, como f,(0) el simplice soporte de b(c) en sd" 1K, en otras palabras, el tinico
simplice 7 € sd" 'K con o C 7. También podemos definir para cada n > 0 la aplicacion
pn ¢ |K| — X, que envia x € |K| = |sd"K| a su simplice soporte en sd"K denotado
aqui por o7, esto es, p,(x) = 0. De la definicién de subdivision se sigue inmediatamente
que of Cor_,.

Por las definiciones de las aplicaciones p, y f. cada uno de los tridngulos

|K| (5.6)
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es conmutativo. Ademds, las aplicaciones p,, son propias (ver Lema [5.3.15( més bajo). Sea
p=11"opn:|K|—T[,2oXn la aplicacién continua natural definida como

p(z) = (po(x),p1(x),...,pn(x),...) = (05,01,05,...,00,...). (5.7)

La conmutatividad del diagrama implica que la imagen de p queda en X , Y D se
restringe a p : |K| — X. Para comprobar que p es una aplicacién propia, sea Q C X un
conjunto cerrado y compacto. Para las proyecciones naturales m, : [[72 4 X, — X, las
imégenes 7, (Q) C X,, son compactas y por tanto finitas (Lema. Entonces p~1(Q) =
{z € |K|;0} € m,(Q) paratodon > 0} C {z € |K|;0f € m(Q)}. Como este tltimo
conjunto es compacto por estar contenido en la unién de todos los simplices de my(Q), su
subconjunto cerrado p~!(Q) hereda la compacidad.

Mostraremos a continuacién que la aplicaciéon p es una equivalencia de homotopia
propia, esto es, X y |K| son del mismo tipo de homotopia propia. Para ello definimos

q: X — |K| (5.8)

como sigue. Dado 7 = (709,71,72,...,Tn,...) € X, esto es, fn(mn) = Tn—1 para todo
n > 1, la definiciéon de f,, nos dice que estos simplices forman una sucesion decreciente
92T 2722+ 2T, 2 ... cuyos didmetros tienden a 0 (ver Nota 4.1.7(3)), de donde
se sigue que la interseccién N)2 7, es exactamente un punto. Llamamos a ese punto ¢(7).
La aplicacién g es propia (Lema [5.3.16)). De las definiciones se sigue que N2 0% = {z},
esto es, gop = id|g|. Méas atin, veamos que la composicion poq : X — X es homotdpica a
la identidad. Para encontrar la homotopia, observamos que para todo 7 = (79, 71, ... ,...)
con ¢(T) = x tenemos {z} = N2 y7y,, de donde (m, opoq)(T) = 0} < 7, = 7, (T) siendo
Ty X — X, la restriccién de n-ésima proyeccién (n > 0). Por tanto, el Lema nos da
la homotopia hy, : X x I — X,, entre 7, y m, o (poq) definida por hy(7,t) = (mp opoq)(T)
si0<t<1yhy(r,1) = m,(7). Por definicién tenemos que para cada n > 1 se cumple
fn © hy = hy_1 y entonces la aplicacién producto h = [[>7 hy, - X x1I— [, Xy es
continua y tiene su imagen en X. De hecho

h:X =X (5.9)
es propia (Lema [5.3.17]), con lo que h es la homotopia buscada. ]

Nota 5.3.14. El Teorema se puede generalizar a todo poliedro || con K cualquier
complejo abstracto localmente finito, de dimension posiblemente, infinita. No lo hacemos
aqui para usar directamente las subdivisiones baricéntricas y no el funtor reiterado de
cadenas chain™ en la Definicién evitando asi las complicaciones técnicas necesarias
para justificar que |K| es homeomorfo a |chain(K)|.

Lema 5.3.15. Las aplicaciones p,, en el diagrama [5.6|son propias sobreyectivas y abiertas.
Igualmente las aplicaciones f,, son propias y abiertas.

Demostracion. Probemos que cada p, es una sobreyeccién continua y abierta lo que im-
plica, por la conmutatividad del diagrama, que cada f, también es continua y abierta ya
que se cumplen las igualdades f;,'(A) = pn(p,*1(A) ¥ fu(B) = pn_1(p;*(B)) para todo
Aan—lyBan-

La continuidad de p, sigue de que para el abierto minimo de o en X,,, U, = {7 €
sd"K;o < 1} (recordar que usamos el opuesto al A-modelo), una comprobacién directa

nos da p, 1 (U,) = sot(:c, sd"K) para cualquier € o (recordemos que las estrellas abiertas
son conjuntos abiertos, por la Definicién [4.1.4). Para ver que p,, es abierta, sea U C |K]|
un abierto cualquiera y o € p,(U). Por definicién, existe x € U tal que o} = 0. Sio <71
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entonces, ) # UNo C UNT y por la definicién de la topologia débil, U N7 es un abierto no
vacio de 7 y necesariamente existe algin y € UN 7, para el cual pn(y) = oh = 7. Tenemos

asi que U, C p,(U), es decir, p,(U) es abierto.

Veamos que tanto f,, como p, son aplicaciones propias. Esto es trivial para f, pues
para todo 7 € X,,_1, f (1) = {0 € X™; 7 es el simplice soporte de b(c)}, y este tiltimo
conjunto es obviamente finito, lo que nos dice que f,, es propia por el Lema[5.2.2] Para ver
que py, es propia, tomamos Z C X,, compacto y cerrado. Como Z = {o1,...,0,,} es finito
(Lema entonces Z = Z = U™,0; y podemos suponer que Z es una sola clausura
Z =7 =%o en X, que por ser el opuesto de A(sd"K), nos da Z = {1 € sd"K;7 < 0}.
Por tanto p,,}(Z) = {x € |K|;0% < o} coincide con ¢ como subconjunto de |K]|. O

Lema 5.3.16. La aplicacién ¢ en [5.8| es propia.

Demostracion. Para ver la continuidad de ¢, sea {2 un abierto de |K| con ¢(7) = z € Q.
Como las estrellas forman una base de entornos de z (ver Nota (3)), existe un ng tal
que |st(z,sd"K)| C Q para todo n > ng. Afirmamos que 7 € V C ¢~ 1(Q) para el abierto
de X , V=XNV donde V = HZOZO Vy, siendo V;, = Usz el abierto minimo de oy, sin < ng
y Vi= X, sin>ng+1. En efecto, si p = (o, f1, -+ -5 finy---) € ‘7, entonces o7 < uy, para
todo n < ng (de nuevo, recordar que trabajamos con los opuestos de los A-modelos). En
particular g, C |st(z;sd™ K)| C €, y por tanto para todo n > ng, pn C pn, C €, esto
es, q(p) € 2 para todo p € V.

Ahora sea Z C |K|cualquier compacto. Como las estrellas abiertas de los vértices de
K forman un recubrimiento abierto de |K|, Z estd contenido en una cantidad finita de
ellas y, en consecuencia, en una unién finita de simplices de K por ser éste 1.f. Asi pues
para ver que ¢ es propia bastard comprobar que ¢~ !(o) es compacto para todo simplice
de K visto como subconjunto de |K]|.

Si tomamos la proyeccién 7o : [[oe g X — Xo, se tiene mo(¢7(0)) C{r € K;7No #
0} C Up<ost(p, K). En efecto, si 7 = (70,...,Tn,...) € ¢ 1(0), entonces q(1) = N7y, €
oy 1o = mo(T) corta a o. Si escribimos A = mo(q (), la definicién de X como limite
inverso nos dice que ¢~ (o) C [[o2, A, donde A, = (fio---o f,)"1(A4p) (n > 1). Por
tanto q_l(a) - H;o:o Sy donde Sp = UpSJSt(pa K) y Sn = (fl ©-.--0 fn)_l(SO) (n > 1)'
Ahora bien, Sy es compacto (y cerrado) en Xy ya que en la topologia de X tenemos
st(p, K) = Uusp Th = Uusp{p} (recuérdese que X, tiene el orden opuesto de A(K)
y que K es 1.f.). Finalmente, como las f, son propias, los S; son compactos y por el
teorema de Tychonov ( [18]; Teorema 37.3) lo es el producto [[2 S; y, en consecuencia,
su subconjunto cerrado ¢~ (o). O

Lema 5.3.17. La homotopia en [5.9| es propia.
Demostracion. Si Z C X es compacto y cerrado, veamos que el conjunto
hH(Z) = {(1,t) € X x [; A(1, ) = (hp(T,))n30 € Z}

es compacto (ya sabemos que es cerrado, pues h es continua). Por definicién, si (7,t) €
h=Y(Z) entonces ho(T,t) € mo(Z). Nétese que m(Z) es compacto por la continuidad de
mo. Méas aun, por la definicién de hg, si T = (7,)>0 y t < 1, para & = ¢q(T) = NS,y
ho(T,t) = mo(p(z)) = po(z) = of € mo(Z). Como = € 79 y of es el simplice soporte de =
en K, se sigue of < 79, y, en consecuencia, 19 € By = U{st(o, K);0 € my(Z)}, siendo esta
unién un conjunto finito por ser my(Z) finito por compacidad (Lema [5.2.3)) y K 1.f. Por
otro lado, si t = 1 entonces ho(T,1) = 79 € mp(Z). Si escribimos Cy = ByUmy(Z), entonces
(10,t) € Cp x I para todo t y, como h,_1 = f, o hy, de la definicién de h obtenemos la
inclusién h=1(2) C (152, Cy) x I, donde Cy, = (f10---0 f)"1(Cp) (n > 1). Por ser las f,
propias, los conjuntos C,, son todos compactos y, de nuevo por el teorema de Tychonov,
el producto de los C,, es compacto y también lo es su subconjunto cerrado h=1(Z). O
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