FACULTAD DE MATEMATICAS

FACTORIZACION DE IDEALES Y
ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Trabajo realizado por:

Fernando Loépez Diaz-Jorge

Dirigido por:

Dr. Antonio Rojas Leén







Indice general

Summary
Introduccion

1. Teoria General
1.1. Anillode enteros . . . . . . . . . ...
1.2. Factorizacién deideales . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.3. Grupo de clases deideales . . . . . . . ... .. ... ... ..
1.4. Factorizacién en extensiones . . . . . . . . . . . . . ... ...
1.5. Cuerpos cuadraticos . . . . .. ... ... ... ... ...
1.6. Cuerpos ciclotémicos . . . . . . . .. ... ... ... ...

2. Aplicacion a la ecuacion de Fermat
2.1. BEcuacion de Fermat . . . . . . . . . . ...
2.2. Numeros de Bernoulli . . . . . . . . . .. ... ...

Bibliografia

12
17
20
24
26

33
33
38

43



INDICE GENERAL



Summary

The objective in the present work is to explain the proof of the famous
Fermat’s Last Theorem in the particular case of the regular primes when
ged(zyz,p) = 1. Before of this, we need to know some important theorems
about factorization of ideals, ideal class group or cyclotomic fields, because
this results will be fundamental in the proof of the theorem. Finally, we will
give a characterization of the regular primes based in Bernoulli’s numbers.



SUMMARY



Introduccion

La motivacion de este trabajo es el teorema conjeturado por el matematico
Pierre de Fermat en 1637 conocido como tltimo teorema de Fermat y que
dice lo siguiente:

La ecuacion z™ + y" = 2" no tiene soluciones con x,y,z € Z y xyz # 0,
cuando n > 3.

Basta demostrar que no hay soluciones en el caso n = 4 y cuando
n = p > 3 es un numero primo (pues en otro caso si tenemos la igual-
dad 2% 4 y*® = 2% cualquier solucién con exponente n = a - b nos darfa
una solucién con exponente a y otra con exponente b). La prueba del ca-
so n = 4 fue proporcionada por Fermat mediante el método del descenso y
ademas, menciond que tenia la prueba del caso general aunque nunca llegd a
mostrarla. Para p > 3, a la hora de tratar el problema, algunos matematicos
empezaron a considerar dos casos:

1. Cuando med(zyz,p) =1,y

2. cuando med(zyz,p) = p.

Nosotros, en concreto, trataremos el primero de los casos, el segundo es
técnicamente algo més complicado.

En 1847, Gabriel Lamé presenté una posible demostracién del dltimo
teorema de Fermat. Dicha demostraciéon consistia en la factorizacion de xP+y?
usando numeros complejos (nos restingimos al primero de los casos como
hemos referido antes aunque la demostracién de Lamé trataba ambos casos).
Esta factorizacion consistia en lo siguiente:

p—1

2 +y” =[]+ ).

1=0

7
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donde ¢, es una raiz p-ésima de la unidad. A partir de esta factorizacién, del
hecho de que los factores de la derecha son primos entre si y de la suposicion
de factorizacién tnica en los anillos de la forma Z[(,], Lamé conluyé que cada
elemento de la factorizacion era una potencia p-ésima. Es decir, que existe
Bi € Z[G) tal que z + (Jy = B7, y después deducirfa una contradiccién con
la existencia de tales f;.

Dos meses despues de esta presentacion, Ernst Kummer puso de mani-
fiesto un gran error en la demostracion de Lamé. Publicé una carta en la
que explicaba que tres anos antes habia demostrado que la factorizacion tni-
ca supuesta por Lamé no se daba, en general, en anillos de ese tipo. Pero
en esa misma carta, decia que el problema de la factorizacion se podia sal-
var introduciendo una nueva clase de nimeros complejos que llamé nimeros
complejos ideales. Estos nuevos nimeros complejos son lo que hoy en dia
llamamos ideales de un anillo.

En lugar de un producto de elementos, Kummer definié los ideales y
considerd en la factorizacion anterior el ideal generado por cada elemento
del producto. Comprendié que cada ideal tiene una factorizaciéon tnica como
producto de ideales primos (con lo que salvaba el problema anterior) y pudo
concluir que el ideal generado por cada elemento era una potencia p-ésima.

Si estos ideales encontrados eran principales, Kummer llegaba a una con-
tradiccién con su existencia, lo que probaba el teorema.

Pero se encontré con el problema de que dichos ideales no tenian que ser
necesariamente principales, lo que supuso la demostracion del teorema para
una determinada clase de nimeros primos (primos regulares). Para el resto
de primos no se encontré una demostracién hasta 1995 (Andrew Wiles) y se
llegé a ella por métodos totalmente distintos.

En el trabajo veremos los detalles de la demostracién de Kummer para
el caso uno, cuyo enunciado dice:

Para un primo regular p > 3, la ecuacion xP +yP = 2P tal que p no divide
ax,y oz, no tiene solucion en los enteros positivos.



Capitulo 1

Teoria (General

Antes de abordar la demostracién del teorema, necesitamos ver todo lo
que concierne a la factorizacion de ideales. Ademas, necesitamos definir el
grupo de clases que sera fundamental para describir los niimeros primos para
los que probaremos el tltimo teorema de Fermat.

Por 1ultimo, veremos como ejemplo la factorizacién de ideales en cuerpos
cuadraticos, y trataremos también los cuerpos ciclotémicos que seran con los
que trabajemos en la demostracion.

1.1. Anillo de enteros

Antes que nada, veamos el concepto de anillo de enteros, pues sera donde
tendremos la factorizacion de ideales.

Definicién 1.1.1 Sea A un dominio de integridad y sea L un cuerpo conte-
niendo A. Un elemento o de L es entero sobre A si es raiz de un polinomio
monico con coeficientes en A, es decir, satisface una ecuacion

a"+a " '+ .. 4+a,=0,a €A

Para demostrar que estos elementos forman un anillo, necesitamos la si-
guiente proposicion.

Proposicion 1.1.2 Sea L un cuerpo conteniendo a A. Un elemento o € L
es entero sobre A < existe un A-submodulo M de L finitamente generado
no nulo tal que aM C M.
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Demostracion: = Supongamos
A"+ a " .. +a,=0a € A.

Entonces el A-submédulo M de L generado por 1, a, ...,a" ! tiene la propie-
dad de que aM C M.

< Necesitamos aplicar la regla de Cramer como usualmente la conocemos,
es decir, si

ZCZ']'I’]' = dl,Z = 1, .., m,
j=1
entonces
z; = det(C;)/ det(C)

donde C = (¢;;) y C; se obtiene de C' cambiando los elementos de la columna
j-ésima por los d;. Escribiendo la ecuacién de la forma

xj - det(C) = det(C}),

esto es cierto sobre cualquier anillo (sea o no det(C') invertible). La prueba de
esto consiste en utilizar la igualdad Z;nzl cijxj = d;, t = 1,..,m para sustituir
en el det(C;) los d; y una vez sustituidos, desarrollando det(C}), obtenemos
el resultado.

Ahora sea M un A-médulo en L tal que aM C M, y sean vy, ..., v, un
conjunto finito de generadores para M. Entonces, para cada i,

av; = E A;jVj, Q5 € A.

Podemos escribir el sistema de ecuaciones como

(O,/ — CLH)’Ul — 12V — A13V3 — ... = 0
—a921v1 + (Oé — (IQQ)’UQ — 923V3 — ... = 0
—Ap1V] — ApoVy — ... + (@ — app)vy, =0

Sea C' la matriz de coeficientes del lado izquierdo de las igualdades, entonces
la regla de Cramer nos dice que det(C) - v; = 0,Vi. Como al menos un v;
es no nulo ya que hemos supuesto que M # () y estamos trabajando dentro
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del cuerpo L, esto implica que det(C') = 0. Desarrollando el determinante
obtenemos la ecuacion

a"+a " P+ .. +a,=0a €A,
lo que implica que « es entero sobre A. O

Teorema 1.1.3 Los elementos de L enteros sobre A forman un anillo.

Demostracion: Sean a y § dos elementos de L enteros sobre A, y sean M
y N A-moédulos en L finitamente generados tal que aM C M y SN C N.
Definimos M N como el submoédulo generado por

{mmz|m, € M, n; € N}

Entonces:

(a) MN es un A-submédulo de L (por definicién);

(b) M N es finitamente generado ya que, si ey, ..., e, generan M y fi, ..., fn
generan N, entonces {e; f;} genera MN.

(c) Es cerrado bajo la multiplicacién por af y o £ .

Aplicando ahora la proposicién (1.1.2) con el A-submédulo M N, deduci-
mos que a8 y « £ 3 son enteros sobre A y por tanto, A es un anillo. O

Definicién 1.1.4 El anillo formado por los elementos de L enteros sobre A
se llama la clausura entera de A en L. La clausura entera de Z en una
extension finita L de Q se llama el anillo de enteros Oy, de L.

Proposicion 1.1.5 Sea K el cuerpo de fracciones de A y sea L un cuerpo
conteniendo a K. St a € L es algebraico sobre K, entonces existe d € A tal
que da es entero sobre A.

Demostracién: Como « es algebraico sobre K satisface una ecuacion del
tipo
-1
a"+ad"+ ... +a,=0a € K.

Sea d un comun denominador para los a;, entonces da; € A para todo i y la
ecuacion anterior al multiplicarla por d™ queda:

d"a" + ard" o™+ ..+ a,dt = 0.
Podemos reescribir esa ecuacién de la forma:
(da)™ + ard(da” ) + ... + a,d™ = 0.

Como aqd, ..., a,d" € A se tiene que « es entero sobre A. O
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Corolario 1.1.6 Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones
K, y sea B la clausura entera de A en un cuerpo L conteniendo a K. St L
es algebraico sobre K, entonces es el cuerpo de fracciones de B.

Demostracién: La proposicién (1.1.5) muestra que todo o € L puede ser
escrito como oo = 3/d con 8 € B, d € A. O

Definicién 1.1.7 Un dominio de integridad A se dice integramente ce-
rrado si coincide con su clausura entera en su cuerpo de fracciones K, es
decir si o € K, a entero sobre A = a € A.

1.2. Factorizacion de ideales

En esta seccién veremos que en un cierto tipo de anillo todo ideal se puede
escribir como producto de ideales primos de forma tinica, pero antes veamos
el concepto de dominio de Dedekind ya que serd ahi donde tengamos dicha
factorizacion.

Definicién 1.2.1 Un dominio de Dedekind es un dominio de integridad
A, que no es un cuerpo, tal que:

(a) A es noetheriano,

(b) A es integramente cerrado, y

(¢) todo ideal primo no nulo es maximal

Proposicion 1.2.2 Z es un dominio de Dedekind.

Demostracion: Sabemos que Z es un dominio de ideales principales, en
particular, todo ideal es finitamente generado, luego es noetheriano.

Sea p/q € Q entero sobre Z con ged(p,q) = 1, se tiene que (%’)” +
ana(B)" M dag = 0,04 € Z = Pt A apagp" + -+ agg" = 0
= Pt = —p_1qp" " — - -+ — apq™ = ¢ divide a p", pero como son primos
entre si, ¢ = £1 = g = +p € Z. Esto prueba que Z es integramente cerrado.

Por dltimo, que todo ideal no nulo primo en Z es maximal se tiene a
partir de que un ideal no nulo es primo en Z si y solo si esta generado por un
nimero primo, y sabemos que los ideales generados por estos niimeros son
maximales. U

Proposicion 1.2.3 Sea A dominio integramente cerrado con cuerpo de frac-
ciones K, y sea B la clusura entera de A en una extension separable L de K
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de grado m. Entonces existe un A-submodulo M de L finitamente generado
tal que B C M. Por tanto, B es finitamente generado como A-maodulo si A
es noetheriano.

Demostracién: Sea {f, ..., B} una base de L sobre K, existe d € A tal
que d- B; € B para todo i. El conjunto {d- f,...,d- B, } es todavia una base
de L como espacio vectorial sobre K, luego podemos suponer que los 5; € B.
Veamos ahora como podemos coger la base dual.

Una forma bilineal se dice no degenerada si verifica las siguientes con-
diciones equivalentes: tiene discriminante no nulo respecto a una base del
espacio vectorial, el nticleo en la primera componente es cero y el nicleo en
la segunda componente es cero. A partir de una base {e;} del espacio vecto-
rial y la base dual {f;} (fi(e;) = di;), podemos usar el isomorfismo V' — V'V
dado por una forma bilineal no degenerada 1) para pasar de {f;} a una base
e; de V' con la propiedad: ¢(e}, e;) = d;;.

En nuestro caso la forma bilineal no degenerada sera la Traza del pro-
ducto, por lo que tenemos una base dual {f],...,,} de L sobre K tal que
Traza(f; - 8;)= 0ij. Vamos a mostrar que

B C AB + -+ AB),.

Sea [ € B, entonces (3 puede ser escrito de forma tinica como una combina-
cién lineal § = b;B3; con b; € K. Veamos que cada b; € A. Como f; y
estan en B, (3; - f también estd, por tanto Traza(S; - B)€ A. Pero

Tr(B; - B) =Tr(> b8 Bi) = > b Tr(B;- B;) = by 6 = by,
J J J

Se tiene entonces que b; € A.
Si A es noetheriano, entonces M es un A-mdédulo noetheriano, y por tanto
B es finitamente generado como A-médulo. O

Puesto que trabajaremos en el anillo de enteros, necesitamos que sea un
dominio de Dedekind. Eso es lo que nos dice el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.4 Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones
K, y sea B la clausura entera de A en una extension separable L de K.
Entonces B es un dominio de Dedekind. En particular, tomando A = Z y
K = Q, se tiene que el anillo de enteros O en un cuerpo de nimeros L es
un dominio de Dedekind.
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Demostracién: Veamos primero que B es noetheriano. Por (1.2.3) sabemos
que B esta contenido en un A-moédulo finitamente generado. Se sigue entonces
que todo ideal en B es finitamente generado cuando se lo considera A-médulo
(siendo un submédulo de un A-médulo noetheriano) y con mayor razén como
un ideal.

Lo siguiente es probar que B es integramente cerrado. Tenemos que B es
la clausura entera de A en L. Sea C'la clausura entera de B en L. Claramente
B C C. Sabemos que C' es entero sobre B y que B es entero sobre A, por
tanto, por la transitividad de la dependencia entera tenemos que C' es entero
sobre A, lo que implica que C' C B.

Falta probar que todo ideal primo no nulo q de B es maximal. Sea [ € q,
B # 0, entonces [ es entero sobre A y por tanto verifica una ecuacion de la
forma

B+ a1+ +a, =00 € A,

la cual podemos suponer que tiene el minimo grado posible, entonces a,, # 0.
Como a, € BBNA, tenemos que qNA # (0). Pero qN A es un ideal primo, lo
que implica que es un ideal maximal p de A (pues A es dominio de Dedekind)
y que A/p es un cuerpo. Como ¢ es primo sabemos que B/q es un dominio
de integridad, y la aplicacion

a+p—a+t+q

identifica A/p con un subcuerpo de B/q. Dado que B es integro sobre A,
B/q es algebraico sobre A/p. Si probamos que B/q es un cuerpo, tendremos
que q es maximal. Veamos esto.

Sea ¢ un elemento no nulo de B/q, tenemos que probar que tiene inverso
en B/q. Como c es algebraico sobre A/p, el anillo A/p[c| tiene dimensién
finita como A/p espacio vectorial y la aplicacion

x> cx: Alp[c] — A/p[d]

es inyectiva. Por las propiedades del algebra lineal deducimos que es también
sobreyectiva, y por tanto existe un elemento ¢ € A/plc| tal que e¢ =1. O

Para demostrar el resultado de factorizacidén de ideales necesitamos varios
lemas previos.

Lema 1.2.5 Sea A un anillo noetheriano. Todo ideal I en A contiene un
producto de ideales primos no nulos.
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Demostracion: Supongamos que no, y sea entonces I un contraejemplo
maximal (que existe porque A es noetheriano). Entonces I no puede ser
primo, y por tanto, existen elementos x, y de A tal que xy € I pero ni x ni
y pertenecen a I. Los ideales I + (x), I + (y) contienen estrictamente a I,
pero su producto estd contenido en I. Entonces, como cada uno de los dos
ideales I + (), I + (y) contiene un producto de ideales primos, se tiene que [
contiene un producto de ideales primos. Pero eso contradice lo que habiamos
supuesto. U

Lema 1.2.6 Sea A un anillo, y sean I y J ideales primos entre si en A, es
decir, si I + J = A. Para cualquier n € N, I™ y J™ son primos entre si.

Demostracion: si I" y J™ no son primos entre si, entonces ambos estan
contenidos en algin ideal primo p. Pero al ser un ideal primo, si contiene
un producto de dos ideales debe contener a uno de los dos ideales. Tenemos
entonces que como I" esta, se deduce que I también esta. Para J se tiene el
mismo razonamiento.

Por tanto, I C p y J C p lo que contradice la hipdtesis de que [ y J sean
primos entre si ya que los dos estan contenidos en un mismo ideal primo. [

Nota 1.2.7 Sipy p’ son ideales primos distintos no nulos de un dominio de
Dedekind, entonces la condicién (c) de la definicién (1.2.1) implica que p y
p’ son primos entre si, y junto con el lema anterior, que p™ y p"™ también son
primos entre si.

Lema 1.2.8 Sea p un ideal mazimal de un anillo A, sea A, el anillo de
fracciones localizado en p y sea q el ideal que genera p en A,: q = pA,. La
aplicacion

a+pt—=a+q" A" — A/q"

es un isomorfismo.

Demostracion: Primero vemos que es una aplicacién inyectiva. Para esto
tenemos que probar que q" N A = p™. Pero notemos que q" = S~'p" donde
S = A —p luego lo que hay que probar en realidad es que (S™'p™) N A = p™.
Un elemento de (S~'p™) N A puede ser escrito de la forma a = b/s con b € p",
s € Sya € A Entonces sa € p" lo que implica que sa = 0 en A/p™. El
unico ideal maximal que contiene a p™ es p porque si m D p” = m D p,y
por tanto, el tnico ideal maximal en A/p™ es p/p". En particular, A/p™ es
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un anillo local. Como s + p™ no estd en p/p”, es una unidad en A/p™, luego
sa=0en A/p" = a=0en A/p", es decir, a € p".

Veamos ahora que es una aplicacién sobreyectiva. Sea ¢ € A,. Como s
no pertenece a p que es maximal, tenemos que (s) +p = A, es decir, (s) y
p son primos entre si. De esta manera, (s) y p” igualmente son primos entre
si, y por tanto, 1 € (s) + p™ luego existe b € Ay g € p” tal que bs + ¢ = 1.
Entonces b va en s™* en A,/q" y por tanto ba va en £. Mds precisamente,
como s es invertible en A,/q", ¢ es el tnico elemento de este anillo tal que
52 = a. Como s(ba) = a(l — q), la imagen de ba en A, también tiene esta
propiedad y asf es igual a ¢. O

Ahora ya tenemos las herramientas necesarias para demostrar el teorema
que nos da la factorizacion tnica de ideales.

Teorema 1.2.9 Sea A un dominio de Dedekind. Todo ideal propio no nulo
I de A puede ser escrito de la forma:

I=pp gy

donde los p; son ideales primos distintos y los r; > 0. Los p; y los r; estdn
univocamente determinados.

Demostracién: Aplicando el lema (1.2.6) a A, tenemos que el ideal I con-
tiene un producto de ideales primos no nulos:

J=pi
Podemos suponer que los p; son distintos. Entonces
AfT = Afptt X XASpr 2 Ay Jayt X X Ay, [

donde q; = p;A,;, es el ideal maximal del anillo local Ay,. El primer isomorfis-
mo es consecuencia del Teorema Chino del Resto y del lema (1.2.6) mientras
que el segundo isomorfismo viene dado por el lema (1.2.8). Bajo este isomor-

fismo, I/J corresponde a qi'/qi' X - -+ x q/*/q’» para algunos r; < s;. Como
este ideal es también la imagen de pi* - - - pi» bajo el isomorfismo, vemos que
I=pi'py

en A/J. Ambos ideales contienen a J, lo que implica que

=y
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en A ya que existe una correspondecia biyectiva entre los ideales de A/J y
los ideales de A que contienen a J. Para completar la demostracién faltaria
ver que la factorizacion es unica, pero en el transcurso de la prueba hemos
mostrado que r; estd determinado por la condicién:

[Api = Cl?

q; el ideal maximal en A,,. 0

Es conveniente recordar la relacion que existe entre divisibilidad de ideales
y contencion. Por ejemplo, un ideal I estd contenido en otro ideal J si y s6lo
si existe un ideal K tal que I = JK. Ademas, dicha contencién, también es
equivalente a que los exponentes de la descomposicién de I sean mayores que

los de J.

Corolario 1.2.10 Sea I un ideal en un dominio de Dedekind A, entonces
existe un ideal no nulo I* en A tal que II* es principal. Ademdas, I* puede
ser elegido tal que IT* = (a) con a un elemento de I que puede ser elegido
de forma arbitraria.

Demostracién: Sea a € I, a # 0, entonces [ D (a) y por tanto, tenemos

(@) =i gy

[ = pil PRI pfln
s; <1 SiI*=pt % .. pinTonentonces I1* = (a). O

1.3. Grupo de clases de ideales

Los siguiente conceptos necesarios son los de ideal fraccionario y grupo
de clases de ideales.

Definicién 1.3.1 Sea A un dominio de Dedekind, un ideal fraccionario
de A es un sub-A-moédulo m no nulo de K tal que

dm = {dala € m}

esta contenido en A para algin d € A no nulo. Es decir, un sub-A-mdédulo
no nulo de K cuyos elementos tienen un comun denominador. Al conjunto
de los ideales fraccionarios de A lo denotamos por Id(A).
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Esta definicion de un ideal fraccionario I es equivalente a decir que existe
un ideal J de A y una elemento a € A tal que I = {§|b € J}, por lo que
existe d € A tal que dI es un ideal entero.

Nétese que un ideal fraccionario no es un ideal a menos que esté contenido
en A. Cuando sea necesario para evitar confusion, nos referiremos a los ideales
en A como ideales enteros.

Todo elemento no nulo b € K define un ideal fraccional

(b) =% bA =%F {ba|a € A}.

Un ideal fraccionario de este tipo se dice principal.
El producto de ideales fraccionarios se define de la misma forma que para
ideales enteros:

a-b= {Z aibi\ai € a, b, € b}
Lema 1.3.2 FEl producto de ideales fraccionarios es un ideal fraccionario.

Demostracion: Sean a, b dos ideales fraccionarios, el producto de ambos
a-b={>_ aba; €a,b; €b}

es claramente un A-médulo. Sean d,e € A tal que da C Ay eb C A, que
sabemos que existen por definicion. Entonces deab C A, luego por definicion
se tiene que ab es un ideal fraccionario. O

Teorema 1.3.3 Sea A un dominio de Dedekind, Id(A) es un grupo con el
producto de ideales fraccionarios. De hecho, es el grupo abeliano libre en el
congunto de los ideales primos.

Demostracion: Cumple claramente la propiedad asociativa y conmutativa
pues
(ab)c = {Eaibici]&i €a, bz € b,Ci € C} = Cl(bC).

El anillo A juega el papel de elemento unidad. Veamos la existencia de ele-
mento inverso. Sea I un ideal entero no nulo. Por (1.2.10) sabemos que existe
un ideal I* y a € A tal que IT* = (a). Claramente [ - (a™'I*) = A, y por
tanto, a~1I* es un inverso de I. Si I es un ideal fraccionario, entonces dI es
un ideal entero para algin d y para un ideal entero sabemos ya que existe
inverso. Luego el elemento d - (dI)™! serd un inverso de 1.
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Falta ver que Id(A) es el grupo abeliano libre en el conjunto de los ideales
primos, es decir, que cada ideal fraccional puede ser expresado de forma tinica
como producto de potencias de ideales primos. Sea a un ideal fraccional,
entonces da es un ideal entero para algin d € A por lo que puede ser escrito
como

da:pgl...p%ﬂ,
(@) = o i

Ast, a=p|' ™" - plm=5m v la unicidad se sigue de la unicidad que tenemos
para la factorizacién de ideales primos enteros. O

Definicién 1.3.4 El grupo de clases de ideales Cl(A) de A es el cociente
Cl(A) = Id(A)/P(A) donde P(A) es el subgrupo de los ideales principales.
El nimero de clases de A es el orden de CI(A). En el caso de que A sea el
anillo de enteros de un cuerpo K, a menudo nos referimos a Cl(A) como el
grupo de clases de ideales de K y a su orden como el niimero de clases de K.

Teorema 1.3.5 FEl numero de clases hx de un cuerpo de niumeros K es
finito.

Demostracion: Vamos a utilizar la norma de un ideal I, que viene dada por
N(I) = #(A/I) donde A es el anillo.

Veamos ahora que dado un entero m, existe un nimero finito de ideales
con norma m. Sea J tal que N(J) = m. Asi, en el grupo cociente A/.J el
orden de todo elemento divide a m y por tanto, si x € A = mx € J. En
particular, m = m-1 € J, lo que implica que J divide a Am. Como Am tiene
un ndimero finito de divisores (por los resultados de factorizacién de ideales
que hemos visto anteriormente), concluimos que existe un nimero finito de
ideales J con norma m.

Definimos ahora el siguiente nimero real. Sea {1, ..., x,} una base de K

y sean para cada ¢t =1,...,n, :1:1(»1) = x;, xl(?), o :I:En) los conjugados de x;.
=121
j=1 i=1

por lo que p es un nimero real positivo dependiente de K y la base dada.
Vamos a aplicar ahora lo anterior. La norma de todo ideal fraccionario
no nulo es un entero positivo, ya que es N(J) = #(A/J). Dado, el nimero
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definido antes, hemos visto que existe una cantidad finita de ideales no nulos
Ji, .oy Jg tal que N(J;) < p.

Veamos que si [ es un ideal no nulo de A, entonces I es equivalente a
algtin ideal J;, y por lo tanto el nimero de clases de ideales es como méaximo
k, un numero finito.

Para ello necesitamos mostrar primero que para todo ideal entero J de A
existe un elemento a € J, a # 0, tal que

[Nkjola)] < N(J) - p,

donde Ngg(a) es el producto de todos los conjugados de a. Veamos esto.

Si J es un ideal entero no nulo de A, sea k el entero tal que k" < N(J) <
(k+1)". Consideramos el conjunto S de todos los elementos Y, d;x; donde
0 < d; < k. Como #(S) = (k+1)" > #(A/J), deben existir elementos
bce S,b#c, talquea=b—c=>" a;x; € J. Notemos que |a;| < k para
cada 7 = 1,...,n. Se sique que

zn: aix(j)

=1

n

INkela)l =]

j=1

n

11+ (Z |x§”|) = K"u < N(J).

=1

Una vez visto esto, denotemos por I~! el ideal fraccionario inverso de 1,
existe entonces un elemento ¢ € A, ¢ # 0, tal que ¢/~! es un ideal entero.
Por lo que acabamos de mostrar, existe un elemento b € cI~!, b # 0, tal
que N(Ab) < N(cI™') - p. Multiplicando por N(I) y teniendo en cuenta que
Ibc™t C A, obtenemos

N(Ibc™') - N(Ac) = N(Ibc™* - Ac) = N(Ib),

N(Ibc™) - N(Ae) = N(Ab) - N(I) < N(cI™")- N(I)u = N(Ac)u.

1

Se tiene que N(Ibc™') < p, y por tanto, Ibc™' = J; para algtn i. O

1.4. Factorizacion en extensiones

Sea A un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K y sea B la
clausura entera de A en una extension finita separable L de K. En esta
seccion mostraremos el teorema que nos da explicitamente la factorizacion
de un ideal en B y trataremos el caso especial en el que la extension es de
Galois.
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Un ideal primo p de A factorizard en B

pB:m‘il .ffp;g)elz 1

Si cualquiera de los e; > 1, diremos que p es ramificado en B (o L) y el
numero e; se llama indice de ramificacién. Decimos que B divide a p si B
aparece en la factorizacion de p en B. Escribiremos e(3/p) para el indice de
ramificacion y f(/p) para el grado de la extension [B/P : A/p]. Un primo
se dice totalmente descompuesto en L si e; = f; = 1 para todo i, y se
dice inerte en L si pB es un ideal primo (g =1 =e).

Teorema 1.4.1 Supongamos que B = Ala] y sea f(x) el polinomio minimo
de o sobre K. Sea p un ideal primo en A. FElegimos polinomios monicos
91(x), ..., g-(x) en Alzx] que son distintos e irreducibles mddulo p y tales que
f(z) = g;(x)% mddulo p. Entonces

pB =11(p, gi(a))”

es precisamente la factorizacion de pB como producto de potencias de ideales
primos distintos.

Demostracién: Partiendo de que B = A[a], como el homomorfismo
Alz] - B

T — «

es claramente sobreyectivo, por el primer teorema de isomorfia tenemos el
siguiente isomorfismo:

Alzl/(f(x)) = B.

Ahora tomamos cociente por el ideal p en los dos lados. En el primer lado
queda lo siguiente:

Alzl/(f(x),p) = (Ala]/pAlz]) /(f(x)) = K[2]/(f(x))

donde k[z] = A/py f(z) es el polinomio f(x) médulo p. El isomorfismo que
tenemos ahora por tanto es:

klz]/(f(x)) = B/pB

T —r Q.
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Los ideales maximales del anillo k[x]/(f(x)) son los generados por los g;(z)
irreducibles tales que g;(z)|f(x). Esto se debe a la correspondencia biyectiva
que hay entre los ideales maximales de k[z]/(f(x)) y los ideales maximales
de k[x] (los generados por polinomios irrreducibles) que contienen a (f(x)),
es decir, que dividen a f(z).

Estos ideales, mediante el isomorfismo, se corresponden con los ideales
maximales de B/pB, es decir, los generados por g;(«). Al igual que antes,
estos ideales de B/pB estan en correspondencia con los ideales maximales de

B que contienen a pB, que son los

(9:(a), p).

Por otro lado, como

f(x) = gi(@)™ - - - gol2)™
tenemos que en k[z]/(f(z)),

gi(x) - - g (x) = 0.

Por tanto, mediante el isomorfismo, en B/pB

a(@) -+ gi(a)r = 0.

Por 1ltimo, pasando a B, tenemos que

pB = (gl(a)vp)el e (gr(()z)ap)er'

g

Proposicién 1.4.2 Seaa m el grado de L sobre K, y sean B, ...,*B, ideales
primos dividiendo a p, entonces:

g

Z eifi = m.

=1

Demostracion: Vamos a mostrar que ambos lados de la igualdad anterior
se corresponden con [B/pB : A/p].

Notemos que B/pB = B/[[B;" ~ [[ B/PB;" por el Teorema Chino del
Resto, y por tanto, basta demostrar que [B/B;" : A/p|=e;f;. De la definicién
de f;, sabemos que B/B; es un cuerpo de grado f; sobre A/p. Para cada
i, BB es un B/P;-moédulo, y como no existe un ideal entre Ry
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P! (si existiera tal ideal J tendriamos que B¢|J y que J|B, pero por la
factorizacién de ideales vista anteriormente llegariamos a que J debe ser uno
de los dos ideales), debe tener dimensién uno como B/9;-espacio vectorial
por lo que tiene dimensién f; como A/p espacio vectorial. Luego cada cociente

en la cadena
BOW DR D P
tiene dimensién f; sobre A/p, y por ello, la dimensién de B/B{" es e, f;.

La prueba de que [B/pB : A/p]=m es facil cuando B es un A-mdédulo
libre, porque un isomorfismo A" — B de A-médulos cuando tensorizamos
con K, nos da un isomorfismo K™ — L lo que muestra que n = m, y
cuando tensorizamos con A/p, nos da un isomorfismo (A/p)" — B/pB lo
que muestra que n=[B/p : A/pB].

Si B no es un A-médulo libre, al tomar el subconjunto multiplicativa-
mente cerrado S = A — p de A se obtiene que S7!'A es principal. Consi-
deramos B’ = S7'B y A = S7'A. Entonces pB’ = [[(:B’)* y por tan-
to, Y e fi=[B'/pB’ : A'/pA’]l. Pero A’ es principal, por lo que se tiene que
[B'/pB' : A'/pA']=m. O

Proposicién 1.4.3 Supongamos que la extension LI K es de Galois. Enton-
ces, si Q,Q" son ideales primos de B tal que QN A = Q' N A # {0}, existe
o € G tal que 0(Q) = Q' donde G es el grupo de Galois de la extension L|K.

Demostracién: Sea G = {0y,...,0,} el grupo de Galois de L|K y supon-
gamos que Q' # 0;(Q) VYo, € G. Por el Teorema Chino del Resto, existe un
elemento x € B tal que x ¢ 0;,(Q) Vi=1,...,n, z € Q. Sea

entonces a € AN Q. Sin embargo, a ¢ @ ya que cada o;(z) ¢ Q Vi =
1,..,n (en otro caso x = o; 'o;(r) € 0;'(Q), para algin 7). Esto es una

contradiccién, por lo que existe o; € G tal que 0;(Q) = Q. O

Corolario 1.4.4 Si L|K es una extension de Galois de grado n, Bp =
7 ,Q7 y[B/Qi: Alp] = fi, entonces ey = - - =ey, f1 ="+ = f,.

Demostracién: sea Bp = [[7_, Qf", Vj, 1 < j < g, por (1.4.3) tenemos que
existe 0 € G tal que 0(Q1) = Q;. A partir de que Bp = o(Bp) = [[{_, 0(Q:)"
y de la unicidad en la descomposicién de Bp en producto de ideales primos,
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se sigue que e¢; = e; Vj, 1 < j < g. De forma similar, a partir de que
B/Q; = B/o(Q1) = B/Q se sigue que f; = f1 Vj, 1 <j <g. O

1.5. Cuerpos cuadraticos

Como ejemplo, veamos la factorizacion de ideales en los cuerpos cuadrati-
cos. Para ellos lo primero es conocer el anillo de enteros.

Proposicién 1.5.1 Sea d un entero libre de cuadrados, el anillo de enteros
de K = Q(\/d) es:

(a) O = Z]\Vd] sid=2,3 mod 4

(b) O = Z[%a] sid=1 mod 4.

Demostracién: Sea z = a + b/d € @(\/c_l) con b # 0, el polinomio minimo
es

(2 — (a+bVd)(x — (a — bVd)) = 2% — 2azx + (a® — b2d).
Para que z € Og = 2a € Z y (a® — b*d) € Z.

A
2a€Z:a=§,A€Z

2

A
(Z —b’m) € Z = (A? — 4b%d) € 47 = 4b*d = (2b)*d € Z

y como d es libre de cuadrados

B
2eZ=b=" Bel

Queda entonces:

A2 B?
Z—IdeZ:>A2—BQdE4Z:>AzzBQd, méd 4.
A partir de esto conlcuimos lo siquiente:

Sid=3 méd 4= A= B mdd 2. Si Ay B fueran impares, tendriamos
que 1 =3 mdd 4 (ya que un ntimero impar al cuadrado es congruente con
uno médulo cuatro), lo que es una contradiccién. Por tanto, A y B son pares,
luego a = % y b= % estan en Z.

Sid=2 méd 4= A%2=0 mdd 2= Aes par. Si B fuera impar, quedaria
A? =2 mdd 4 (por el mismo razonamiento que antes para un nimero impar
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al cuadrado médulo cuatro). Pero esto no se puede dar, pues un nimero
par al cuadrado es congruente con cero médulo cuatro. Esto implica que B
también es par y al igual que antes, a,b € Z.

Sid=1 moéd 4 = o bien Ay B son pares, o bien A y B son impares =
A =B modd 2. Aparecen aqui dos posiblidades: a,b € Z o0 a,b € Z + % Il

Sea p un numero primo, vamos a determinar la descomposicion de Ap
en producto de ideales primos de A donde A = Ok. Para ellos utilizamos el
teorema (1.4.1) ademads de tener en cuenta que si d = 2,3 mdéd 4 el polinomio
minimo de vd es 22 —d, y si d =1 méd 4 el polinomio minimo de %ﬁ es
22—z + %i.

Tenemos cuatro posibilidades en la factorizacién de Ap:

1. Si p|d = al reducir el polinomio médulo p vemos que obtenemos 2 por
un lado y 22 — . + }l por otro. En ambos casos tenemos una raiz doble,
luego Ap factoriza como producto de dos ideales primos iguales.

2. Si p es un primo impar que no divide a d tenemos:

En el caso en que d es un cuadrado méd p, por ejemplo d = a?> mébd p,
los polinomios al tomar médulo p quedan 22 —a? y 22 —x + %. En el
primer caso es claro que tiene dos soluciones distintas y en el segundo
basta ver que el discriminante del polinomio es a? para confirmar que
sucede lo mismo. Esto conlleva que Ap es el producto de dos ideales
primos distintos.

En cambio, cuando d no es un cuadrado médulo p, en el primer caso de
nuevo es obvio que el polinomio es irreducible médulo p. En el segundo
caso nos fijamos en que el discriminante es d y como estamos suponien-
do que d no es un cuadrado modulo p, llegamos a que el polinomio es
irreducible médulo p. Por tanto, Ap es un ideal primo.

3. Veamos el caso en el que p =2 y d =1 mod 4. Entonces tenemos:

Ap es el producto de dos ideales primos distintos < d = 1 mod 8.
Esto se debe a que como d = 1 mod 8 el polinomio minimo mod 2
factoriza como z? + x = z(z + 1) y por tanto, 42 = (2,a)(2,1 + «)

donde o = %ﬁ.
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Ap es un ideal primo < d = 5 mod 8. Esto es consecuencia de que si
d = 5 mod 8 el polinomio minimo mod 2 factoriza como 2% 4+ x + 1, el
cual es irreducible.

4. Por tultimo falta ver cuando p =2 y d = 3 mdd 4. Este caso es sencillo
ya que el polinomio es 22 — d y al reducir médulo p nos queda 2% — 1
pues nétese que sid =3 moéd 4 = d =1 mabd 2. Sélo falta observar
que el polinomio z? — 1 tiene una rafz doble en Z/Z2, lo que implica
que Ap factoriza como producto de dos ideales primos iguales.

1.6. Cuerpos ciclotémicos

Por ultimo en este capitulo, vamos a tratar el caso de los cuerpos ci-
clotomicos, que son los que verdaderamente nos interesan de cara a la prueba
del teorema.

Sea K = Q((), donde ( es una raiz p-ésima de la unidad siendo p un
nimero primo impar. Veamos que el polinomio minimo de ( sobre Q es
P —1

®, = =P+ PP L+ L
r—1

Basta ver que es irreducible y que tiene a ¢ como raiz. Lo segundo se observa
facilmente. Para ver que es irreducible, hacemos el cambio de variable x —
x4+ 1:

~ r+1)P -1

& _ @+

P x

Por las propiedades de los coeficientes binomiales, tenemos que (x + 1)P =
P_o (P)2P7F. Queda pues

1
(e
0

El polinomio es ménico, el término independiente es p y los demas coeficientes

son de la forma (p_p—ki)”d con 1 < k < p — 2 claramente divisibles por p.

Aplicando el criterio de Eisenstein, obtenemos que Zﬁ; es irreducible, lo que
implica que ®, también lo es.

) > 0 1 e e D v {4 F
X

p
k=



1.6. CUERPOS CICLOTOMICOS 27

Como (P — 1 = 0, tenemos que ( pertenece al anillo A de los enteros de
Q(¢). Las raices de ®, son ¢, (?, ..., (P71, asi

p—1

o, =J-¢.

1

~

En particular, p = ®,(1) = Hﬁ:ll (1 — ¢"). Notemos que los elementos 1 —
¢,1—¢2...,1 = (P! son asociados. En efecto, si 1 < 4,5 < p — 1 entonces
existe un entero k tal que j = ik mod(p). Asi,

1—-¢ 11—

De forma similar, (1-¢*)/(1—¢7) € A, por tanto 1—¢? = u;(1—¢) donde u; es
una unidad de A. Luego concluimos que p = u(1—¢)?~! donde u = uy -+ upy_4
es una unidad de A.

El elemento 1—( no es invertible en A, pues en otro caso p tendria inverso,
el cual pertenece a AN Q = Z. Por tanto, A(1 — () NZ = Zp ya que el ideal
A(1 — ¢) NZ contiene a p y no es igual al ideal unidad.

Primero veamos cudl es el anillo de enteros de un cuerpo ciclotémico y
luego mostraremos la forma que tiene la descomposicién en ideales primos
del ideal Aq donde ¢ es un primo cualquiera.

Proposicién 1.6.1 O es un grupo libre abeliano con base {1,(,...,(P72},
y por tanto, O = Z[(].

Demostracién: 1,(,...,(?~2 son linealmente independientes sobre Q, pues
si no lo fueran, ( seria raiz de un polinomio de grado p — 2 a lo mas, contra-
diciendo que @, es el polinomio minimo.

Sixz € Ok = existen nimeros racionales ay, ai, ..., a,—2 definidos de forma
tinica tal que = ag + a1¢ + ... + a,_2(P~2. Veamos que a; € Z con lo que se
tendra el resultado.

Observemos qué pasa con las trazas en Q(¢)|Q (recordemos que la traza
de un elemento es la suma de los conjugados de Galois de ese elemento en la
extension en cuestion). Tenemos

Tr(z(1 =) =Tr(ap(1 —=¢)) =ag-Tr(l —¢) = ag[(p — 1) + 1] = agp.

Para mostrar que ag € Z, calculamos Tr(z(1 — ()).
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Sean r; = ¥, T3, ...,T,—1 € Ok los conjugados de z:
Tr(z(1—C)) = 21 (1=C)+a2(1=C*)+... 47, 1 (1-¢P71) = (1-¢)2’ € Ok (1),

vaque (1 —¢™H/1-¢) =1+C+ ..+ € Og. Pero Tr(z(1 —()) €
Ok NQ =7, luego Tr(z(1 —()) € Ox(1l — ) NZ = pZ, es decir, ay € Z.

Ahora por induccién se prueba que ay,...,a,—2 € Z. Para probar que
a; € Z, multiplicamos por (P77 obteniendo (P~ = ag(?™7 + a; (P + ..+
aj—1CP 4+ aj + a1 + ... + a,—oCP7%, y expresando (P — 1 en términos de
potencias inferiores de ¢, podemos escribir z¢?~7 de la forma

2P = (aj — aj-1) + a1+ apP o+ ay o (P

Por induccién aj_; € Z, luego aplicando el mismo argumento que antes,
((lj—aj_1>€Z:>CLj€Z. O

Proposicion 1.6.2 Sea € = 1 — ( € A, entonces el ideal principal A es
primo y Ap=(A&)P~L.

Demostracién: Sabemos que p = u&P~!, donde u es una unidad de A.
Asi, Ap=(A&)P~L. Tomando normas tenemos que pP~'=N(Ap)=(N(AE)P~1),
y por tanto, N(A&)=p. Como conlusién se tiene que A¢ tiene que ser un ideal
primo de A. O

El siguiente resultado nos muestra la factorizacion en este tipo de cuerpos.

Teorema 1.6.3 Sea q un primo distinto de p, sea f > 1 el menor entero tal
que ¢/ =1 modp yseag= (p—1)/f. Entonces Oxq = Q; - - - Q, donde
Q1, ..., Qg son ideales primos distintos de Ok

Demostracion: Denotemos A = Ok. Por la teoria desarrollada hasta aqui,
Ag = (Q1---Qy)° (pues se trata de una extensién de Galois) donde @1, ..., @,
son ideales primos distintos, e > 1y efg = p—1. Asi, f = [A/Q;|Z/qZ] para
cadai=1,...,9.

Nos fijamos ahora en el ideal primo ) = (1. Sea G el grupo de Galois,
definimos Z = {0 € G|o(Q) = @Q}. Entonces Z es un subgrupo de G y su
indice es (G:Z) = g. En efecto, sio, 7 € G = 0Z =72 & o(Q) = 7(Q). Por
otro lado, por (1.4.4), para cada i = 1, .., g, existe o € G tal que o(Q) = Q;.
Asi g = (G:2), por tanto §(Z) = ef pues efg = |G| = |Z||G : Z| = |Z|g.



1.6. CUERPOS CICLOTOMICOS 29

Con todos los 0 € Z tenemos la aplicacién a : A/Q) — A/Q definida como
5(Z) = o(z) donde # denota t + Q € A/Q para cada t € A. Tenemos que & €
G(A/Q|F,) y la aplicaciéon Z = G(A/Q|F,) asi definida es un homomorfismo
de grupos. El ntcleo es el subgrupo normal I' = {0 € Z|o(x) = z mod Q
Vx € A}. Veamos que I' se reduce a la identidad por lo que la aplicacién
Z = G(A/Q|F,) es inyectiva. En efecto, o({) es también una rafz p-ésima de
la unidad (pues lleva raices en raices) por lo que o({) = (* donde 1 < s <p
y ged(s,p)=1.

Si o € T entonces @ contiene el elemento o({)—¢ = *—( = —¢(1-¢71).
Como ged(s—1, p)= 1 entonces hemos visto que 1—¢*~1 y 1—( son elementos
asociados, por tanto £ = 1 — ( € @ por ser () ideal primo, esto es, () = A&
(ya que A es un ideal primo por (1.6.2)) y @ divide a Ap que no es el caso.

Como conclusién se tiene que la aplicacién de Z a G(A/Q|F,) es inyectiva
yef =142) <tGA/QIF,)) = [A/Q : F,] = f, implicando ya que e = 1.
Ahora veamos que f > 1 es el menor entero tal que ¢/ = 1 mod(p).

Sea o, el automorfismo de Frobenius del grupo de Galois, esto es, 0,(Z) =
7% para cada T € A/Q. Entonces (5,)7 es el automorfismo identidad, por
tanto o/ es el automorfismo identidad ya que la aplicacion Z — G(A/Q|F,)
es inyectiva.

Asi of(¢) = ¢ esiguala ¢ = (¢"1=1= pdivide a ¢/ — 1.

Sil< f'< fypdivide a ¢/ —1, entonces ag/ es la identidad, y por tanto
51" es la identidad, lo cual fuerza que f = f’, porque o4 es un generador de

q
G(A/Q|F,), lo que prueba que tienen orden f. O

Antes de pasar a la ecuacion de Fermat nos falta por ver como son las
unidades en los cuerpos ciclotémicos. Para ello necesitamos un lema previo.

Lema 1.6.4 (Kronecker) Sea a € C entero sobre Q, [Q(a) : Q] = n y tal
que todos sus conjugados tienen modulo uno, entonces a es una raiz de la
unidad.

Demostracion: Por las hipotesis sabemos que « satisface una ecuacion del
tipo
"4 12" 4+ a1+ ag,a; € Z.

Podemos factorizar el polinomio de la siguiente forma

"+ ap 2"+ ag = H(x — )
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donde «; son los conjugados de a. Notemos que para todo %, «; tiene modulo
uno por ser conjugado de a.
Veamos ahora que los coeficientes del polinomio estdn acotados.

Qp—1 = —Z@z‘ = |ap—1| <n
n
Ap_9 = Zaiaj = ‘an_g‘ S (2)
n
Upg = — Z%’%’Oék = |a,_3| < (3)

apg = (—1)"ay - ay, = |agl = (Z) =1

Como a tiene médulo uno y los conjugados de o son los af, o también
tiene esa propiedad, con k > 1. Se tiene entonces que el polinomio minimo
de o cumple las mismas condiciones que el polinomio de «, es decir, los
coeficientes estan acotados, luego existe un ntimero finito de polinomios de
este tipo. Obtenemos como conclusion que hay un ntimero finito de elementos
en Q(«) tales que todos sus conjugados tengan médulo uno (pues son raices
de un nimero finito de polinomios).

Existen por tanto, k,l con k > [, tal que o = a! = o' =1 = a es una
raiz de la unidad. U

k

Proposicién 1.6.5 Toda unidad u de Q(() se puede escribir de la forma
u = +C*v donde v es una unidad positiva real de A.

Demostracién: sea u una unidad de Q(¢) = por lo que hemos visto del
anillo de enteros,

u=ag+al +al®+ .. + ap_gfp_Q

con a; € Z. El conjugado complejo de u, el cual es una unidad también
(porque wv = 1 implica que uv = 1), viene dado por

U= ag + (11C_1 + a2<_2 + ...+ aprc—(p—?).
Entonces ' = ut~! es una unidad también. Ademds, si

u(k) = ag + ale + CLQCZk + ...+ ap,gék(p*m
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para k = 1,...,p — 1 son los conjugados de u, entonces u*) = @*® son los
conjugados de @, por lo que los de «' son w'®) = y® . y(*)-1  Se tiene pues,
que [/®)| = 1. Entonces el elemento v es una raiz de la unidad y es de la
forma v’ = £(" con 0 < h <p—1.

Debemos tener el signo positivo. Si no fuera asf y v’ = (", entonces
u = —("u. Consideramos el anillo R = A/A(1 — () y sea 6:A — R el
homomorfismo canénico. Entonces 8(¢) = 1 y por tanto 8(¢*) = 1V k =
L.,p—2y0(u) =ay+a+---+a, 5 =0(). Como u = —("i tenemos que
Ou=—0(u) = 0(2u) =0 = 2u € A(1 — () = (1 — () divide a 2a, y como @
es unidad = 1 — ¢ divide a 2. Partiendo de que p es asociado con (1 — )P~}
= p divide a 2 = p = 2, lo que contradice la hipdetesis de que p es un primo
impar. Luego u = ("u

Sea k tal que 2k = h (mod p) = (" = (* y por tanto

U ke (1 U

- (3)

Elegimos ahora v = u/¢* = u¢?~*, vemos que v es unidad real positiva y
u = (k. U
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Capitulo 2

Aplicacién a la ecuacion de
Fermat

Una vez desarrollada toda la teoria previa necesaria, estamos en disposi-
cion de abordar la demostracion del iltimo teorema de Fermat en el primer
caso que dio Ernst Kummer.

Para ello, necesitaremos definir los primos requlares que seran aquellos
numeros primos para los que serd valida la demostracion, y después daremos
una caracterizacién de tales niimeros.

2.1. Ecuacion de Fermat

Definicién 2.1.1 Dado un primo p, decimos que es regular si el ntimero
de clases de Q(¢) denotado por h, no es divisible por p, donde ¢ es un raiz
p-ésima de la unidad. En caso contrario se dird que es irregular.

Observacién 2.1.2 La importancia de que un primo p sea regular radica
en que si la potencia p-ésima de un ideal a en Z[(] es principal, entonces a
tiene que ser principal. Veamos esto.

Si a? es principal, entonces es trivial en el grupo de clases de Q(() (el
cociente del grupo de los ideales fraccionarios del anillo de enteros entre el
subgrupo de los ideales principales). Como p no divide a h, y el orden de
todo elemento tiene que dividir al orden del grupo, se tiene que a es trivial
en el grupo de clases y por tanto, a es principal.

33
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Nota 2.1.3 El conjugado complejo de a en Q(¢) es @. Como el conjuga-
do complejo es un automorfismo de este cuerpo, cuyo grupo de Galois so-
bre Q es abeliano, o(@) = o(«) para cualquier a en Q(¢) y para cualquier

o €Gal(Q(()/Q).

Teorema 2.1.4 Para un primo reqular p > 3, la ecuacion zP + y? = 2P tal
que p no divide a x ,y 0 z, no tiene solucion en los enteros positivos.

Demostracion: Supongamos que existe una solucién en los enteros positivos
para dicha ecuaciéon. Podemos suponer que z, y y z son primos entre ellos
pues si dos de ellos tienen un primo como factor comin, también es factor
del tercero y por tanto se pueden dividir todos los términos por ese ntimero
primo. Llegaremos a una contradiccion con que p es regular.

En Z[(], la ecuacién de Fermat factoriza como

p—1

P =a"+y =]+ Ty
i=0

Veamos que los factores de la derecha de la igualdad generan ideales relati-
vamente primos. Para 0 < j < j/ < p—1 y cualquier ideal o factor comun de
(z + y) v (z+ 'y), se tiene que x + ¢y v 2 + /'y estdn en o, por tanto
su diferencia

e+ y—a—Fy=yd(1—-¢ ) =vy(l-¢)

donde v es una unidad, también estard en o (hemos utilizado que los ele-
mentos 1 — (77 y 1 — ¢ son asociados, y cémo son las unidades). Como
p=u(l—¢)P! con u una unidad, tenemos que y(1 — ¢) divide a yp, luego
o|(yp). Ademads, a partir de la factorizacion de la ecuacién de Fermat, sabe-
mos que o divide a (z)?. Partiendo de que yp y zP son enteros relativamente
primos, tenemos que o es el ideal unidad, por lo que los ideales (z + (7y) son
relativamente primos.

El producto de los ideales generados por estos elementos es la potencia p-
ésima (2)?, lo que implica que cada factor es una potencia p-ésima. Tomando
j=1

(z+Cy) =a

para algun ideal a. Asi, a? es principal, luego es trivial en el grupo de clases
de Q(¢). Como p es regular, sabemos que a es trivial en el grupo de clases, lo
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que implica que es un ideal principal. Tenemos pues, que a = (¢) con t € Z[(].
Asi,
x4 Cy = ut?

para alguna unidad u en Z[(].
Por (1.6.1), podemos escribir
t="bo+ b+ +byoC"?

con b; € Z. Observemos ahora que al calcular ¢, todos los coeficientes que
quedan multiplicados por términos de la forma (f ) ,1 < p son multiplos de p
y por tanto son cero médulo pZ[¢]. Luego los tnicos términos no nulos son
los bY¢"P; que al tomar médulo pZ[¢] quedan b; por el pequeno teorema de
Fermat. Obtenemos entonces

tr = b() + bl + -+ bp_g mod pZ[C]
Como los b; € Z tenemos que
t=bo+b1C+ -+ bpa(P2,

lo que conlleva que t? = ## mdd pZ[(] pues al elevar a p y tomar mddulo

pZ[(] sucede lo mismo que antes. Por la nota (2.1.3) sabemos que o(u) = o(u)
para todo o € Gal(Q(¢)/Q), luego u/u y todos sus conjugados tienen valor
absoluto uno. Aplicando ahora (1.6.4), tenemos que u/u es una raiz de la
unidad y por tanto u/u = +(’ para algin j entre 0 y p — 1. Si u/u = {7,
entonces

x4+ Cy = ut?

r+ Cy = Jat?
r+Cy = Cut’ méd pZ[(]
z+Cy=¢(z+Cy) méd pZ¢).
Asi,
w/i=C =r+yl -yl —x¢ =0 méd pZ[(]. (2.1.1)

De forma similar,

u/u=— =x+y(+y " +2¢ =0 mdd pZ[(]. (2.1.2)
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Vamos a comprobar ahora que ninguna de estas congruencias puede darse
cuando 0 < 57 < p— 1y x,y enteros primos con p.
Supongamos que tenemos

ap+arl+ - +a, 2P =0 méd pZ[(],

entonces
ap + a1C +---+ ap_ngﬁ c pZ[C]

Se tiene pues, que

ag + arC + - -+ a, 5P = pa
con «a € Z[(]. Por (1.6.1) podemos escribir

a=by+ b+ +b, o(P 2
Asi, queda entonces

ao +a1C + ++ + apaCPt = pbo + pbiC + -+ phyaCP

lo que implica que

a; =0 méd p,Vi=0,...,p— 2.

En nuestro caso los coeficientes asociados a los elementos 1, (, (2, ..., (P~2 son
1,42, &y vy sabemos que x,y no son divisibles por p, por lo que tenemos
que no se pueden dar ninguna de las dos congruencias (2.1.1) y (2.1.2) para
3<j<p-—2

El resto de la prueba consiste en comprobar los casos j =0,1,2,p — 1.

Veamos que podemos suponer p > 5 ya que la ecuacién 22 + % = 2z* no
tiene soluciones en los enteros primos con 3. Como x es primo con 3, tenemos
que r = £1,4+2,+4 mdd 9. Esto nos lleva a que 2° = +£1 mdd 9 ya que
22 =8 = -1 méd9 y 4% = 4-16 = 1 méd 9. Légicamente para y y 2
se tienen las mismas conclusiones ya que también son primos con 3. Queda
entonces que z° + 12 = 0,42 méd 9y 23 = £1 mébd 9, lo que demuestra
que no existe solucién.

Una vez que podemos suponer p > 5, veamos primero el caso j = p — 1.
Como

1+¢+--+¢"'=0



2.1. ECUACION DE FERMAT 37

(polinomio minimo), tenemos que
L= =140+ C+ -+ ).
Por tanto, el lado izquierdo de la congruencia (2.1.1) quedaria
(1= +y(( =) =22+ (z +y) + (- +F0) + (2 —y)¢P

pero todos los coeficientes tienen que ser divisibles por p, en particular 2z.
Como sabemos que p no divide a z, estamos de nuevo ante una congruencia
que no se puede dar. Para la congruencia (2.1.2) tenemos una contradiccién
similar pues el lado izquierdo quedaria

1+ N +yC+ P ) =y—a) -2+ + )+ (y— )P

Consideremos ahora el caso j = 0. En este caso, la congruencia (2.1.1)
queda de la forma

y(¢—¢1) =0 mdd pZ[c].

Como y no es divisible por p, podemos dividir por y y obtenemos
(—¢C'=0 médp=C*—-1=0 mdd p,

lo cual contradice la independencia lineal de 1 y ¢2 méd p ya que p > 5.
Similarmente, la congruencia (2.1.2) para j = 0 implica que

2¢(+yC+y=0 mod p

llegando de nuevo a una contradiccion.
Para el caso j = 2, la congruencia (2.1.1) queda

r—2¢C*=0 méd pZ[(],

mientras que (2.1.2) serfa
x4 2y¢ + zC2.

Es facil observar que en ambos casos nos encontramos con sendas contradic-
ciones.
Por 1ltimo veamos qué ocurre con j = 1. La congruencia (2.1.2) implica
que
(x+y)(1+¢)=0 mddp



38 CAPITULO 2. APLICACION A LA ECUACION DE FERMAT

y por tanto,
r+y=0 mod pZ

pues sabemos que 1 — ¢/ y 1 — ¢ son asociados lo que implica que 1 — (2 =
(1-=¢)(1+¢) = v(1—() donde v es una unidad, es decir, 1+ es una unidad.
Asi, tendriamos que

=P +yP=(x+y) =0 mddp,

luego p dividiria a z, algo que hemos supuesto que no pasa. Queda entonces
la congruencia (2.1.1) en el caso j = 1:

z(1-¢)+y(1—-¢ =0 mdd p.
Escribiendo p = u(1 — ¢)?~!, tendriamos que
r=y, méd (1— )P 2

Como p—2 > 1 (pues p > 5) y z,y € Z, esto fuerza que x = y mdéd pZ.
Recorriendo la demostracion andlogamente con y y —z intercambiados, ob-
tenemos que r = —z mod pZ, llegando a que

0=2aP +yP — 2P =327 mdd p.

Como p # 3 y x es primo con p, tenemos una contradiccion. O

2.2. Numeros de Bernoulli

Nuestro interés en los ntimeros de Bernouilli se debe a que nos propor-
cionan una caracterizacién de los nimeros primos regulares para los cuales
hemos demsotrado la ecuacion de Fermat.

Definicién 2.2.1 Los nimeros de Bernoulli se definen a partir de la
siguiente serie:

donde los B,, denotan los niumeros de Bernouilli.
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Proposicion 2.2.2 Los numeros de Bernoulli son nimeros racionales. By =

1, By = —% y para todo k > 1 se tiene la siguiente relacion de recurrencia:
(%T#ﬁﬂ+(h;§3myk-44i+lzﬁ
Demostracién:
) (52) ()
= (z+ %xQ + %x‘g +--)(Bo+ %x + %xz + %LES o).

A partir de esta igualdad sabemos que en el producto de la derecha se tienen
que anular todos los coeficientes de las potencias de x excepto el de z, luego
en primer lugar obtenemos que By = 1. Para k > 1 queda

1
Bl+§:O,

By B BO_O
20 Tt

By, B By By 1
T T TR TR

k=1 3k—2)
Si multiplicamos la expresion resultante por (k + 1)!, obtenemos

k+1 k41
(Yo (5 Ym0

Ahora por induccién en k podemos comprobar facilmente que los Bj son
nimeros racionales. Ya sabemos que By = —% es racional. Spongamos ahora
que hasta Bj_; son racionales, entonces tendriamos

_4
kE+1

donde ¢ es un nimero racional por hipotesis. Por tanto, By es racional al ser
cociente de dos nimeros racionales. Il
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Proposicion 2.2.3 Para todo k > 3 impar se tiene que By = 0.

Demostracion: Consideremos la serie

S) =35+ - _1—§+Z ZEy 1+Z

T 2x
S(—x) —S(z) = T—-1)——=0
(1) = S(2) = (e = 1) = 5
Si tomamos los k impares
B 00 Bk . 00 Bk .
S(—z) = S(x) = Y (-0 - > =
k=2n+1,n>1 k=2n+1,n>1
o) Bk .
k=2n+1,n>1
lo que demuestra que By = 0 para todo k£ > 3 impar. U

Los primeros niimeros de Bernoulli son:

1 1
B =—,By=—
1 92 s 2 6 )
Teorema 2.2.4 [1, 19.1]
Para un nimero primo p > 2, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) p es un primo reqular;
(2) p no divide los numeradores de los nimeros de Bernoulli:

1 1 1 5 691
Bs— — Bs— —— Byp = —. Byy — ———
6 , 128 10 667 12 2730

B4 = T 5 3
30 42 30

B27 B47 s} Bp73
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Nota 2.2.5 En la préctica, es esta caracterizacion la que se utiliza para com-
. . . . . 691

probar si un primo es regular o no..Por 'eJemplo, a P?thlr de que By = ~2730°

podemos deducir que 691 es un primo irregular utilizando dicha caracteriza-

cion.

No ha sido probado que existan infinitos primos regulares. Por otro lado,
las evidencias numéricas indican que aproximadamente el sesenta por ciento
de los primos deberian ser regulares, es decir, no solo que hay infinitos primos
regulares sino que son mucho mas numerosos que los primos irregulares. Sin
embargo, si ha sido probado que existen infintos primos irregulares|2].

Los primeros primos irregulares son:

37,59,67,101,103, 131, 149.
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