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Abstract

Crystallographic groups are groups whose elements are isometries of a metric space. These groups are 17 in the
Euclidean plane and we can find them in nature or tilings. Many scientists study these groups in fields other
than Mathematics, such as Chemistry. Throughout history, some people have given the list of 17 groups, and
have been interested in the study of them in higher dimensions.

In this work there are two different blocks. In the first one, we recall some concepts of group theory. Then we
explain how a group acts on the elements of a set. Finally we recall some notions of Euclidean plane to explain
the isometries of the plane.

The second part of this work focuses on an article of Schwarzenberger [14]. We show what is a crystallographic
group and we prove that there are exactly 17 of them. To do that, we divide the groups into three types: those
which contain, respectively, no reflections, exactly one or more than one.

In addition, we have included pictures for an easier understanding of the text, and examples of each group.
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1. Introduccion

La simetria siempre ha sido asociada a la belleza. Todo aquello que presente simetria es bello. Es por ello que
en muchos edificios se construyen con cierta simetria. Asi mismo también aparece la simetria en arte, como
en pinturas o dibujos, donde se pueden observar creaciones realizadas a base de repetir un mismo elemento.
En la naturaleza también podemos encontrar simetria en animales, hojas de arboles, minerales, o elementos
inorganicos. El estudio de estas simetrias en los grupos que vamos a ver tiene aplicaciones en la mineralogia y
la quimica inorganica.

Esta regularidad en ciertos objetos fue lo que llevé a preguntarse al matematico y astrénomo aleman Johannes
Kepler (1571-1630), spor qué los copos de nieve individuales, antes de que se enreden con otros copos, siempre
aparecen con seis esquinas?, ;por qué no caen copos con cinco o siete esquinas?. En 1611 Kepler escribid su
tratado El Copo de Nieve de Seis Esquinas, donde explicé detalladamente la estructura cristalina de los cristales
de nieve.

Ademas, Kepler , en 1619, fue uno de los primeros que realizé un estudio sobre los mosaicos en su libro Harmonice
Mundi, donde afirmé que el tridngulo, el cuadrado y el hexdgono son los tnicos poligonos regulares que pueden
cubrir el plano. En el ambito de la cristalografia plana no volvié a haber méds avances significativos hasta los
estudios de Fedorov docientos anos después.

Evgraf Stepanovich Fedorov (1853-1919) demostré en 1891 que hay exactamente 17 grupos cristalograficos en
el plano euclideo. Estos grupos fueron redescubiertos en 1924 por G. Pélya y P. Niggli. Mas adelante, Fedorov,
Schoenflies y Barlow demostraron que hay 230 grupos cristalograficos espaciales. Bieberbach probé que existe
un numero finito de estos grupos en cualquier dimensién.

Cabe notar que los drabes ya conocian los 17 grupos planos. Pruebas de ello son los disenos decorativos de la
Alhambra, inico monumento construido antes del descubrimiento de la teoria de grupos en el que hay, al menos,
un ejemplo de cada uno de los grupos cristalogréaficos planos. Rafael Pérez Gémez habla de ello en su articulo
[11], ya que fue el primero en encontrarlos todos.

El artista holandés M. C. Escher (1898-1972) también se interesé por esta materia, realizando mosaicos a
partir de una figura que la servia como patrén, la cual obtenia modificando cuadrados, tridngulos equildteros,
paralelogramos y hexdgonos. Podemos ver un ejemplo de sus creaciones en la figura 1.

Figura 1: Mosaico de Escher

En 1972, el fisico y matemédtico britdnico R. Penrose descubrié que existen teselaciones del plano basadas
en pentagonos regulares que no tienen traslaciones, es decir, dada una copia desplazada de una figura nunca
serd exactamente igual que la original. Véase figura 2.



Figura 2: Mosaico de Penrose

En este trabajo trataremos de ampliar el articulo [14] de Schwarzenberger, donde da una demostracién concisa
de la clasificacién de los 17 grupos cristalogréficos.

En el primer bloque de nuestro trabajo empezaremos recordando conceptos de la teoria de grupos que hemos
ido viendo a lo largo de la carrera, explicaremos la accién de un grupo sobre un conjunto y finalmente, veremos
conceptos del plano euclideo cuya finalidad es introducir las isometrias.

El segundo bloque de este trabajo es el que se centrard en el articulo [14], explicando en qué consiste un
grupo cristalografico plano y sus rasgos caracteristicos para finalizar dando una prueba de que son exactamente
17 y dar su clasificaciéon junto con algunos ejemplos. La demostracién la haremos de forma algebraica, igual
que hicieron Fedorov, Schéenflies y Barlow, combinando los posibles movimientos y estudiando caso por caso
las distintas situaciones. Sim embargo, hay otras formas de realizar la demostracién de manera geométrica y
topolégica. Este método fue el utilizado por Juan Margalef (IEM-CSIC) en el seminario, “;Realmente hay 17
maneras de teselar un plano?”, que impartié en el Departamento de Algebra de la Universidad de Sevilla en
2014, y se basa en los orbifold.

Cabe notar que la notacién utilizada para los 17 grupos depende del método utilizado para la demostracion.
Cuando la demostracion es de forma algebraica como la nuestra, la notaciéon puede ser completa o abreviada.
Nosotros utilizaremos la abreviada. Podemos ver todas las notaciones en [21].



2.

Conceptos basicos

En esta seccién vamos a introducir conceptos de la teoria de grupos. Algunos de estos resultados pueden
encontrarse en [2] o en [3], asi como en cualquier libro de teorfa de grupos.

Definicién 2.1. Un grupo es un par (G, *), donde G es un conjunto no vacio, y x es una operacién binaria
mterna

+: G x G — G

(a,b) — a=xb

que cumple las siguientes propiedades:

Asociatividad a * (b*x¢) = (a*b) xc Va, b c € G.

Existencia de elemento neutro de € G tal queVa € G se verificae x a = a *x e = a.

Existencia de elemento simétrico Va € G, 3a € G tal quea xa = a *x a = e.

El grupo se dice abeliano si, ademés, verifica la propiedad conmutativa a * b = b * a, Va,b € G.

Cuando estamos trabajando con un grupo abeliano, se suele usar la notacion aditiva. En este caso, se denota
la operacién con +, y se llama suma. El elemento neutro, e, se denota por 0, y el simétrico de a, a, por —a, y
se denomina opuesto. Otra notacién habitual es la notacion multiplicativa, en la que se omite la operacion, o se
denota por -, a * b = ab = a - b. El elemento neutro se denota 1, y el simétrico de a se denota a=! 0 1/a, y se
llama elemento inverso.

Veamos algunos ejemplos de grupos.

1.

Z, Q, R, C son grupos abelianos con la suma. Estos tres tltimos menos el 0, son grupos abelianos con el
producto.

. El conjunto de las permutaciones de n elementos, Sy, es un grupo con la composicién, (Sy,, o). Los tinicos

grupos de permutaciones abelianos son S7 y Ss.

. El conjunto de matrices m X m con coeficientes en un anillo A es un grupo abeliano con la suma,

(Mo xn(A), +)-

. El conjunto de matrices invertibles n X n, con coeficientes en un cuerpo K, es un grupo no abeliano con

el producto de matrices. Este grupo se denomina grupo lineal n x n sobre K, y se denota por G L, (K).

. El conjunto de matrices n X n de determinante 1, con coeficientes en un cuerpo K, es un grupo no abeliano

con el producto de matrices. Este grupo se llama grupo especial lineal n X n sobre K, y se denota por
SL,(K).

. El conjunto R,, de rotaciones de un n-dgono regular, es decir, el conjunto de giros que dejan invariante un

n-agono regular, es un grupo abeliano.

El conjunto V; de movimientos que dejan invariante al rectangulo es un grupo abeliano. También se llama
grupo de Klein. Tiene cuatro elementos: la identidad (que se denota por 0), la simetria a de eje paralelo
a los lados menores del rectangulo, la simetria b de eje paralelo a los lados mayores, y el giro ¢ de 180°.

De aqui en adelante vamos a usar la notacién multiplicativa.

Proposicion 2.2. Para todo grupo G se tiene:

1.
2.

FEl elemento neutro es unico.

El elemento inverso de cualquier elemento a es unico.

3. Va,be€ G, (ab)~t =b"ta"t.

4. Siab=ac entonces b= c. En particular, si a®> = a, se tiene a = e.
Demostracion:
1. Supongamos que e, € € G son dos elementos neutros del grupo. Entonces por ser e elemento neutro, se

tiene que eeé = eée = e. [gualmente, por ser € elemento neutro ée = eé = e. Asi, al igualar obtenemos e = €.



2. Supongamos que a,a € G son dos elementos inversos de un elemento arbitrario b € G. Se tiene

a = ae = aba = ea = a.

3. Al multiplicar b='a~! a la izquierda por el elemento ab se obtiene la identidad. Como el inverso de ab es
tnico, se tiene (ab)~! =b~ta"1t.

4. Multiplicando la igualdad ab = ac a la izquierda por el inverso de a, a~!, y usando la propiedad asociativa
obtenemos (a~ta)b = (a~'a)c. Ademds, como a~la=e¢ = b=¢eb=ecc=c.

c.q.d.

Definamos ahora el orden de un grupo G, |G|, como el cardinal del conjunto G. El grupo es finito si lo es
su orden, en caso contrario es infinito. De forma similar podemos definir el orden de un elemento a € G
como el infimo de los nimeros enteros positivos que verifican que a operado consigo mismo n veces, es la

identidad.

ord(a) =inf{n € Z¥|a-a-...-d=e}.

Si no existe ningun n que lo verifique, se dice que a tiene orden infinito, ord(a) = co. En caso de que estemos
trabajando con un grupo finito, es facil ver que el orden de cualquier elemento del grupo es menor que el orden
del grupo, ord(a) < |G|, Va € G. De hecho, ord(a) es un divisor de |G| como veremos més adelante.
Ejemplos. s Sea a € Z, ya+#0. Entonces a tiene orden infinito.

w 2/76 = {0,1,2,3,4,5} es un grupo con la suma mddulo 6. Este grupo tiene orden 6, ya que tiene 6
elementos. Se tiene que ord(0) = 1,0rd(1) = ord(5) = 6,0rd(2) = ord(4) = 3, 0rd(3) = 2. Como podemos
comprobar, los ordenes de todos los elementos del grupo dividen al orden del grupo.

» El grupo Vy tiene orden 4, ya que tiene 4 elementos. El orden de sus elementos es ord(0) = 1,ord(a) =
ord(b) = ord(c) = 2.

Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto que es un grupo con la operaciéon definida en G. Se denota
por H < G. Los subgrupos G y {e} son los llamados subgrupos impropios de G, los demds se denominan
subgrupos propios. Por ejemplo, es ficil ver que (R, +), (Q,+) y (Z,+) son subgrupos propios de (C,+), y que
todos los subgrupos de Z son de la forma Zm donde m € N.

Proposicién 2.3. Sea (G,-) un grupo. Sea un subconjunto no vacio H C G. H es un subgrupo de G si y sdlo
siVa,b € H se verifica a-b~' € H.

Demostracion:
= Va,b € H, por ser H subgrupo a,b~! € H. Entonces a-b~! € H.

< Dado a € H, aplicando la hipdtesis con b = a tenemos a -a~' =1 € H. Como 1,a € H, se tiene que
1-a=' =a~! € H. Por tanto, el inverso de cualquier elemento de H estd en H. Por otra parte, dados a y b en
H, ya sabemos que b~! € H. Por tanto ab = a(b=!)~! € H. Luego el producto de G es una operacién interna
de H. Como H contiene el elemento neutro, y todo elemento de H tiene inverso en H, hemos demostrado que
H es subgrupo de G.

c.q.d.

Notemos que la intersecciéon de subgrupos de un grupo es un subgrupo de éste. Por un lado, el elemento neutro
estd en todos los subgrupos luego va a estar en la interseccion, lo que hace que sea no vacia. Por otro lado,
si dos elementos, x,y, estdn en la interseccion, estdn en cada uno de ellos. Por la definicién de subgrupo, el
inverso de y tiene que estar en todos ellos, y también el producto x - y~!, luego esté en la interseccién. Asi, por
la proposicién anterior, tenemos que la interseccién es subgrupo.

Si tenemos un subconjunto A de un grupo G, al subgrupo de G que verifica
(A)y = N{H | H subgrupode Gy A C H},

lo llamamos subgrupo generado por A. Notemos que (A) es el menor subgrupo que contiene a A. Si A genera
a todo G, G = (A), entonces decimos que A es un sistema de generadores de G.



Proposicién 2.4. Sean G un grupo y A C G un subconjunto. Entonces

(A) ={zy-29... - 2plr; €EAUA L VYi=1,...,n,n>1}.

Demostracién: Es evidente que

(A D {xy 20 ... 2plz; €AUAT L Yi=1,...,n,n > 1}.

Para la otra inclusién usaremos que (A) es el menor subgrupo que contiene a A. Es facil ver que A C {1 - 2 -
v Tplr; € AUATYLVE = 1,...,n,n > 1} yque {oy - 29 - ... wp|r; € AUATLVE = 1,...,n,n > 1} es un
subgrupo. De donde

(Ay C{xy 29 wy|ms € AUAT Vi =1,...,n,n > 1}.

c.q.d.

Un grupo G se dice ciclico si 3a € G tal que G = (a) = ({a}), es decir, si puede ser generado por un solo
elemento. Veamos algunos ejemplos.

1. (Z,+) es ciclico, ya que Z = (1).
2. (Z)Zn,+) es ciclico, ya que Z/Zn = (1).

3. (V4,0) no es ciclico, ya que en él no existe ningin elemento que tenga el mismo orden que V. Un sistema
generador de Vj serfa Vj = (a,b).

Cojamos ahora un grupo G y un subgrupo H C G. Vamos a definir sobre G las relaciones ~pg, g~
t~pgy & o l-yeH, g~y & x-y teH
No es dificil comprobar que ambas relaciones son de equivalencia.

Proposicién 2.5. Sean G un grupo, y a € G un elemento del grupo,

1. La clase de equivalencia de a a izquierda mddulo H es

a-H={a-h|heH}.

2. La clase de equivalencia de a a derecha maodulo H es

H-a={h-a|h € H}.

Demostracién:

Vamos a probar tnicamente la clase de equivalencia a izquierda ya que a derecha es anédlogo. Llamemos [a] a la
clase de equivalencia de a por ~yz, es decir,

[a] ={beGla~ygb}={becGla' bec H}.

Veamos que [a] = a- H. Si b € [a], entonces a=! - b € H, es decir, existe h € H tal que a=! - b = h, luego
b=a-h € a-H. De la misma forma, si cogemos un elemento b € a - H, entonces existe un h € H tal que
b=a-h,luego a~!-b=nh € H. De donde se deduce que a ~ b.

c.q.d.

Podemos definir ahora el indice de un subgrupo H en un grupo G, y se denota (G : H), como el nimero de
clases de equivalencia para la relacién ~pg. Como todas las clases de equivalencia de ~ g tienen el mismo orden,
igual al orden de H, se deduce que si G es un grupo finito:

|G

(G:H):|—|.



En este caso, se tiene que (G : H) es un entero. Aunque no demostraremos ésto, se podria obtener igualmente
utilizando la relacion g~.

Si G es infinito, la férmula anterior no tiene sentido, y el indice de un subgrupo puede ser infinito.

Notemos que la clase de equivalencia del elemento neutro, e € G, tanto a izquierda como a derecha, es H, ya
que e- H = H -e = H. Podemos ver, ademas, que las clases de equivalencia de un elemento a izquierda y a
derecha no tienen por qué coincidir, pero ambas contienen al elemento en cuestién, ya que a-e =e-a = a, es
decir, a € a- H N H - a. Los subgrupos en los que las clases a izquierda y a derecha de cualquier elemento son
iguales se llaman subgrupos normales.

Definicién 2.6. Un subgrupo H € G se dice normal en G, y se denota H <1 G, si verifica alguna de las
stguientes condiciones:

1. Las relaciones ~y y g~ coinciden, es decir, - H =H -z Vx € G.
2. Vrc G setienex-H-x27' C H.
3.V €G setienex-H- -z~ =H.

Proposicion 2.7. Las condiciones de la definicion 2.6 son equivalentes.
Demostracion:
1=2

Supongamos que z- H = H -z, Vz € G. Dado unelementog-hnc‘lEQAU'-HﬂU_l,comoac-hé:zc-H:H-x7
tenemos que 3h € Htalque z-h=h-z. Asi, z-h-c2 '=h-2- 27 ' =he H.

2=3

-1

Supongamos que para todo x € G, z-H-27' C H. Entonces H =2 ' -z-H-27' -2 Cz~!- H -z para todo

z € G. Por tanto, - H -z~ ' = H.
3=1
Supongamos que para todo = € G se tiene que z-H-2~' = H. Tenemos que z-H =2z-H-z~ -2 = H - .

c.q.d.

Ejemplos. 1. {e} <G yG<G.

2. Todos los subgrupos de un grupo abeliano son normales. El reciproco no es cierto ya que existen grupos,
llamados Hamiltonianos que no son abelianos pero todo subgrupo es normal.

3. El conjunto de las matrices escalares A, con X\ € R, es un subgrupo normal del grupo lineal GL(n,R).

Cuando tenemos un grupo normal, podemos dotar al conjunto de sus clases de equivalencia de estructura de
grupo. Este grupo se llama grupo cociente G sobre H, y se denota G/H,

G/H={axH |a€cG}.
La operacion viene definida como sigue
(axH)*(bx H) = (axb)« H.
Definicién 2.8. Una funcion ¢ : Gy — G2 es un homomorfismo de grupos si verifica
plaxb) =p(a) *xp(b) Va,be Gy,

siendo * la operacion en Gy y x la operacion en Gs.
El niicleo de ¢ es ker(p) :={a € Gy : p(a) = 1g,}, donde 1, es el elemento neutro de Gs.
La imagen de ¢ es Im(p) :={b € G2 : Ja € Gy con p(a) = b}.

Si  es inyectiva, se denomina monomorfismo, si es sobreyectiva, se denomina epimorfismo, y si es biyectiva,
se denomina isomorfismo. Si existe un isomorfismo entre dos grupos se dice que son isomorfos.
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A partir de ahora, usaremos que si ¢ : G; — G2 es morfismo, entonces p(lg,) = lg,, pues p(lg,) = ¢(1g, -
le,) = ¢(lc,) - ¢(la,). Ademds, p(a™!) = ¢(a)~! ya que ¢(1g,) = p(a-a™') = p(a) - p(a™!) = 1g,.
Ejemplos. 1. La aplicacion constante ¢ : G1 — Ga, ¢(x) = 1g,, V& € G1, es un homomorfismo.
2. Sean G un grupo, x € G. La aplicacion i, : G — G, iy(y) = x-y-271, Yy € G es un homomorfismo.
Ademds i, es biyectiva e (iz)"' = iy—1. Llamamos automorfismos a los homomorfismos biyectivos de
G enG.
3. Si H C G es un subgrupo, la inclusion de H en G es un monomorfismo.
Proposicién 2.9. Sea f: G; — G2 un homomorfismo de grupos.

1. Si H C Gy es un subgrupo, f(H) es un subgrupo de Gs. En particular, la imagen de f, Imf, es un
subgrupo de Gs.

2. Si T C Go es un subgrupo (normal), f=1(T) es un subgrupo (normal) de G1. En particular, el nicleo de
f, ker(f), es un subgrupo (normal) de G;.

3. [ es un monomorfismo si y sdlo si ker(f) = {1g, }.
Demostracion:

1. f(H) = {s € Gz| 3z € H tal que f(x) = s}. f(H) es no vacio ya que 1g, = f(lg,) € f(H). Cojamos
s,t € f(H), y sean x,y € H tales que f(z) = sy f(y) = t. Entonces, por ser H subgrupo, rxy~! € H y,
sxt™t=f@)* (f(y) ' = f@)x fy™) = flzxy™!) € f(H).

2. Ver que f~1(T) es un subgrupo de G es analogo al apartado 1. Veamos que si T <1 G entonces
fFUT)<Gy. Seaxxyxa~t €xx f~YT)*x con f(y) € T. Tenemos, por ser T <1 Go, que

flaxyxa™) = f(z)x fy)» fx)7" € fla)*T* fa)"  C T
Luego, xxyxx ' € f~YT)y f~YT)<G;.
3. Supongamos que f es inyectiva, es decir, si f(y) = f(z) entonces z = y. Sea x € ker f, entonces f(x) =
lg, = f(lg,), luego z = 1¢, v ker(f) = {1g, }-
Supongamos ahora que ker(f) = {lg, } v sean z,y € G; tales que f(x) = f(y), entonces, 1g, = f(z) *
fy)~t = f(zxy~1), por tanto, z x y~! € ker(f) = {1g, }, luego = = y.

c.q.d.

El ntcleo de un homomorfismo cualquiera, f : G; — Gs, es un subgrupo normal. Por tanto, siempre podemos
considerar el grupo cociente G/ ker f.

o~

Teorema 2.10 (Primer Teorema de Isomorfia). Dado un morfismo de grupos f : G — G’ se tiene G/ker(f)

Im(f).

Demostracién:

Para demostrar este resultado sélo es necesario comprobar que la aplicacién ¢ : G/ker(f) — Im(f), donde
o(a-ker(f)) = f(a), es un isomorfismo de grupos bien definido.

Es evidente que f(a) € Im(f) para todo a € G. Como hemos definido ¢ usando representantes de las clases
de equivalencia, debemos ver que esta definicién no depende del representante escogido, es decir, tenemos que
probar que si a - ker(f) = o’ - ker(f) entonces f(a) = f(a’). De esta manera, si tenemos a - ker(f) = a’ - ker(f),
entonces a~! - a’ € ker(f), luego e = f(a™t-d') = f(a™t) - f(a') = f(a)™! - f(d'), y por tanto f(a) = f(a’).
Luego f estd bien definida.

Es facil ver que ¢ es un homomorfismo ya que ¢((a - ker(f)) - (b - ker(f))) = ¢((a - b) - ker(f)) = f(a-b) =
fla)- f(b) = ¢(a-ker(f)) - o(b - ker(f)).

Ademds, ¢ es inyectiva ya que si ¢(a-ker(f)) = ¢(b-ker(f)), entonces f(a) = f(b), luego f(a='-b) = e, de donde
deducimos que a~! - b € ker(f) lo que significa que a - ker(f) = b- ker(f). Vemos también que ¢ es sobreyectiva
ya que para todo elemento ¢ € Im(f), existe a € G tal que f(a) = ¢, luego ¢(a - ker(f)) = f(a) = ¢. Como es
inyectiva y sobreyectiva, entonces en biyectiva.

c.q.d.
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3. Accion de un grupo sobre un conjunto

La idea general de lo que vamos a tratar en este apartado es como pueden actuar los elementos de un grupo
sobre los elementos de un conjunto.

Definicién 3.1. Sean G un grupo, y A un conjunto. Una accion de un grupo en un conjunto es una aplicacion
de la forma

p: GxA — A
(9:0) > ¢4(a)
tal que
1. pe(a) =a, Ya € A, donde e es el elemento neutro de G.
2. pglen(a)) = pgn(a), para cualesquiera g, h € G, a € A.
Diremos que G actia sobre A por medio de .
Veamos que, si fijamos un g € G, la aplicacién
pg: A — A
a — @g(a)
es biyectiva.
De esta manera, serd mas facil comprender una accién de un grupo ya que, ésta, esta completamente determinada
por las aplicaciones ¢g.

Lema 3.2. ¢, es biyectiva.
Demostracion:

Veamos la inyectividad. Hay que comprobar que si ¢q4(a) = ¢4(b) entonces a = b. Por las propiedades de la
definicién de una accién, tenemos

a=e(a) = pg-14(a) = pg-1(pg(a)) = pg-1(pg(b)) = pg-14(b) = @e(b) = b.
Luego ¢4 es inyectiva.

Veamos la sobreyectividad. Dado a € A, sea b= ¢ -1(a). Se tiene
Pg(0) = g(pg=1(a)) = pgg-1(a) = pe(a) = a.

Entonces ¢, es biyectiva para cada g € G.

c.q.d.

Nota. Esto nos permite dar una definicion equivalente de la accion de un grupo como una aplicacion
¢ : G — Biy(A) que hace corresponder a cada g € G el elemento ¢, € Biy(A), de modo que ¢.(a) = a,
Va € A, y pg(on(a)) = ogn(a), para cualesquiera g, h € G, a € A.

Siempre que tengamos un grupo y un conjunto cualesquiera podemos formar una accién entre ellos, la acciéon
trivial o identidad, aunque el estudio de esta accién carece de interés. Veamos otros ejemplos no triviales.

1. Sea G = {e, o} grupo ciclico de dos elementos. Sea el conjunto A = R2 Una accién de G en R? viene
dada por oo ((z,y)) = (—z,~y).
2. Sea G = {I, R, R? R3, Ty, T», T3, T4} un grupo donde I es la identidad, R es la rotacién en sentido horario

de dngulo 7 en torno al centro de un cuadrado, T, Tz, T3, y Ty son las reflexiones respecto a la recta
horizontal que pasa por el centro del cuadrado, diagonal que pasa por los vértices superior izquierdo e
inferior derecho, la vertical que pasa por el centro del cuadrado, y la otra diagonal respectivamente. G
se corresponde con el grupo de simetrias de un cuadrado. Sea A = {1,2,3,4} el conjunto de los vértices
del cuadrado etiquetados en sentido horario. G actia sobre A. La accién viene dada por la permutacién

inducida en los vértices del cuadrado por cada elemento de G.
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Las permutaciones de los vértices dadas por R y T son
or = (1234), o1, = (24).

Comprobemos que la composicion de estos dos elementos de GG corresponde a la composicién de las dos
permutaciones:

PR = ¢, 0 pr = (24)(1234) = (14)(23).

3. Todo grupo puede actuar sobre si mismo por traslacién. Asi, cada ¢, manda a cada elemento h € G a
un elemento gh € G utilizando la operacién que dota de estructura de grupo a G. Denominaremos a esta
accion traslacion a la izquierda. De forma equivalente tendriamos la traslacién a la derecha. Ambas acciones
estdn relacionadas de manera que si ¢, (h) = gh es una traslacién a la izquierda, entonces ¢4(h) = hg~!
es una traslacién a la derecha.

4. Todo grupo G actiia sobre sf mismo por conjugacion, ¢,(h) = ghg™'. Sin embargo, ¢, (h) = hgh™' no es
accion, ya que no verifica la primera propiedad de una accién, es decir, @.(h) # h, Vh € G, h # e,

@e(h) =heh™ =hh™' =¢ # h.
Nota. Si A es finito y su cardinal es n, para todo grupo G que actie sobre A, existe un homomorfismo que
lleva G en el grupo de permutaciones S,,. Esto se muestra en el ejemplo 2) que acabamos de ver.

En una accién de un grupo sobre un conjunto, como en toda aplicacién, podemos definir el nticleo como los
elementos del grupo cuya biyeccién correspondiente es la identidad en A.

kero = {g € Glpg(a) =a, Va € A} C G.

Tipos de acciones
Sea ¢ una accién de un grupo G sobre un conjunto A.

= Decimos que la accién es fiel si su nicleo es la identidad.
ker ¢ = {e}.

= Decimos que la accién es transitiva si, dados dos elementos x, y € A cualesquiera, existe un elemento
g € G tal que ¢4 (z) = y.

= Decimos que la accién es libre si la imagen de cualquier elemento de A por un elemento de G determina
al elemento de G. Equivalentemente, si para todo elemento no trivial g € G se tiene que ¢4(a) # a para
todo a € A.
Ejemplos. 1. La accion del ejemplo 2) anterior es fiel ya que el dnico elemento del nicleo es el elemento
neutro del grupo, que es el unico que deja invariantes los cuatro vértices al actuar sobre ellos.

Comprobamos también que la accion es transitiva ya que la identidad lleva cada elemento en si mismo,
R lleva cada vértice en el siguiente en sentido horario, R? lleva cada vértice en el vértice con el que
forma una diagonal, y R lleva cada vértice en el siguiente en sentido antihorario, de manera que siempre
podemos obtener todos los vértices del cuadrado a partir de cualquiera de ellos.

Por dltimo, no es una accion libre ya que, por ejemplo, se tiene
or(l) =2 =o0rp,(1),
y sin embargo, R # T3.

Como ya hemos visto, los ¢ € G que dejan fijos a todos los elementos de A pertenecen al nicleo. Pero ahora
vamos a plantearnos ésto, visto desde el punto de vista de los elementos de A; es decir, nos interesa saber
qué elementos de G hacen que un elemento de A no varfe. Este concepto es lo que se conoce como estabilizador
de un elemento del conjunto.

Definicién 3.3. Sea ¢ una accion de un grupo G sobre un conjunto A. Sea a € A. FEl estabilizador de a en G
es el conjunto
Gy = {9€ G | g4(a) =a} para cada a € A.
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El conjunto de elementos del grupo que obtendriamos, no necesariamente tiene que ser igual que el nicleo. Este
nuevo conjunto tendrd, al menos, el mismo nimero de elementos que kerp, ya que, como todos los elementos
del nucleo tienen que dejar invariantes a todos los elementos de A, en particular, dejan invariante al elemento
de A que hemos seleccionado. Pero puede haber elementos del grupo que dejen fijos a un conjunto distinto del
total en A, en el que se encuentra el elemento del que partimos, por lo que estos elementos de G si pertenecerian
al conjunto que estamos creando pero no al ntcleo.

Ejemplos. 1. El estabilizador de cualquier elemento g de G en una accion por traslacion a la izquierda es
el elemento neutro ya que es el unico que verifica que eg = g.

2. Sea el grupo G = (Q\ {0}, ). Consideremos el conjunto A =R2. G actia sobre R? como una homotecia,
es decir,

@q((z,y)) = q- (x,y) = (qz.qy) € R?, Vg € Q\ {0}, V(z,y) € R*.

Veamos quién es el nicleo de la accion.

El inico elemento g € Q\ {0} del grupo que hace que ¢, = id, es el elemento neutro del grupo.

e1((2,y)) = (2,y), para cualquier (z,y) € R®.
Por tanto, la accion es fiel.

Ademds, notemos que cogiendo (0,0) € R? y (z,y) € R?, no existe ningiin ¢ € Q \ {0} con el que el (0,0)
vaya a (z,y) # (0,0). Luego la accion no es transitiva. Si nuestro conjunto fuese R?\ (0,0) la accién
sequiria sin ser transitiva, ya que, por ejemplo, a partir del (1,1) € R?\ (0,0) nunca podriamos obtener

(V2,v2) € B2\ (0,0).
Esta accion tampoco es libre ya que
©q((0,0)) = ¢-(0,0) = (0,0) = p- (0,0) = ¢,((0,0)), Vp,q € Q\{0}.
Notemos que si el conjunto fuese A =R2\ (0,0) la accion si seria libre, ya que a partir de la imagen de
un elemento cualquiera de A, obtendriamos la razén de la homotecia.
Veamos los estabilizadores de los elementos del plano para entender mejor este concepto.
G0 = Q\{0} pues Vg e Q\ {0} se tiene p,((0,0)) = ¢-(0,0) = (0,0).
Para cualquier (z,y) € R? tal que (x,y) # (0,0), es Gy = {1}

Proposicion 3.4. El estabilizador de a en G, G,, es un subgrupo de G.
Demostracion:
G, no es vacio porque el elemento neutro de G estd en G,.

Sean g,h € G, es decir, py4(a) = a = pp(a), veamos que gh™!' € G, :

Pgn-1(a) = @g(en-1(a)) = oq(Ln-1(pn(a))) = og(pn-1n(a)) = v4(pe(a)) = ¢ge(a) = py(a) = a.
Luego gh~! € G,,.
c.q.d.

Proposicion 3.5. El nicleo de una accion es igual a la interseccion de los estabilizadores de todos los elementos
del conjunto.

kerp = ﬂ G

a€A
Demostracion:
Lo probaremos por doble inclusion.
C Sea g € ker ¢, es decir, ¢, = id.
Como ¢,4(a) = id(a) = a, entonces g € G, Ya € A. Luego g € NgeaGl.
D Sea g € NaecaGq, entonces Ya € A p,4(a) = a. Esto es ¢, = id y, por tanto, g € ker ¢.
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c.q.d.

Gracias a esta proposiciéon podemos saber cuando una accién es fiel sin necesidad de calcular el nucleo, sélo
tendriamos que encontrar un elemento del conjunto cuyo estabilizador fuese igual a la identidad. Asi, como la
identidad pertenece a todos los estabilizadores y tenemos, al menos, uno que es exactamente igual a la identidad,
entonces la interseccién es la identidad.

Definicién 3.6. Sea ¢ una accion de un grupo G en un conjunto A. Se llama drbita de un elemento a € A al
conjunto
Orb, ={bec A | b=p,4(a) Vg € G}.

Es decir, la 6rbita de un elemento a € A se obtiene al hacer actuar todos los elementos de G sobre a. Ademas
es no vacia pues siempre se tiene a € Orb,.

Notemos que la 6rbita de un elemento es todo el conjunto A si y sélo si la accién es transitiva. Por el contrario,
si {a} = Orb, para todo a € A entonces el nicleo de la accién es todo G, lo que significa que la accién es
trivial. En el caso en el que encontremos, al menos, un elemento cuya érbita sélo contiene un nimero menor de
elementos que los que hay en A, eso implica que la accién no es transitiva.

Proposicion 3.7. El conjunto A es la union disjunta de las orbitas.
Demostracion:
Cada a € A cumple que a = p.(a) € Orb,, luego la unién de las 6rbitas es A.

Veamos que si dos Orbitas se cortan, entonces son iguales. Supongamos que las érbitas Orb, y Orb, contienen
ambas a z € A.

Como z € Orb,, existe un g € G tal que ¢4(a) = z. Andlogamente, como z € Orby, existe un h € G tal que
¢n(b) = z. Entonces ¢4(a) = z = @p(b).

Sea J(C)Z h™lg € G, se tiene gr(a) = @p-14(a) = op-1(pg(a)) = @r-1(en(d)) = Pp-14(b) = by a =
QOf—l b .

Veamos que Orb, = Orb, por doble inclusién.

-

SizeOrb, = 3Fg1 € G conz=py(a)=pg(ps-1(b)) = pg s-1(b) € Orby.
Luego Orb, C Orby.

D

SiyeOrby, = Fgo € G cony=pg(b) = ¢y (vr(a)) =pgr(a) € Orb,.
Luego Orb, C Orb,.
c.q.d.
Proposicién 3.8. Sea ¢ una accion de un grupo G sobre un conjunto A. Si dos elementos del conjunto A estin
en la misma orbita, entonces tienen estabilizadores conjugados.
Demostracién:
Sean z,y € A dos elementos pertenecientes a la misma 6rbita Orb,. Entonces Jg € G tal que ¢4(z) = y.
Veamos que G, y Gy son conjugados, G, = gG,g~ .
C Sea h € G, entonces se tiene y(r) = = = pg-1(y) v, ademds, pi(z) = r(Pg-1(y)) = Png-1(y).
Entonces ¢pg-1(y) = @g-1(y), luego pgng-1(y) =y = ghg™' € G,.
D Sea f € Gy, entonces se tiene pf(y) =y = @q(x) y, ademas, pr(y) = @r(@q(x)) = @rq(2).
Entonces ¢prq(z) = @q(z), luego py-174(z) =2 = g~ 'fg € G,.
c.q.d.
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4. El plano euclideo

4.1. La longitud y la distancia euclidea

El plano euclideo es el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales = e vy,

R* = {(z,y); z,y € R}

A continuacién vamos a definir la distancia euclidea.

Definicién 4.1. La distancia de,.(P, Q) es igual que la longitud euclidea del segmento que va de P a Q. Es
decir, la distancia euclidea de P = (zo,y0) a Q = (z1,y1) es igual a

dewe(P, Q) = /(1 — m0)? + (y1 — Y0)?
Definicién 4.2. Un espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto, y d: X x X — R tales que
1. d(P,Q) > 0 para cada P,Q € X;
2. d(P,Q) =0 sty sdlo si P =Q;
3. d(Q,P)=d(P,Q) para cada P,Q € X;
4. Desigualdad triangular: d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R) para cada P,Q,R € X.

La funcién d se conoce como la funciéon distancia, la funcién métrica, o la métrica del espacio métrico
X.

Si la funcién d sélo verifica las condiciones 1),3) y 4), entonces es llamada funcién pseudodistancia o pseu-
dométrica.

Nétese que (R?,d.y.) es un espacio métrico, y es ficil ver que dey. es una funcién distancia.

Una sucesién de puntos {P,}nen, P € X converge al punto P, si, para cada € > 0, existe un entero ng
tal que d(P,, Px) < € para cada n > ng. El punto P, se denomina limite de la sucesién. De esta forma, la
sucesion {d(P,, Px)}nen converge a 0 como una sucesién de nimeros reales.

Una funcién ¢ : X — X’ de un espacio métrico (X, d) a un espacio métrico (X’,d’) es continua en Py € X
si, para cada nimero € > 0, existe un § > 0 tal que d'(p(P), p(Pp)) < € para cada P € X con d(P, Py) < 4. La
funcién es continua si es continua en cada Py € X.

En un espacio métrico (X, d) podemos definir la bola abierta de centro Py € X y radio » > 0 como el subcon-
junto
Bd(Po,’f‘) = {P e X; d(P, P()) < ’I“}.

Cuando estamos trabajando en el plano euclideo, (R?,d.,.), una bola abierta es un disco de radio r centrada
en Py. En el caso en el que el espacio métrico es (R, d) con d(z,y) = |z — y|, la bola By(zo,r) es el intervalo
abierto (xg — r,xo + 7).

No debemos confundir la bola abierta de centro Py y radio r con el circulo de centro y radio los mismos,
{P € R?; deye(P, Py) = 1}, ya que el circulo es la frontera de la bola. De forma similar tenemos la diferencia
entre la bola abierta tridimensional y la esfera.

4.2. Isometrias

Una isometria entre dos espacios métricos, (X,d) y (X’,d'), es una biyeccién ¢ : X — X' tal que, para cada
P,Q € X, se tiene

d(p(P), ¢(Q)) = d(P, Q).

1

Nétese que al ser ¢ una biyeccién, tiene inversa bien definida, ¢! : X’ — X. Ademds ¢! también es una

isometria.

Es también inmediato ver que una isometria es continua.
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Cuando existe una isometria entre dos espacios métricos, entonces ambos tienen las mismas propiedades. De
hecho, ¢ puede usarse para trasladar cualquier propiedad de (X, d) a la misma en (X', d’).

El caso con el que trabajaremos es en el que ambos espacios métricos son (R? de,.). En estas isometrias
encontramos:

Traslaciones de un vector (zg,yp). Son transformaciones que mueven todos los puntos en la direccién del
vector,
e(z,y) = (z + 20,y + %)

Figura 3: Traslacién

Rotaciones de dngulo 6 centradas en el origen son transformaciones que hacen girar los puntos del plano de
manera que cada punto P del plano es enviado a un punto @, tal que P y @ estan sobre la circunferencia
de centro el origen y radio igual a la distancia desde P al origen, y las semirrectas OP y OQ (donde
0=(0,0)) forman un dngulo . Asi, el tnico punto del plano que se mantiene fijo es el origen.

o(z,y) = (xcosf — ysinb, zsin @ + y cos )

B' c
c

Figura 4: Rotacién

Reflexiones a través de una recta, L, que pasa por el origen y forma un angulo 6 con el eje z,
o(xz,y) = (x cos 26 + ysin 20, x sin 20 — y cos 26)

Las reflexiones envian cada punto P del plano a otro punto @ tal que existe un tnico punto sobre la recta,
que denotaremos Py, de manera que la recta que une Py (Q es perpendicular a la recta L en Py. Ademés,
se tiene la siguiente igualdad d(P; Py) = d(FPp, Q). Vemos que los puntos que se quedan fijos son los puntos
de la recta L.

Notemos que la composicion de dos aplicaciones ¢ : X — Y y ¢ :Y — Z es la aplicaciébn Yo : X — Z
dada por ¢ o p(P) = ¢¥(p(P)) para cada P € X. De esta manera podemos considerar cualquier composicién de
las isometrias anteriores, por ejemplo cualquier aplicaciéon de la forma

o(z,y) = (xcosf — ysind + xg, zsin @ + y cos d + yo)
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Figura 5: Reflexion

o(x,y) = (zcos26 + ysin 20 + xq, z sin 20 — y cos 26 + yo).

Por dltimo, un espacio métrico (X, d) es homogéneo si, para dos puntos cualesquiera P,@Q € X, existe una
isometria ¢ : X — X tal que ¢(P) = Q.

El espacio métrico (R?, deyc) no es sélo homogéneo, es isotrépico, es decir, para dos puntos cualesquiera P y
P, € R?, y dos vectores unitarios cualesquiera ', en P, y ¥y en P, hay una isometria ¢ de (R?%, deye) que
envia P, a P, y ¥, a 7. Como consecuencia, el plano euclideo parece el mismo en cada punto y en cada
direccién.
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5. Grupos de simetrias

La simetria es un rasgo caracteristico de formas geométricas relacionada con su invarianza bajo ciertas transfor-
maciones, movimientos o intercambios. Es decir, un elemento presenta simetria cuando no cambia al aplicarle
un conjunto de transformaciones. Este conjunto es lo que se conoce como grupo de simetria. A través de él
obtenemos una gran informacién sobre las simetrias de una figura, ya que, cuantas mas simetrias presente una
figura, mayor serd el grupo asociado a ella.

Podemos dividir los grupos de simetrias en tres, dependiendo del tipo de traslaciones que se encuentren en ellos.
En primer lugar encontramos los grupos de Leonardo que se caracterizan por la ausencia de traslaciones y, deben
su nombre a Leonardo Da Vinci, quien los utiliz6 en el diseno de las capillas dentro de las iglesias. Los grupos
de simetrias en los que s6lo hay una traslacién se conocen como el grupo de los frisos. Podemos encontrarlos en
las decoraciones que vemos en los frisos de la fachada de los templos o en las paredes de viejas casas coloniales,
para embellecer los zaguanes y las salas. Por dltimo estan los grupos cristalogréficos planos que parten de dos
traslaciones no paralelas, de manera que la pieza fundamental se repite infinitamente en todo el plano. En 1891,
E. S. Feodorov demostré que sélo existen 17 grupos cristalograficos. Serd en estos en los que vamos a centrar
nuestro estudio.

De ahora en adelante vamos a determinar cada elemento de un grupo de simetrias, G, por un par (v, ¢) donde
v € R? es un vector traslacion, y ¢ es una isometria de R? que deja fijo el origen. Notemos que ¢ puede verse
como una aplicacién lineal del espacio vectorial R2.

G actia sobre el plano R?, donde el elemento (v, ¢) manda un punto z € R? a otro punto v + pz € R?
(v,p)xr = v+ px.

El elemento (v, ¢) tiene asociada la matriz

1 0 0
V1 G11 a2
V2 G21 Q22

donde
a a
M. — 11 @12
a1 Q22

es la matriz asociada al automorfismo lineal ¢, y

(%)

La operacién en G es la composicién de simetrias. Asi, si (v,9) y (w, ¢) son dos elementos de G, y x € R? se
tiene

(v, 9)((w, 9)z) = (v, ) (W + ) = v+ P(w + ¢7) = v+ pw + pdx = (v + P, pP).

Por lo que (v, p)(w, ¢) = (v + pw, ), y es facil comprobar que (v, )~ ! = (—¢p v, o~ !) ya que componiendo
ambos elementos obtenemos el elemento neutro en G, (0, id).

Definicién 5.1. Un grupo de isometrias G es cristalogrdfico o plano si el conjunto de las traslaciones de G
es de la forma
T = {nit1 + nate; ny,ng € Z},

donde t1 y to son dos vectores de R? linealmente independientes. Y si, ademds, el conjunto de isometrias de R?
que dejan fijo el origen en G es finito.

Vamos a describir cuatro estructuras dentro del grupo G que, como veremos mas adelante, son invariantes por
una equivalencia de grupos que definiremos en su momento.

5.1. El reticulo, T

Llamamos reticulo de G al conjunto 1" de los vectores de R? correspondientes a traslaciones de G, es decir,

T ={tcR?: (t,id) € G}.
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Si (t,id), (t',id) € G, entonces (t,id)(t',id) = (t + t',id) € G, luego T es un subgrupo de R? con la suma. Por
tanto, T se puede inyectar en G y su imagen es el conjunto de las traslaciones de G.

El reticulo de los grupos cristalograficos planos esta generado por dos vectores traslacién linealmente indepen-
dientes de la siguiente forma
T = {nia+ngb : ny,n2 € Z} = (a,b).

En el reticulo hay al menos un vector no nulo cuya longitud es minima. Esto se tiene porque T es discreto, y
por tanto, para cualquier ¢ > 0 s6lo hay un ndmero finito de pares de enteros ny,ns tal que |nja + n2b| < c.
Sea este vector no nulo, . Notemos que no tiene por qué ser tnico.

Cuando hacemos actuar T sobre el origen, generando asi la érbita de éste, lo que obtenemos es el reticulo.

Los reticulos pueden clasificarse dependiendo de la posicién relativa de los generadores a, b. Dado un reticulo T
podemos elegir unos generadores tales que ||al| < ||b]] < |la—0b|| < [la+b||. Veamos que esto es cierto. En primer
lugar se puede elegir el orden de los generadores de manera que [|a|| < ||b]|. La desigualdad ||a — b|| < ||a + b]|
se puede obtener cambiando b por —b. Por ultimo, si ||a — b|| < ||b|| bastaria tomar como generadores a — b, y
a.

El caso en el que ||b]| = ||la — b|| = ||la + b|| no puede darse pues, si suponemos que es posible, dado que las
diagonales de un paralelogramo se bisecan formando un dngulo a y aplicando la féormula del coseno tenemos
que a = 180°. Esto implica que a es nulo, luego ese caso no es posible.

‘.~\“\a-b| |a+b’|,'

Por tanto, podemos distinguir cinco tipos de reticulo distintos.

Oblicuo: ||a|| < ||b]] < ||a — b]| < ||a + b]|.

2

Figura 6: Reticulo oblicuo
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Rectangular: ||a|| < |b]| < |la —b|| = ||a + b]].

8

Figura 7: Reticulo rectangular

Rectangular centrado: ||a|| < |b|| = |la —b|| < ||a + b]].

° ° °
° ° °

’ A' ’
°

b

° ° °

° ° °

Figura 8: Reticulo rectangular centrado

Cuadrado: ||a|| = ||| < ||a —b]| = ||a + b]|.

L

Figura 9: Reticulo cuadrado

Hexagonal: ||a|| = ||b|| = ||a — b]| < ||a + b]|.
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Figura 10: Reticulo hexagonal

5.2. El grupo puntual, H

Consideremos el conjunto H = {¢ : (v,9) € G paraalginv € R?} de las trasformaciones lineales de G. Dado

que (v1,9)(v2,%) = (v1 + @(v2), oY) v (v,0)"F = (=~ 1(v), 1), H tiene estructura de grupo junto con la
composicion, y lo llamaremos grupo puntual de G.

Si profundizamos un poco en el grupo puntual nos damos cuenta de que al coger el conjunto de todas las
rotaciones dentro de H obtenemos un subgrupo, Hy < H. Sin lugar a dudas es un subgrupo ya que la composicién
de rotaciones es una rotacién. Sin embargo, con las reflexiones no podemos hacer lo mismo, ya que el conjunto
de las reflexiones de H no seria un subgrupo de éste.

El grupo puntual de un grupo plano se caracteriza por ser de orden finito, y por tanto, sélo contiene elementos
de orden finito.

Lema 5.2. El subgrupo Hy es ciclico, es decir, estd generado por una rotacion, Rz, de dngulo minimo 27" Y
q

orden de rotacion q € ZT.

Demostracion:

2m

Asumimos primero que el dngulo minimo de las rotaciones de Hj tiene la forma S con g€ 7T,

Supongamos que Rz2x no genera todos los elementos de Hy. Entonces existe una rotaciéon con dngulo 27” i+ B
q .
conjEeEZy0<p< %’T que estd en Ho, Rzx ;. 3 € Ho. Como Hy es subgrupo R, = R:x; € Hy. Componiendo
q q q
la rotacion RzTWjJFB y la inversa de RzTWj7 RzTWjJrBR%}j, obtenemos una rotacién de dngulo 3, luego Rg serfa

una rotacién con angulo menor que 2?”, y éste era minimo. Por tanto, no existe ninguna rotaciéon en Hy que no
esté generada por Razx.
q

Veamos ahora por qué podemos considerar la rotacién de dngulo minimo 27” con orden de rotacién g € Z™T.

Sabemos que Hj es finito por ser H finito, por tanto, ¢ = 4 € Q fraccién reducida.

Si g < 1 entonces 4 < 1, luego n < d. Anadiendo ésto al hecho de que nAd = 1, podemos considerar kn+n' = d
con k€ Ny 0 <n’ <n. Notemos que n’ no es nulo pues, si lo fuese, ¢ no seria una fraccién reducida. De esta

modo, obtenemos

2 2 o7 (k ' 27mn’ 2
m_ 2m w(n—i—n):QWk_’_ﬂ:zﬁk_Fé’
q Tentn’ n n q

donde ¢ = > > 1 ya que 0 < n' < n. Por tanto se tiene que

= Roax.

B

R2x = RoppR2x = RS _R>

“a a

.m‘
.m‘:.

De esta manera hemos visto que basta considerar el caso en el que ¢ > 1.

Cuando ¢ > 1 tenemos Hy = (Rz2x) = (Rz2xa ), por lo que el nimero de elementos de Hy es, a lo sumo, igual a
q n
n.

Como n Ad =1, por la identidad de Bézout existen D, N € Z tales que Dd+ Nn =1. Sean a = 2% y g = 27,
d

n

Observamos que (R,)” = Rg, pues

5

(R )D = Ro2rap = Rora-nvn) = Ra2x_ Nn2r = Rax.

~ily

2|
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Por tanto, (Rg) C (Rq4). Pero sabemos que el orden de Rg es n y el orden de R, es menor o igual que n, luego
tienen que ser ambas del mismo orden. Por tanto (R,) = (Rg).

Podemos concluir que estas rotaciones que generan Hy tienen angulo 27“ conqc€Zv .

Lema 5.3. El subgrupo Hy sélo puede ser de orden ¢ =1,2,3,4 0 6.
Demostracion:

Consideremos t € T un vector no nulo de longitud minima, y sea Rz, como antes, el generador de Hy. El vector
obtenido haciendo actuar esa rotacién sobre ¢, Razx (t), pertenece ;l reticulo y tiene la misma longitud que t¢.
Ademas, notemos que el dngulo que hay entre ambqos es 7 Sabemos que el vector que forma un tridngulo con
ty Rz%(t) pertenece al reticulo, y que, por el teorema del coseno, este vector tiene longitud

2 2
412 + [¢2 = 2]1|t] cos = = 2J¢? (1 _ ”) .
q q

Si g > 6 se tiene 0 < 1 — cos 2—” < . Entonces este vector del reticulo tiene longitud menor que ¢, pero éste era
de longitud minima, luego ¢ S 6.

Supongamos ahora que ¢ = 5.

Si componemos la rotacién RZW consigo misma, obtenemos una rotacion de angulo = 47 Cuando hacemos actuar
Rax sobre ¢, obtenemos un Vector Rax (t (t) que forma un dngulo de 4™ con el vector t Ademas notemos que t y
s

—t forman un angulo 7. Entonces el angulo que forman los Vectores R47r (t)y —tes T = 107 y hemos visto que

dos vectores del reticulo, de longitud minima, no pueden formar un angulo menor que F? luego g # 5.
Por tanto, hemos probado que g € {1,2,3,4,6}. Esto se conoce como “restriccién cristalografica”.

c.q.d.

Proposicién 5.4. T = {nit+noR(t) : n1,ne € Z} cuando q = 3,4, 0 6, donde t es un vector en T de longitud
minima, y R es la rotacion que genera Hy.

Demostracién:

Vamos a llamar T = {nit + naR(t) : ni,ne € Z}, y sea nit + n2R(t) € T. El vector t esté en el reticulo,
y también estd R(t) al ser obtenido mediante la accién de R en t. Ambos son linealmente independientes ya
que los casos en los que no lo son, serfan ¢ = 1 y ¢ = 2, y estos no se incluyen para esta propiedad. Ademads,
nit +noR(t) € T al ser T un grupo aditivo.

Consideremos ahora un vector de T', z € T. Al ser ¢t y R(t) vectores linealmente independientes de T, podemos
considerar x = x1t + 22 R(t) con x1, x5 € R. Sabemos que existe una traslacién de T mediante la cual podemos
llevar & a un punto cercano al origen, de manera que z = z1t +xoR(t) € T siy sélo si @’ = (x1 — |21 )t + (z2 —
|22 )R(t) = 2t + 24 R(t) € T, donde 0 < |z}| < 2,y 0 < |zh] < L. Pero ese vector no pertenece a T ya que su
longitud es menor que la de t que era de longitud minima.

o' = fat e+ —2lat bl cos 27 = (1t + a2 = ekl oos 27 ) o2 < (4 + 7 ) I < I

La igualdad sélo seria posible cuando z} = z}, = % y g = 2. Por tanto, al ser un vector del reticulo menor

que t, debe ser el vector nulo. Luego x = x1t + x2R(t) con x1,xe € Z y estd en T. Esto prueba que T =
{n1t + naR(t); n1,me € Z} para ¢ = 3,4 0 6.

c.q.d.
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5.3. Accionde Hen T

En la seccién 3 vimos la acciéon de un grupo sobre un conjunto. En este caso el grupo es H, y el conjunto, 7.
De esta manera se tiene la aplicacién

x: H — Biy(T)
Y = Xe

donde x,(t) = @(1).
Asidadop e Hy te T, o(t) € T ya que

(p(t),id) = (v + p(t) = v,id) = (v + @(t), ) (¢ v, 071) = (v, 9)(t,id) (v, ),
para cualquier vector v tal que (v, ) € G.

La idea general consiste en generar toda la celosia del plano al hacer actuar los elementos del grupo puntual
sobre los elementos del reticulo.

La accién de H en T en un grupo plano es siempre fiel, ya que el nicleo es siempre la identidad, que es la
Unica que deja invariantes todos los vectores del reticulo pues las rotaciones sélo dejan invariante el origen, y
las reflexiones sélo dejan invariantes los puntos que se encuentran en la recta de reflexién.

Por otro lado, la accién nunca es transitiva pues una traslacién no puede ser llevada a n veces ella misma para
ningin n # +1, ni mediante rotaciones, ni mediante reflexiones, ya que ambas mantienen las longitudes de los
vectores.

La accién tampoco es libre si H # id pues, para todo ¢ € H, ¢ # id, se tiene ¢(0) = 0.

Para explicar los estabilizadores de un elemento del reticulo, vamos a considerar sélamente los casos en los que
H contiene reflexiones y rotaciones, ya que los estabilizadores de un elemento cuando H sélo tiene una reflexion,
o cuando H sélo contiene rotaciones se asemejan a algunos de los que vamos a ver. El tinico elemento del reticulo
cuyo estabilizador es todo el grupo puntual es el vector nulo. Notemos que las rotaciones sélo dejan invariante
al (0,0), luego, en los grupos cristalograficos en los que se encuentren, estdn en G ), y no existe ningtin otro
(z,y) € R? de manera que las rotaciones pertenezcan a G(z,y)- Los elementos del reticulo que pertenezcan a
una linea de reflexién tendran como estabilizador esa reflexién y la identidad. El estabilizador de cualquier otro
elemento del reticulo es sélo la identidad.

Consideremos ahora un grupo puntual en el que sélo hay una reflexién. Entonces la érbita de un elemento que
esté en la linea de reflexién es ese mismo elemento. Si el elemento no esta en la linea de reflexién tendria una
orbita de dos elementos, él mismo y el resultante de actuar sobre él la reflexién. Si el grupo puntual sélo tiene
rotaciones, la orbita de cualquier elemento estarda compuesta de tantos elementos como el orden de la rotacion
generadora del grupo, excepto la érbita del vector nulo, que serfa tnicamente él mismo. Si el grupo puntual tiene
tanto reflexiones como rotaciones, la 6rbita de un vector del reticulo se obtiene de forma similar a los anteriores
y, tiene, al menos, tantos elementos como el orden de la rotacion que genera Hj, dependera de si estd en una
linea de reflexién o no para determinar el niimero exacto, a excepcién, como en los casos anteriores, del vector
nulo, cuya érbita es él mismo.

5.4. Los vectores de deslizamiento

Vamos a tomar un elemento del grupo puntual con orden finito ¢, ¢ € H. Asi se tiene que existe (v,p) € G
para algin vector v € R%. Ademds, como ¢ tiene orden finito ¢, p? = id y,

(9) =W+ +.. + " v),¢7) = (V+ @) +... + " (v),id.)
El vector a = v + v + ... + @9 v estd en el reticulo y lo llamaremos vector de deslizamiento de .

Notemos que el elemento a del reticulo permanece invariante bajo la accién de ¢,

w(a) = p(v) + > (V) + ... + T (W) + ©1(v) = p(V) + ... + T (V) + v = a.
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Todos los vectores del reticulo son vectores de deslizamiento de la identidad. Si ¢ es una rotacion, el inico vector
de deslizamiento de ¢ es el origen. Si ¢ es una reflexién en una recta [ entonces sus vectores de deslizamiento
se encuentran en /.

De ahora en adelante, solo consideraremos que ¢ es una reflexién, ya que el estudio de los vectores deslizamiento
en los otros casos carece de interés.

Observemos que si podemos tomar otro vector v’ € R? tal que (v, ) € G, este vector v’ no es cualquiera, sino
que esté relacionado con v. Concretamente tenemos que v — v’ € T, pues:

(0, )0, 0) 7 = (0, ) (=97 (W), ¢ 7h) = (v =T (V) e h) = (v = v, id).

Los vectores deslizamiento a = v + ¢(v) y @’ = v/ + p(v’), ambos de ¢, también guardan cierta relacién:

a—a =w—-2v)+elv-1"),

es decir, la diferencia de dos vectores deslizamiento de una misma reflexién no es necesariamente vector des-
lizamiento, pero es de la forma ¢t + ¢(t) € T. Podemos decir también que t 4+ ¢(t) € I ya que ¢(t + ¢(t)) =

t+ (t).

A continuacién vamos a ver los distintos vectores de deslizamiento de una reflexién ¢ que nos podemos encontrar.
Para ello, consideremos un vector no nulo w € T que esté en [ y que sea de longitud minima. Por estar w en [
y al ser T un subgrupo de R?, hay maés vectores del reticulo en esa recta.

Observemos que los vectores v asociados a ¢, (es decir, tales que (v, ) € G), sélo pueden estar en las rectas
perpendiculares a I que pasan por { Fw |n € Z}. Llamemos a este conjunto Z% y veamos por qué es cierto.

Dado un v asociado a ¢, v + ¢(v) € T y, ademds, v + p(v) € I. Por tanto, v + ¢(v) = nw para algin n € Z,
y como sabemos que v + p(v) = 2pr;(v), donde pr;(v) es la proyeccién perpendicular de v sobre [, se sigue que
estd en {Gw|n € Z}, lo que implica que v € Z%.

W
W

W

Vemos que kw es vector de deslizamiento de ¢ si y sélo si existe un v asociado a ¢ tal que v + p(v) = kw con
. s . . . . k
k € Z, si y solo si existe un v asociado a ¢ en alguna de las rectas perpendiculares a I que pasan por sw, r k.
Ademas, si existe v asociado a ¢ en alguna recta perpendicular a [ pasado por kw para algin k € Z, rj, también
existen v asociados a ¢ en todas las rectas r,, con m € Z. De igual forma si v se encuentra en alguna recta 7 zx+1
2

para algin k € Z también existen v asociados a ¢ en todas las rectas T2mi1 CON M € Z. De esta manera, si kw
es vector de deslizamiento de ¢ entonces (k + 2m)w es vector de deslizamiento de ¢ para todo m € Z.
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Llamemos Z7 a los vectores que se encuentran en las rectas perpediculares a | que pasan por {nw|n € Z},
. 2n+1
y Zg a los vectores que se encuentran en las rectas perpendiculares a [ que pasan por {%w |n € Z}. El

razonamiento anterior demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 5.5. » Ezisten vectores asociados a ¢ en Z7 si y sdlo si

A = {2nw, Vn € Z} C {vectores de deslizamiento de ¢ en l}.

» Ezisten vectores asociados a ¢ en ZY siy sélo si
2

B = {(2n+ 1)w, Vn € Z} C {vectores de deslizamiento de ¢ en l}.

Veamos a continuacién las posibles situaciones que nos pueden surgir.
Situacién 1. Existen v asociados a ¢ en Z{ y en Z¥, por tanto todos los vectores en [ de la forma nw con
2

n € Z son vectores de deslizamiento en [.

{nw, Vn € Z} = {vectores de deslizamiento de ¢ en [}.

Ademds hay vectores del reticulo en todas las rectas de Z7, pues se encuentran los multiplos de w, y
también en todas las rectas de Z% pues la diferencia de dos vectores asociados a ¢, uno en Z{ y otro en

2
7% es un vector del reticulo en Z¥.
1 L
2 2

En cristalografia llamamos a esta situacién centrada, (cm).

Situacién 2. En este caso, o existen vectores v asociados a ¢ en Z{ o existen v asociados a ¢ en Z¥.
2

Situacion 2(m). Existen vectores v asociados a ¢ en Z7 y no existen en Z%. Por tanto,
2

A = {vectores de deslizamiento de ¢ en [}.

En esta situacién tenemos simetrias del plano afin, de eje paralelo a la recta .

Observamos que s6lo hay vectores del reticulo en Z{ pues la diferencia de dos vectores asociados a ¢
es un vector, cuya longitud es igual a la de algin multiplo de w, y todo vector del reticulo se puede
ver como la diferencia de dos vectores asociados a .

Esta situacién se denomina primitiva con espejo, (pm).

Situacion 2(g). Existen vectores v asociados a ¢ en Z% y no existen en Z;. Por tanto,

B = {vectores de deslizamiento de ¢ en [}.

Todos los vectores del reticulo se encuentran, al igual que en la situacién 2m, en Z7.

Esta situacién es conocida como primitiva con deslizamientos, (pg).
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6. Equivalencia de grupos planos

Antes de probar la clasificacién de los grupos planos, debemos precisar cudndo son equivalentes.
Definiciéon 6.1. Dos grupos planos G, G' con reticulos T, T' respectivamente, son equivalentes si hay un
isomorfismo f: G — G’ tal que f(T) =T".

De esta definicién podemos deducir que dos grupos planos G y G’ son equivalentes si y sélo si los invariantes
de G y G’ estédn relacionados.

= Restringiendo f al subgrupo 7' de G' obtenemos un isomorfismo, f|, : T'— T". Como T'y T’ son reticulos
del plano, podemos identificar f|,. con la aplicacién lineal invertible de R? que llamaremos .

» Veamos la relacién existente entre los grupos puntuales de G y G'; H y H' respectivamente.

Sea (v, ) € G tal que su imagen a través de f es f(v,p) = (v',¢’) € G'. En la seccién 5.3 vimos que

((p(t),id) = (U, (P)(tvid)(v7 90)71a vVteT.

Si aplicamos f a este elemento de T obtenemos el elemento de T’

(@), id) = (v, ") (A1), id) (', ') 7", Ve € T.

Por otro lado, también por 5.3 tenemos que

(W', @) A®),id) (v, )T = (¢ (A1), id), V¢ € T.

Por tanto, (A(¢(t)),id) = (¢'(A(t)),id), Vt € T, de lo que se deduce que A\p = @'\, v ¢’ = ApA~L. De
esta manera, f(v,p) = (v/,¢') = (v, \pA™1), es decir, H' = AHA~!. De igual forma podemos establecer
la relacién entre los subgrupos de todas las rotaciones de H y H’ de manera que H}y = AHoA™!, pues si
¢ es una rotacién, ApA~! = ¢’ también lo es.

s Veamos las relaciones entre la accién de H en T y la de H' en T".

Sea ¢’ € H'. Como acabamos de ver, ¢’ = ApA~!. Veamos cémo actia ¢’ en el reticulo 7" = \(T). Sea
t € T cualquiera y t' € T” tal que t' = A(¢),

(1) = ¢ (A1) = ApAT (A1) = Al (t)).
Luego la accién de ¢’ en T” estd definida por composicién de A con la accién de p en T, @' (T") = A((T)).

» Supongamos que ¢ es de orden g. Vamos a coger un elemento (v, ¢) € G, que mediante el isomorfismo f
es enviado a (v', ') € G'. De esta manera, (a,id) = (v, ¢)? implica que (A(a),id) = (v',¢')?. Sia € T es
un vector de deslizamiento de ¢ entonces A(a) es un vector de deslizamiento de ¢’.
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7. Teoremas de clasificacion

En esta seccién vamos a dar una clasificacién de grupos planos. Para ello nos fijaremos en los grupos puntuales
de manera que dividiremos los grupos planos en bloques dependiendo de si sus grupos puntuales no contienen
reflexiones, si s6lo contienen una, o si contienen mas.

Recordemos la nocién de equivalencia de grupos planos dada en la seccién 6. Veremos que cualquier grupo plano
es equivalente a alguno de los que vamos a ver.

7.1. Grupos planos sin reflexiones

Teorema 7.1. Hay 5 clases de equivalencia de grupos planos G cuyos grupos puntuales no contienen reflexiones.
Demostracion:
El grupo puntual estd formado tinicamente por rotaciones. Por esto H coincide con Hy y estd generado por una

rotaciéon R de dngulo 27”7 cong=1,2,3,406, R=(R).

Supongamos que G'y G’ son dos grupos planos distintos, con el mismo grupo puntual H. Veamos que existe un
isomorfismo entre ellos, de manera que G y G’ son equivalentes.

Definimos la aplicacién A : T — T’ tal que RA = AR.
Veamos que se verifica RA = AR para cada q.
» Cuando ¢ =1, R = id. Por tanto si tiene R(A(t)) = A(R(¢)) para cualquier A que definamos.

» Cuando ¢ = 2 se tiene que R(t) = —t para todo ¢t € T ya que R(t) + t es un punto fijo de la rotacién R.
Luego R = —id, por lo que se verifica que R(A(t)) = A(R(t)) para cualquier A que definamos.

» Para ver qué ocurre cuando ¢ = 3,4 o 6, recordemos que en la proposicién 5.4 vimos que T' = {nit+no R(¢) :
ny,ne € Z} donde t es un vector en T de longitud minima.

Tenemos que comprobar que para todo ¢ € T, t = nit + ny R(t), se verifica que R(A(£)) = A(R(t)). Sea t/
tal que t' y R(t') generan T’. Definimos A como

A T = T
t —
R(t) — R(t),

y lo extendemos por linealidad.

Por un lado tenemos,
MR(1) = My R(t) + naR2(t)) = na MR(t)) + naA(R(t)) = niR(t') + naA(R%(2)).

Por otro lado,
R(A(®) = mR(A(t)) + n2RA(R(1))) = mR(t') + n2R(A(R(1)))-
Luego R(A()) = A(R(t)) se verifica para ¢ = 3,4,6 si y sélo si A(R(t)) = R(\(R(t))).

Como s6lo sabemos a dénde manda \ los generadores, tenemos que expresar R2(¢) en funcién de ellos en
cada caso.

e Cuando g = 3, R%(t) + R(t) +t es un punto fijo de la rotacién ya que
R(R*(t) + R(t) +t) = R*(t) + R(t) + t.

Luego R2(t) = —t — R(t).
Asi, como )\(R2(t)2 = A-t — R(t)) = =A\(t) — AM(R(t)) = =t' = R(t'), y R(A(R(¢¥))) = R(R(t')) =

R2(t') = —t' — R(t'), se verifica la ecuacién.
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e Cuando ¢ =4, R? #id y R*(R%(t) +t) = R%(t) + t. Luego R?(t) = —t.
Vemos que se cumple la ecuacién ya que
AR (1) = A(~t) = ',
RA(R(t))) = R*(t') = —t.

e Por dltimo, cuando ¢ = 6, como R* # id y R*(R?(t) — R(t) +t) = R?(t) — R(t) + t, entonces
R%(t) = —t + R(t). Por tanto, se verifica la ecuacién ya que

MR2(t)) = M—t + R(t)) = —t' + R(t),
R(MR(t))) = R2(t') = —t' + R(t)).

Luego hemos definido un isomorfismo

A T — T
t —
R() — R()

tal que R\ = AR. Esto implica que AR? = R\ parai=0,1,...,q — 1.

Por otro lado, observamos que T es un subgrupo normal de R? luego vTv~! = T para cualquier v € R? tal
que existe un ¢ € H de manera que (v, ) € G. Asi, podemos escribir los grupos G y G’ como una unién de ¢
clases.

G=T.0,id)UT.(v,R)U...UT.(v,R)I ",

G' =T .0,id)uT' .(v',R)yU...uT (', R)* .
Para cualquier (w, R) € G, éste se puede expresar como un elemento de T'.(v, R) pues
(w, R) = (w —v,id)(v, R),
y vimos que w —v € T.

Esto se puede hacer para cualquier (w, R)9~! € G y para cualquier (w’, R)9~! € G’, luego las expresiones G, G’
como unién disjunta de clases son correctas.

Ahora, vamos a definir la aplicacién f : G — G’ tal que f((t,id)(v,R)}) = (A(t),id)(v', R)" para i =
0,1,2,3,4,9g — 1.

Observemos que (v, R)!(t,id) = v+ R(v)+...+ R=Y(v), Ri)(t, id) = (v+ R(v) + ...+ R71(v) + Ri(t), RY) =
(Ri(t),id)(v + R(v) + ... + R (v), R') = (R'(t),id)(v, R)?, luego

(v, R)'(t,id) = (R'(t),id)(v, R)".
Utilizando esta ecuacién y que R'A = AR’, obtenemos

(v, R)'(A(1),id) = (R'(A(t)),id) (v, R)" = (\(R'(1)),4d)(v, R)".

Veamos que f es un homomorfismo, es decir, que verifica

F((tid) (v, R) (T, id) (v, RY) = f((t,id) (v, R)') f(T,id) (v, R)T), 0 <, < g — L.

Veamos que se verifica,

F((tid) (v, R)' (£,id) (v, R)’) = f((t,id)(R'(£),id) (v, B)' (v, R)') = (A(t + R'(¢)),id) (v, R)'™

F((tid) (v, R)) f((E,id) (v, R)?) = (A(t),id)(v', R)'(A(F), id) (v, R)? =
= (A1), id)(A(R'(1)),id) (v, R)' (v', R)! = (A(t + R'(1)),id)(v', R)"*
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Por otro lado, definimos g : G’ — G tal que g((A(t),id)(v', R)?) = (t,id)(v, R)*. Como fog = idg y gof = idg,
entonces f es biyectiva y g = f~! es su inversa.

Finalmente, como f es un homomorfismo tal que f(7T') = T", y tiene una inversa f~!, entonces f es un isomor-
fismo y, G y G’ son equivalentes.

c.q.d.

En este bloque obtenemos 5 clases de equivalencia, una para cada valor de g. Estas clases se denominan pl, p2,
p3, p4, pb para ¢ = 1,2, 3,4, 6 respectivamente.

Los figuras de los ejemplos de los grupos a continuacién y del resto de los 17 han sido realizados por mi con el
programa morenament, que puede ser descargado en [18].

7.1.1. El grupo plano pl

El grupo plano pl es el més sencillo de todos, pues su grupo puntual no contiene reflexiones ni rotaciones, es
decir, sélo lo compone la identidad. Sus elementos, todos ellos traslaciones, se corresponden con los elementos
del reticulo, ya que todos son de la forma (mr + ns,id) con m,n € Z. Los vectores r y s que forman la base del
reticulo pueden formar cualquier d&ngulo entre ellos mientras que sean linealmente independientes y de longitud
minima.

En este caso el reticulo puede ser de cualquier tipo, porque el grupo es precisamente el reticulo, y no tiene
ninguna restriccion.

N A

Figura 11: pl
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Figura 12: pl

Observamos que las figuras 11 y 12 tienen grupo de simetrias pl.

7.1.2. El grupo plano p2

El grupo puntual de este grupo coincide con el subgrupo Hy, ya que no contiene reflexiones. Esta generado por
una rotacion de orden 2, es decir, rotaciones de angulo 7.

Observemos que, en este grupo, tenemos rotaciones de orden 2 sobre los puntos de la forma %mm + %n\s\,
donde m,n € Z y r, s son los vectores que forman la base del reticulo.

Al igual que ocurre con pl, el grupos coincide con el reticulo, luego el reticulo puede ser de cualquier tipo.

PEREBEBPERLERE RS
PEREBEBE DL DY Y

PEREBERLERERG B

Figura 13: p2
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Figura 14: p2

Las figuras 13 y 14 tienen grupo de simetrias p2.

7.1.3. El grupo plano p3

Su grupo puntual no contiene reflexiones, por tanto coincide con el subgrupo de todas las rotaciones de H.
Esté generado por una rotacién de orden 3, es decir, de angulo 2?” El reticulo de este grupo es hexagonal.

Figura 15: p3
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Figura 16: p3

Las figuras 15 y 16 tienen grupo de simetrias p3.

7.1.4. El grupo plano p4

™

Su grupo puntual no contiene reflexiones, y estd generado por una rotacién de orden 4, es decir, de dngulo 7.

Contiene rotaciones de orden 2 y 4. El reticulo de este grupo es cuadrado.

Figura 17: p4
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Figura 18: p4

Las figuras 17 y 18 tienen grupo de simetrias p4.

7.1.5. El grupo plano p6

El grupo puntual de p6 no contiene reflexiones, luego estd generado por una rotacién de orden 6, es decir, de
dngulo %. Contiene rotaciones de orden 2, 3 y 6.

El reticulo de este grupo es hexagonal.

Figura 19: p6



Figura 20: p6

Las figuras 19 y 20 tienen grupo de simetrias p6.

7.2. Grupos planos con una reflexiéon

Teorema 7.2. Hay 3 clases de equivalencia de grupos planos G cuyos grupos puntuales contienen una sola
reflexion.

Demostracion:
El grupo puntual contiene una tinica reflexion, p, en una recta [.

Supongamos que contiene una rotacién R. Entonces la reflexién pR € H. Pero al haber s6lo una reflexion, pR
tiene que coincidir con p, luego R es la identidad. Por tanto, en H no hay rotaciones y H = (p) tiene orden
2.

En 5.4 vimos que los vectores de deslizamiento de la reflexién son vectores del reticulo que se encuentran en
la recta I, aunque no todos los vectores del reticulo que se encuentran en [ tienen por qué ser vectores de
deslizamiento. Sea r € T un vector de deslizamiento de p en [, que es de longitud minima.

Observamos que existen vectores perpendiculares a I, pues, para un ¢ € T' que no esté en [, si tomamos ¢t — p(t)
se tiene p(t — p(t)) = p(t) — p*(t) = —(t — p(t)).
Tomamos s perpendicular a [ de longitud minima.

Situacién 1 Hay un vector ¢ € T tal que ¢t + p(t) = r. Expresemos ¢ en funcién de r y s. Sea t = mr + ns con
m,n € R.

Como t + p(t) = r, entonces t + p(t) = mr + ns + mp(r) + np(s) = mr + ns + mr —ns = 2mr = r. Luego

— 1
m=3.

Observamos que el vector t—p(t) es perpendicular a r y, por tanto, a [, entonces es de la forma t—p(t) = ks,
donde k € Z. Por tanto, t = %r + gs. Si k es par, entonces %r € T y existiria un vector en ! de longitud
k

menor que la de r, luego 5 no pertenece a Z. Entonces k es impar y %r + %3 +gs € T con q € Z. Luego

%’I‘ + %s € T. Consideremos que t es ese vector.
El par r, ¢t puede ser elegido como la base del reticulo.
En esta situacion tenemos simetrias del espacio afin en rectas paralelas a la recta [.

Situacién 2(m) En esta situacién r, s son la base del reticulo T' ya que son linealmente independientes y de
longitud minima (recordemos que en 5.4 vimos que sélo hay vectores del reticulo en ZY).

Como vimos en 5.4 existe un vector v € R? tal que (v,p) € Gy a = v + p(v) = 0 es un vector de
deslizamiento de p.
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Observamos que, en esta situacién, tenemos simetrias del espacio afin en rectas paralelas a la recta [.
Situacion 2(g) En este caso, al igual que en la situacién 2m, la base del reticulo son los vectores r, s.

En 5.4 vimos que en esta situacién existe un v € R? tal que (v,p) € G y a = v + p(v) = 7 es vector de
deslizamiento de p.

En esta situacién no tenemos simetrias del espacio afin, lo que encontramos son simetrias con deslizamiento
en rectas pararelas a la recta /.

Suponemos que G y G’ estdn en la misma situacién (1, 2(m) o 2(g)). Sean T y T los reticulos respectivos de G
y G'. H y H' son sus grupos puntuales generados por las reflexiones p y p’ en las rectas [ y I’ respectivamente.
Sean los vectores r,s,a € T y r',s',a’ € T'.

Buscamos un isomorfismo entre G y G'.

Sea la aplicacion

Ao T — T
r o= 7
s — s

!

extendida a todo T por linealidad.

Observamos que se tiene p’\ = Ap, ya que se verifica para r y s.

Ademds, A manda los vectores de deslizamiento de p a los vectores de deslizamiento de p’, A(a) = o.

Vemos que esto se verifica en la situacién 2(m), cuando a = 0 y @’ = 0, pues A(0) = 0; y en la situacién 2(g),
cuando a =71y a’ =1', pues \(r) =1".

Al igual que en el teorema anterior, expresamos G y G’ como unién de clases disjuntas,
G=T.(0,id) UT.(v,p),
G =T .(04d)uT .(v, p).

Definimos
f: G —- @&
(t,id)(v,p)t —  (A(t),id)(v',p)¢, i=0,1.

Utilizando las ecuaciones

(v, p)(t,id) = (p(t),id)(v, p),
(v,p)* = (a,id),
(0", ) (A(E), id) = (M(p(t), id) (v, p'),
(v',0")? = (d,id),
se demuestra que f es un homomorfismo biyectivo tal que f(T) = (T”).
Por tanto, G y G’ son equivalentes.

c.q.d.

De este bloque, hemos obtenido tres clases de equivalencia, una por cada situacién descrita en la demostracién.
Las denominaremos ¢m, pm y pg respectivamente.

7.2.1. El grupo plano cm

El grupo puntual de este grupo plano contiene una reflexiéon y ninguna rotacion.
El reticulo de este grupo es rectangular o cuadrado.

En las figuras 21 y 22 podemos ver ejemplos con grupo de simetrias cm.
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Figura 21: em

Figura 22: em

7.2.2. El grupo plano pm

Su grupo puntual estd generado por una reflexién, luego no contiene rotaciones. Los vectores que forman la
base del reticulo son perperdiculares, siendo uno de ellos perteneciente a la recta de reflexion. El reticulo de este

grupo es rectangular o cuadrado.
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Figura 23: pm

Figura 24: pm

Las figuras 23 y 24 tienen grupo de simetrias pm.

7.2.3. El grupo plano pg

Su grupo puntual estd generado por una reflexion. Al igual que en el grupo anterior, los vectores que forman
la base del reticulo son perperdiculares, siendo uno de ellos perteneciente a la recta de reflexién. El reticulo de
este grupo es rectangular o cuadrado.

Los vectores de deslizamiento de la reflexién p son de la forma a = v + pv = r, siendo (v, p) € G.

41



Figura 25: pg

Figura 26: pg

Las figuras 25 y 26 tienen grupo de simetrias pg.

7.3. Grupos planos con mas de una reflexién

Teorema 7.3. Hay 9 clases de equivalencia de grupo plano G cuyo grupo puntual contiene mds de una reflexion.
Demostracién:

H contiene mas de una reflexién, por tanto, contiene rotaciones. Supongamos que p y ¢ son dos reflexiones en
H en las rectas [ y m respectivamente tales que po es la rotacion que genera Hy. Sea R = po esa rotacion
de angulo %’T Asi, las rectas [ y m forman un dngulo de g, y cada reflexion nos determinard unos vectores de
deslizamiento.

La prueba consiste en ir combinando las posibles situaciones vistas en 5.4 para cada reflexion p y o dependiendo
de q.

Sean 7, s € T vectores no nulos, de longitud minima, en las rectas [ y m respectivamente.
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Llamemos Z! a los vectores v que se encuentran en las rectas perpediculares a [ que pasan por {nr|n € Z}, y Z%
2

a los vectores v que se encuentran en las rectas perpendiculares a [ que pasan por {2"—2"‘11" |n € Z}. Igualmente
llamemos Z¢ a los vectores v’ que se encuentran en las rectas perpediculares a m que pasan por {n's|n’ € Z},y
. !
79 alos vectores v’ que se encuentran en las rectas perpendiculares a m que pasan por {22-tls|n’ € Z}.
2

» Sea q = 2, luego el dngulo entre [ y m es 3.
e Si ambas reflexiones se encuentran en la situacién 1, existen v asociados a p en Z{ y en Z% | y existen
2
v’ asociados a o en Z¢ y en Z9. Luego todos los vectores del reticulo en [ y m son vectores de
2

deslizamiento de p y o respectivamente.

Como calculamos en la demostraciéon del teorema previo, existe ¢t = %r + %s € T, y, dado que la
diferencia de dos vectores v asociados a una reflexion son vectores del reticulo, podemos formar el
reticulo como en la figura siguiente.

El grupo obtenido en este caso se denomina cmm.

e Si p pertenece a la situacién 1y o ala 2 (independientemente de que sea la 2m o la 2g) no podemos
formar un reticulo ya que tendriamos un vector ¢t — s € T en [ de longitud menor que la de r.
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e Si tanto p como o estdn en la situacién 2m, entonces existen v asociados a p en Z{, y existen v’
asociados a o en Z¢. Todos los vectores de la forma {2nr, n € Z} y {2n’s, n’ € Z} son vectores de

deslizamiento de p y o respectivamente.

|
—A L \ ¢T3 L 4
—®  J ® &
= 12 ‘-s 0 125 m
—e ® .- *—
—@ & \ 5T —

En este caso la base de T esté formada por los vectores r, s.

El grupo obtenido en este caso se denomina pmm.

e Si tanto p como o estdn en la situacién 2g, entonces existen v asociados a p en Z%, y existen v’

asociados a o en Z7. Todos los vectores de la forma {(2n + 1)r,n € Z} y {(2n’ 4+ 1)s, n’ € Z} son

2
vectores de deslizamiento de p y o respectivamente.

44



En este caso la base de T esta formada por los vectores r, s.
El grupo obtenido en este caso se denomina pgg.

e Cuando p estd en la situacién 2m y o en la 2g, existen v asociados a p en Z¥, y existen v’ asociados
a o en Z9. Todos los vectores de la forma {2nr,n € Z} y {(2n' + 1)s, n’ € Z} son vectores de

2
deslizamiento de p y o respectivamente.

I
—@ & \ ¢T3 4 4
—@ L 4 ® ® &
_.-25 S 1o B .25 m
—@ ® | 4 *—
—e L T L 4 L 4

En este caso la base de T esté formada por los vectores r, s.
El grupo obtenido en este caso se denomina pmg.
= Sea ¢ = 3. Las rectas [ y m forman un dngulo .

Como el vector s € T estd en m y es de longitud minima, todos los vectores del reticulo en esa recta son
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multiplos de s. El vector r+o(r) € T estd en m. Por otro lado, puesto que el dngulo que forman las rectas
es de 60°, la longitud de r 4+ o(r) y la de r coinciden, luego |r| > |s|. De la misma manera, s + p(s) € T
estd en [ y su longitud coincide con la de s. Como en [ todos los vectores del reticulo son multiplos de r,
entonces |s| > |r|. Por tanto, |r| =|s|, y s =r + o(r).
e Si ambas reflexiones se encuentran en la situacién 1, existen v asociados a p en ZV y en Z% | y existen
2
v’ asociados a o en Z¢ y en Z9. Luego todos los vectores del reticulo en ! y m son vectores de
2
deslizamiento de p y o respectivamente.

Observamos que el vector t = %r + %s puede estar o no en el reticulo.

Si existen dos vectores asociados a alguna de las dos reflexiones cuya diferencia sea t, entonces t seria
un vector del reticulo, dando lugar al reticulo de la figura siguiente.

En este caso, la base del reticulo esta formada por los vectores r y . El grupo se denomina p3ml.
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Si no existen dos vectores asociados a alguna de las dos reflexiones cuya diferencia sea t, el grupo se
denomina p31m. La base del reticulo estd formada por los vectores r y s.

e Cuando p estd en la situacién 1y o en la 2m, existen v asociados a p en Z} y en Z7, y existen v’
2

asociados a o en Z7. Todos los vectores de la forma {nr, n € Z} y {2n’s, n’ € Z} son vectores de
deslizamiento de p y o respectivamente.

Vemos que esta situacién no es posible ya que hay vectores del reticulo que no deberian formar
parte de él. Por ejemplo, r es un vector del reticulo, luego dado v asociado a o, v + kr también
estard asociado a ¢ para cualquier k € Z. Pero alguno de ellos estaria en la recta perpendicular a m
que pasa por %s Sin embargo, como ¢ esta en la situaciéon 2m, esto no puede ocurrir.

Cuando o estd en la situacién 2g, un razonamiento analogo nos lleva a descartar también este caso.

e Si, tanto p como o estdn en la situacién 2m, entonces existen v asociados a p en Z7, y existen v’
asociados a o en Z¢{. Todos los vectores de la forma {2nr, n € Z} y {2n’s, n’ € Z} son vectores de
deslizamiento de p y o respectivamente. El mismo razonamiento anterior nos sirve para descartar
este caso pues, si fuese posible, el vector r, entre otros, no perteneceria al reticulo.

Descartamos también el caso en el que p y o estan en la situacién 2g, pues entonces s no estaria en
el reticulo. Lo mismo ocurre cuando una es de la situacién 2m y la otra de la 2g.

» Sea q = 4. Las rectas [ y m forman un dngulo de 7.

Podemos suponer que |r| < |s|. Si no, tomamos las rectas R(m) y [ en vez de I y m. Sabemos que
r+a(r) € T estd en m, por tanto, r +o(r) = ks con k € Z>1. Ademds, |r + o (r)| = V2|r| < V2|s] < 2|s].
Luego k=1y s=r+o(r).

e Si ambas reflexiones estdn en la situacion 1, entonces deberfa existir un vector del reticulo ¢ como en
la figura siguiente.

Sim embargo, como se puede apreciar en la figura, ¢t seria de longitud menor que la de s, que era de
longitud minima. Por tanto, este caso no es posible.

e Fijemonos en que o sélo puede pertenecer a la situaciéon 1 pues, si perteneciera a cualquiera de la 2,
entonces algunos vectores que si se encuentran en el reticulo que no deberian pertenecer a él. De esta
manera, existen v’ asociados a o en Z¢ y en Z¢ y todos los vectores de la forma {n's, n’ € Z} son

2

vectores de deslizamiento de o.
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Supongamos que p estd en la situacién 2m. Por tanto, existen v asociados a p en Z7 y {2nr, n € Z}
son los vectores de deslizamiento de p.

-5 3

La base del reticulo en este caso serian los vectores r y s. Este grupo se denomina p4mm.

Cuando p estd en la situacién 2g existen v asociados a p en Z5 y {(2n + 1)r, n € Z} son todos los
2
vectores de deslizamiento de p. En este caso la base de T son los vectores r y s y el grupo se denomina
p4dmg.
» Sea g = 6, luego las rectas [ y m forman un dngulo de .
Podemos suponer que |r| < |s| pues, en caso contrario, tomamos las rectas R(m) y [ en vez de [ y m.
Como los vectores del reticulo estdn en Z” y r+o(r) € T, entonces, o bien r+0(r) = s, o bien r+o(r) = 3s.
Pero |r + o(r)| = §|r| < §|3| < 3|s|. Por tanto, s =r + o(r).

Descartando casos de manera analoga a como hemos hecho hasta ahora, vemos que la tinica posibilidad es
que ambas reflexiones estén en la situacién 1. Entonces existen v asociados a p en Z7 y en Z%, y existen
2
v" asociados a o en Z¢ y en Z9 y todos los vectores del reticulo en [ y m son vectores de deslizamiento de
2

p y o respectivamente.
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La base de T son los vectores r y s. Este grupo se denomina p6mm.

Por tanto, en este bloque obtenemos 9 grupos planos. Veamos que si existe otro con mas de una reflexién en su
grupo puntual es equivalente a alguno de los nueve.

Sean G y G’ dos grupos planos distintos con reticulos Ty T” respectivamente. Sean r,s € T y r’, s’ € T’ como
en alguno de los anteriores casos.

Definimos la aplicacién

Ao T — T
r o= 7

s = g

Vemos que cumple que p’A = Ap y 0’A = Ao ya que se cumple para los generadores r y s. Ademds, A manda
cada vector de deslizamiento de cada una de las reflexiones de G, a un vector de deslizamiento de la respectiva
reflexién de G'.

Ahora, definimos una aplicacién f de G en G’ de la siguiente forma,

f: G —» &
(t,id) — (A(t),id)
(v,p) = (v, p)
(w,0) — (W, o)

De la misma forma que en los teoremas previos, se demuestra que f es un isomorfismo tal que f(T') = T, luego
G y G’ son equivalentes.

c.q.d.
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7.3.1. El grupo plano cmm

Su grupo puntual contiene dos reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un angulo de
5 La rotacién generadora de Hy es la obtenida de componer ambas reflexiones. Los vectores que forman la base
del reticulo son de la forma %r + %s € T, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a
una recta de reflexién y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta. El reticulo de este grupo
es rectangular. Ademads, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son ambos nulos.

Figura 27: cmm

Figura 28: ecmm

Las figuras 27 y 28 tienen grupo de simetrias cmm.

7.3.2. El grupo plano pmm

Su grupo puntual contiene dos reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un dngulo de
5. La rotacién generadora de Hy es la obtenida de componer ambas reflexiones. Los vectores que forman la base
del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta de reflexién y
s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta. El reticulo de este grupo es rectangular. Ademsds,
los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son ambos nulos.

Las figuras 29 y 30 tienen grupo de simetrias pmm.



Figura 29: pmm

Figura 30: pmm

7.3.3. El grupo plano pmg

Su grupo puntual contiene dos reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un dngulo
de 7. La rotacién generadora de Hy es la obtenida de componer ambas reflexiones. Los vectores que forman la
base del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta de
reflexién y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta. El reticulo de este grupo es rectangular.
Ademas, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son o bien, a = r y b = 0, o bien a =0

yb=s.



Figura 31: pmg

Figura 32: pmg

Las figuras 31 y 32 tienen grupo de simetrias pmg.

7.3.4. El grupo plano pgg

Su grupo puntual contiene dos reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un angulo de
5. La rotacién generadora de Hy es la obtenida de componer ambas reflexiones. Los vectores que forman la base
del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta de reflexion y
s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta. El reticulo de este grupo es rectangular. Ademdés,
los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son a =7y b = s.



Figura 33: pgg

Figura 34: pgg

Las figuras 33 y 34 tienen grupo de simetrias pgg.

7.3.5. El grupo plano p3lm

Su grupo puntual contiene tres reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexion forman un dngulo de
5. Hop estd generado por la rotaciéon, R, que se obtiene de componer dos reflexiones. Los vectores que forman
la base del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta
de reflexién, p, y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta, o, tales que s = r 4 o(r). El
reticulo de este grupo es hexagonal. Ademads, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son

ambos nulos.
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Figura 36: p31lm

Las figuras 35 y 36 tienen grupo de simetrias p31m.

7.3.6. El grupo plano p3ml

Su grupo puntual contiene tres reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexiéon forman un dngulo de
7. Ho estéd generado por la rotaciéon que se obtiene de componer dos reflexiones. Los vectores que forman la base
del reticulo son de la forma %7‘ + %s € T, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a
una recta de reflexién y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta. El reticulo de este grupo
es hexagonal. Ademas, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones, a, b, son ambos nulos.
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Figura 37: p3m1

Figura 38: p3ml

Las figuras 37 y 38 tienen grupo de simetrias p3ml.

7.3.7. El grupo plano pdmm

Su grupo puntual contiene cuatro reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un dngulo
de 7. Hy estd generado por la rotacién, R, que se obtiene de componer dos reflexiones. Los vectores que forman
la base del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta
de reflexién, p, y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta, o, tales que s = r 4 o(r). El
reticulo de este grupo es cuadrado. Ademads, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones son ambos
nulos.
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Figura 39: pAmm

Figura 40: pdmm

Las figuras 39 y 40 tienen grupo de simetrias pdmm.

7.3.8. El grupo plano pdmg

Su grupo puntual contiene cuatro reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexiéon forman un dngulo
de 7. Hy estd generado por la rotacién, R, que se obtiene de componer dos reflexiones. Los vectores que forman
la base del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta
de reflexién, p, y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta, o, tales que s = r 4+ o(r). El
reticulo de este grupo es cuadrado. Ademaés, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones son a = r
yb=0.
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Figura 41: pdmg

Figura 42: pdmg

Las figuras 41 y 42 tienen grupo de simetrias pdmg.

7.3.9. El grupo plano p6mm

Su grupo puntual contiene seis reflexiones y, por tanto, rotaciones. Las rectas de reflexién forman un dngulo de
& Ho estd generado por la rotacién, R, que se obtiene de componer dos reflexiones. Los vectores que forman
la base del reticulo son r y s, siendo r un vector de longitud minima del reticulo que pertenece a una recta
de reflexién, p, y s otro vector de longitud minima del reticulo de la otra recta, o, tales que s = r + o(r). El
reticulo de este grupo es hexagonal. Ademas, los vectores de deslizamiento minimos de las reflexiones son ambos
nulos.
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Figura 43: p6mm

Figura 44: p6bmm

Las figuras 43 y 44 tienen grupo de simetrias p6mm.



8.

Conclusiones

Como consecuencia de todo lo visto en este trabajo, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 8.1. Todo grupo cristalogrdfico es equivalente a uno de los siguientes 17 tipos:

s Grupo puntual H sin reflexiones:

pl. H = Hy es trivial. Fs tgual al reticulo.

P2. H = Hy estd generado por una rotacion de orden 2.
p3. H = Hy estd generado por una rotacion de orden 3.
p4. H = Hy estd generado por una rotacion de orden 4.
p6. H = Hy estd generado por una rotacion de orden 6.
Grupo puntual H con una sola reflexion:

cm. Hy es trivial. Tiene ejes de simetria que admiten deslizamiento 0, y ejes de simetria que no lo
admiten.

pm. Hy es trivial. Todos sus ejes de simetria admiten deslizamiento 0.
pg. Hy es trivial. Sus ejes de simetrias no admiten deslizamiento 0.
Grupo puntual H con mds de una reflexion:

cmm. H estd generado por una rotacion de orden 2. Tiene ejes de simetria en dos direcciones perpen-
diculares. Em ambas direcciones hay ejes que admiten deslizamiento 0 y ejes que no.

pmm. Hy estd generado por una rotacion de orden 2. Tiene ejes de simetria en dos direcciones perpen-
diculares. En ambas direcciones, todos los ejes de simetria admiten deslizamiento 0.

pmg. Hy estd generado por una rotacion de orden 2. Tiene ejes de simetria en dos direcciones perpendi-
culares. En una direccion, todos los ejes de simetria admiten deslizamiento 0. En la otra, ningin eje
admite deslizamiento 0.

pgg. Hy estd generado por una rotacion de orden 2. Tiene ejes de simetria en dos direcciones perpendi-
culares. En ambas direcciones, ningun eje admite deslizamiento 0.

p3ml. Hy generado por una rotacion de orden 3. Tiene ejes de simetria en tres direcciones separadas

por dngulos de %. En las tres direcciones, hay ejes que admiten deslizamiento 0 y ejes que no. Los

vectores del reticulo de tamano minimo no son paralelos a los ejes de simetria.

p31lm. Hy generado por una rotacion de orden 3. Tiene ejes de simetria en tres direcciones separadas

por dngulos de 5. En las tres direcciones, hay ejes que admiten deslizamiento 0 y ejes que no. Los
vectores del reticulo de tamano minimo son paralelos a los ejes de simetria.

p4mm. Hy generado por una rotacion de orden 4. Tiene ejes de simetria en cuatro direcciones separadas
por dngulos de 5. En las cuatro direcciones, todos los ejes admiten deslizamiento 0.

p4dmg. Hy generado por una rotacion de orden 4. Tiene ejes de simetria en cuatro direcciones separadas

por dngulos de §. En dos de ellas, todos los ejes admiten deslizamiento 0. En las otras dos (que se

alternan con las anteriores), ningun eje admite deslizamiento 0.

p6mm. Hy generado por una rotacion de orden 6. Tiene ejes de simetria en seis direcciones separadas
por dngulos de §. En las seis direcciones, todos los ejes admiten deslizamiento 0.
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