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Introduccion

El principal objetivo de este trabajo es el andlisis tedrico de las EDPs de
Navier-Stokes evolutivas para fluidos viscosos e incompresibles en R™, con n = 2
6 n = 3. Presentaremos resultados relativos a la existencia, unicidad y regulari-

dad de solucién en ambos casos, con especial atencién al caso tridimensional.

El primer capitulo estd dedicado a los resultados bésicos, presentados por
ejemplo por R. Témam en [2I]. Se recuerdan teoremas de existencia y unicidad
(parcial en el caso n = 3) y ademds se prueba que, bajo ciertas condiciones

sobre los datos, es posible conseguir una mayor regularidad en las soluciones.

En el segundo capitulo, recordaremos los resultados obtenidos por L. Caf-
farelli, R. Kohn y L. Nirenberg en [3]. Este articulo estudia el “tamano” del
conjunto de puntos singulares de un tipo particular de soluciones llamadas “ad-
misibles”, mejorando las afirmaciones previas de V. Scheffer (véase [19]). Por
definicién, los puntos singulares son aquéllos que no poseen ningiin entorno don-

de la solucion esta acotada.

Finalmente, en el tercer capitulo, se resume la historia de las EDPs de Navier-
Stokes y se citan algunos de los avances recientes mas importantes hasta ahora

conocidos.



Introduccién

A continuacién presentaremos las EDPs objetivo de nuestro estudio.

Ecuaciones de Nawvier-Stokes:

u; —vAu+ (u-Viu+ Vp =fla,t), (z,t)€Qx(0,T)
V-u=0, (z,t)eQx(0,T)
u=0, z€dNx(0,7T)

(N-5)

ul,_,=up(z), z€

Estas ecuaciones surgen aplicando la segunda ley de Newton al movimien-
to del fluido e imponiendo que el fluido es homogéneo (es decir, posee den-
sidad constante) y la condicién de incompresibilidad. El coeficiente v es po-
sitivo y se interpreta como la viscosidad cinemédtica del fluido y la funcién

f:2x(0,T) — R" determina un campo de fuerzas externas.

Consideramos que el fluido ocupa todo el dominio 2 C R™ (n =2 6 n = 3)
y que estd adherido a la frontera del mismo. Las incégnitas u : 2 x (0,7) — R”

yp:Qx(0,T)— R representan la velocidad y presién del fluido.

El término no lineal, (u-V)u = Y  u;D;u es debido a la aceleracién por
conveccion del fluido. Como se trata de un problema evolutivo, es necesario fijar

el valor inicial de la velocidad en el tiempo ¢t =0 (ug : Q — R™).

Como en el caso estacionario, no tiene sentido buscar férmulas explicitas
para las soluciones. Por lo tanto, todo lo que se puede hacer es analizar la exis-
tencia, unicidad y regularidad de solucién y, por otra parte, recurrir al analisis

numérico para encontrar una aproximacion adecuada.

Desde el siglo XX, estas ecuaciones han sido aplicadas en numerosos campos
como la Hidrdulica, la Meteorologia y la Aerondutica; en general, en fenéme-
nos fisicos que incluyen fluidos. Constituyen, junto con las EDPs de Lamé, de

Maxwell y de Schrodinger, las ecuaciones bésicas de la Fisica.



Introduccién

Sin embargo, hay muchas cuestiones abiertas entorno a ellas. Asi, en el ca-
so tridimensional, con datos regulares, ;siempre existe solucién clédsica?, ;es
tnica? El Instituto Clay de Matematicas incluye la primera de estas cuestio-
nes como uno de los siete problemas del milenio; véase la pagina web http:

//claymath.org/millenium-problems/navier’E2%80%93stokes-equation


http://claymath.org/millenium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation
http://claymath.org/millenium-problems/navier%E2%80%93stokes-equation




Capitulo 1

Resultados basicos de
existencia, unicidad y

regularidad

1.1. Notacion

Sea 2 C R™ un abierto conexo con frontera Lipschitz que supondremos
acotado a menos que se indique lo contrario. A continuacién, recordamos la
definicién de algunos espacios ttiles y habituales en el estudio de las EDPs de

Navier-Stokes:

V:={ueD(Q)", V- -u=0},
V := la adherencia de V en H} ()",

H := la adherencia de V en L*(Q)".



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

En el espacio H consideraremos el producto escalar inducido por L?(2)"; y

V es un espacio de Hilbert con el producto escalar

n

((u,v)) := Z(DimDiv)

i=1

Para todo m > 1, denotaremos por (-,-) y |- | el producto escalar y la norma

de L?(Q)™ y por || - || la norma habitual de H}(2)™.

El espacio V esta contenido en H, donde es denso y, ademads, la inyeccién
i :V — H, es compacta (sélo es continua si {2 no es acotado). Ademds, si
denotamos V' y H’ los duales correspondientes, la inyeccién adjunta, i* es lineal
y compacta de H' en V'. Por el Teorema de Riesz, podemos identificar H con
su dual y escribir

Ve H=H <V, (1.1)

donde cada espacio es denso en el siguiente, con inyecciones continuas e incluso
compactas. Como consecuencia de esto, el producto escalar en H de f € H y

u € V se puede extender como un producto de dualidad entre V' y V', denotado

<' ) >
Para cada u € V|, la aplicaciéon
veVi((uv)eR

es lineal y continua en V', por lo que existe un tinico elemento en el dual, que

denotamos Au, tal que:

(Au,v) = ((u,v)) VYveV (1.2)

Cuando el dominio €2 no es acotado, debemos considerar en V el siguiente

producto escalar:

[[u, v]] = ((w,v)) + (u,v);

con el que se sigue manteniendo (|1.1)).
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Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

Seguidamente, recordaremos varios resultados de caracter técnico, necesarios

mds adelante. Para las demostraciones, véase [21].

Sean a, b tales que —oco < a < b < +00 y sea X un espacio de Banach.
Para a dado con 1 < a < 400, L%(a, b; X) denota el espacio de las (clases de)
funciones L*—integrables de [a,b] en X (en el sentido de Bochner). Se trata de

un nuevo espacio de Banach con la norma

b 1/a
|f||L“(a,b;X):{/ If(t)l%dt} :

El espacio L™ (a,b; X) es el espacio de las (clases de) funciones medibles y

c.p.d. acotadas de [a,b] en X. Es un nuevo espacio de Banach con la norma

€1l Lo (a,0:) = Es[s Sb]up 1)l

El espacio C([a,b]; X) es el espacio de las funciones continuas del intervalo

[a,b] en X. Si a y b son finitos, se trata de un espacio de Banach con la norma
[l (a,p1;x) = sup || f ()]l x-
[a,0]
Generalmente, el intervalo [a, b] serd sustituido por [0,7T], con T > 0, fijo.

El siguiente resultado se refiere a las derivadas de funciones con valores en

espacios de Banach:

Lema 1.1. Sean X un espacio de Banach y X' su dual. Sean w y f dos funciones

de L'(a,b; X). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes,

(a) w es igual a una primitiva de f en casi todo:

u(t) =&+ /Otf(s) ds, ¢£€X, cpd.te]la,b

11



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

(b) Para cada funcion “test” ¢ € D((a,b)),
' Y do
[ fwowa—— [ wns0a <¢ _ dt)

(¢) Para cadan € X',

d < >=<fin >
_— Uu. =
dt ) 71 1=

en el sentido de las distribuciones en (a,b).

Si (a)-(c) son propiedades satisfechas por u, entonces u es igual en casi todo a

una funcion continua de [a,b] en X.

Lema 1.2. Sean X e Y espacios de Banach tales que X es reflexivo y X — Y
con inyeccidn continua. Entonces, si ¢ € L>(0,T; X) y es débilmente continua
con valores en'Y', es decir, t — (€, ¢(t))y+y es continua para todo £ €Y', ¢ es
débilmente continua con valores en X, es decir, t — (m, ¢(t))x’ x es continua

para todo m € X'.

En el siguiente resultado utilizaremos el espacio
H((a,b); Xo, X1) == {u € L*(a,b; Xo) : DJu € L*(a,b; X1)},

donde —o0 < a < b < 400, v > 0y Xy, X1 son espacios de Hilbert con
Xo — X1. Aqui, D] u es la derivada de orden 7 de u respecto de ¢ (definida a
partir de la transformada de Fourier de la prolongacién de u por 0). Se trata de

un espacio de Hilbert para la norma natural

/2
0220 x0) + 1DV 0pix))

s o0, = (
Teorema 1.1. Sean Xy, X, X1 espacios de Hilbert que satisfacen:
Xo = X <= X1 con inyecciones continuas, (1.3)

la inyeccion de Xy en X es compacta.

Entonces, para cualquier intervalo acotado (a,b) y cualquier v > 0, la inyeccién

H((a,b); Xo, X1) = L?(a,b; X) es compacta.

12



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

1.2. Teoremas de Existencia y Unicidad

Esta seccion estd dedicada al estudio de la existencia y unicidad de solucién

débil del problema (N-SJ).

1.2.1. Existencia

Dado que  C R™ con n < 4, podemos definir sobre H{ (2)", y en particular

sobre V, la forma trilineal continua:

b(u,v,w) := Z / u,D;v,;w; d. (1.4)
Q

i,7=1

Si u € V, entonces

b(u,v,v) =0 Vv e H} ()" (1.5)

Para u, v € V, denotaremos por B(u,v) el elemento de V' definido de la
siguiente forma:

(B(u,v),w) =b(u,v,w) Vwev, (1.6)

A continuacién formularemos el problema de valores iniciales para las EDPs
de Navier-Stokes. En primer lugar, presentaremos una formulacién poco riguro-

sa, intentando que sea suficientemente intuitiva:

Hallar funciones
u:Qx[0,T]—»R"yp:Qx[0,T] — R,

tales que:
ut—VVu—FZuiDiu—&—D,»p:f en Q =Qx (0,7), (1.7)

i=1

V-u=0 en@, (1.8)

13



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

u=0 sobre 9Q x (0,T), (1.9)

u(x,0) = up(x) en Q. (1.10)

Las funciones f y ug son dadas, estén definidas en Q x [0,7] y €, respecti-
vamente y toman valores en R™.

Diremos que u y p son soluciones clasicas de 7 siu € C?(Q;R"),
p € C1(Q,R) y estas igualdades se verifican puntualmente.

Obviamente, en tal caso, u € L2(0,T;V) y, si v es un elemento de V, se

tiene:
u.v u.v b uu.v) = f v ] ]]
dt( I ) V(( ’ )) ( I I ) < ) >7 ( . )

que se mantiene por continuidad para toda funcién v € V. Obsérvese que la
presién p desaparece en ([1.11]); esto simplifica notablemente la formulacién del

problema (veremos después que p puede recuperarse a partir de u).

Guiados por esta observacién, presentamos a continuacién la formulacién del

problema de forma rigurosa:

PROBLEMA 1.1. Dadas fy ug con

fe L0, T; V"), (1.12)
uy € H, (1.13)
hallar w cumpliendo
ue L*0,T;V) (1.14)
%(u, v) + v((w, v)) + b(u, u,v) = (f,v), YveV (1.15)
u(0) = ug. (1.16)

Cuando u verifique (1.14)—(1.16]), diremos que u es una solucién débil de
(N=S).
Observemos que, en principio, la condicién ((1.16) no tiene por qué tener

14



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

sentido para una funcién que verifica (1.14]). No obstante, (1.14) y (|1.15) impli-

can que u es igual en casi todo a una funcién continua y la condicién ([1.16) es

apropiada. Esto es consecuencia del resultado siguiente:
Lema 1.3. Siu € L%(0,T;V), la funcién B(u,u) definida por las igualdades
(B(u, u)(t), v) = b(u(t),u(t),v) YveV, t€]0,T]cp.d.,
pertenece a L'(0,T;V").
Demostracion: Para casi todo t, tenemos B(u,u)(t) € V' y ademés la funcién
t€[0,7] —~ B(u,u)(t) e V'

es medible. Adem4ds, como b(, -, -) es una forma trilineal continua sobre V'

|B(w,w)|v <Clw|* YweV (1.17)

luego, integrando en tiempo, obtenemos que

T T
/ ||B(uau)|\v/dt§C’/ a2 df < +o0.
0 0

O

Si u satisface (1.14)-(1.15), entonces, por (1.2)) y el Lema podemos es-
cribir la propiedad (1.15]) de la siguiente manera:

d
a(u,v} = (f—vAu— B(u,u),v) VYveV
Y, como Au € L%*(0,7;V’), la funcién f — vAu — B(u,u) pertenece a
LY(0,T;V"). Dado que
u; =f—vAu — B(u,u), (1.18)

por el Lema[L.1] u es en casi todo igual a una funcién continua de [0,7] en V.

Por todo esto, (1.16]) cobra sentido.

Ahora daremos una formulacién alternativa para el problema (1.14)-(1.16)).

15



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

PROBLEMA 1.2. Dadas f y ug verificando Y , hallar u tal que:

we L20,T;V), w € LY 0,T;V’), (1.19)
u +vAu+ Bu=fen (0,T), (1.20)
u(0) = ug. (1.21)

Nota 1.2.1. Los problemas (1.1)) y (1.2) son equivalentes.

Ambos problemas tienen garantizada la existencia de soluciéon gracias al

resultado siguiente:

Teorema 1.2. Sean fy ug funciones dadas con las propiedades Yy ,
Entonces existe al menos una solucion débil u de . Ademds, u verifica:

we L0, T; H) (1.22)
y es débilmente continua de [0,T] en H.

La existencia de u € L*(0,T; H) se probard en la seccién siguiente; u es
débilmente continua en H debido a que es continua en V', verifica (1.22) y

podemos aplicar el Lema |1.2

Observacién 1.1. (1) El Teorema también es valido si suponemos que f

es la suma de dos funciones f; y f5 tales que:

f, € L2(0,T; V"), fye€ LY0,T;H).

(11) Para © no acotado, el teorema se mantiene.

16



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

1.3. Prueba del Teorema 1.2

En esta seccion, presentamos la prueba del teorema principal de existencia
de solucioén para el problema de Navier-Stokes.

En una primera etapa, trabajaremos con aproximaciones de Galerkin. A
continuacién, obtendremos estimaciones a priori de estas aproximaciones y, fi-

nalmente, pasaremos al limite.

(1) Como el espacio V es denso en V' y éste es separable, existe una sucesién
{wpn.} en V de funciones linealmente independientes que es total en V.

Para cada m, definimos una solucién aproximada de (|1.15)):

= gim(t)Wi, (1.23)
=1

(W, (), w;) + v((wm (1),w;)) + b(wm (), um (t),w;) = (£(t), w;), (1.24)
tel0,T), j=1,....m, (1.25)

U (0) = uom, (1.26)

donde ug,, no es mas que la proyeccion del dato inicial ug € H sobre
el espacio generado por {wy,...,w,,} (de hecho, podriamos tomar como

U, cualquier elemento de este espacio que tienda a ug en H).
Observamos que ([1.24)) es un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales

para las gim:

S (Wi w3l (8) (Wi, )i (1)
=, =1 (1.27)
+ Z b Wz;Wth gzm(t)glm(t) = <f(t)>wj>7

i,l=1

que puede reescribirse como sigue:

m
Gim (t) + Z @i Gim (t)
+ Z azjkg]m gkm ZBW >

7,k=1

(1.28)

donde los o, avijk, Bi; € R.

17



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

De la misma manera, la condicién (1.26)) es equivalente a m condiciones

iniciales para las gjm:

Gim(0) = g2 (componente i-ésima de ug,,),i = 1,...,m. (1.29)

El sistema (no lineal) junto con la condicién inicial tiene una solucién
maximal a la derecha de t = 0, definida en un intervalo [0, ¢,,), para cada

m. Ademds para cada m, si t,, < T, entonces

lim sup |u,, (¢)| = +o0.
t—tmm

Las estimaciones a priori que veremos posteriormente, demostraran que

esto no puede ocurrir y, por tanto, t,,, = T para todo m.

(11) Para obtener la primera cota, multiplicaremos (1.24) por g, (t) y suma-
remos en j = 1,...,m. Como b(u,v,v) = 0 para todo v € V, resulta

facilmente que:

(0 (61, 0 (1)) + v )7 = (£(2), 1 1), (1.30)
luego
d 2 2
ElunOF + 2 un @ = 260, (1)
< 20l ()]
< v+ LIEOI,
L (O + vl < O3, (131)

18



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

Si ahora integramos con respecto al tiempo en el intervalo [0, s], resulta:

1 S
< o [0
2 1 r 2
< JuP+ 1 [ e a
vJo
y finalmente
2 2 ]‘ r 2
sup [ (s)]? < Juol +—1/ 160113 d (1.32)
s€[0,T] Vo

Con esta ultima desigualdad concluimos que

{un} estd uniformemente acotada en L™ (0,T; H). (1.33)

Ahora, integrando (1.31)) en el intervalo [0, 7], también tenemos que

T T
1
T+ [ @Fd < o [ a

A\
=
S
T

I )
+— | @) dt
vJo
y, por lo tanto,

{u,,} estd uniformemente acotada en L*(0,T;V). (1.34)

(111) Denotaremos u,, la funcién extensién por 0 de u,, a todo R. La transfor-
mada de Fourier de esta funcién serd representada por U,,.

Entonces se puede demostrar que

—+oo
/ 7127 |[Un (7)|? dt < C, para algtin v > 0. (1.35)

Una consecuencia de ([1.34), es que
{w,,} estd uniformemente acotada en HY(0,T;V, H). (1.36)

Esto permitird aplicar después el Teorema y deducir la existencia de

subsucesiones fuertemente convergentes.

19



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

Para probar (|1.35)), observemos que podemos escribir ([1.24)) como sigue:

%(ﬁmawj) = <fmawj> + (uOm;Wj)(SO - (um(T)aWj)5T7 (137)

j=1....m

donde dg y d7 son las distribuciones de Dirac en 0 y T respectivamente,
£, =f—vAu,, — B(un,uy,) (1.38)

y?m es la extensién por 0 de f a todo R.

Aplicando la transformada de Fourier, obtenemos de (1.37) que

o~

2107 (Up,, W) = (£, W) + (Wom, Wj) — (um(T),wj)e_QMT (1.39)

Multiplicamos (1.38]) por g, (7) (transformada de Fourier de g;p, (7)) y

sumamos en j, resultando que

27| (7)? = (£(7), T (7)) + (Wom, W (7))

—(n(T), U (7))e T (1.40)
Por (1.17), sabemos que

/ 16 (8) v dt < / UEE) v+ vl (8)] + Cllun(8)]2) dt,
0 0

que estd uniformemente acotado por (1.34]). Asi,

sup |[£,(7)|v+ < C.
T7€R

Teniendo en cuenta (|1.32)),

un(0)] <O, |un(T)] <C

20



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

y se deduce de (1.40) que

[l (7)* < Clltm (1) + Clam (7)),

es decir,

[l[8m (7)1 < Clltm(7)])- (1.41)
Si fijamos v en (0,1/4), vemos que

1+ |7

2y L e
|77 < 071+ 7127

VreR

Asi, tenemos por (1.41)) que

+oo “+o0 1_|_|7.|
29153 2 o 2
| rEEaerar < o [ R
T |8 (7) ] d +°°
<cf 1+||127+c/ o) dr.

Por la desigualdad de Parseval y ([1.34)), al tomar limite la ltima integral
estd acotada, asi que ([1.35|) estard probada si demostramos que:

[ it g o

w T+

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y, de nuevo, la desigualdad de Par-

seval, podemos acotar las integrales en (1.42)) por

1/2

</:O (1+f|T1—27)2)1/2 </OT [ (£)]|2 dt) ,

que es finita y estd uniformemente acotada si v < 1/4 por (|1.34).

21



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

(rv) Las estimaciones ([1.33)) y (1.34]) nos permiten afirmar la existencia de un
elemento u € L2(0,7;V) N L*>(0,T; H) y una sucesién de funciones u,,

tal que:

u,, —u débilmente en L?(0,T;V); (1.43)
U,y = u débil-x en L>*(0,T; H). (1.44)
(1.45)

Por (1.36)) y el Teorema [I.1] sabemos también que

u,,, — u fuertemente en L*(0,T; H). (1.46)

Sea 1 € C*([0,T)) tal que ¥(T') = 0. Multiplicamos (1.24) por () e

integramos por partes, quedando que

- / (1), @' ()W) dt + v / (W (), wy(1))) dt

T 0 T
+/ b(Wpm, (1), um (t), w;tb(t)) dt = (Uom, w;)1(0) +/<f(t), w;(t)) dt.
’ ’ (1.47)

Para pasar al limite necesitamos un resultado adicional:

Lema 1.4. Si u, converge a u débilmente en L*(0,T;V) y fuertemente

en L?(0,T; H), entonces, para cualquier funcion w con componentes en

CHQ), se tiene:

/ b, (1), w, (1), w(t)) dt — / b(u(t), u(t), w(t)) dt (1.48)
0 0

22



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

Con este resultado, estamos ya en condiciones de pasar al limite en (|1.47)

con m cambiado por m’ cuando m’ — +oo y obtener que:

T T
/ (u(t), vi () dt + v / (u(t), vib(1))) dt
0 (1.49)

T B 0 T
4 / b(u(t), u(t), veh(t)) dt = (o, v)ip(0) + / (E(t), vib(0)) dt,
0 0

igualdad que resulta vélida para v = wi, ws,.... Por lo tanto, (1.49) es
cierta para cualquier combinacion lineal de las wy, wo, ...y, por densidad,

para toda funcién v € V.

Queda demostrar que u cumple (|1.16]). Para ello, multiplicaremos (|1.15)

por ¥ e integramos por partes:

T T

- / (u(t), vib(t)) de + v / (W (£), vi5(2))) dt
T T
+ / b(u(t), u(t), vib(t)) dt = (u(0),v)(0) + / (E(t), vib (1)) dt.
0 0

(1.50)

Luego, necesariamente

(u(0) — ug, v)1(0) = 0.

Si elegimos % tal que ¢(0) = 1, vemos que

(u(0) —ug,v) =0 Wvev,

de lo que sigue (|1.16|).
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Observacién 1.2. (1) Cuando el dominio 2 es no acotado, la prueba de

(1.35) y (1.36) es andloga. La diferencia estd en que la inyeccién de V

en H no es compacta. Sin embargo, podemos extraer una subsucesion u,,
que satisfaga (|1.43). Entonces, para cualquier bola B C , la inyeccién de
H'(B) < L*(B) es compacta.

De modo andlogo a como se hace en la demostracién precedente, obtene-
mos una sucesiéon {u,,/} que converge a u fuertemente en L?(0, T'; L*(B)")
para cada B.

En particular, si denotamos Fj el soporte de w; para cada j, se tiene que
U, |;,— ul|p,  fuertemente en L(0,T; L*(F;)"), (1.51)
que es suficiente para pasar al limite en (1.47]).

Desigualdad de Energia
Sea t € [0, T]. Integrando ([1.30) observamos que

t t
|um(t)|2+21// e (s)]2 ds = |u0m|2+2/ (E(5), um (s)) ds.
0 0
De (1.43)) y (1.35) se puede probar que, para cada ¢ € [0,T],

u,,(t) = u(t) débilmente en H. (1.52)
Una consecuencia es que
t t
|u(t)|2—|—21// u(s)|2 ds < limin (|um(t)|2+21// um(t)|2ds).
0 m—+—+00 0

Por tanto, dado que ug,, — ug en H,

t

|u(t)\2+2l//0||u(s)||2ds§\u0|2+/0<f(s),u(s)) ds (1.53)

para t € [0,7] c.p.d.

Esta ultima desigualdad, conocida como desigualdad de energia, es satis-
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fecha por la solucién u que proporciona el Teorema Es una cuestién
abierta saber si todas las soluciones débiles de (N-S|) verifican la igualdad
de energfa, i.e. ((1.53) con el primer miembro igual al segundo.

1.4. Unicidad (n = 2)

Cuando la dimensién del espacio es 2, la solucién de ([1.19)-(1.21)) existe por

el Teorema [I.2] y ademds es tnica.

Para probar esto, necesitamos algunos resultados previos.
Lema 1.5. Supongamos n = 2. Entonces
vl Lagay < 240|202 Yo € H(Q)2. (1.54)

Demostracion:
Basta probar la desigualdad para v € D(Q). Prolongando v por 0 fuera de 2,

podemos escribir,

|me:2/“v@hmﬂhwawaal

y asi
v(2)]* < 2w (), (1.55)
donde
“+o0
wioe)i= [ @aa) [Drv(Er, o) dea (156)
De la misma manera,
v(2)]* < 2w (1), (1.57)
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donde
“+o0
wae)i= [ (o &) [Davlan, )] dea (158)
Por lo tanto,
v(z)|*dz < 4/ wi(x2)we(x1) dz
R2 R2
+o0o +o0o
S 4(/ ’LU1(.7J2)d.’L‘2> (/ ’wg(l‘l)dl‘1>
—o0 —o0
< 4[v2|Dyv]|Dav]
< 2WvP|v]*.

Lema 1.6. Supongamos que n = 2. Entonces
b, v, w)| < 2V/2 a2l 2 ]| ol V2|2, Vv, w € Ho(Q). (1.59)

Por otra parte, siu € L?(0,T;V)NL>(0,T; H), tenemos que B(u, w) € L?(0,T; V")
Y

IB(w, w)|| 20,7507y < 272w e 0,150 | 2 0,7v7) - (1.60)

Demostracion:

Aplicando la desigualdad de Hélder con tres factores, encontramos:

2
Z /Q|’LL¢(D¢’Uj)’U)j|d.’E

[b(u,v,w)| <
ij=1
2
< 3 il agey | Divjl[w; | Lo o)
=1
, 2, 12/, 1/2
< [ 3wy (znmm)) S gl
ij=1 i=1 J=1
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Por (T-54),

2 2
Z luill7a) < 21/22 (Jug|fluil])
i=1 =1
< 2'2ul|ul.

Con una desigualdad similar para w, conseguimos (|1.59)).
Por otra parte, si u, v, w estan en el espacio V, se cumple que

b(u,v,w) = —b(u,w,v)

Luego, se tiene la siguiente estimacién:
b, v, w)| < 22 a2 |2 v 2 v 2w Ve, v, w e V. (1.61)
En particular, tomando u = v, vemos que
lb(u,u, v)| < 2Y2ul|ul|||v] Yu,veV, (1.62)
y asi,
1B(w,w)[v: < 2"[ul[u] VueV. (1.63)

Si ahora u € L*(0,T; H) N L>=(0,T; H), B(u,u)(t) pertenece a V' para casi
todo t y deducimos (|1.60).

Ahora podemos presentar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 1.3. Sin = 2, la solucion débil de que proporciona el Teorema
es unica. Ademds, dicha solucion es igual c.p.d. a una funcién continua de
[0,T] en H y

u(t) = uy en H, cuandot — 0. (1.64)
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Demostracion:

(1)

Probaremos primero la continuidad de u: [0,7] — H.

Por (1.20) y el Lema[L.6}
u; =f—vAu— B(u,u)

y como cada término de la derecha pertenece a L?(0,T;V’), u; pertenece

al mismo espacio. Esta afirmacién mejora :

u, € L*(0,T; V). (1.65)
Por el Lema 1.2 del Capitulo III de [21], se tiene directamente que

u e C([0,7T); H). (1.66)

De hecho, este resultado afirma que toda funcién u € L?(0,7;V) que
verifica ((1.65)) es absolutamente continua de [0,T] en H y

d

$|u(t)|2 = 2(u(t),u(t)) ep.d.en[0,T]. (1.67)

Unicidad.
Supongamos uy, ug soluciones de (1.19))-(1.21)), y sea u = u; —uy. Sabemos
que ug, uy y u satisfacen (1.65). Ademsds,

u; + rvAu = 7B(111,111)+B(112,112), (168)
u(0) = 0. (1.69)

Multiplicamos ahora (1.68]) por u(t) en casi todo ¢. Usando (|1.67)), vemos

que

%Ill(t)l2 +2u@®)l? = 2b(us(t), uz(t), u(t)) — 2b(ur(t), ui(t), u(t))

= —2b(u(t),uy(t), u(t)). (1.70)
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Por (|1.59), podemos acotar el miembro de la derecha como sigue:
1
2°2lu(t)|[[u(®) | [uz ()] < 2v]u(®)]® + ~ [ () w2 ().

Luego

SR < () fua()]”

Ahora, como la funcién ¢ — ||uy(t)||? es integrable, obtenemos que

aon(-1 ] t )P ) o | <o.

Integrando y aplicando ([1.69)), encontramos que

lu(t)* <0 vte[0,1],

de donde u; = us.

Como consecuencia de (|1.54)), obtenemos:

Corolario 1.1. Supongamos que n = 2, Entonces la inica solucion débil de

satisface
ue LHQ)? (1.71)

Observacién 1.3. (1) Los argumentos utilizados en el Teorema y el Corola-

rio [L1] también son validos cuando el abierto € no es acotado.

(1) Cuando n = 2, las soluciones débiles verifican la igualdad de energia. En
efecto, basta tener en cuenta (1.67)) y la igualdad u; = f— Au — B(u,u)

e integrar en tiempo.
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1.5. Unicidad (n = 3)

En el caso tridimensional, sélo es posible demostrar algunos resultados par-
ciales de unicidad que por otra parte muestran la relacion existente entre regu-
laridad y unicidad de solucion.

En vez del Lema [I.5] tenemos ahora:

Lema 1.7. Supongamos que n = 3. Entonces

1ol () < ClolY*[l0]** Vo e Hy(2)*. (1.72)

Demostracion:
Dado que H}(Q) < L5(Q) con inyeccién continua, tenemos que, para toda

¢ € D(Q),

Il = / of* dz = / o - |¢| de

(f <p|6dx>é (f Wx);

ClIVelllel.

IN

IN

Por densidad, conseguimos entonces (|1.72)).

O

Teorema 1.4. Sea n = 3. La solucion débil de que proporciona el Teo-

rema|1.4 satisface las siguientes propiedades:

we L8/3(0,T; L4()), (1.73)

w, € L¥3(0,T;V"). (1.74)
Demostracion: Por el Lema para casi todo t € (0,T) tenemos
la(®)llzs(@) < Cla)]*[lu()]**. (1.75)

La funcién que aparece a la derecha de 1} pertenece a L8/ 3(0,T). Por lo

tanto, también le ocurre esto a ||ul|z4(q).
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Por la desigualdad de Hélder y las propiedades de la forma trilineal, observamos
que

[b(u, u,v)] = [b(u, v, u)| < crf[ulaglv] Vu,veV. (1.76)

Luego, si u € L?(0,T;V) N L>(0,T, H), entonces B(u,u) € L*3(0,T;V") vy,

ademas,

1B, w®)lvr < Cla®) g, (1.77)
1B(w, w)(®)[lv < Clu(®)|'/2u(t)]*? (1.78)

para ¢ c.p.d. en [0,T7.
O

Ahora enunciaremos un resultado de unicidad de solucién débil regular, es
decir, dentro de una clase de funciones més pequena que aquélla en la que

obteniamos existencia:

Teorema 1.5. Supongamos n = 3. Hay a lo mds una solucion débil de
que verifica:

we L3(0,T; LY (Q)*). (1.79)
Tal solucion es, ademds continua, de [0,T] en H.

Demostracion:

(1) Sea u una solucién débil de (N-S)). Sabemos que u € L2(0,7; V)NL>(0,T; H).
De las desigualdades ([1.76)),(1.77) sabemos también que si u satisface
(1.79)), entonces

B(u,u) € L*(0,T;V') (al menos), (1.80)

de donde
u; € L*(0,T; V). (1.81)

Luego, u es en casi todo igual a una funcién de C°(0,7; H) por el Lema

1.2 del Capitulo 11T de [21].
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(11) Por la desigualdad de Holder y por ([1.72), vemos ahora que

IA

[b(w, u, v)| CllullLa@ [vl[Lao [l

IN

ClulY*al vl L) (1.82)

(1) Veamos ahora la unicidad. Supongamos la existencia de dos soluciones
débiles u; y us, que satisfacen ademas (|1.79). Sea u = u; — us.
Como u; € L2(0,T;V")

SRP + 2uO)? = 2b(u) ult) w(@).  (18)
Ahora podemos acotar el lado derecho de la igualdad utilizando :
2C ()] la(t)|[uz(t) ] 1) < vlu@®] + Clu®) P uz(®)2s)-
De esta manera conseguimos que
D12 < Clus (Ol oplu(t) .
dt = ITAWilz e

Como la funcién ¢ — |u(t)|i4m) es integrable,

- {exp ( / o)Ly ds) ~ |u<t>|2} <0

lu(t)]* <0 Vvt elo,T],

¥

de donde u; = us.

O
La prueba anterior también es valida para dominios 2 C R? no acotados.

Observacién 1.4. Se puede generalizar el Teorema hay a lo mas una
solucién débil de (N-S))

2
ue L7(0,T;L°()) con — + 3 <1, s>3.
TS

Para la demostracién, véase [16].
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1.6. Soluciones mas regulares

Bajo condiciones adicionales de los datos, es posible conseguir una mayor re-
gularidad en las soluciones. En el caso tridimensional, debemos suponer ademas

que los datos son suficientemente “pequenos” en un cierto sentido.

1.6.1. El cason =2

Teorema 1.6. Supongamos que n = 2,

£ fi € L2(0,T; V'), fl0) € H, (1.84)

uy € H2(Q)2NV. (1.85)

Entonces la unica solucion débil de que proporciona el Teorema satis-
face

w € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) (1.86)
(y,por tanto, u € C°([0,T);V)).
Demostracion:

(1) Volveremos de nuevo a las aproximaciones de Galerkin y probaremos nue-

vas estimaciones a priori:
u/,, estd acotada en L*(0,T;V)N L>=(0,T; H). (1.87)

Pasando al limite, conseguimos (|1.86]).

Como ug € VN H?(Q), podemos elegir ug,, como imagen de uy mediante
la proyeccién de V' N H2(Q) sobre el espacio generado por la base de la

aproximacién de Galerkin wy, ..., w,,. Entonces,

Upm,, — Upg en H2<Q), (1 88)

laom || z2(Q) < [[wollm2(0)-
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(11) Multiplicamos por g}, (t) y sumamos desde j = 1 hasta m:
[l (O + (W (), w7, (1)) + bW (8), W (), wy, () = (£(2), u, (¢)).
En particular, para el tiempo inicial ¢ = 0, tenemos
u7,(0)* = (£(0), uy,(0)) + (Ao, 17, (0) = b(Wom, Uom, 17, (0)). (1.89)

Asi que
[ul, (0)] < |£(0)| + v|Augm| + |B(om, tom)|- (1.90)

De (|1.88]) se deduce que

|Au0m\ S COH“OmHH"’(Q) S CHUOHH"’(Q)- (1.91)

Por otra parte, tenemos por la desigualdad de Holder que

|b(u, u, v)|

IN

Cllullpae)Vulpag)lv]
< Cllulll[ull g2 |v] (por (L.54)) y la desigualdad de Sobolev)
Yu e H*(Q)? Vv e L*(Q)%

A

En particular,

IA

Cllaomlllaom || 720 (1.92)

< CllugllFzigy  por (TII0) (1.93)

|B(u0ma uOm)|

A

Con esto y (|1.91]), vemos que

u),(0) esta uniformemente acotada en H. (1.94)
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(11) Ahora podemos derivar ((1.24]) respecto de t. Utilizando la hipétesis ((1.84))

sobre f, conseguimos

(u,, w;) + v((ag,, w;)) + b(ay,, W, W) + (W, wy,, W)

=(f,wj), j=1,...,m (1.95)

Multiplicamos ahora por g7, () y sumamos de nuevo en j:

1 (OF + 2v[u), (62 + 20(ur, (1), win (), ur, (1))
= <ftawj>'

(1.96)

Por el Lemall.6

IN

252, (1) [, ()| ()

2
v, A1 + = [l (811 s, ().

2(b(w, (1), ap (£), w0y, (1))

AN

Sustituyendo en (|1.96]), vemos que
d v 2
D (OF + 2, 017 < 2160 + 6nOl,OF (197

donde

Om(t) = (1)

Entonces, por la desigualdad de Gronwall,

% {|u:n(t)|Qexp (— /Ot b (5) ds)} < %\ft(t)‘%/'-

Luego, sin mas que integrar,

(O < {0 + 2 [ @) dsyexn [ on(s)ds (199

Como u,, estd acotada en L2(0,T; V), por (1.94), el lado derecho de ((1.98)

también estd uniformemente acotado y

u/,, estd uniformemente acotada en L>(0,T; H). (1.99)
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Ahora se deduce usando de nuevo ([1.97)), que u, estd también acotada en

L?(0,T;V), lo que completa la prueba.

Teorema 1.7. Bajo las hipdtesis del Teorema si, ademds, Q es de clase C?

Yy
feL>™(0,T;H), (1.100)
entonces
we L>(0,T; H*(Q)?). (1.101)
Demostracion:
(1) Podemos escribir que
v((u(t),v)) = (g(t),v) VveV, (1.102)
donde
g(t) :=£(t) — uy(t) — B(u,u)(t). (1.103)

La prueba ahora se basa en los resultados de regularidad para el problema

de Stokes estacionario (véase la Proposicién 1.2.2 de [21]).

Como u € L*(0,T;V) y

[b(u(t), u(t), v)|

IN

Cllua@®ll s a@[[v]l L+
Crlla@® 21Vl zae). (1.104)

IN

se tiene que B(u,u) € L>(0,T; L*3(Q)2). Como, f —u; € L>=(0,T; H),
obtenemos que

g € L>=(0,T; L*3(Q)?). (1.105)

El resultado en [2I] implica que

u € L0, T; W24/3(0)?).
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Por el Teorema de Inyeccién de Sobolev, W24/3(Q) < L>(Q) (con inyec-

cién compacta) y, por lo tanto,
uc L>=(Q)>.

(En realidad, tenemos W2P — L>°()) con inyeccién compacta para todo

p>1).

(1) El resultado ((1.105) puede mejorarse. Reemplazamos ahora (1.104)) por la

siguiente desigualdad

[b(u(t), u(t), v)| < Coful| Lo @) [a@) [ v]-

De esta manera, B(u,u) € L*>(0,T; H), lo que implica g € L*(0,T; H)

y, aplicando de nuevo el resultado de [21],

uec L>(0,T; H*(Q)?).

Observacién 1.5. Aplicando sucesivamente la Proposicién ya citada de [21],
puede probarse que, si (2 es de clase C*° y f € C*°(Q), entonces u € C>=(Qx (0, T])2.
Efectivamente, cuanto mas exigentes sean las hipotesis sobre los datos, mayor

serd la regularidad obtenida para u.
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1.6.2. Elcason=3

Probaremos para n = 3 resultados similares al caso bidimensional, aunque

siempre con hipétesis adicionales de “datos pequenos”.
Teorema 1.8. Supongamos n = 3. Sean ug y f tales que

u € H2(Q)3 NV, (1.106)

fe L®(0,T; H), f € L'(0,T;H) (1.107)

y ug, fy f, son suficientemente pequenas en H(2)3, L>(0,T; H) y L*(0,T; H),

respectivamente.
Entonces existe una unica solucion débil de , que ademds verifica

w € L*(0,T;V)NL>®(0,T; H). (1.108)

Demostracion:
(1) La unicidad es una consecuencia directa del Teorema puesto que u €

L>(0,T; V). Como V — L*(Q)? (con inyeccién compacta), esto implica

uc L™(0,T; L (Q)*). (1.109)

(11) De nuevo, nos apoyamos en el método de aproximacién de Galerkin, eli-

giendo las ug,, tales que

g, — ug, en H2(Q)3, (1.110)

lwom ||l z2(@) < [[wollz2(0)-

De (|1.24]) se deducen las siguientes estimaciones:

[Vug,| < Cllugmll a2 < Cllugl| g2

u),(0) estd uniformemente acotada en H.
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Luego

[ul, (0)] < dy := [£(0)] + vClluo| 2 + Clluol7--

(1.111)

Si derivamos respecto de  las igualdades (1.24)), multiplicamos por g, (t)

y sumamos en j, obtenemos:

d / 2 2 / /
—ul, ()7 + 2v||ul, + 2b(u, (), um(t), u,, (¢
G O+ 20, (O 200, (0 w0 0)
= 2(f(t), u;,, (1))
Luego,
d
@hlin(t)lz +2(v = Cllun ()|l (O] < 2f(0)[[w), (t)].  (1.113)
(1m1) Ahora, resulta de (1.31) y ((1.32)) que
1
V@I < (O] — 20w (1), ), (1) (1.114)
< LIE)12 + 21w (), (¢
< SIEDI: + 2um @)][uy, (1)
1/2
€17 < 0,711 2, | ||L°°(0TV’ ,
< EEOIVD g (gl 4 ——ESOTY ) )
Por (1.111f) y usando (|1.114)) en el tiempo ¢ = 0,
d Tdy\ '/
Y (0)]2 < % + 24, <110|2 " j) —dy (L.115)

donde

dy == ||f||2Loo(0,T;v')~
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La condicién que necesitamos ahora y que fue mencionada en las hipdtesis

del teorema es que se tenga

d Tdy\'/? T 3
dy = 72+(1+d§) <u0|2 + 1]2) -exp (/ If:(t)|ds | < %2 (1.116)
0

Como d3 < dy, de las dos tdltimas desigualdades obtenemos que:

2 v?
Vun(O) < ds < di < %5

y, por lo tanto,

v — c|lu,(0)]] > 0.

De esto tltimo podemos deducir que la cantidad v — ¢||u,, (¢)|| es positiva

en algun intervalo de la forma [0, t*].

Denotaremos por Ty, el primer tiempo (menor que T), en el que la dife-

rencia se hace cero, y si eso no ocurre, tomaremos 1,, = T. Entonces
v— cllun®)] >0, 0<t<T,. (1.117)

(1v) Con (|1.117)), podemos deducir de (1.113]) que

S (0 < 206 (1) ot (1),
L4, () < RO+ (1)),
Luego

alarnmonon(- [ rois)} <o

L (B < (14 [ (0)]?) exp ( / |ft<s>|ds) ,
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y, por la desigualdad en (|1.111)),

T
L+ |u,(®)* < (1 +dF)exp (/0 ft(8)|d$> , t€[0,T].  (1.118)

De (1.114), (1.116)), (L.118]), conseguimos:

viug, (0|1 < dg, 0<t< T,

v—clun(t)| >v—cy/% >0, 0<t<T. (1.119)

Luego T' =T, y (1.113) implica que

d [d
(B +2 (V —c ;) [y, (01 < 20O, (B)], 0<t<T.

De esto se deduce que

u/,, estd uniformemente acotada de L?(0,7;V) N L>(0,T; H). (1.120)

Y se tiene finalmente la regularidad deseada de u.

Como en el caso bidimensional, también se obtiene lo siguiente:

Teorema 1.9. Bajo las hipdtesis del Teorema[1.8, si ademds Q2 es un abierto

de clase C?, entonces:

we L=(0,T; H*(Q)?). (1.121)

Demostracion: Partimos de nuevo de las igualdades
v((u(t),v)) = (g(t),v) VueV,

donde g(t) := f(t) — us(t) — B(u,u)(t).
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Como f — u; pertenece a L>(0,T; H), por la Proposicién 1.2.2 de [21] se tiene
(1.121) siempre que B(u,u) € L*>(0,T; H). Y, por lo tanto, g también estd en

ese espacio de funciones.

Por la desigualdad de Hélder,

[b(u(t), u(t), v)| < Cllu®)] el[u(®)ll[v]Ls

[b(u(t), u(t), v)| < Cllu(®)]?|v|Ls (1.122)

Como u € L>°(0,T;V), se deduce de (1.122)) que

B(u,u) € L=(0,T; L¥?(Q)%), ge L=(0,T; L*?(Q)?).

De nuevo, por el mismo resultado utilizado en el caso bilineal, u € L>(0, T; W23/2(Q)3)
y por tanto u € L>°(0,T; L"(Q)?) para todo 7 € [1, +00) (W?3/2(Q) — L"(Q),

con inyeccién continua para n = 3).

En particular, u € L®(0,T; L3(2)?) y, usando nuevamente la desigualdad de
Holder,
b(u(t), u(t), v)| < Clla(®)||cs[a@)l[1v]lLs/s

de donde,
B(u,u),g € L(0,T; L*(Q)°),

y la Proposicién 1.2.2 muestra que

ue L0, T; W8/5(Q)%) — L=(Q)3 (1.123)

(con inyeccién continua). O

42



Capitulo 1. Resultados basicos de existencia, unicidad y regularidad

Es el momento de introducir de nuevo la presién p. Para ello, definimos

vt = [Cueras, 5= [ B, w0 [ 6

Si u es una solucién del problema ([1.2)) entonces,

U, 3,F € C°([0,T); V). (1.124)
Integrando ahora ,
v((U(t),v)) = (g(t).v) Vv eV, vte0,T], (1.125)

donde

g(t) :=F(t) — B(t) —u(t) +uy, geC°0,T];V").

A continuacién, se presentan dos resultados importantes cuyas demostracio-

nes pueden consultarse por ejemplo en [21]:

Proposicién 1.1 (De Rham). Sea f= {f1,..., fa}, con fi € D'(Q) para todo
1. Entonces:

<fiv>=0 YveV&f=Vp, peD(Q).

Proposicién 1.2. Sea p € D'(Q2).

(1) Si &;p € L*(Q) para todo i, entonces p € H*(Q) y

[Pl /r < C|Vp]L2.

(1) Si &;p € H=1(Q) para todo i, entonces p € L*(Q) y

P2/ < ClIVpllg-1-

(i11) El operador gradiente p — Vp es un isomorfismo de L*(Q)/R sobre
H=1(Q)".
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Deducimos que, para cada t € [0,7], existe una funcién P(t) € L*(Q) tal

que:

—vAU(t) + VP(t) = g(t)
0, equivalentemente,
u(t) — ug(t) — vAU(t) + B(t) + VP(t) = F(t) (1.126)
Luego VP = g + vAu y por tanto VP € C°([0,T]; H=1(Q)). Esto implica
P e C[0,T]; L*(Q)). (1.127)

Esto nos permite derivar la identidad (|1.126]) en el sentido de las distribu-
ciones en @ = 2 x (0,T). Denotando

_op
p ot
obtenemos
@fz/AquiuvD-quV = en (1.128)
at gt 1 3 p - b . *

Como hemos visto, la presién aparece en el sistema como una distribucién
en (). En general, sélo puede afirmarse que p = %—f, con P € C°([0,T7]; L*(Q)).
En las condiciones de los Teoremas [I.7 y puede demostrarse que

p € L0, T; HY(Q)). (1.129)
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1.7. Relacion entre la existencia y la unicidad

En las anteriores secciones hemos encontrado las dos cuestiones mas impor-

tantes que aparecen en el andlisis tedrico de las ecuaciones de Navier-Stokes:

= Unicidad de solucién débil, cuya existencia estd garantizada por el Teore-

ma[[2

» Existencia de solucién regular para datos més regulares. Por ejemplo, so-
luciones cuya existencia es tratada en el Teorema 0 casos particulares

en el Teorema [I.8

Supongamos que n = 3.

De acuerdo con lo que hemos visto, toda solucién débil de verifica
ue L*0,T;V)NL>(0,T; H). (1.130)
Asi, cuando n = 3,
ue L¥30,T; L*(Q)®%), w, € LY3(0,T;V") (1.131)

En lo que sigue, llamaremos solucién fuerte de (N-S) a toda solucién débil
que ademas verifica

v € L0, T; L*(9)?). (1.132)

La existencia de solucién débil es conocida, pero la unicidad de la misma es
un problema atn sin resolver. En cuanto a las soluciones fuertes, su existencia
para datos no necesariamente pequenos es un problema abierto salvo en algunos

Ccasos muy concretos.

Las soluciones débiles tratadas en el Teorema [1.2] satisfacen la siguiente de-

sigualdad de energia,

lu(t)* + 2V/0 u(s)||? ds < |ug|® + 2/0 (f(s),u(s)) ds, Vte[0,T]. (1.133)
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Por el Teorema (1.81)), y el Lema 1.2 de [21], las soluciones fuertes, caso
de existir, satisfacen en lugar de (1.133)) la identidad:

|v(t)|2+21//0 Hv(s)||2ds:|u0|2—|—2/0(f(s),v(s))ds Ve [0,7]. (1.134)

Un resultado parcial de unicidad de solucién débil y existencia de solucién

fuerte puede formularse como sigue:

Teorema 1.10. Supongamos que f€ L*(0,T; H) y ug € H son dadas. Enton-

ces, si existe una solucion fuerte no existe ninguna otra solucion débil de

que cumpla .

Demostracion: Sean v y u las dos soluciones mencionadas anteriormente: v
es solucién débil y cumple (1.132) y (1.134)); u es solucién débil y por tanto
verifica (1.130)), (1.131)) y (1.133).

Puede probarse lo siguiente:

Lema 1.8. Para cada t € [0,T)

(utt). o) + 20 [ ((ls),w(s)) s (1135)

:mPfAM@m®+MW®—AMM%w@w@M&

donde w=u— v.

Ahora, sumaremos ([1.133)) y (1.134]) y restaremos dos veces la cantidad que hay
en ([1.135)). Asi, conseguimos:

|w(t)\2+2u/0 lw(s)|[2 ds < 2/0 b(w(s), w(s), v(s)) ds. (1.136)

Usando la desigualdad de Holder, y el Lema

[b(w(s), w(s), v(s)| < vlw(s)[* + Clw(s)]*[[v(s)]Ls-
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De (|1.136)), deducimos que
t
w(t)]” < C/O [w(s)[*[[v(s) |24 de.

Como la funcién que a cada ¢ le asocia ||v(t)||3, es integrable, aplicando la

desigualdad de Gronwall, resulta que

[w(t)* < C/O [w(s)?[[v(s)lLs du <0,

por lo que u = v.

1.8. Sobre las bases del método de Galerkin

Es posible (y ttil) usar una “base especial” de autofunciones {wy, wa,...}.
Esto permite obtener facilmente algunas estimaciones “a priori” de la soluciéon

y deducir resultados de existencia de soluciones regulares.

En primer lugar, tenemos los resultados técnicos siguientes:

Lema 1.9. Supongamos que 2 es un abierto de clase C?>. Entonces u — |Aul

n

es una norma en VN H?(Q)" equivalente a la norma inducida por H?(2)™.

Lema 1.10. Con las mismas hipétesis, si uw € V N H%(Q)", entonces
B(u,u) € HC L*(Q)"

y se tiene que

|B(u, w)| < C||ul|>/?|Aul/?. (1.137)
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En consecuencia, obtenemos:

Teorema 1.11 (n = 2). Supongamos que n =2 y Q es un abierto de clase C2.

Sean f, uy verificando

u € H, (1.138)

fe L*0,T; H). (1.139)
Entonces existe una unica solucion débil de que ademds verifica
Vitue L2(0,T; HX(Q)?) N L>=(0,T;V), Vtu, € L*(0,T; H). (1.140)

Si ug € V, entonces

we L2(0,T; H*(Q)*) N L>=(0,T; V), w € L*(0,T; H). (1.141)

Teorema 1.12 (n = 3). Supongamos que n = 3 y Q es un abierto de cla-
se C2. Supongamos también que ug € V y f € L°(0,T; H). Entonces, existe
T = min{T,T1}, con

3
CACsp?’

N(ﬁ) NP = e (1143)

T (1.142)

2
C41/2

= i ol

y una unica solucion del problema fuerte de en (0,7*). Ademds, u satis-

face:

we L0, T V)N L2(0,T*; H2(Q)?), (1.144)

w € L2(0,T*; H). (1.145)
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En el caso especial f = 0, el fluido tiende al equilibrio cuando el tiempo va a

infinito. Esto queda patente en el resultado siguiente:

Teorema 1.13. Supongamos quen = 3 y  es un abierto de clase C2. Suponga-

mos también que ugp€V y f= 0. Entonces, existen Ty yT3 con0 < To < T3 < + o0

tales que

u € L20,To; V), wuec L>®(T3,+o00; V).
Ademds, u(-,t) — 0 en V cuando t — +oo.

Para las demostraciones de estos resultados, véase [21] [23].
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Capitulo 2

Los resultados de Caffarelli,

Kohn y Nirenberg

En el capitulo anterior se ha estudiado la existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones débiles del problema . Quedan varias cuestiones impor-
tantes sin resolver. Asi, a pesar de los numerosos trabajos posteriores a Hopf y
Leray, es desconocido si la solucién débil puede desarrollar algtin tipo de singu-

laridad incluso si los datos iniciales son C*°.

Son muchos los autores que han indagado en esta direccién. Entre otros,
Scheffer y después Caffarelli, Kohn y Nirenberg estudiaron la regularidad par-
cial de las soluciones del sistema basandose en estimaciones del “tamano” del

conjunto de los puntos singulares, véase [3] [15] [19],

En este capitulo, recordaremos los resultados mas importantes de estas re-

ferencias.

Consideraremos dos situaciones distintas:
(1) Q=R3.

(11)  C R? es un abierto conexo acotado, con 9 suficientemente regular.
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Definicién 2.1. Diremos que un punto (z,t) es singular si u no pertenece a L
en ningtn entorno de (z,t). El resto de puntos, donde la velocidad es localmente

esencialmente acotada, serdn llamados puntos regulares.

Denotaremos S el conjunto de puntos singulares.
En [19], Scheffer, fue capaz de probar una estimacién de una medida de
Hausdorff de S. Su resultado principal es el siguiente:

Teorema 2.1. Para f = 0, existe una solucion débil de tal que el conjunto

asociado de puntos singulares S satisface:

HO/3(S) < 400, (2.1)

HY(S N (Q x {t})) < +oo  uniformemente en t, (2.2)

donde H* es la medida de Hausdorff k—dimensional en R*.

El objetivo principal de este capitulo es mostrar una mejora de este teorema.
Para ello, es necesario definir un nuevo concepto de solucién débil: solucidn débil

admisible.

Definicién 2.2. Sea D C R? x R un abierto y sea f € L4(D) con ¢ > 5/2 tal
que V- f = 0. Diremos que (u,p) es una solucién débil admisible de (N-S|) en D

si:
1. uy p son medibles en D y verifican:

(a) p e L/Y(D),

(b) Para alguna constante Fy y para casi todo s tal que el conjunto

Ds::Dm({t:S})7é®a

/ lu]? dz < Ej. (2.3)

s

(c) Para alguna constante F1,

// \Vul*dzdt < E. (2.4)
D
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2. FEcuaciones: u'y p satisfacen las EDPs de (N-S)) en el sentido de las dis-

tribuciones en D.

3. Desigualdad de energia local: Para cada ¢ € D(Q) con ¢ > 0 se tiene:

2// |Vul?¢ dz dt o)

S// [[ul? (¢ + A¢) + (lu* + 2p)u- Vo + 2(u - £)¢] dadt

La regularidad precedente de p es la mejor estimacién conocida (como dato
curioso, indiquemos que esta propiedad era desconocida por Scheffer y también

por Caffarelli, Kohn y Nirenberg cuando publicaron sus resultados).

Scheffer probé que el problema de valores iniciales en R? x (0, +00) tiene
una solucién débil admisible cuando f = 0, ugp € L?*(R?) y V- ug = 0. En la
seccién siguiente, veremos que la existencia estd garantizada en un caso ain mas

general.

2.1. Existencia de solucion débil admisible

Haremos la construccién de las soluciones mediante “semi-discretizacién”.
La desigualdad de energia sera obtenida a partir de las soluciones aproximadas,
tomando limites adecuados. La mayor dificultad se encuentra a la hora de acotar
la presién. Cuando el dominio es todo el espacio R3, basta usar una expresion
de Ap. Pero si 2 no ocupa todo el espacio, hay que usar estimaciones de las

soluciones de sistemas de Stokes:

u—Au+Vp=F, Qx(0,7T),

V-u=0, Q x (0,7),

(2.6)
u=0, 8 x (0,7),
u(z,0) = ug(x), Q
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Pondremos

D=Qx(0,T),

Ep(u) := EssSup/ \u\de dt,
0<t<T

:// |Vul|? dx dt.
0Jo

Cuando Q = R3, las hipé6tesis de los datos serdn las siguientes:

Q = R3,
fe L2(0,T; H '(R%), V- -f=0,

u € H.

Para Q acotado, exigimos:

Q) C R? abierto conexo acotado localizado a un lado de la frontera,

0f) suficientemente regular,

fe L2(Qx (0,T))3, V-f=0,

uy € HNW?2/55/4(Q)3.

Con estas hipotesis, el resultado de existencia es el siguiente:

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Teorema 2.2. Supongamos que 2, uy y f verifican —(@ ) —,

Entonces eziste al menos una solucion débil admisible (u,p) del sistema de

Navier-Stokes en D, con:

we L2(0,T; V)N L=(0,T; H),

u(t) = ug en H, cuando t — 0,

p € L3(D) en el caso Q = R3

p € L5/4(D) en el caso Q acotado
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t
/ \u|2¢dm+2// \Vu|2¢dxdt§/|uo|2¢(a;,0)dx
Q><t{t} 0JQ Q (2.16)
b [ T+ 26) + (uf? + 2)u- Vot 28 we] dode
0JQ

para toda ¢ € D(D) con ¢ >0y ¢ =0 cerca de 9 x (0,T).

Observaciéon 2.1. 1. El caso f = 0, Q = R? fue probado por Scheffer en

[19] usando un método parecido al que presentaremos a continuacién.

2. Como no se sabe si la solucién débil de (N-S) es tnica, tiene sentido
preguntarse si se pueden construir soluciones débiles de (N-S) de modo
distinto al que sigue de forma que se verifique la desigualdad local de

energia (2.16). No se sabe, por ejemplo, si (2.16)) se verifica para una

solucién obtenida a partir del método de Galerkin.

Para la demostracién del Teorema [2.2] los pasos a seguir son los siguientes.
Para un N suficientemente grande, definimos 6 = T'//N, y encontramos u = uy

y p = Py verificando
u + (Ts(u)-V)u—Au+Vp=f, V-u=0 enD (2.17)

donde ¥s(u) es una funcién que “regulariza” u, cuya expresién se indicard mds
adelante; en particular, se vera que el valor de ¥s(u) en el tiempo ¢ = ¢ depen-

der4 sélo de los valores de u para t <t — 4.

Para cada N y cada m = 0,1,...,N — 1, (2.17) es una ecuacién lineal en
Q% (md, (m+1)J). Veremos que la solucién de satisface una desigualdad
del tipo (2.16]) y asi podremos acotar uy y py independientemente de N. Es-
tas estimaciones aseguraran la existencia de una subsucesién convergente cuyo

limite tiene las propiedades deseadas.
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Necesitaremos los siguientes resultados preliminares:

Lema 2.1. Supongamos f € L?(0,T;V’), wy € H y w € C®(D;R?), con

V- w= 0. Entonces existe un unico par (w,p) verificando:

uwe CO0,T], H)N L?>(0,T;V), peD(Q) (2.18)

w+w-Vu—Au+Vp=f, V-u=0 (2.19)
en el sentido de las distribuciones en D, y
ult—o = Up. (2.20)

Lema 2.2. Supongamos que 2, fy uy verifican -@). Entonces, bajo las
hipdtesis del Lema[2-1) la presion p satisface

Ap=- 3 Vi (wn), (2.21)
%,
de donde

// p|°/3 da dt < c// |w]>/3 - |u|>/? dz dt. (2.22)
D D

Lema 2.3. Supongamos ahora que 2, f y ug verifican —. Entonces,
bajo las hipdtesis del Lema[2-1] tenemos:

VDl psracpy + llwellps/apy + AUl Ls/apy < C(Q,T)K, (2.23)
donde K = [tgllyyassrs + |- Vel sy + Il 5500

Ademds, si normalizamos p de tal manera que prdx =0 en todo tiempo t,

obtenemos

Pl L5/ (0,7:0573(01)) < COQANVDI Ls/a(py + [l|wllulll s/s(py } (2.24)

para cada abierto Oy con Q1 C Q.
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Usando desigualdades de tipo interpolacién, se deducen las siguientes esti-

maciones:

Lema 2.4. Para u,w € L?(0,T; H*(R?)),

H'w . VU’HLE’/“ S CEl(u)l/QEl(’lU)S/loEo('IU)l/5, (225)
1wl 10/s < CEy ()3 Eg(u)'/5, (2.26)
ull L3 0,7;15/2) < CTY 2 Eo(w) /20 Ey (u)®/2°. (2.27)

Lema 2.5. Sean Q,uy y f satisfaciendo las condiciones —(@) ] -
, y sea w € C®(D,R3) con divergencia nula. Sea (u,p) el par solucién de

—. Entonces, para cada ¢ € C¥(D) tal que ¢ = 0 cerca de 9 x (0,T)

se cumple que

/Qx{t}uasw/// Vo= [ fwPote0)+ [[ [ulie+ a0) .
+

2 . .
/D(|u| w+ 2pu) V¢+2//u Ho,
para todo t € (0,T].

La prueba no es excesivamente complicada y puede realizarse a partir de un

procedimiento de aproximacién por regularizacién y paso al limite.

Para el siguiente resultado necesitamos definir la funcién ¥s(u) que aparece

en (2.17). Sea 1 € C>°(R?) satisfaciendo

/ Ydodt =1, (2.29)
D

Sop o C {(z,t) : |z|* < t, 1 <t <2}. (2.30)

Dada u € L2(0,T;V), denotamos U la prolongacién de u por 0 a todo R*.

Sea finalmente,

Ws(w) (e, b) = 6 //R W —yt—r)dydr.  (2.31)
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Entonces Us(u) estd bien definida, posee soporte compacto, es de clase C™
y observamos que los valores de ¥s(u) en el tiempo t = ¢ dependen tnicamente

de los valores de u en tiempos t € (t — 20,t — J).

Lema 2.6. Siu € L*(0,T; H) N L*(0,T;V), la funcién “reqularizadora” Vs

tiene las siguientes propiedades

V- Us(u) =0, (2.32)

sup / |Us(u)|*(2,t) de < CEy(u), (2.33)
Q

0<t<T

//D V5% < CE (u). (2.34)

Con todos estos resultados, estamos ya en condiciones de probar el Teore-

ma 22

Por simplicidad, consideraremos sélo el caso en que = R3.
Para cualquier entero suficientemente grande N, sea 6 = T/N, y considera-

mos el siguiente problema a resolver:

d
auN—F(\I/(;(uN) -V)uN —AuN+VpN =f, (235)
uy € L2(0,T;V) N ¢o([0,T], H), (2.36)
uy(0) = u, (2.37)

donde uy y py existen gracias al Lema [2.1] aplicindolo inductivamente en cada
intervalo (md, (m +1)d), con 0 <m < N — 1.

Se tiene en primer lugar,

t t
/ |uN|2dsc+2// |VuN|2dxds:/ |u0\2dm+2// f-undzds
Qx{t} 0/a Q 0/o
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para todo t € (0,7, de donde podemos deducir que

t t
/ \uN|2da:+// |VuN|2dxds§/ |u0\2dm+/ IE12, da ds.
Qx{t} o/a Q 0

En particular, vemos que

uy estd uniformemente acotada en L>°(0,T; H) N L*(0,T; V). (2.38)

Denotamos ahora por V, la adherencia de V en H?(Q)3, y V4 su dual. Por

el Lema 4.2 de [21] junto con las condiciones ([2.35)) y (2.38)), se tiene que

N ests uniformemente acotada en L2(0, T V). (2.39)

Por (2.38) y los Lemas y deducimos que
{pn} estd uniformemente acotada en L5/3(D). (2.40)

Por todo ello podemos decir que existen subsucesiones convergentes a u,, p.

(que volveremos a denotar de la misma forma), tales que:

fuertemente en L} (D),
uy — Uy débilmente en L?(0,T;V), (2.41)
débil- * en L>(0,T; H),

pn — p. débilmente en L*/3(D). (2.42)
Por otro lado, la siguiente afirmacién es un resultado conocido

Teorema 2.3. Sil < q <7, uy — u, fuertemente en L] (D) y{un} estd aco-

tada en L" (D), entonces

uy — u, fuertemente en Lj, (D) Vs € (q,7).
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. _ _ 10 .
Aplicando este resultado a ¢ =2 y r = 7, concluimos que
10
uy — u, fuertemente en L°(D), 2<s< 3 (2.43)
Por la definicién de Wy,
10
Us(un) — u, fuertemente en L*(D), 2<s< 3 (2.44)

Puede comprobarse sin mucha dificultad que u, es, junto con alguna p,

solucién débil del problema de Navier-Stokes usando ([2.41)-(2.44)). Por (2.39)),

la sucesiéon {uy} converge también débilmente en C°([0,T]; V3), de donde

u,.(0) = NEI-I';-IOO uy (0) = up.

Como las soluciones débiles son necesariamente débilmente continuas en H,

queda demostrado ([2.14]).

Para probar (2.16)), es suficiente considerar el caso en que t = T', con ¢ = 0 en
Qx{T}; pues el caso general se obtiene basdndose en la prueba de la desigualdad
de energia.

Supondremos por tanto que ¢ es una funcién regular y positiva que se anula en

{|z] > Ry U {t = T'}. Asf,

2 [ 19uno= [ uoPo+ [[ v s0) (2.45)

+2//DpN<uN-v¢>+//; funWs(uy) - Vo2 [[ (-1

Cuando N — +o0, el término ffD |Vuy|?¢ es semicontinuo inferior, mien-

tras que, por (2.41))-(2.44)), cada sumando de la derecha de (2.45) converge a

un término andlogo con uy y py respectivamente cambiados por u, y p.. Esto

prueba la igualdad (2.16) y por lo tanto completa la demostracién del teorema.
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2.2. Estimacion del tamano del conjunto de pun-

tos singulares

Una vez definidas las soluciones débiles admisibles, y demostrada la existen-
cia de las mismas, podemos seguir en la direccién de los puntos singulares y
mejorar el resultado expuesto en el teorema 2.1

Mostraremos que cualquier soluciéon débil admisible tiene un conjunto de
puntos singulares de medida uni-dimensional de Hausdorff en R?* igual a cero.
Es mas, veremos que el conjunto S es despreciable para una medida de Hausdorff
uni-dimensional de tipo parabélico P!, lo cual es una propiedad atin més fuerte,
pues H! < CPL.

El principal resultado de regularidad local es el siguiente:

Teorema 2.4. Para cualquier solucion débil admisible de en D, el co-

rrespondiente conjunto de puntos singulares S verifica

PL(S) =0.

Este teorema mejora el de Scheffer por su cardcter local, porque se afina la

medida de Hausdorff y porque es valido para cualquier segundo miembro.

La definicién precisa de P! es la siguiente.

Definicién 2.3. Para cualquier X C R? x R y k > 0 definimos

PF(X) := lim P¥(X),

=0+t

donde

Pr(X) ::fnf{er : XCUQ,-i,T‘i<(5}.
i=1 i

Aqui, Q, representa un cilindro parabdélico, es decir, con radio r en espacio y 2

en tiempo.

Es facil demostrar, como se ha dicho, que para alguna constante C' > 0

tenemos H! < CPL.
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Combinando la existencia de las soluciones débiles admisibles con este tltimo

resultado, obtenemos:

Teorema 2.5. Supongamos que, para algun q > g,

fe L*(D)*N LY

loc

(D)3? V-f=0

ug € L*(Q)°, V- up =0, up - v|po = 0.

En el caso en que Q es acotado, necesitaremos ademds que ug € W2/575/4(Q)3.
Entonces el sistema de Navier-Stokes posee al menos una solucion débil admi-

sible en D cuyo conjunto de puntos singulares S satisface

PL(S) = 0.

Para la demostracién del Teorema [2.4] conviene introducir los “cilindros pa-

rabodlicos”

Qr(z,t) ={(y,7): ly—z| <r t—r? <7<t} (2.46)

7 1
Qr(z,t) ={(y,7): [y — | <7 t - §r2 <T<t+ gr2} (2.47)

Recordemos que, si fy ug son “pequenios” en una norma adecuada, entonces
la solucién débil de (N-S)) existe, es tinica y es regular en un (pequeno) inter-
valo de tiempo inicial; véase la Seccién 1.6.2. Por tanto, la dificultad estd en el
caso en que fy/o ug son “grandes”. Esto explica la utilidad que pueden tener

estimaciones lo méas independientes posible del tamafio de los datos.

La primera herramienta fundamental para la prueba del Teorema |2.4] es la

proposicién que sigue:

Proposiciéon 2.1. Existen dos constantes absolutas €1 y C1 > 0 y una constante

e2(q) > 0 que depende sdlo de q, con la siguiente propiedad: si (u,p) es una
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solucion débil admisible de en Q1 con sequndo miembro f€ L9(Q1)3, con

q> % y se tiene

o 5/4
// (|u|3+|u||p|)da:dt—|—/ (/ i dx) it < e, (2.48)
Q1 -1 |z|<1

//lquxdtSeQ, (2.49)

entonces,

lu(z,t)] < C1  para (x,t) c.p.d. en Qq/s.

En particular, u es regular en QQy /.

Dicho de otro modo: si u, p y f son “suficientemente pequenos” en el cilindro
normalizado @1 = @Q1(0,0), entonces u es regular en el cilindro mds pequeno
(Q1/2- Queda por tanto claro que existe una relacién entre el tamano de datos y

soluciones normalizadas y su regularidad.

Una versién dimensional del resultado anterior es la siguiente:

Corolario 2.1. Supongamos que (u,p) es una solucion débil admisible en

Qr = QT($,t). SZfE Lq(QT)3 (q > %)7
M(r) <er y Fy(r) < e, (2.50)

entonces

lu| < Cir~ Y para (z,t) c.p.d. en Qrj2(,t). (2.51)

En particular, w es regular en Q,/o(x,t). Aqui, hemos usado la notacion

siguiente:

. 5/4
M) =72 [ Gl +ullp) dy s+ | ( [ dy> ds
Qr t—r2 ly—z|<r

(2.52)
Fq(r):rBM//Q I dy ds. (2.53)
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Este corolario puede ser mirado como una estimacién del minimo nivel de
energia en el que puede desarrollarse una singularidad.

Es decir, supongamos que (zg,tg) € S. Entonces no se cumple en
Qr(x,t) cuando (xo,t9) € Q,/2(x,t). Como ¢ > %, F,(r) = 0 cuando r — 0;
asi, M (r) > € para una familia de cilindros parabdlicos Q,(x,t) que contienen

al punto singular.

Esto sugiere que

> Sep =S
r r (2.54)

cuando r = (|z — zo|> + |t — to])/% — 0.

Por tanto, es natural preguntarse si

[Vul|(z,t) > % cuando (z,t) — (zo, o) (2.55)
r

si (zg,t0) € S.
La segunda herramienta fundamental para la prueba del Teorema tiene

que ver con esta ultima cuestion:

Proposicién 2.2. Existe una constante absoluta es > 0 con la siguiente pro-
piedad: si (u,p) es una solucion débil admisible de en un entorno de (z,t)
)

lim sup r~* // |Vul? dyds < e, (2.56)

entonces (xz,t) es un punto regular.

El Teorema[2.4] es consecuencia de esta tltima proposicién y el Corolario

sin més que utilizar un argumento de recubrimiento.
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A continuacién, mostraremos otros resultados interesantes sobre la regulari-

dad parcial de las soluciones, también demostrado en [3]:

Teorema 2.6. Supongamos que 2 =R3, ug € L*(R®)%, V- ug =0 en R3 y

1

7/ lug|?|z| dz < 4-o00. (2.57)
2 Jos

Entonces existe al menos una solucion débil de con f=0 que es regular

en la region

{(z,t) e R® x Ry : |2*t > K},

donde K es una constante que sélo depende de ug.

Teorema 2.7. Sea Q = R3. Existe una constante universal Lo > 0 con la

siguiente propiedad: si ug € L>(R3)3, V- uy =0 en R? y

| luollal " d < Lo, (2.58)
R

entonces existe al menos una solucion débil de con f=0 que es regular
en la region

{(z,t) € R3 x Ry : |z|*> < t(Lo — L)}

donde L es por definicion la integral que aparece en .

Es natural plantearse si el argumento que prueba el Teorema [2.4] a partir
del Corolario[2.1]y la Proposicién [2.2] puede perfeccionarse para probar mejores
cotas sobre la dimensién del conjunto S. Pero, para conseguir P*(S) = 0 para
algin k£ < 1 usando estos métodos, es necesaria alguna estimacion global “de
dimensién k£ de la que no se dispone. El Teorema [2.7] apunta en esta direccién:

usando la hipétesis (2.58) puede probarse la regularidad.
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Capitulo 3

Otros resultados recientes y

perspectivas

En este capitulo, se hard un repaso a la historia de las ecuaciones de Navier-
Stokes y se comentaran algunos avances conseguidos hasta el momento.
Es interesante recordar cémo se ha ido desarrollando la teoria y cudles han

sido en particular las aportaciones de Leray, Ladyzhenskaya y otros.

3.1. Los resultados de Leray

Seguiremos en esta seccion el desarrollo histérico presentado por J.-Y. Che-

min en [5].

Al comienzo del siglo XX, la existencia de solucién global y la regularidad de
la misma era ain una incégnita. Otra ecuacién rodeada por la misma cuestién,
fue la ecuacién de Euler. El trabajo sobre estos problemas fue paralelo: mientras
Lichtenstein demostro la existencia y unicidad de solucién en tiempos pequenos
para la ecuaciéon de Euler, Oseen siguié trabajando en las de Navier-Stokes. En

ambos casos, los trabajos de J. Leray fueron importantes en gran medida.

El articulo [14] de Jean Leray comienza con una introduccién llena de simbo-

los matematicos en la que se expresa claramente el fin: intentar verificar ma-
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temdaticamente la teoria de Navier (el nombre de Stokes no aparece jamds en
el trabajo) para un fluido viscoso. El objetivo principal es demostrar o refutar
la existencia y unicidad de solucién global. Ademads, se anuncian resultados im-
portantes como la existencia de soluciones globales llamadas “turbulentas”, es

decir, muy irregulares.

Los problemas de la regularidad y la unicidad fueron resueltos positivamente
en un caso cercano al reposo. El problema de la unicidad global y la posibilidad

de aparicién de singularidades quedan sin respuesta.

En el primer capitulo se encuentra la demostracién de una desigualdad de ti-
po Hardy, basada en integracién por partes, para funciones u € C! con derivadas

parciales en L?:

1
| @R d <

Después se define el espacio de Sobolev H(R3). Y se motiva esta definicién:

dada {u, }nen, suponiendo que {%‘;ﬁ' }  converge débilmente a u; en L*(R?)
vi J e

y se escribe

= — dy,
47TZ/R3 \x—yl3 (w) dy

entonces la sucesion {u, nen converge fuertemente en L7 (R3) y ademds,
para toda funcién v de clase C' de cuadrado sumable asi como sus derivadas

primeras, se tiene:

ov
[ atwgdy=— [ witwv (31)
R3 Yi R3
Se dice entonces que u pertenece a H*(R?) y que u ; es la quasi-derivada de u.

Cuando Leray presento la definicién, demostré que la inyeccion del espacio

H'(R3) en L? (R®) es compacta, que era crucial en lo que segufa.
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El segundo capitulo se titula “Movimientos infinitamente lentos”. En él se

estudia la ecuacion linealizada:

%—?—VAu—i—szX
V-u=0
u|t:0:u0

El hecho de trabajar en todo el espacio R? simplifica considerablemente el
estudio en esta seccién, que se apoya sobre todo en los trabajos de Oseen de
1911 y utiliza: (a) la representacién explicita de la solucién de la ecuacién del
calor y (b) la proyeccién sobre el campo de los vectores de divergencia nula,

definida mediante una convolucion.

En este capitulo también se demuestran varias desigualdades que seran tiles

en apartados posteriores.

El tercer capitulo se titula “Movimientos regulares”, y estudia las soluciones
clésicas de sistema de Navier-Stokes (u,p), con u y p respectivamente de clase
C? y Cl. Se trata también el efecto regularizante del sistema, es decir, el hecho
de que una solucién clésica es de hecho de clase C*> justo después del instante

inicial. Jean Leray demostré el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea uy un dato inicial tal que €l y sus derivadas parciales son
continuas y de cuadrado sumable en R3. Se supone ademds que V - ug = 0 y ug
estd acotada. Entonces, existe un unico tiempo maximal T > 0 tal que existe

una solucidn cldsica sobre el intervalo [0,T) que cumple
t

WO + 20 [ o) ds = uol”
0

La demostracién se basa en un esquema iterado cuya convergencia se de-

muestra en espacios adecuados.

La clave de este capitulo son los “criterios de no-regularidad”: ;Qué tiene

que ocurrir para que el tiempo maximal 7" sea finito?

69



Capitulo 3. Otros resultados recientes y perspectivas

Dicho de otro modo, jcudndo las soluciones regulares son globales? Cuando esto
ocurre el concepto de solucién turbulenta pierde evidentemente interés.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Si el tiempo maximal T es finito, entonces

» Existe una constante C tal que para todo t < T,

Cv3/4
[u(®)] = [ (3.2)
» Para todo p € (3, +00), existe una constante C), tal que para t < T,
1 3
C.p2(+3)
la(®)r > —2= (3.3)

(T —)20-%)"

Estos criterios de no-regularidad son obtenidos estimando con cuidado infe-

riormente el tiempo de existencia de soluciones regulares.

Jean Leray pensaba que esta ruptura de la regularidad efectivamente se
produce para datos no pequenos y propuso un método para construir soluciones

irregulares: las soluciones autosimilares, es decir, del tipo

u(z,?) = \/Tlftv (x/Txtf)'

Sencillos cédlculos muestran que si u tiene esta forma, entonces verifica las
condiciones necesarias de aparicion de singularidades; por otra parte, u es, junto
con alguna p, solucién del sistema de Navier-Stokes en R? x (0,7') (con segundo

miembro nulo) si y sélo si V resuelve, junto con alguna P, el sistema

~VAV 4V 42-VV+V-VV+VP, V-V=0. (3.4)

Leray dijo, a propésito de este sistema, que quedaba pendiente la cuestion

de si una singularidad puede desarrollarse o no.
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Mucho més tarde, en 1996, Necas, Ruczicka y Sverdk demostraron en [18]
que el sistema ({3.4), no tiene ninguna solucién no trivial. Asi, se vuelve imposi-
ble construir soluciones singulares por este método. La cuestion de la aparicion

de una singularidad quedé por tanto mas abierta que nunca.

Una pregunta natural que surge de la técnica utilizada por Necas, Ruczicka
y Sverdk es la siguiente: jpuede aparecer una singularidad aunque la norma

L3(R?) de la solucién esté acotada uniformemente en ¢?

La respuesta fue dada recientemente por Escauriaza, Seregin y V. Sverdk
en [6], donde se demuestra que, si aparece una singularidad en el tiempo T,

necesariamente

limsup [[u(-, )| s ®s) = +oc.
t—T

Dicho de otro modo, una estimacién en L*(0,T; L3(R3)3) de una solucién
débil es incompatible con la aparicién de singularidades cuando ¢t — 7.

Paralelamente a estos criterios de no-regularidad, Leray estudié condiciones
suficientes de existencia global. Asi, probd que existe una constante C' tal que,

si el dato inicial ug cumple

[uo*[uoflz < Cv* 6 uolJul| < OV,

entonces la solucién es regular alld donde estd definida.

El cuarto capitulo comienza considerando los datos iniciales menos regulares

y el resultado principal del mismo es el siguiente:

Teorema 3.2. Siuyg € H'(R?)? y V- uy = 0, entonces existe un 1inico tiempo
mazximal T > 0 tal que existe una unica solucidn w, continua en tiempo con

valores en L?(R®)3, tal que u € L2, (0,T; L>°(R?)3) y

loc

t
u(t)? + 20 / ()] ds = [u?.
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El método utilizado consiste en reemplazar el sistema original por otro don-
de el término de transporte se regulariza mediante una convolucién, es decir,
con un término del tipo ((x, *u)-V)u, donde x es una funcién de clase C*

con soporte compacto, positiva y con integral la unidad y x,,(z) := n®x(nz).

El sistema es el siguiente:

— 4+ ((xpn*u,)-V)u, —vAu, + Vp, =0

Up|t—0 = Xn * Uo.

Se prueba que existe C' > 0 tal que
X # Wl < Cn®2u, (1),

Esta estimacién, junto a la conservacién de energia, permiten afirmar que

t
[la, ()| L < Cn3/2\u0|Lz/ Mds
0o Vr(t—s)
para todo t, lo que implica que, para cada n, la solucién del sistema (3.5))
estd acotada y esto contradice (3.3]). Entonces el problema regularizado admite

soluciones globales regulares.

Con lenguaje moderno, diremos que es posible pasar al limite débil en el
problema (3.5)) cuando n — +o00. Obsérvese que esto es trivial en los términos

lineales, pero esta lejos de serlo en los no lineales.

El sexto y ultimo capitulo estd dedicado al estudio de las soluciones turbu-

lentas, es decir, no necesariamente regulares.
Primero se enuncia el teorema de unicidad “fuerte-débil”: si existe una so-

lucién turbulenta y otra regular asociadas al mismo dato inicial, estas dos so-

luciones coinciden. La demostracién consiste en estimar la distancia entre estas
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dos soluciones para la norma de energia, esto es,

[a(t) —u(t)|* + 21//0 [u(s) —u(s)||?ds, (3.6)

donde u y u son las soluciones turbulenta y regular, respectivamente.
Utilizando las propiedades de regularidad para ambas soluciones, Leray de-

mostré que

t

[a(t) — ()|2+2y/ ii(s) — u(s)||? ds

S / o) ds)

(mds que la unicidad, esta desigualdad prueba la dependencia continua respecto

de los datos iniciales).

Este método de demostracién proporciona uno de los mejores resultados de
unicidad “fuerte-débil” actualmente conocidos, como refleja Von Wahl en uno
de sus trabajos (donde se demuestra que si una solucién es continua en tiempo,
con valores en L3(R?)3 N L?(R3)3, entonces coincide con la solucién turbulenta;

véase [22]).

A continuacién, se prueba que las soluciones turbulentas son infinitamente
diferenciables en O x R? donde O es el complemento de un conjunto de medida

nula.

Un gran ntmero de autores han trabajado en esta cuestion. Hasta la fecha,
la aportacién mas relevante es la que realizaron Caffarelli, Kohn, y Nirenberg

en [3]; véase el Capitulo 2

En [3], los autores dejaron abierta a cuestién siguiente: si (u,p) es solucién
débil admisible de (N-S) con f=0, ;se tiene ||u(t)|| — 0 cuando ¢t — +o0?

La respuesta es que si, el problema del decrecimiento de la energia estd re-
suelto por M. Wiegner en [23]. Bajo la hipStesis de pertenencia a un espacio de

Sobolev de indice negativo para el dato inicial, Wiegner demostrd, utilizando

73



Capitulo 3. Otros resultados recientes y perspectivas

técnicas del andlisis de Fourier, que la norma en L?(R?) decrece como t=% en
el infinito y que este resultado es 6ptimo (la dificultad viene de que en todo el
espacio no se cumple la desigualdad de Poincaré y, por lo tanto, las soluciones

de la ecuacién del calor no son necesariamente decrecientes en tiempo).

Los recientes resultados de L. Brandolese [2] muestran de hecho que, bajo
estas restricciones sobre los datos iniciales, es posible mejorar la tasa de decre-

cimiento en tiempo.

El articulo de Leray fue pionero en varios sentidos. La definicién de quasi-
derivada, la introduccién de campos de vectores en L? con divergencia nula
y la definicién de solucién turbulenta son grandes avances en el andlisis de
las EDPs. Desde entonces sabemos que en general, las soluciones de una EDP
de evolucién no lineal no son necesariamente funciones de clase C2, ni C', ni
siquiera acotadas. Uno percibe claramente la fuerza de la aportacién de Leray
que muestra la existencia de soluciones turbulentas, no-regulares sélo en un

conjunto de medida nula.

3.2. Principales aportaciones de Ladyzhenskaya

En esta seccién comentaremos la aportacion de O. A. Ladyzhenskaya a las
ecuaciones de Navier-Stokes. Para ella, mas que la existencia de solucién, la
cuestion verdaderamente importante es la unicidad. Si un conjunto de ecuacio-
nes posee a lo mas una solucién, podemos afirmar que el sistema tiene toda
la informacién necesaria sobre el fenémeno (por supuesto, podria ocurrir que
hubiera més informacién de la cuenta). En [I0] se enuncia y demuestra un teo-
rema de unicidad fuerte que tiene de hecho como consecuencia la existencia de

solucién.

Ladyzhenskaya describié en [11] los resultados de Hopf, quien probé la exis-
tencia global de solucién débil de las ecuaciones de Navier-Stokes. Ella llamé so-
lucién de Hopf a toda solucién débil. Junto con la definicién de la clase de Hopf,

también se incluyen las principales propiedades. Ladyzhenskaya creyé desde el
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primer momento que la clase de Hopf era un ambito demasiado amplio para

buscar soluciones, en el sentido de que en esta clase no cabe esperar unicidad.

En [T1] se demuestra el siguiente resultado: supongamos que Q = R?; enton-
ces cualquier solucién de Hopf con f suficientemente regular tiene derivadas d;u
y Au en L/4(Q)? y verifica las ecuaciones c.p.d. La prueba de este resultado
esta basada en estimaciones de tipo LP para las soluciones del problema evolu-
tivo de Stokes. Sin embargo, este resultado incondicional es demasiado débil y

no permite deducir la unicidad en la clase de soluciones de Hopf.
JPor qué aparece el exponente 5/47

Para las soluciones de Hopf, tenemos

[lull« := EssSup |u(¢)| + ||ul] < +o0
T

3

Por otra parte, para cualquier funcién de Hg(Q) o de H!(Q2) de media nula,
se tiene que

[ullze < Bg)[Vul*[ul'=* (3.7)

para todo g € [2,6], cony o =3 (% - %) Una consecuencia es que

,a 1
[all Lo (Bzo:r)) < Bi(a) (IIVHII%z‘(B(mO;R))||u||1Lz(B<wO;R>> + RQHU|L2<B<zo;R») ;
(3.8)

desigualdad que es cierta para los mismos valores de ¢ y a y paratodau € H'(B(zo; R)).

Gracias a (3.7)), se prueba que, para funciones u que se anulan sobre 9Qx (0,7
o satisfacen

/u(x,t)dxzo vt € [0,T]

se cumple

lallr 0,700y < Cilul (3.9)
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siempre que

+—>-, rel2,0c], g¢€[26].

S =
=]

3
2q
Asi, se puede estimar el término no lineal de la siguiente forma

. < 2 :
L o0 @ = CsllullZ,  (3.10)

[(w- V)ullpeo,r;n: () < C2|Vul|[ull

si 4, s satisfacen

>2, (e[,2], se[1,3/2. (3.11)

En particular, los exponentes s = £ = % satisfacen las ultimas condiciones.

En [8], Giga, Shor y en [I7], Maremonti y V. A. Solonnikov aportaron un
teorema de unicidad para el problema de Stokes que, junto con (2.1)) y razonando

como en [I1], permiten concluir lo siguiente:

Teorema 3.3. Supongamos que ) es un abierto conexo acotado de clase C? y
que, ademds, f € L*(0,T; L*()3) para s, ! satisfaciendo . Entonces, cual-
quier solucion de la clase de Hopf cumple que Oyu, Au pertenecen a L*(5,T; L*(Q)),
para todo § € (0,T). Ademds, existe una presion p tal que Vp € L*(5,T; L*(Q))
para todo § € (0,T). Finalmente, p € L*(6, T;L?%s(ﬂ)), siempre que imponga-
mos

/p(a:,t)dx =0, te(0,T).
Q

Aun imponiendo propiedades adicionales a las soluciones de Hopf, no se sa-
be demostrar la unicidad de solucién, aunque se puede decir algo més sobre la

regularidad parcial.

Scheffer [19] empezd estudiando esta regularidad para algunas clases de so-
luciones débiles, asumiendo propiedades adicionales sobre ellas. Su principal
resultado es la llamada desigualdad de energia local. Suponiendo que Q = R3 y
f =0, probé que, para cualquier solucién (u,p) que satisfaga estas condiciones,
se tiene que y . También demostré que, de entre todas las soluciones

débiles, existe al menos una que verifica las propiedades requeridas.
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En otro de sus trabajos, Scheffer consider6 otro tipo de soluciones débiles,
para las cuales demostré, con €2 acotado, que existe al menos una tal que V x u
(la vorticidad) es continua en un subconjunto abierto de D = Q xR ; véase [20].

Ademis, la dimensién de Hausdorff del conjunto donde la propiedad anterior no

5
3

se verifica es menor que
Estas investigaciones fueron continuadas por Caffarelli, Kohn y Nirenberg
en [3], como vimos en el capitulo anterior. En dicho articulo se introducen las

“soluciones débiles admisibles”.

Para f = 0, F. H. Lin definié en [I5] las soluciones débiles admisibles de
modo ligeramente distinto suponiendo que p € L3/ 2(D), lo que corresponde a
s = % vyl = % en el Teorema

Mostrd que existen soluciones con esta propiedad con ayuda de una regula-

rizacién del problema inicial, como en [3].

Ladyzhenskaya utiliza en [I1] la misma clase de soluciones que Lin, es decir,
asume que p € L3/2 (D). El resultado principal de su articulo muestra que, para
cualquier solucién débil admisible (u,p), existe un subconjunto abierto de D,
donde la velocidad es Holder-continua y el complementario tiene medida de
Hausdorff unidimensional cero (a diferencia de Caffarelli, Kohn y Nirenberg,
Ladyzhenskaya define un punto regular (z = (z,t)) como aquél en el que existe
un entorno donde u es Holder-continua).

M4s precisamente, para cada abierto G C R* consideremos la clase
M (G;R?) := {f € L}, .(G;R?) : ¢, (f,G) < +00}

donde

[N

1 1
Rv—2 <|Q(($o,to);R)| Q((zo,t0):R)

: Q((zo,t0); R) CC G, R >0}

cy(f; Q) :=sup |f|2dxdt>

7
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Definicién 3.1. Sea Q C R? un abierto conexo y sea T' > 0. Supongamos que
f € M, (D;R?) para algin v > 0 donde D = Q x R;. Diremos que (u,p) es
una solucién débil admisible en D (en el sentido de Lin y Ladyzhenskaya) si las

siguientes tres condiciones se satisfacen:

ue L?(0,T;V)NL>=0,T; H),

(3.12)
p € L*?*(D),
Jdu+(u-Viu—Au=£f-V en D,
t ( ) p (3.13)
V-u=0 en D
(en el sentido de las distribuciones) y
/ |u|2¢dx+2// |Vul?¢ dz ds <
Qx{t} Qx(0,t) (314)

[[ul?(9:¢ + Ag) + (Jul* + 2p)u- Vo + 2f - ug| dwds
Qx(0,t)

para casi todo t € [0,T] y ¢ € D(Q).

Teorema 3.4. Sea v una constante positiva y arbitraria. Supongamos que §,
T, f, uwyp son como en la Definicion|3.1], con v > 0. Entonces, si existe €, > 0

(que depende sdlo de ~y) tal que

1
lim sup — // |Vu|? dedt < e.(y), 20 € Q, (3.15)
r—>0 R JJQ(wo,to)iR)

entonces el punto (xo,ty) es reqular. En otras palabras, en un entorno de (xg, to),

la funcion w es Hélder-continua.

Veamos a continuacién una idea esquematica de la prueba. Esta se divide en
tres partes. En la primera se da un criterio de Holder-continuidad local para u
usando un procedimiento “blow-up”. Esta parte es parecida a la aproximacion
desarrollada para investigaciones de regularidad parcial en ecuaciones elipticas
y parabdlicas, con la diferencia de la incompresibilidad, que necesita algunas
correcciones del método. En la segunda parte se trata de mejorar el criterio

preliminar escalando, técnica que se usa también en [3] de diferente manera.
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En la ultima parte, se consigue un criterio final de regularidad local para las

soluciones débiles admisibles, donde se usan algunas observaciones realizadas

por Caffarelli, Kohn y Nirenberg.

Otra de las aportaciones de Ladyzhenskaya [12] fue el resultado siguiente,

basado en el comportamiento uniforme de las soluciones de problemas de tipo

Navier-Stokes respecto de los términos de transporte:

Teorema 3.5. Supongamos que Q C R3, f€ L?(Q;R3) y ug € V. Supongamos

que existe una constante M > 0 tal que, para todo A € [0,1] y toda solucidn

fuerte de

se tiene

donde

u — vAu+ (Au-Viu+Vp=f (z,t) €Q,
V-u=0, (z,t) € Q,
u=0 (x,t) € %,
u(z,0) = up(x) x €Q,

HUAHLf(o,T;Ls(Qp) <M,

@ | W

=1, se3,4x], L€]2,+0)

~| N

s=34+¢ €>0, {=+c0.

Entonces posee una unica solucion fuerte, que verifica

we L0, T H*(Q)°) nC([0,T1; V),  w, Vp € L*(Q;R?).
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3.3. Contribuciones de Cannone, Fujita y Kato

Terminaremos este Capitulo mencionando brevemente algunas contribucio-
nes de H. Fujita, T. Kato y M. Cannone, entre otros. En este apartado tendre-
mos que utilizar la transformada de Fourier y algunos espacios muy particulares
de funciones y distribuciones.

Fujita y Kato demostraron en [7] que existe una constante C' tal que, si el

dato inicial verifica

uall s = [ lelao() de < 027,
R3

entonces, la solucién fuerte es global. Aqui, fdenota la transformada de Fourier
de f. Lanorma |- || .1 determina el espacio de Sobolev homogéneo de indice 3

y verifica,

[uol% 4 < fuo|| V|-

En 1983, T. Kato generalizé este resultado y demostro la existencia de una
constante C' tal que, si

luol|Zs < Cv7,

entonces la solucién fuerte es global. Recordemos que [[ug||3s < [ug|?||uo||z~ y

existe C' tal que ||ugl/ps < C’||u||H%.

Para demostrar esto, siguid los pasos de Leray, basados en la teoria de punto
fijo. El punto clave es que la norma en L? en tiempo con valores en L™ que

introdujo Leray, es reemplazada ahora por el supremo de v/t||u(t)]| .

Unos anos méas tarde, en 1994, Cannone, Planchon y Meyer volvieron a
generalizar este resultado en [4]. Consideraron para cada s € Ry, el espacio de
Besov B, ®. Sea x una funcién positiva cuya transformada de Fourier pertenece
a D(Q) y pongamos,

@) =N, (g = s A o ule (3.9)
>
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Obviamente, existe una constante C' tal que, para todo p € (3,00) se tiene

Jull —ips < Cllulzs.
BP

3
. . 2-1 ., .
Ademas, los espacios de Besov Bj = forman una sucesién creciente en p.

Cannone, Planchon y Meyer probaron que, para todo p, existe una cons-
tante C, tal que, si Hu||B%,1 < Cpv, entonces la solucion fuerte es global. La
importancia de este resulgado reside en el indice negativo de regularidad, que
implica la disminucién de la norma en presencia de oscilaciones.

En efecto, sea ¢ € D(R3) tal que su respecto a la tercera variable es nula.
Pongamos,

z3

d(x1, 22, x3) ;:/ (1, 22,y3) dys.

— 00

Sea v € (—00,1), consideramos la familia de vectores ug . con divergencia

nula, definidos por

ug (z):=e (cos (x—j)% cos (%)(p), — cos (x—:)@l(b — cos (%)82¢) .

La norma de ug ¢ en L3(R3)3 estd minorada por =%, mientras que una inte-
gracién por partes, permite mayorar la norma en B, 1/4 por una constante por
€=, Aqui se observan fuertes oscilaciones de amplitud e~®, pero de frecuencia
€1, en el dato inicial y vemos que, lejos de ser un obstculo para la regularidad

global, estas oscilaciones de hecho la implican.

Chemin en [5] present6 una versién modificada de este teorema. Los espacios
que utiliza estdn mejor adaptados al problema de existencia de trayectorias. La
demostracién exige el conocimiento de la teoria de Littlewood-Paley. La idea
consiste en escalonar las frecuencias con ayuda de una descomposicién en coro-

nas de talla 29 y una particién de la unidad de forma diddica.
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En 1998 Koch y Tataru en [9] dieron otra versién. Consideraron el espacio

BMO de las funciones localmente integrables tales que

1

2
lullsaro = sup|B|~} (/ |uuB|2dx) < oo
B B

Definimos entonces BMO como el espacio de las distribuciones u tales que

existe una familia {u;}1<;<3 de funciones en BMO tales que

3

N9y
Jj=1

La norma que se utiliza en 0 BMO es, por definicién,

z 7z au
lully aro = inf § méx u;l g + uy € BMO, Ziax? —u
;P J
J

El teorema de Koch-Tataru afirma que, si la norma del dato inicial en 9 BMO
es suficientemente pequena, entonces la solucion fuerte es global. Recordemos

también que se tiene

3

31,571 — 0BMO, parap>3

3
.3 _1 . ,
donde By  es el espacio de Besov homogéneo.

Parece ademads razonable pensar que este resultado es 6ptimo, por una esti-

macién de tipo Carleson; véase [9] para més detalles.

Recientemente, Gallagher, Iftimie y Planchon probaron que toda solucién
global continua con valores en Bp% - se vuelve pequena en la norma de ese
espacio, a partir de un cierto tiempo. Contrariamente a los resultados de Can-
none, Planchon y Meyer y los de Koch y Tataru, utilizaron de manera crucial la
estuctura particular de las ecuaciones. Este resultado fue generalizado posterior-
mente por Ausher, Dubois y Tchamitchian el caso de las soluciones continuas

con valores en BMO, véase [1].
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