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“Si la gente no cree que las matemáticas son simples, es solo porque no se dan

cuenta de lo complicada que es la vida”.

J. L. von Neumann.





Abstract

The main aim of this work is to develop several remarkable Fixed Point Theorems

and apply them to different fields in Mathematical Analysis. In this context, we first

consider complete metric spaces and we study the classical Banach Contraction

Principle as well as several of its extensions. We apply some of these results to

differential equations, fractal theory, Banach algebras and finally to convex metric

spaces.

In the next chapter, we switch to the Banach space framework and more generally

to locally convex vectors spaces. We prove Schauder-Tychovoff Theorem, where

the main features to obtain a fixed point are now the compactness and convexity

of the domain together with the continuity of the mapping. This will lead us to

the study of invariant measures for a continuous function defined on a compact

Hausdorff space and to approach one of the most famous open problems inside

Operator Theory: the Invariant Subspace Problem.

In the third chapter, we study Markov-Kakutani Theorem to achieve a common

fixed point for a commutative family of affine continuous functions. As applications,

we prove the existence of a Haar measure on a compact topological group as well

as the existence of invariant means on every commutative semigroup.
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Prólogo 3

1. Teorema de punto fijo de Banach. Aplicaciones. 5

1.1. Teorema de punto fijo de Banach. Extensiones. . . . . . . . . . . . 5

1.2. Ejemplos y aplicaciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.1. Ecuaciones diferenciales. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2. Fractales: conjuntos autosimilares. . . . . . . . . . . . . . . 17

1.2.3. Ráıces cuadradas en álgebras de Banach. . . . . . . . . . . 20

1.2.4. Espacios métricos convexos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2. Teorema de Schauder-Tychonoff. Aplicaciones. 27

2.1. Preliminares. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Prólogo

La teoŕıa métrica del punto fijo trata de establecer bajo qué condiciones una apli-

cación T definida en un espacio métrico (M,d) tiene punto fijo, es decir, el objetivo

es hallar un elemento x ∈M tal que Tx = x. En este ámbito podemos decir que el

teorema de punto fijo más conocido es el de Banach (1892 - 1945), el cual asegura

que toda contracción definida en un espacio métrico completo en śı mismo tiene

un único punto fijo. Además la demostración de este resultado es constructiva, ya

que nos permite obtener tal punto fijo mediante iteraciones con una estimación del

error.

Si abandonamos la noción de distancia y nos centramos en la topoloǵıa del espacio

podemos encontrar una nueva teoŕıa de punto fijo basada en la continuidad de la

aplicación y compacidad del dominio. En este contexto, el Teorema de Schauder-

Tychonoff nos establece que para un espacio localmente convexo X, cualquier

aplicación continua definida de un convexo en śı mismo con rango compacto tiene

punto fijo.

Si nos planteamos el problema más general de encontrar puntos fijos comunes a

una familia conmutativa de aplicaciones continuas de un compacto y convexo en

śı mismo encontramos que el Teorema de Schauder-Tychonoff no se cumple ni si-

quiera para dos aplicaciones con estas caracteŕısticas en el intervalo [0,1] (ver [2]).

Resulta que si añadimos la hipótesis extra de que las aplicaciones sean afines en-

tonces podemos encontrar punto fijo común, hecho que se conoce como Teorema

de Markov-Kakutani.

En el primer caṕıtulo de esta memoria presentaremos el Teorema de punto fijo de

Banach y veremos algunas variantes de éste. Además veremos su relación con la

moderna teoŕıa de fractales, ecuaciones diferenciales, ráıces cuadradas en álgebras
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4 Manuel Bernardino del Pino

de Banach y espacios métricos convexos.

En el segundo caṕıtulo probaremos el Teorema de Schauder-Tychonoff y veremos

cómo aplicarlo en el problema del subespacio invariante y para obtener funciones

que conserven la medida en ciertos espacios.

En el tercer, y último caṕıtulo, estudiaremos el Teorema de Markov-Kakutani y

lo aplicaremos para obtener una medida invariante bajo la acción de un grupo

(medida de Haar) y “medias” invariantes en semigrupos.

No quiero pasar la ocasión sin agradecerle a mi tutora, la Prof. M.Ángeles Japón

Pineda todo su tiempo, paciencia y dedicación.

Y por último, y no menos importante, quiero agradecer a mi familia y amigos por

sus apoyos, cariño y ánimos en los momentos dif́ıciles. Gracias por todo.

El autor



Caṕıtulo 1

Teorema de punto fijo de Banach. Apli-

caciones.

El teorema de punto fijo de Banach aparece de forma expĺıcita en la tesis de

Banach en 1922 donde se usaba para establecer la existencia de solución de una

ecuación integral. Debido a su simpleza y utilidad, ha llegado a ser una herramienta

muy popular para resolver problemas de existencia en muchas ramas del análisis

matemático. En este caṕıtulo probaremos el teorema de punto fijo de Banach,

veremos algunas variantes de éste y daremos algunas aplicaciones tales como:

1. Resolución de ecuaciones diferenciales.

2. Conjuntos autosimilares (fractales).

3. Ráıces cuadradas en álgebras de Banach.

4. Espacios métricos convexos.

En el desarrollo de este tema hemos seguido principalmente la referencia de [5].

1.1. Teorema de punto fijo de Banach. Extensiones.

Comencemos con un espacio métrico (M,d) siendo d una función distancia (métri-

ca). A menudo escribiremos sólo M para abreviar notación.
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Definición 1.1.1. Se dice que una aplicación T :M →M es lipschitziana si existe

una constante k > 0 tal que:

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), ∀x, y ∈M. (1.1)

La k más pequeña que verifica la desigualdad (1.1) se denomina constante de

Lipschitz de T .

Nota 1.1.2. A menudo denotaremos por k(T ) a la constante de Lipschitz de una

aplicación T ó kd(T ) para hacer referencia a la métrica d.

Proposición 1.1.3. Sean S, T :M →M dos aplicaciones. Se tiene que:

(a) k(T ◦ S) ≤ k(T )k(S).

(b) k(Tn) ≤ kn(T ), para todo n ∈ N.

Definición 1.1.4. Una aplicación T : M → M lipschitziana se dice que es una

contracción si k(T ) < 1. Más precisamente, T es una contracción con respecto a

la métrica d si kd(T ) < 1.

Teorema 1.1.5 (Banach). Sea (M,d) un espacio métrico completo y sea T :

M →M una contracción. Entonces T tiene un único punto fijo en M , y para cada

x0 ∈M la sucesión de iteradas {Tnx0} converge a dicho punto fijo.

Demostración. Denotaremos k = kd(T ). Tomemos ahora x0 ∈ M y definamos la

sucesión {xn} como xn+1 = Txn (equivalentemente, xn = Tnx0), n ∈ N. Observar

que para cualesquiera ı́ndices n, p ∈ N,

d(xn, xn+p) = d(Tnx0, T
n+px0) = d(Tnx0, T

n ◦ T px0) ≤ k(Tn)d(x0, T
px0)

≤ kn[d(x0, Tx0) + d(Tx0, T
2x0) + · · ·+ d(T p−1x0, T

px0)]

≤ kn(1 + k + k2 + · · ·+ kp−1)d(x0, Tx0)

= kn
(
1− kp

1− k

)
d(x0, Tx0) ≤

kn

1− k
d(x0, Tx0). (1.2)

Esto muestra que {xn} es una sucesión de Cauchy, y como M es completo, existe

un x ∈M tal que ĺımn→∞ xn = x.
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Para ver que x es el único punto fijo de T , observar que

x = ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

xn+1 = ĺım
n→∞

Txn
(∗)
= Tx

donde en (∗) se ha usado que T es continua (por ser una contracción).

Además, x = Tx e y = Ty implican que

d(x, y) = d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)

obteniendo d(x, y) = 0, es decir, x = y, y por tanto T tiene un único punto fijo en

M . Para terminar, haciendo p→ ∞ en (1.2) se obtiene la siguiente cota del error

de estimación:

d(xn, x) = d(Tnx0, x) ≤
kn

1− k
d(x0, Tx0). (1.3)

�

Nota 1.1.6. El Teorema 1.1.5 no es cierto si el espacio métrico (M,d) no es

completo. Basta tomar M = (0, 1] (que no es completo pues la sucesión {1/n}

con n ∈ N es de Cauchy pero no es convergente en M) con la métrica eucĺıdea y

T :M →M definida por Tx = x/2. Entonces T es una contracción con constante

k(T ) = 1/2 pero no tiene puntos fijos en M .

Veamos un ejemplo de aplicación:

Ejemplo 1.1.7. Consideremos T : ℓ2 → ℓ2 definida por Tx = x/2+(1, 1/2, 1/3, . . .).

Entonces es fácil ver que T es una contracción con constante k(T ) = 1/2 y que su

único punto fijo es (2/1, 2/2, 2/3, . . .).

Nota 1.1.8. Un análisis de la prueba del Teorema 1.1.5 muestra que la hipótesis

k(T ) < 1 es más fuerte de lo necesario. Es suficiente con asumir que k(Tn) < 1

para al menos un n ∈ N. Esto implica que Tn es una contracción y por el teorema

de Banach tiene un único punto fijo x. Pero Tx = Tn+1x = Tn ◦Tx, aśı que Tx es

tamb́ıen un punto fijo de Tn. Por lo tanto Tx = x, y como consecuencia x también

es un punto fijo de T (y el único).

No es dif́ıcil encontrar encontrar ejemplos de aplicaciones tales que k(Tn) < 1

mientras que k(T ) ≥ 1.
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Ejemplo 1.1.9. Consideremos la aplicación T : C[0, 1] → C[0, 1] definida como

(Tφ)(t) = 1 +
∫ t
0 2sφ(s) ds donde C[0, 1] es el espacio de las funciones continuas

de variable real en [0, 1] con la norma del supremo. Veamos que k(T ) = 1.

Sean φ1, φ2 ∈ C[0, 1], entonces |Tφ1(t) − Tφ2(t)| = |1 +
∫ t
0 2sφ1(s) ds − 1 −∫ t

0 2sφ2(s) ds| ≤
∫ t
0 2s|φ1(s) − φ2(s)|ds ≤ 2 ∥φ1 − φ2∥

∫ t
0 s ds = t2 ∥φ1 − φ2∥ ≤

∥φ1 − φ2∥. Por tanto, ∥Tφ1 − Tφ2∥ ≤ ∥φ1 − φ2∥ y k(T ) = 1.

Veamos que, sin embargo, k(T 2) < 1:

(T 2φ)(t) = T (Tφ)(t) = 1 + 2
∫ t
0 s(Tφ)(s) ds = 1 + 2

∫ t
0 s(1 + 2

∫ s
0 σφ(σ) dσ) ds =

1+ 2
∫ t
0 s ds+4

∫ t
0 s

∫ s
0 σφ(σ) dσ ds = 1+ t2 +4

∫ t
0

∫ s
0 s σφ(σ) dσ ds = (Teorema de

Fubini) = 1 + t2 + 4
∫ t
0

∫ t
σ s σφ(σ) ds dσ = 1 + t2 + 2

∫ t
0 σφ(σ)(t

2 − σ2) dσ.

Sean φ1, φ2 ∈ C[0, 1], entonces |T 2φ1(t) − T 2φ2(t)| = 2|
∫ t
0 σ(t

2 − σ2)(φ1(σ) −

φ2(σ)) dσ| ≤ 2 ∥φ1 − φ2∥
∫ t
0 σ(t

2 − σ2) dσ = t4

2 ∥φ1 − φ2∥ ≤ 1
2 ∥φ1 − φ2∥. Luego,∥∥T 2φ1 − T 2φ2

∥∥ ≤ 1
2 ∥φ1 − φ2∥ y k(T 2) = 1

2 < 1.

Nota 1.1.10. Sea T : M → M una aplicación lipschitziana, y fijemos x0 ∈

M , y sea xn = Tnx0. Obervermos que d(xn, xn+p) ≤
∑n+p−1

i=n d(T ix0, T
i+1x0) ≤∑n+p−1

i=n k(T i)d(x0, Tx0) ≤
∑∞

i=n k(T
i)d(x0, Tx0). Aśı {xn} es una sucesión de

Cauchy si
∞∑
i=0

k(T i) < +∞. (1.4)

Usando que k(Tn) es multiplicativa, es decir, k(Tn+m) ≤ k(Tn)k(Tm) es fácil ver

que existe un número k∞(T ) que satisface:

k∞(T ) = ĺım
n→∞

[k(Tn)]1/n = ı́nf{[k(Tn)]1/n : n = 1, 2, . . .}. (1.5)

Veamos que (1.4) se tiene si y solo si k∞(T ) < 1:

La implicación hacia la izquierda (k∞(T ) < 1 ⇒ (1.4)) es una consecuencia in-

mediata del criterio de la ráız. Para ver la otra implicación, basta probar que

an := [k(Tn)]1/n < 1 para algún n ∈ N. En efecto, si se verifica (1.4), por la con-

dición necesaria de convergencia se tiene que ĺımn→∞ k(Tn) = 0, lo cual implica

que existe un n0 ∈ N tal que k(Tn) < 1 para todo n ≥ n0. Es decir se tiene

ı́nf{[k(Tn)]1/n} < 1 o equivalentemente que k∞(T ) < 1.
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Aśı la hipótesis k(T ) < 1 en el Teorema 1.1.5 puede ser reemplazada por k∞(T ) <

1.

Por supuesto, la pregunta sigue siendo si la hipótesis más débil k∞(T ) < 1 produce

una versión más fuerte del Teorema 1.1.5.

Definición 1.1.11. Diremos que dos métricas d y r definidas en un conjunto dado

M son equivalentes si existen dos constantes positivas a y b tales que para todos

x, y ∈M , ar(x, y) ≤ d(x, y) ≤ br(x, y).

Proposición 1.1.12. Sea M un espacio métrico completo. Sea T : M → M una

aplicación para la cual k∞(T ) < 1. Entonces existe una métrica equivalente para

la cual T es una contracción.

Demostración. No es dif́ıcil probar que que para dos métricas equivalentes d y r,

cualquier sucesión de Cauchy respecto de r es también de Cauchy con respecto de

d (y viceversa). Como consecuencia, (M,d) es completo si y sólo si, (M, r) lo es.

Para una aplicación d-lipschitziana T :M →M , la Definición 1.1.11 implica que

r(Tx, Ty) ≤ 1

a
d(Tx, Ty) ≤ 1

a
kd(T )d(x, y) ≤

b

a
kd(T )r(x, y)

y por tanto kr(T ) ≤ b
akd(T ). De forma similar, kd(T ) ≤ b

akr(T ) y aśı para cualquier

n ∈ N,
a

b
kd(T

n) ≤ kr(T
n) ≤ b

a
kd(T

n).

Por consiguiente, ĺımn→∞[kr(T
n)]1/n = ĺımn→∞[kd(T

n)]1/n, y esto muestra que

k∞(T ) es constante respecto a métricas equivalentes. Además, en vista de (1.5),

k∞(T ) ≤ kr(T ) para todas las métricas r equivalentes a d.

Por otro lado, hemos de observar que para cualquier λ ∈ [0, 1
k∞(T )) la serie rλ(x, y) =∑∞

n=0 λ
nd(Tnx, Tny) converge y genera una métrica rλ, equivalente a d:

d(x, y) ≤ rλ(x, y) ≤ (
∞∑
n=0

kd(T
n)λn)d(x, y).

Aśı

rλ(Tx, Ty) =
∞∑
n=0

λnd(Tn+1x, Tn+1y) =
1

λ
[rλ(x, y)− d(x, y)] ≤ 1

λ
rλ(x, y).
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Por tanto, krλ(T ) ≤ 1/λ. Tomando λ = 1/ [k∞(T ) + ε] , ε > 0, tenemos krλ(T ) ≤

k∞(T ) + ε y aśı concluimos que k∞(T ) = ı́nf kr(T ) donde el ı́nfimo es sobre todas

las métricas r equivalentes a d. �

En principio, la hipótesis k∞(T ) < 1 no genera una versión más fuerte del Teorema

1.1.5. Sin embargo, como ya veremos, la elección de una métrica apropiada es a

menudo útil en algunas aplicaciones ya que proporciona mejores estimaciones en

la velocidad de convergencia de la sucesión de iteradas.

La pregunta más obvia que surge cuando se estudian las contracciones es la siguien-

te: ¿Qué ocurre si k(T ) = 1?. El simple ejemplo Tx = x+ 1 (una traslación) para

x ∈ R muestra que la tesis del Teorema de punto fijo de Banach no se cumple. Po-

demos definir por tanto una clase de aplicaciones que caen entre las contracciones

y las aplicaciones que verifican k(T ) = 1.

Definición 1.1.13. Una aplicación T : M → M se dice que es contractiva si se

verifica que para todo x, y ∈M con x ̸= y se tiene que d(Tx, Ty) < d(x, y).

Teorema 1.1.14 (Edelstein). Sea (M,d) un espacio métrico compacto y sea T :

M → M una aplicación contractiva. Entonces T tiene un único punto fijo en M ,

y para cada x0 ∈M la sucesión de iteradas {Tnx0} converge a dicho punto fijo.

Demostración. Consideremos la función φ :M → R+ definida por φ(y) = d(y, Ty)

que es continua en M y por tanto, por compacidad tiene mı́nimo, digamos x ∈M .

Si x ̸= Tx entonces φ(Tx) = d(Tx, T 2x) < d(x, Tx) y llegamos a una con-

tradicción. Aśı que ha de ser x = Tx. Tomemos ahora x0 ∈ M y la sucesión

an := d(Tnx0, x). Como an+1 = d(Tn+1x0, x) = d(Tn+1x0, Tx) < d(Tnx0, x) = an,

tenemos que la sucesión {an} es decreciente y está acotada inferiormente (an ≥

0,∀n ∈ N), por tanto tiene ĺımite, llamémoslo a.

Por otro lado, por compacidad , {Tnx0} tiene una subsucesión convergente {Tnkx0};

digamos ĺımk→∞ Tnkx0 = z. Obviamente d(z, x) = a. Si a > 0, entonces obtenemos

una contradicción ya que:

a = ĺım
k→∞

d(Tnk+1x0, x) = d(Tz, x) = d(Tz, Tx) < d(z, x) = a.
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Aśı se deduce que a = 0. Además cualquier sucesión convergente de Tnx0 debe

converger a x, aśı por compacidad, ĺımn→∞ Tnx0 = x.

La unicidad se prueba de forma análoga como en el Teorema 1.1.5. �

Nota 1.1.15. La hipótesis de compacidad del Teorema 1.1.14 no puede ser reem-

plazada por completitud y acotación. Veámoslo en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.16. Recordemos que C[0, 1] es el espacio de las funciones continuas

de variable real en [0, 1] con la norma del supremo, es decir, para x ∈ C[0, 1]

∥x∥ = sup{|x(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Sea M = {x ∈ C[0, 1] : 0 = x(0) ≤ x(t) ≤ x(1) = 1}. M es cerrado y acotado, y

como C[0, 1] es completo con la métrica inducida por la norma anterior,M también

es completo. Se puede comprobar que la aplicación T : M → M definida por

(Tx)(t) = tx(t), x ∈M, t ∈ [0, 1] es contractiva pero sin puntos fijos.

La simpleza y el uso del Teorema de punto fijo de Banach ha inspirado a muchos

autores a analizarlo con más detalle. Estos estudios han llevado a generalizaciones

y modificaciones de dicho teorema, uno de los resultados más profundos es debido

a Caristi. Nosotros vamos a derivar este teorema a partir de la siguiente refor-

mulación de un resultado de Brezis y Browder (1976) que usa la noción de orden

parcial. Empecemos recordando dicho concepto:

Definición 1.1.17. Sea X un conjunto. Diremos que una relación ≤ en X es un

orden parcial si se verifican las siguientes condiciones:

(a) Reflexividad: a ≤ a para todo a ∈ X.

(b) Transitividad: a ≤ b y b ≤ c implican a ≤ c para todos a, b, c ∈ X.

(c) Antisimetŕıa: a ≤ b y b ≤ a implican a = b para todos a, b ∈ X.

Diremos que (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.

Teorema 1.1.18. Sea X un conjunto parcialmente ordenado, y para x ∈ X,

definamos S(x) := {y ∈ X : y ≥ x}. Sea ψ : X → R una función que satisface:
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(a) x ≤ y y x ̸= y implica ψ(x) < ψ(y).

(b) Para cualquier sucesión creciente {xn} en X que verifique ψ(xn) ≤ C < +∞

para todo n, existe algún y ∈ X tal que xn ≤ y para todo n.

(c) Para cada x ∈ X, ψ(S(x)) está acotado superiormente.

Entonces para cada x ∈ X existe x′ ∈ S(x) tal que x′ es maximal, es decir,

{x′} = S(x′).

Demostración. Para a ∈ X, sea ρ(a) = sup {ψ(b) : b ∈ S(a)}. Supongamos que la

conclusión del teorema no es cierta para algún x ∈ X y definamos por inducción

una sucesión {xn} tal que x1 = x y xn+1 ∈ S(xn) y satisfaga ρ(xn) ≤ ψ(xn+1)+1/n

para todo n ∈ N.

Como ψ(xn+1) ≤ ρ(x) < +∞, se tiene por (b) que existe algún y ∈ X tal que

xn ≤ y para todo n. También, por hipótesis, y no es maximal en S(x), aśı que

existe u ∈ X tal que y ≤ u y ψ(y) < ψ(u). Como xn ≤ u, entonces se cumple

que ψ(u) ≤ ρ(xn) para todo n. También xn+1 ≤ y; aśı ψ(xn+1) ≤ ψ(y). Por tanto,

ψ(u) ≤ ρ(xn) ≤ ψ(xn+1) + 1/n ≤ ψ(y) + 1/n para todo n, aśı que ψ(u) ≤ ψ(y) y

llegamos a una contradicción. �

Antes de enunciar el Teorema de Caristi, veamos una clase de funciones que nos

serán de utilidad para dicho resultado.

Definición 1.1.19. Sea M un espacio métrico y f : M → M . Diremos que f es

semicontinua inferiormente si para cualquier sucesion {xn} en M y x ∈ M con

xn → x se cumple que f(x) ≤ ĺım f(xn).

Teorema 1.1.20 (Caristi). Sea (M,d) un espacio métrico completo y sea φ :M →

R una función semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Supongamos

que T :M →M es una aplicación arbitraria que satisface:

d(u, Tu) ≤ φ(u)− φ(Tu), u ∈M.

Entonces T tiene punto fijo.
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Demostración. Para comenzar definamos el siguiente orden parcial:

Dados x, y ∈M, x ≤ y si d(x, y) ≤ φ(x)− φ(y).

Vamos a aplicar el Teorema 1.1.18 con ψ = −φ. Notemos que por hipótesis u ≤

T (u) para todo u ∈ M . Debemos verificar entonces las condiciones (a), (b) y

(c) de dicho teorema. El apartado (a) es obvio, y para ver (b) observar que si

{xn} es cualquier sucesión creciente entonces {φ(xn)} es decreciente y acotada

inferiormente; por tanto {φ(xn)} converge, digamos a r ∈ R. Esto a su vez implica

que {xn} es una sucesión de Cauchy. Aśı {xn} converge a un punto y ∈M , y como

φ es semicontinua inferiormente se sigue que:

d(xn, y) ≤ φ(xn)− r ≤ φ(xn)− φ(x).

Por lo tanto, xn ≤ y para todo n ∈ N y aśı se tiene (b).

Como (c) se tiene del hecho de que φ está acotada inferiormente, conclúımos que

para cada x ∈M existe x′ ≥ x tal que T (x′) = x′. �

Nota 1.1.21. A partir del Teorema 1.1.20 es posible probrar el Teorema de punto

fijo de Banach tomando como función φ(x) = (1−k)−1d(x, Tx). Para más detalles

ver [5]

1.2. Ejemplos y aplicaciones.

En esta sección vamos a dar algunas aplicaciones del Teorema de Banach en dis-

tintas ramas del análisis y veremos una aplicación del Teorema de Caristi.

1.2.1. Ecuaciones diferenciales.

Vamos a empezar con el poblema de Cauchy clásico de existencia y unicidad de

solución de una ecuación diferencial satisfaciendo una condición inicial.

Ejemplo 1.2.1. Sea f(t, s) una función continua de variable real definida para

t ∈ [0, T ], T > 0 y s ∈ R. El problema de Cauchy consiste en encontrar una función
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continuamente diferenciable x en [0, T ] satisfaciendo la ecuación diferencial: x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ]

x(0) = ξ
(1.6)

El clásico resultado establece que si f es lipschitziana con respecto a s, es decir

si existe una constante L > 0 tal que para todos s1, s2 ∈ R, |f(t, s1) − f(t, s2)| ≤

L|s1 − s2|, t ∈ [0, T ], entonces existe una única solución de (1.6). Nosotros vamos

a ver tres enfoques donde podamos aplicar el Teorema de Punto fijo de Banach.

Consideremos el espacio C[0, T ] de las funciones continuas de variable real en

[0, T ] con la norma del supremo. Integrando a ambos lados en (1.6) obtenemos

x(t) = ξ +
∫ t
0 f(s, x(s))ds. Denotaremos por Fx a la función definida en el lado

derecho de la ecuación anterior, es decir,

(Fx)(t) := ξ +

∫ t

0
f(s, x(s)) ds.

Aśı F : C[0, T ] → C[0, T ] y una solución de (1.6) son los puntos fijos de F .

Enfoque A (Este es el más común en los libros de ecuaciones diferenciales).

Observemos que para cualquier x, y ∈ C[0, T ] ,

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0
f(s, x(s)) ds−

∫ t

0
f(s, y(s)) ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

≤
∫ t

0
L|x(s)− y(s)| ds ≤ LT ∥x− y∥ .

Se sigue entonces que ∥Fx−Fy∥ ≤ LT∥x−y∥ y por tanto k(F ) ≤ LT . Si LT < 1,

entonces el resultado es inmediato por el Teorema 1.1.5. Sin embargo, si LT ≥ 1

tenemos que dar algunos pasos más.

Tomemos h > 0 tal que Lh < 1 y consideremos el espacio C[0, h]. Reemplazando T

por h en el argumento anterior obtenemos una “solución local” de (1.6), digamos

x0 en C[0, h]. Ahora consideremos el problema de Cauchy en [h, 2h]: x′1(t) = f(t, x1(t)),

x1(h) = x0(h)
(1.7)
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Al aplicar la técnica utilizada al comienzo de este problema, obtenemos una única

solución x1 de (1.7) y, como x1(h) = x0(h), x1 extiende x0 de [0, h] a [0, 2h]. Esta

extensión es diferenciable en h porque el problema de Cauchy tiene una única

solución en un entorno de h. Ahora está claro que el procedimiento que se acaba

de describir puede repetirse en el intervalo [2h, 3h], y después de un número finito

de pasos obtenemos una solución de (1.6) válida en [0, T ].

Enfoque B Si repetimos el cálculo inicial obtenemos:

|(F 2x)(t)− (F 2y)(t)| ≤
∫ t

0
|f(s, (Fx)(s))− f(s, (Fy)(s))| ds

≤
∫ t

0
L|(Fx)(s)− (Fy)(s)| ds

≤
∫ t

0
L

∫ s

0
L|x(u)− y(u)|du ds

≤ L2

∫ t

0

∫ s

0
∥x− y∥ du ds

≤ L2T 2

2
∥x− y∥.

Repetiendo de nuevo el proceso:

|(F 3x)(t)− (F 3y)(t)| ≤ L3T 3

3!
∥x− y∥,

y de forma general

|(Fnx)(t)− (Fny)(t)| ≤ LnTn

n!
∥x− y∥.

Aśı k(Fn) ≤ (LT )n/n! y la serie
∑∞

n=0 k(F
n) es convergente. Por lo visto en la Nota

1.1.8, esto implica que F tiene un único punto fijo x y para cualquier x0 ∈ C[0, T ] ,

∥Fnx0 − x∥ ≤
∞∑
i=0

∥Fn+ix0 − Fn+i+1x0∥ ≤

∞∑
i=0

k(Fn+i)∥x0 − Fx0∥ ≤ Rn∥x0 − Fx0∥.

donde Rn =
∑∞

i=0(LT )
n+i/(n+ i)!.

La ventaja de este enfoque es que damos existencia de una solución en el intervalo
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completo [0, T ] con una buena estimación de la velocidad de convergencia de la

sucesión de iteradas {Fnx0} hacia la solución.

Enfoque C (Remetrización) Observemos que como k(Fn) ≤ (LT )n/n!, entonces

k∞(F ) = 0. Aśı para cualquier k > 0 existe una métrica equivalente a la de C[0, T ]

para la cual F es una k-contracción. (Tales métricas fueron primero introducidas

por A.Bielecki (1956) y posteriormente ampliamente utilizadas por otros autores

para estudiar una variedad de ecuaciones). Más precisamente, para cualquier, ω ≥

0, una nueva norma en C[0, T ] se puede definir como sigue:

∥x∥ω = máx
{
e−ωLt|x(t)| : t ∈ [0, T ]

}
.

Entonces ∥·∥0 es la norma original y como,

e−ωLT ∥x∥0 ≤ ∥x∥ω ≤ ∥x∥0 (1.8)

todas las ω−normas son equivalentes. También:

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤
∫ t

0
L|x(s)− y(s)| ds

=

∫ t

0
eωLse−ωLsL|x(s)− y(s)| ds

≤
∫ t

0
LeωLs∥x− y∥ω ds

=
1

ω
(eωLt − 1)∥x− y∥ω

≤ 1

ω
eωLt∥x− y∥ω.

Multiplicando a ambos lados por e−ωLt y tomando máximo en el lado izquierdo se

obtiene que

∥Fx− Fy∥ω ≤ 1

ω
∥x− y∥ω.

Aśı para ω > 1, F es una contracción con respecto a la norma ∥·∥ω, y se tiene que

ĺımω→∞ k∥·∥ω(F ) = 0.

Lo que hemos visto en este enfoque C también puede ser usado para evaluar la

velocidad de convergencia de las iteradas. Si x, x0 ∈ C[0, T ] y x = Fx, entonces

(para ω > 1) en vista de (1.3):

∥Fnx0 − x∥ω ≤ ω−n

1− ω−1
∥x0 − Fx0∥ω
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y usando (1.8),

∥x− Fnx0∥ ≤ eωLT
ω−n

1− ω−1
∥x0 − Fx0∥. (1.9)

Tomando ω = n/LT generamos una mejor evaluación de la velocidad de conver-

gencia en (1.9):

∥x− Fnx0∥ ≤
[
eLT

n

]n n

n− LT
∥x0 − Fx0∥.

1.2.2. Fractales: conjuntos autosimilares.

Sean (M,d) un espacio métrico completo, M la familia de todos los subconjuntos

no vaćıos, acotados, cerrados de M , y sea N la subfamilia de M formada por los

conjuntos compactos. Para X,Y ∈ M, tomemos:

d(X,Y ) = sup{dist(y,X) : y ∈ Y },

d(Y,X) = sup{dist(x, Y ) : x ∈ X},

y sea

D(X,Y ) = máx{d(X,Y ), d(Y,X)}.

D proporciona una métrica para M (y por tanto para N ) comúnmente conocida

como métrica de Hausdorff. Se puede probar que la completitud de M implica la

completitud de (M, D) y (N , D) (ver [14]).

Supongamos ahora que T1, T2, . . . , Tn es una familia finita de d-contracciones en

M . Estas aplicaciones generan una aplicación F : N → N definida por:

F(X) =
n∪

i=1

Ti(X), X ∈ N

y no es dif́ıcil probar que dicha aplicación F es una contracción en N relativa a

D con k(F) ≤ máx{k(Ti) : i = 1, . . . , n}. Por tanto, vamos a tener el siguiente

resultado.

Teorema 1.2.2. Sea M un espacio métrico completo y sea Ti :M →M,

i = 1, . . . , n una familia de contracciones. Entonces existe un único subconjunto

compacto y no vaćıo X de M tal que:

X =

n∪
i=1

Ti(X). (1.10)
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Este teorema tiene aplicaciones en la teoŕıa de fractales. En particular, si M es

un espacio eucĺıdeo Rp y las aplicaciones Ti verifican ki < 1, entonces el conjunto

satisfaciendo (1.10) es llamado autosimilar con respecto a {T1, T2, . . . , Tn}.

Para un caso especial de lo anterior, consideremos la rectal real R y dos aplicaciones

definidas como siguen:

T1(x) =
1

3
x, T2(x) =

1

3
x+

2

3
.

La aplicación F se define asociando a cada compacto X ⊂ R el conjunto

F(X) =
1

3
X ∪ (

1

3
X +

2

3
).

Como F es una contracción con respecto a la métrica de Hausdorff D podremos

obtener su punto fijo por iteración. Tomemos X0 = [0, 1], entonces X1 = [0, 13 ] ∪

[23 , 1], X2 = [0, 19 ] ∪ [29 ,
3
9 ] ∪ [69 ,

7
9 ] ∪ [89 , 1], etc. La sucesión {Xn} converge en D al

bien conocido conjunto de Cantor.

Ejemplo 1.2.3. Veamos a continuación un ejemplo de fractal en el plano. Hemos

escogido el Triángulo de Sierpinski.

Consideremos el espacio métrico completo formado por R2 y la métrica eucĺıdea,

(R2, de) y las siguientes aplicaciones definidas de R2 en śı mismo:

T1(x, y) =
1

2
(x, y), T2(x, y) =

1

2
(x, y) + (

1

2
, 0), T3(x, y) =

1

2
(x, y) + (

1

4
,

√
3

4
)

Notemos que estas aplicaciones están escogidas para que el Triángulo de Sierpinski

sea el de vértices (0, 0), (1, 0), (12 ,
√
3
2 ).

Las aplicaciones T1, T2, T3 son contracciones con constante kde =
1
2 . La aplicación

F se define asociando a cada compacto X ⊂ R2 el conjunto

F(X) = T1(X) ∪ T2(X) ∪ T3(X).

Como F es una contracción con respecto a la métrica de Hausdorff D podremos

obtener su punto fijo por iteración. Vamos a tomar como conjunto inicial X0 el

ćırculo de centro (−2, 0) y radio 1. A continuación se adjuntan, usando el progra-

ma informático MATHEMATICA, las primeras iteraciones y se observa que la

sucesión de iteradas {Xn} convergerá en D al Triángulo de Sierpinski.
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- 3.0 - 2.5 - 2.0 - 1.5 - 1.0 - 0.5

- 1.0

- 0.5

0.5

1.0

Figura 1.1: Conjunto inicial.

- 1.4 - 1.2 - 1.0 - 0.8 - 0.6 - 0.4 - 0.2

- 0.4

- 0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.2: Primera iteración.

- 0.6 - 0.4 - 0.2 0.2 0.4

- 0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.3: Segunda iteración.

- 0.2 0.2 0.4 0.6

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.4: Tercera iteración.

- 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.5: Cuarta iteración.

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.6: Quinta iteración.
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0.2 0.4 0.6 0.8

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.7: Sexta iteración.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 1.8: Séptima iteración.

Debemos notar de al ser una aplicación del Teorema de Banach, la convergencia

al Triángulo de Sierpinski no depende del conjunto inicial X0 escogido.

1.2.3. Ráıces cuadradas en álgebras de Banach.

Definición 1.2.4. Diremos que X es un álgebra de Banach si (X, ∥·∥) es un

espacio de Banach en conjunción con una operación producto que satisface que

para x, y, z ∈ X,α ∈ K siendo K un cuerpo (R ó C),

x(yz) = (xy)z, x(y+z) = xy+xz, (y+z)x = yx+zx, (αx)y = α(xy) = x(αy)

Además se verifica que ∥xy∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥

Para cualquier z ∈ X, denotaremos por X(z) a la subálgebra generada por z (la

menor subálgebra cerrada deX que contiene a z). Es fácil comprobar que el álgebra

X(z) es siempre conmutativa: xy = yx, ∀x, y ∈ X(z).

Proposición 1.2.5. Sea X un álgebra de Banach. Entonces, para cualquier z ∈ X

con ∥z∥ < 1 existe un único elemento x ∈ X(z) tal que ∥x∥ < 1 y x2 − 2x+ z = 0

Demostración. Tomemos cualquier número d verificando ∥z∥ < d < 1 y considere-

mos la aplicación T definida como:

Tx =
1

2
(x2 + z), x ∈ B(0, d) ∩X(z).
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Como ∥Tx∥ ≤ 1
2(∥x∥

2 + ∥z∥) ≤ 1
2(d

2 + d) < d, entonces T : B(0, d) ∩ X(z) →

B(0, d) ∩X(z). Además como X(z) es conmutativo, se tiene

∥Tx− Ty∥ =
1

2

∥∥x2 − y2
∥∥ =

1

2
∥(x− y)(x+ y)∥

≤ 1

2
(∥x∥+ ∥y∥) ∥x− y∥

≤ d ∥x− y∥ .

Esto prueba que T es una contracción en B(0, d)∩X(z), y por tanto por el Teorema

1.1.5, tiene un único punto fijo x ∈ B(0, d) ∩X(z). Como d < 1 puede ser elegido

tan cerca de uno como se quiera, x es la única solución de x2 − 2x + z = 0 en el

interior de B(0, 1). �

Si X tiene elemento unidad e, el cual satisface que ex = xe = x para todo x ∈ X,

entonces x2 − 2x + z = 0 puede ser escrito de la forma (e − x)2 = e − z y la

proposición anterior puede reescribirse como:

Proposición 1.2.6. Sea X un álgebra de Banach con unidad. Entonces, para

cualquier elemento de X de la forma e − z con ∥z∥ < 1 existe un único elemento

y = e− x con x ∈ X(z) y ∥x∥ < 1 tal que y2 = e− z.

Nota 1.2.7. Esta proposición establece que e− z tiene una “ráız cuadrada”.

Nota 1.2.8. Otra aplicación de lo que hemos visto es la siguiente. Sea S un

conjunto y denotemos por X un álgebra de funciones de variable real acotadas

definidas en S con la norma del supremo. (La operación producto en X es la

multiplicación punto a punto). Se puede probar que si X es completo y contiene

la función unidad, cualquier función no negativa f ∈ X tiene una ráız cuadrada

f1/2 ∈ X. En efecto, podemos escribir f = 1 − (1 − f). Entonces si ∥1 − f∥ < 1,

aplicando la Proposición 1.2.6 existe una función g ∈ X tal que g2 = f . Si no

se cumpliera la condición ∥1 − f∥ < 1, entonces basta tomar a > 0 para que

∥1− af∥ < 1 y aśı se obtiene una ráız cuadrada de af y por tanto de f .

Consecuentemente para f, g ∈ X las siguintes funciones pertenecen a X:

|f | = (f2)1/2.
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máx{f, g} = 1
2(f + g + |f − g|).

mı́n{f, g} = 1
2(f + g − |f − g|).

Observar que esto es válido sin pedirle a f propiedades especiales o incluso sin

que S tenga una topoloǵıa. Sin embargo, estos hechos son cruciales para probar el

Teorema de Stone-Weierstrass, mostrando que el Teorema de punto fijo de Banach

está indirectamente involucrado en uno de los teoremas más usados del análisis

matemático.

Teorema 1.2.9 (Stone-Weierstrass). Sea S un espacio topológico de Hausdorff

compacto y sea C (S) el álgebra de todas las funciones reales continuas y acotadas

en S. Supongamos que X es un subálgebra de C (S) que contiene la función unidad

y separa puntos de S. Entonces X es denso en C (S).

Demostración. Seguiremos la prueba de [5].

Como X separa puntos de S, entonces para cualesquiera x, y ∈ S con x ̸= y existe

g ∈ X tal que g(x) ̸= g(y).

Tomemos ahora f ∈ C (S), ε > 0, y fijemos x ∈ S. Como X separa puntos de S y

contiene a las funciones constantes, para cada y ∈ S existe una función gy ∈ X tal

que gy(x) = f(x) y gy(y) = f(y). Para ver esto, tomemos g ∈ X con g(x) ̸= g(y)

y para u ∈ S, sea:

gy(u) = f(x) + (f(y)− f(x))(g(y)− g(x))−1(g(u)− g(x)).

Como gy es continua, existe un entorno Uy de y tal que si t ∈ Uy, gy(t) < f(t) +

ε. Además se tiene que {Uy} cubre S y como S es compacto, entonces existe

{y1, · · · , yn} tal que S ⊂
∪n

i=1 Uyi . Definamos ahora:

hx(t) = mı́n{gy1(t), . . . , gyn(t)} ∈ X.

Entonces hx(t) < f(t) + ε para todo t ∈ S, y h ∈ X donde X denota la menor

subálgebra completa de C (S) que contiene a X. (Notemos que no estamos exigien-

do que X sea completo).

Ahora para cada x ∈ S elijamos un entorno Vx de x verificando que hx(t) > f(t)−ε
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para todo t ∈ Vx, y sea {Vx1 , · · · , Vxm(t)} un subrecubrimiento finito de {Vx} de S.

Sea

h(t) = máx{hx1(t), . . . , hxm(t)} ∈ X

y observemos que h ∈ X con ∥f − h∥ < ε. Como ε > 0 es arbitrario, se concluye

la prueba. �

1.2.4. Espacios métricos convexos.

El concepto de convexidad está estrechamente ligado a la existencia de segmentos

y a la estructura vectorial del espacio. Sin embargo, en ciertos espacios métricos es

posible definir una noción similar a la convexidad. En 1928 K. Menger introdujo

el siguiente concepto de métrica convexa.

Definición 1.2.10. Diremos que un espacio métrico (M,d) es métricamente con-

vexo si para cualesquiera x, y ∈ M con x ̸= y existe z ∈ M , x ̸= z ̸= y, tal que

d(x, z) + d(z, y) = d(x, y).

Si z es como antes diremos que z se encuentra entre x e y y lo denotaremos por el

śımbolo (xzy).

Ejemplo 1.2.11. La esfera en el plano con la métrica inducida por la longitud.

El teorema fundamental en la métrica convexa es el llamado Teorema de Men-

ger. Antes de enunciarlo y dar su correspondiente prueba veremos dos lemas que

usaremos en dicha prueba.

Lema 1.2.12. Sea (M,d) un espacio métrico completo con x, y ∈ M,x ̸= y y

supongamos que 0 < λ < d(x, y). Sea

B(x, y) = {z ∈M : (xzy)},

S = S(x, y, λ) = {z ∈ B(x, y) : d(x, z) ≤ λ} ∪ {x}.

Entonces existe un punto zλ ∈M tal que:

(a) zλ ∈ S(x, y, λ).



24 Manuel Bernardino del Pino

(b) u ∈ B(x, y) y (xzλu) implica d(x, u) > λ.

Demostración. Distinguimos dos casos:

Caso 1. Si existe z′ ∈ S con d(x, z′) < λ tal que (xz′u), entonces u /∈ S. En este

caso, tomar zλ = z′.

Caso 2. Para cada z ∈ S con d(x, z) < λ existe yz tal que (xzyz). En este caso,

definimos G : S → S por G(z) = yz si d(x, z) < λ y G(z) = z en otro caso.

Definamos también φ : S → R+ por φ(z) = λ− d(x, z). Es claro que φ es continua

y para z ∈ S,

d(z,G(z)) = d(x,G(z))− d(x, z) = λ− d(x, z)− (λ− d(x,G(z))) =

= φ(z)− φ(G(z)).

Como S es cerrado (por tanto completo), por el Teorema de Caristi G(z′) = z′

para algún z′ ∈ S. Esto implica que d(x, z′) = λ y aśı z′ = zλ satisface (a) y

(b). �

Nota 1.2.13. Necesitaremos ahora la siguiente noción de relación transitiva en

espacios métricos que afirma que para p, q, r, s ∈M ,

((pqr) y (prs)) ⇔ ((pqs) y (qrs))

Lema 1.2.14. Sea M un espacio completo y métricamente convexo, x, y ∈M con

x ̸= y y supongamos que 0 < λ < d(x, y). Entonces existe z′ ∈M tal que (xz′y) y

d(x, z′) = λ.

Demostración. Por el Lema 1.2.12, existe zλ ∈M tal que:

(a) zλ ∈ S(x, y, λ).

(b) u ∈ B(x, y) y (xzλu) implica d(x, u) > λ.

Sea λ′ = d(x, y)− λ y de nuevo por el Lema 1.2.12 se tiene que yλ′ ∈M y:

(a’) yλ′ ∈ S(y, zλ, λ
′).

(b’) u ∈ B(y, zλ) y (yyλ′u) implica d(y, u) > λ′.
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Distinguimos dos casos:

Caso 1. zλ = yλ′ . Entonces, como d(x, y) = d(x, zλ)+d(zλ, y) se sigue que d(x, zλ) =

λ.

Caso 2. zλ ̸= yλ′ . En este caso, como M es métricamente convexo, existe w ∈ M

tal que (zλwyλ′). Por hipótesis se tiene que (xzλy), (zλyλ′y) y (zλwyλ′). Por la pro-

piedad de transitividad se tiene que (xwy), (xzλw), (ywzλ) y (yyλ′w). Ahora bien

por (b), (xwy) y (xzλw) implican que d(x,w) > λ y por (b’) (ywzλ) y (yyλ′w)

implican d(y, w) > λ. Por tanto, d(x, y) = d(x,w) + d(w, y) > λ + λ′ = d(x, y).

Esto es una contradicción, y por consiguiente este caso no se puede dar. �

El teorema de Menger prueba que en un espacio métrico convexo y completo M ,

dados x, y ∈M , existe todo segmento que los une. El enunciado es el siguiente:

Teorema 1.2.15. (Menger) Si (M,d) es un espacio métrico completo y métri-

camente convexo, entonces cualesquiera x, y ∈ M están unidos por un segmen-

to métrico, es decir, existe una isometŕıa φ : [0, d(x, y)] → M con φ(0) = x y

φ(d(x, y)) = y.

La prueba que damos es básicamente la misma que la original (Menger, 1928)

excepto por la demostración del Lema 1.2.12. Debemos notar que una prueba

diferente de este teorema, debida a Aronszajn, puede ser encontrada, por ejemplo,

en [3].

Demostración. Sean x0, x1 ∈ M,x0 ̸= x1. Por el Lema 1.2.14 existe x1/2 ∈ M

tal que d(x0, x1/2) = d(x1/2, x1) =
1
2d(x0, x1) (i.e, x1/2 es “punto medio” del par

(x0, x1)). Sea ρ = d(x0, x1) y definamos la aplicación F de la siguiente forma:

F (0) = x0, F (ρ/2) = x1/2, F (ρ) = x1.

De nuevo por el Lema 1.2.14 existen puntos x1/4, x3/4 que son los puntos medios

de los pares (x0, x1/2) y (x1/2, x1). Pongamos:

F (ρ/4) = x1/4, F (3ρ/4) = x3/4.
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y usando la propiedad transitiva conclúımos que F es una isometŕıa en el conjunto

{0, ρ/4, ρ/2, 3ρ/4, ρ}. Por inducción es posible obtener puntos {xp/2n}, 1 ≤ p ≤

2n − 1(n = 1, 2, . . .), en M tales que la aplicación F : pρ/2n 7→ xρ/2n es una

isometŕıa. Como {pρ/2n} es un subconjunto denso de [0, ρ] y M es completo, es

posible extender F de la forma habitual al intervalo [0, ρ] y aśı obtener un segmento

métrico en M que una x0 y x1. �



Caṕıtulo 2

Teorema de Schauder-Tychonoff. Apli-

caciones.

En este caṕıtulo probaremos el Teorema de Schauder-Tychonoff que no es más que

una extensión del Teorema de Schauder en espacios localmente convexos. Como

aplicación de este resultado veremos las siguientes aplicaciones:

1. La existencia de medidas invariantes para toda aplicación continua en un

compacto con imagen en śı misma.

2. Una respuesta parcial al problema del subespacio invariante en espacios de

Hilbert.

En el desarrollo de este caṕıtulo hemos seguido fundamentalmente las referencias

de [1], [6] y [8].

2.1. Preliminares.

Dado que en este caṕıtulo y en el siguiente se usan nociones de teoŕıa de la medida,

y topoloǵıas débiles, vamos a empezar viendo estos conceptos de modo introduc-

torio.

2.1.1. Topoloǵıas débiles.

La topoloǵıa de la norma en un espacio normado tiene una gran cantidad de

abiertos y eso es una ventaja porque supone que hay una gran cantidad de funciones

27
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continuas definidas en el espacio. Pero como contrapartida tiene, lógicamente pocos

compactos. De hecho la bola unidad cerrada no es compacta salvo que el espacio sea

de dimensión finita. Además el dual de un espacio normado está determinado por

dicha topoloǵıa, por tanto es natural considerar topoloǵıas en X que nos permitan

asegurar que los funcionales del dual sigan siendo continuos para dichas topoloǵıas.

Definición 2.1.1. Sea X un espacio normado. Se llama topoloǵıa débil de X, y

se denota por σ(X,X∗) o simplemente por ω, a la topoloǵıa inicial en X para la

familia X∗ de los funcionales lineales y continuos (respecto de la topoloǵıa de la

norma) de X en K. Es decir, la topoloǵıa débil de X es la topoloǵıa menos fina

sobre X que hace continuos a los elementos de X∗.

A partir de este momento, τX denotará la topoloǵıa de la norma en X. Puesto que

la topoloǵıa débil de X es la topoloǵıa menos fina sobre X que hace continuos a

los elementos de X∗ se sigue, de la propia definición de X∗, que σ(X,X∗) ⊂ τX .

Si X es un espacio normado, sobre X∗ tenemos dos topoloǵıas, la topoloǵıa de

la norma y su topoloǵıa débil σ(X∗, X∗∗). No obstante, en este caso podemos

introducir una nueva topoloǵıa en X∗.

Antes de continuar, recordemos que para un espacio de Banach X, existe una

inclusión natural i : X → X∗∗ definida por i(x)(x∗) = x∗(x), que es una isometŕıa

lineal. Entonces, a menudo identificamos X con i(X) y tratamos a X como un

subespacio de X∗∗.

Definición 2.1.2. Sea X un espacio normado. Se llama topoloǵıa débil-∗ de X∗,

y se denota por σ(X∗, X) o simplemente por ω∗, a la topoloǵıa inicial en X∗ para

la familia i(X) (⊆ X∗∗). Es decir, la topoloǵıa débil-∗ de X∗ es la topoloǵıa menos

fina sobre X∗ que hace continuos a los elementos de i(X).

Como i(X) es un subespacio de X∗∗ y la topoloǵıa σ(X∗, X∗∗) hace continuos a

todos los elementos de X∗∗, podemos asegurar que también hace continuos a los

elementos de i(X). Como la topoloǵıa débil-∗ de X∗ es la topoloǵıa inicial en X

para este último subconjunto es claro que:

σ(X∗, X) ⊂ σ(X∗, X∗∗) ⊂ τX∗ .



TEOREMA DE SCHAUDER-TYCHONOFF. APLICACIONES. 29

Veamos ahora algunas propiedades básicas de las topoloǵıas débil y débil-∗.

Proposición 2.1.3. Sea X un espacio de Banach.

(a) Sea x0 ∈ X. Una base de entornos de x0 para la topoloǵıa débil de X está

formada por los conjuntos

U(x0; ε, x
∗
1, . . . , x

∗
n) = {x ∈ X : |x∗j (x)− x∗j (x0)| < ε ∀ j = 1, . . . , n}

para todo ε > 0, n ∈ N y x∗1, . . . , x
∗
n ∈ X∗.

(b) Sea x∗0 ∈ X∗. Una base de entornos de x∗0 para la topoloǵıa débil-∗ de X∗

está formada por los conjuntos

U(x0; ε, x1, . . . , xn) = {x∗ ∈ X∗ : |x∗(xj)− x∗0(xj)| < ε ∀ j = 1, . . . , n}

para todo ε > 0, n ∈ N y x1, . . . , xn ∈ X.

(c) Una sucesión (xn)
∞
n=1 ⊂ X converge en la topoloǵıa débil a un punto x ∈ X,

denotado por xn
w−→ x, si y sólo si ∀x∗ ∈ X∗, x∗(xn)

n→∞−−−→ x∗(x).

(d) Una sucesión (x∗n)
∞
n=1 ⊂ X∗ converge en la topoloǵıa débil-∗ a un punto

x∗ ∈ X∗, denotado por x∗n
w∗
−−→ x∗, si y sólo si ∀x ∈ X, x∗n(x)

n→∞−−−→ x∗(x).

(e) La topoloǵıa σ(X,X∗) es compatible con la estructura vectorial de X. Esto

es, la suma y el producto por escalares son continuos cuando en X se consi-

dera la topoloǵıa σ(X,X∗), en K la topoloǵıa usual y en X ×X y K×X las

correspondientes topoloǵıas producto.

(f) La topoloǵıa σ(X∗, X) es compatible con la estructura vectorial de X∗.

(g) Las topoloǵıas σ(X,X∗) y σ(X∗, X) son siempre Hausdorff.

El concepto de dual topológico de un espacio normado puede ser generalizado a

duales topológicos de espacios más generales que los espacios normados. Recor-

demos que un espacio vectorial topológico es un espacio vectorial X que posee

además una estructura de espacio topológico (para nosotros Hausdorff) verifican-

do que la suma y el producto por escalares son continuos para dicha topoloǵıa. Si
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además existe una base de entornos formada por conjuntos convexos, diremos que

el espacio es localmente convexo. Si X es un espacio normado entonces X equipa-

do con la topoloǵıa de la norma es un espacio localmente convexo, pues las bolas

son convexas. Los apartados (e) y (f) de la Proposición 2.1.3 nos aseguran que X

equipado con su topoloǵıa débil es también un espacio vectorial topológico y que

lo mismo sucede con X∗ cuando consideramos su topoloǵıa débil-∗. Además ambos

apartados definen una topoloǵıa localmente convexa en X y en X∗.

Por último vamos a ver uno de los resultados más importantes, el Teorema de

Banach-Alaoglu. Este resultado nos va a asegurar que la topoloǵıa débil-∗ de un

espacio de Banach dual hace compacta a la bola unidad cerrada de dicho espacio,

propiedad que hab́ıamos perdido para la topoloǵıa de la norma en espacios infinito

dimensionales.

La historia de este resultado comienza en 1932 con Banach. Dicho autor probó

que la bola unidad del dual de un espacio de Banach separable (i.e, que posee

un subconjunto denso numerable) es ω∗−compacta. En 1940, Alaoglu suprime la

hipótesis de separabilidad estableciendo el resultado que hoy d́ıa conocemos como

Teorema de Banach-Alaoglu (una prueba puede ser encontrada en [9]).

Teorema 2.1.4 (Banach-Alaoglu). La bola unidad cerrada BX∗ del dual de un

espacio normado X es ω∗−compacta.

2.1.2. Nociones de teoŕıa de la medida.

Para comenzar vamos a recordar algunas nociones básicas de teoŕıa de la medida

que necesitaremos posteriormente.

Partimos de un conjunto X ̸= ∅. Por P(X) denotaremos el conjunto de partes de

X. Recordemos que, si A ⊂ X, el complementario de A se define como Ac = {x ∈

X : x /∈ A}.

Definición 2.1.5. Sea X un conjunto no vaćıo y M ⊂ P(X). Decimos que M es

una σ-álgebra sobre X cuando se verifican las siguientes condiciones:

(a) X ∈ M.



TEOREMA DE SCHAUDER-TYCHONOFF. APLICACIONES. 31

(b) Si A ∈ M entonces Ac ∈ M.

(c) Si {An}n≥1 ⊂ M entonces
∞∪
n=1

An ∈ M.

Se llama espacio medible al par (X,M), y conjunto medible a cada miembro de

M.

De propiedades elementales de álgebra de conjuntos (incluyendo las leyes de De

Morgan) se deduce que, si M es una σ-álgebra sobre X, entonces están en M los

siguientes conjuntos: ∅, uniones finitas de miembros de M, intersecciones finitas o

numerables de miembros de M, diferencia de dos miembros de M. Como ejemplos

triviales y extremos, se tiene que {∅, X} y P(X) son σ-álgebras sobre X.

Definición 2.1.6. Sea (X,M) un espacio medible. Por definición, una medida

positiva o simplemente una medida sobre (X,M) es una aplicación µ : M →

[0,+∞] tal que µ(∅) = 0 y es numerablemente aditiva, es decir, si {An}n≥1 ⊂ M

y los An son disjuntos dos a dos, entonces µ
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An). La terna

(X,M, µ) se denomina espacio de medida.

Si µ(X) < +∞, µ se dice finita. Si µ(X) = 1, µ es una medida de probabilidad.

Nota 2.1.7. Si X es un conjunto no vaćıo, es fácil probar que la intersección

de una familia de σ-álgebras es también una σ-álgebra. Si A ⊂ P(X), se llama

σ-álgebra generada por A a la intersección de todas las σ-álgebras que contienen

a A. Es claro que es la menor σ-álgebra que contiene a A. Si ahora X es un

espacio topológico y A es la familia de los abiertos, la σ-álgebra B que genera se

conoce como σ-álgebra de Borel de X, y sus conjuntos se denominan borelianos o

conjuntos de Borel.

Una medida de Borel es simplemente una medida en los conjuntos de Borel de un

espacio topológico. Se dice que dicha medida es regular si para cualquier conjunto

de Borel E:

µ(E) = ı́nf{µ(U) : E ⊂ U, U abierto} = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compacto}.
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2.2. Teorema de Schauder-Tychonoff.

Uno de los teoremas de punto fijo más conocido y usado dentro de la teoŕıa de

punto fijo es debido a Schauder en espacios de Banach o su penalización en espacios

localmente convexos. Se dice que es un teorema de tipo topológico porque ya no

depende de una distancia, sino de la topoloǵıa del espacio y las hipótesis requeridas

para la existencia de punto fijo se basan en la continuidad de la aplicación y

compacidad del dominio.

Empezaremos enunciando un resultado, debido a Brouwer, que es un versión finito-

dimensional del Teorema de Schauder.

El Teorema de Brouwer es un resultado que ha tenido una enorme influencia en el

desarrollo de importantes campos de las matemáticas, sobre todo en la topoloǵıa

algebraica. Nosotros no daremos su prueba pero se puede encontrar, por ejemplo,

en [1].

Teorema 2.2.1 (Brouwer). Sea f : B → B una función continua de la bola unidad

cerrada en śı misma. Entonces, existe un punto x ∈ B tal que f(x) = x.

Veamos la siguiente proposición que nos será útil para probar posteriormente un

corolario de este teorema.

Proposición 2.2.2. Sea H un espacio de Hilbert, K un subconjunto, convexo,

cerrado y no vaćıo de H y x ∈ H. Entonces, existe un único x0 ∈ K tal que:

∥x− x0∥ = dist(x,K) ≡ ı́nf{∥x− k∥ : k ∈ K}.

No damos la prueba de este resultado pues es una consecuencia de la identidad del

paralelogramo.

Corolario 2.2.3. Sea X un espacio de Banach de dimensión finita. Sea K ⊆ X

un subconjunto no vaćıo, convexo y compacto. Entonces para cualquier función

continua f : K → K existe x ∈ K tal que f(x) = x.

Demostración. ComoX es un espacio normado de dimensión finita, es homeomorfo

a RN para algún N ∈ N. Por tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
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que X = (RN , ∥·∥2), que es un espacio de Hilbert. Además, por ser K acotado

podemos suponer que K ⊆ B = {x ∈ RN : ∥x∥ ≤ r} para algún r > 0. Sea

ϕ : B → K la función dada por ϕ(x) = yK , donde yK es el único punto de K

que satisface que ∥x− yK∥ = dist(x,K). La aplicacion ϕ está bien definida por

la Proposición 2.2.2 y cumple que ϕ(x) = x para todo x ∈ K. Veamos que ϕ es

continua en B. Sean xj , x ∈ B tales que xj → x. Tomamos j ∈ N:

∥x− ϕ(x)∥ ≤ ∥x− ϕ(xj)∥ ≤ ∥x− xj∥+ ∥xj − ϕ(xj)∥

= ∥x− xj∥+ ı́nf
k∈K

∥xj − k∥

≤ ∥x− xj∥+ ı́nf
k∈K

(∥xj − x∥+ ∥x− k∥)

= ∥x− xj∥+ ∥xj − x∥+ ı́nf
k∈K

∥x− k∥ .

Tomando ĺımite cuando j → ∞ llegamos a que

∥x− ϕ(x)∥ ≤ ĺım
j→∞

∥x− ϕ(xj)∥ ≤ ∥x− ϕ(x)∥ .

Por tanto todas las desigualdades son igualdades, y en particular ∥x− ϕ(x)∥ =

ĺımj→∞ ∥x− ϕ(xj)∥. Es decir x−ϕ(xj) es una sucesión minimizante en x−K. Por

último basta notar que como ϕ(xj) ⊆ K y a K es compacto existe una subsucesión

ϕ(xjs) ⊆ K tal que ϕ(xjs) → u ∈ K. Ahora bien:

∥x− ϕ(x)∥ ≤ ĺım
s→∞

∥x− ϕ(xjs)∥ = ∥x− u∥ .

Pero por unicidad u = ϕ(x) y por tanto ϕ(xj) → ϕ(x).

Como ϕ es continua, la composición f ◦ ϕ : B → K ⊆ B es una función continua.

Entonces, por el Teorema de Brouwer, existe x ∈ B tal que (f ◦ ϕ)(x) = x, pero

como (f ◦ ϕ)(B) ⊆ K tenemos que x ∈ K. Luego, x = f(ϕ(x)) = f(x) �

Una vez que tenemos probado la existencia de un punto fijo para toda aplicación

continua f : K → K con K convexo y compacto de un espacio de Banach finito di-

mensional, nos dirigimos a probar una versión generalizada en espacios localmente

convexos. Las particiones de la unidad serán una herramienta fundamental en el

desarrollo de la prueba.
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Definición 2.2.4. Sea Q un espacio topológico compacto, y sea F un recubri-

miento por abiertos finito de Q. Una partición de la unidad en Q subordinada a

F es un subconjunto {ϕV : V ∈ F} de C(Q, [0, 1]) tal que
∑

V ∈F ϕV ≡ 1 en Q y

sopϕV ⊂ V para cada V ∈ F .

La existencia de una partición de la unidad es una consecuencia del lema de Ury-

sohn (ver [12]).

Teorema 2.2.5 (Shauder-Tychonoff). Sea X un espacio localmente convexo, K ⊆

X un conjunto convexo y no vaćıo, y K0 ⊆ K compacto. Si f : K → K0 es una

función continua, entonces existe un punto x ∈ K0 tal que f(x) = x.

Nótese que es suficiente con suponer la hipótesis de compacidad para el rango de

f .

Demostración. Denotemos por B la base local formada por conjuntos convexos y

simétricos para la topoloǵıa de X generada por la familia separadora de seminor-

mas P en X (para más detalles consultar (Caṕıtulo 3,[10]). Sea U ∈ B (notemos

que 0 ∈ U). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U = −U (en otro caso

tomamos U∩(−U)). Ahora bien, por la compacidad deK0, existen x1, . . . , xn ∈ K0

tal que

K0 ⊆
n∪

j=1

(xj + U).

Sea φ1, . . . , φn ∈ C(K0) una partición de la unidad para K0 subordinada al recu-

brimiento por abiertos {xj + U}, y definamos

fU (x) =
n∑

j=1

φj(f(x))xj , ∀x ∈ K.

Entonces,

fU (K) ⊆ KU := co({x1, . . . , xn}) ⊆ K

y por el Corolario 2.2.3 existe xU ∈ KU tal que fU (xU ) = xU . Entonces

xU − f(xU ) = fU (xU )− f(xU ) =
n∑

j=1

φj(f(xU ))(xj − f(xU )) ∈ U (2.1)
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para φj(f(xU )) = 0 cuando xj − f(xU ) /∈ U. Usando de nuevo la compacidad de

K0, existe

x ∈
∩

W∈B
{f(xU ) : U ∈ B, U ⊂W} ⊆ K0. (2.2)

Elijamos ahora p ∈ P y ε > 0, y sea

V = {x ∈ X : p(x) < ε} ∈ B.

Como f es continua en K, existe W ∈ B con W ⊆ V tal que f(x) − f(x) ∈ V

cuando x − x ∈ W,x ∈ K. Además, existe W1 ∈ B tal que W1 +W1 ⊆ V . Ahora

bien por (2.2), existe U ∈ B, U ⊆W1 tal que

x− f(xU ) ∈W1 ⊆ V. (2.3)

Uniendo ahora (2.1) y (2.3), se tiene que

xU − x = xU − f(xU ) + f(xU )− x ∈ U +W1 ⊆W1 +W1 ⊂W.

y por tanto

f(xU )− f(x) ∈ V. (2.4)

Luego por (2.3) y (2.4) se obtiene que

p(x− f(x)) ≤ p(x− f(xU )) + p(f(xU )− f(x)) < 2ε.

Como p y ε son arbitrarios, concluimos que p(x − f(x)) = 0 para cada p ∈ P, lo

cual implica que f(x) = x . �

2.3. Aplicaciones conservando la medida en espacios

topológicos de Hausdorff compactos.

En esta sección Q denotará un espacio topológico de Hausdorff compacto y P (Q)

el conjunto de todas las medidas regulares de probabilidad de Borel en X.

Se puede probar que si el espacio es métrico entonces todas las medidas de Borel

son regulares.
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Comenzamos dando unos resultados sin demostración (para más detalles consultar

[10]) que nos va a permitir identificar el dual del espacio de las funciones continuas

definidas sobre Q.

Teorema 2.3.1 (Representación de Riesz). Sea Q un espacio topológico de Haus-

dorff compacto y sea Λ un funcional lineal positivo en C(Q). Entonces, existe una

σ−álgebra M en Q que contiene a todos los conjuntos de Borel en Q, y existe una

única medida positiva de Borel µ en M tal que:

Λµ(f) =

∫
Q
fdµ.

Teorema 2.3.2. Sea Q un espacio topológico de Hausdorff compacto y sea Λ un

funcional lineal y acotado en C(Q). Entonces, existe una única medida compleja

regular de Borel µ tal que:

Λµ(f) =

∫
Q
fdµ.

Más generalmente, el dual del espacio C(Q) puede ser identificado con el espacio

M(Q) de las medidas (complejas) de Borel regulares en Q. Notemos que la norma

∥µ∥ de un elemento µ ∈ M(Q) viene dada por la variación total de µ. P (Q),

definido anteriormente, es convexo y está contenido en la bola unidad del espacio

M(Q). Dotemos a M(Q) con la topoloǵıa débil-∗ σ(M(Q), C(Q)). No es dif́ıcil

probar que P (Q) es σ(M(Q), C(Q))-cerrado. En efecto, sea (να) ⊆ P (Q) una red tal

que να
w∗
−−→ ν. Como ν ∈M(Q) tenemos que probar que ν es una medida positiva y

ν(Q) = 1. Por la convergencia débil estrella, ν(f) ≥ 0 para toda f ∈ C(Q), f ≥ 0.

Además por ser ν regular se tiene que C(Q) es denso en L1(ν) (es consecuencia

del Lema de Urysohn, para más detalles consultar [10]) y por tanto ν(A) ≥ 0 para

cualquier conjunto A de Borel con ν(A) <∞. Finalmente:

ν(Q) =

∫
Q
1 dν = ĺım

α

∫
Q
1 dνα = 1.

Además, P (Q) es ω∗-compacto. En efecto, es un subconjunto ω∗-cerrado de la

bola unidad del espacio M(Q), el cual es ω∗-compacto por el Teorema de Banach-

Alaoglu.
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Definición 2.3.3. Sea µ ∈ P (Q). Una aplicación µ-medible f : Q → Q se dice

que conserva la medida si µ(B) = µ(f−1(B)) para cada conjunto de Borel B ⊂ Q.

En tal caso se dice que µ es una medida invariante para la función f .

Nota 2.3.4. Si f es una aplicación µ-medible, la medida f̃µ definida por

f̃µ(B) = µ(f−1(B)), para cualquierB Borel

pertenece a P (Q). En particular, si f es continua (y por tanto medible con respecto

a cada µ ∈ P (Q)), tenemos una aplicación f̃ : P (Q) → P (Q) definida por µ 7→ f̃µ.

Además, se puede probar que:∫
Q
g d(f̃µ) =

∫
Q
g ◦ f dµ, ∀ g ∈ C(Q)

En efecto:

1. Es trivial comprobar que se cumple la propiedad para las funciones carac-

teŕısticas g = χA de conjuntos medibles.

2. Por linealidad, la propiedad es válida para funciones simples medibles g =∑N
j=1 αjχAj .

3. Dada ahora una g ∈ C(Q), en particular, es µ-medible y también lo son g+ :=

máx{g, 0} y g− := máx{−g, 0} (pues son continuas). Notar que g = g+−g−.

Como g+ y g− son µ-medibles y no negativas, entonces existen sucesiones

{φn}∞n=1 y {ψn}∞n=1 de funciones simples, µ-medibles y no negativas tales que

φn(x)
n→∞−−−→ g+(x) y ψn(x)

n→∞−−−→ g−(x) en casi todo x ∈ Q y {φn(x)}∞n=1,

{ψn(x)}∞n=1 crecientes en casi todo x ∈ Q. Aplicando ahora el teorema de la

convergencia monótona, se tiene que:

ĺım
n→∞

∫
Q
φn d(f̃µ) =

∫
Q
g+ d(f̃µ)

ĺım
n→∞

∫
Q
ψn d(f̃µ) =

∫
Q
g− d(f̃µ)

Por tanto, se tiene que:
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∫
Q
g d(f̃µ) =

∫
Q
(g+ − g−) d(f̃µ) =

∫
Q
g+ d(f̃µ)−

∫
Q
g− d(f̃µ)

= ĺım
n→∞

∫
Q
φn d(f̃µ)− ĺım

n→∞

∫
Q
ψn d(f̃µ)

= ĺım
n→∞

∫
Q
φn ◦ f dµ− ĺım

n→∞

∫
Q
ψn ◦ f dµ

=

∫
Q

ĺım
n→∞

(φn ◦ f) dµ−
∫
Q

ĺım
n→∞

(ψn ◦ f) dµ

=

∫
Q
(g+ ◦ f) dµ−

∫
Q
(g− ◦ f) dµ =

∫
Q
(g+ − g−) ◦ f dµ

=

∫
Q
g ◦ f dµ.

Lema 2.3.5. Sea f : Q → Q una aplicación continua. Entonces la aplicación

f̃ : P (Q) → P (Q) es continua para la topoloǵıa débil estrella.

Demostración. Sea {µi}i∈I ⊂ P (Q) una red convergiendo a algún µ ∈ P (Q).

Entonces, para cada g ∈ C(Q) se tiene que g ◦ f ∈ C(Q) y por tanto:

ĺım
i∈I

∫
Q
g d(f̃µi) = ĺım

i∈I

∫
Q
g ◦ f dµi =

∫
Q
g ◦ fdµ =

∫
Q
g d(f̃µ).

Por tanto f̃ es continua para dicha topoloǵıa. �

Ahora estamos interesados en encontrar elementos de P (Q) que sean medidas

invariantes para f . Esto es equivalente a encontrar un punto fijo para la aplicación

f̃ .

Teorema 2.3.6. Sea f : Q→ Q continua. Entonces existe µ ∈ P (Q) para la cual

f es una aplicación conservando la medida µ.

Demostración. Por el Lema 2.3.5, f̃ es una aplicación continua de un subconjunto

convexo y compacto de M(Q) en śı mismo, y la existencia de un punto fijo viene

dada por el Teorema 2.2.5. �

2.4. El problema del subespacio invariante.

El problema del subespacio invariante es probablemente “el problema” en la teoŕıa

de operadores. La cuestión, que atrajo la atención de una gran cantidad de ma-
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temáticos, es simple de formular:

Dado un espacio de Banach X y un operador T ∈ L(X)(es decir, lineal y continuo)

se pretende encontrar un subespacio cerrado y no trivialM de X (es decir,M ̸= X

y M ̸= {0} tal que TM ⊂ M). Diremos que M es un subespacio invariante para

T . Es conocido que no todos los operadores lineales y continuos en espacios de

Banach tienen subespacios invariantes. Por ejemplo, C. J. Read ([4]) encuentra un

contraejemplo a este problema en ℓ1. En el caso de un espacio de Hilbert H de

dimensión infinita podemos encontrar algunos resultados. Uno de ellos, debido a

J. von Neumann y probado por Aronszajn y Stmith ([7]) en 1954 establece que

cualquier operador T ∈ L(H) compacto posee un subespacio invariante. El proble-

ma está aún abierto para T arbitrario sobre H.

Uno de los resultados más generales al respecto es el Teorema de Lomonosov,

que da la existencia de un subespacio hiperinvariante para una amplia clase de

operadores. Aunque la prueba del resultado de Lomonosov no es muy extensa, el

Teorema de Schauder-Tychonoff juega un papel fundamental. Antes de enunciar

dicho resultado veamos la siguiente definición.

Definición 2.4.1. Sea X un espacio de Banach. Un subespacio invarianteM para

T ∈ L(X) se dice hiperinvariante si es invariante para todos los operadores que

conmutan con T (esto es, para todo T ′ ∈ L(X) tal que TT ′ = T ′T ).

Nota 2.4.2. Si T ∈ L(X) es no escalar, es decir, no es un múltiplo del operador

identidad, y tiene un autovalor λ, entonces el espacio de autovectores M asociado

a λ es hiperinvariante para T . En efecto, si x ∈ M y T ′ conmuta con T , tenemos

que

TT ′x = T ′Tx = T ′λx = λT ′x

Por tanto, TT ′x = λT ′x y T ′x ∈M .

Los operadores compactos van a jugar un papel importante en el Teorema de

Lomonosov.

Definición 2.4.3. SeanX,Y espacios normados. Un operador lineal T : X → Y se

dice compacto si T (K) es relativamente compacto en norma para cada subconjunto



40 Manuel Bernardino del Pino

acotado K de X.

Teorema 2.4.4 (Lomonosov). Sea X un espacio de Banach. Sea T ∈ L(X) un

operador no escalar conmutando con un operador compacto no trivial S ∈ L(X).

Entonces T tiene un subespacio hiperinvariante no trivial.

Veamos una observación que será usada en la prueba.

Nota 2.4.5. Sea S ∈ L(X) un operador compacto. Si λ ̸= 0 es un autovalor de S,

entonces el espacio de autovectores asociado a λ

F = {x ∈ X : Sx = λx}

tiene dimensión finita. En efecto, la restricción de S a F es un múltiplo (no cero)

del operador identidad en F , y la identidad es compacta si y sólo si el espacio es

de dimensión finita.

Demostración. La haremos por reducción al absurdo. Sea A el álgebra de los ope-

radores conmutando con T , es decir,

A = {A ∈ L(X) : AT = TA}.

Notemos que A ̸= ∅ (S ∈ A) y que es efectivamente un álgebra ya que si A1, A2 ∈

A, entonces A1 ◦A2 ◦ T = A1 ◦ T ◦A2 = T ◦A1 ◦A2, y por tanto A1 ◦A2 ∈ A.

El objetivo de la prueba es encontrar un operador compacto en A con un autovalor

(en este caso el subespacio de autovectores es de dimensión finita e hiperinvariante

para T ).

Veamos en primer lugar que si T no tiene subespacios hiperinvariantes, entonces

Ax = X para cada x ∈ X,x ̸= 0. Basta probar que Ax es invariante para cualquier

A0 ∈ A. Sea pues y ∈ Ax, lo que implica y = Ax para A ∈ A. Entonces A0y =

A0Ax y por tanto, A0y ∈ Ax y Ax es hiperinvariante para todo x.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ∥S∥L(X) ≤ 1. Podemos elegir

entonces x0 ∈ X tal que ∥Sx0∥ > 1 (lo que implica que ∥x0∥ > 1) y tomemos

B = BX(x0, 1).

Sea x ∈ SB. Notemos que x no puede ser el vector nulo. En efecto, sea y ∈ SB,
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entonces existe x ∈ B tal que y = Sx. Como ∥Sx∥ = ∥S(x0) + S(x− x0)∥ ≥

∥S(x0)∥ − ∥S(x− x0)∥ ≥ ∥S(x0)∥ − 1 > 0, entonces x ̸= 0.

Entones existe T ′ ∈ A tal que ∥T ′x− x0∥ < 1. Por tanto, para cada x ∈ SB existe

T ′ ∈ A y un un entorno abierto Vx tal que T ′Vx ⊂ B. Por la compacidad de SB,

encontramos un recubrimiento finito V1, . . . , Vn y T ′
1, . . . , T

′
n ∈ A tal que

T ′
jVj ⊂ B, ∀j = 1, . . . , n

y

SB ⊆
n∪

j=1

Vj

Sea φ1, . . . , φn ∈ C(SB) una partición de la unidad para SB subordinada al

recubrimiento {Vj} , y definamos, para z ∈ B,

f(z) =
n∑

j=1

φj(Sz)T
′
jSz.

Entonces f es una función continua de B en B. En efecto, como z ∈ B, Sz ∈ SB ⊆∪n
j=1 Vj . Fijado j ∈ {1, . . . , n} pueden pasar dos cosas:

1. Sz ∈ Vj lo que implica que T ′
j(Sz) ⊆ B

2. Sz /∈ Vj lo cual implica que φj(Sz) = 0 (pues sopφj ⊆ Vj)

Como T ′
jS es una aplicación compacta para cada j, es fácil ver que f(B) es rela-

tivamente compacto. Luego, por el Teorema 2.2.5, existe x ∈ B tal que f(x) = x .

Definiendo el operador T̃ ∈ A como

T̃ =
n∑

j=1

φj(Sx̄)T
′
j

obtenemos la relación T̃ Sx = x. Ahora bien, como T̃ ∈ A entonces T̃ S ∈ A y al

ser S compacto, el operador F̃S también es compacto. Por tanto, el espacio de

autovectores T de T̃ S asociado al autovalor 1 es de dimensión finita. Como T̃ S

conmuta con T , conclúımos que T es invariante para T , lo cual significa que T

tiene un autovalor, y por tanto un subespacio hiperinvariante, contrariamente a

nuestra suposición. �



Caṕıtulo 3

Teorema de Markov-Kakutani. Aplica-

ciones.

Recordemos que el Teorema de Schauder establece que toda aplicación continua

definida en un compacto y convexo de un espacio de Banach en śı mismo tiene un

punto fijo. Sin embargo, dicho teorema no puede extenderse cuando se estudia la

existencia de un punto fijo común para una familia conmutativa de aplicaciones

continuas. Por ejemplo, en [2] se puede encontrar un ejemplo de dos aplicaciones

definidas de [0, 1] en [0, 1] las cuales son continuas, conmutan pero no tienen un

punto fijo común. Otro ejemplo seŕıa el siguiente:

Ejemplo 3.0.1. Sea S = {1, 2, 3, 4, 5} y Φ = {φ,ψ} donde φ deja fijo al 3,4,5 e

intercambia el 1 y el 2, mientras que φ deja fijo al 1 y al 2 y manda el 3 al 4, el 4

al 5 y el 5 al 3. En el lenguaje de las permutaciones seŕıan los ciclos: φ = ( 1 2 )

y ψ = ( 3 4 5 ) y siendo disjuntos conmutan bajo composición. Tenemos pues

que S es compacto para la métrica discreta y Φ es una familia conmutativa de

aplicaciones continuas en la que cada elemento tiene puntos fijos pero no hay un

punto fijo común.

En el caso de que las aplicaciones sean además afines, el Teorema de Markov-

Kakutani prueba la existencia de un punto fijo común para una familia conmutativa

de funciones continuas definidas en un compacto convexo de un espacio vectorial

topológico localmente convexo.

En este caṕıtulo probaremos el Teorema de Markov-Kakutani y daremos algunas

42
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aplicaciones:

1. Mostraremos que cada grupo compacto abeliano tiene una “medida de Haar”:

una medida de probabilidad de Borel regular invariante bajo la acción de un

grupo.

2. Medias invariantes en semigrupos.

En el desarrollo de este tema hemos seguido principalmente las referencias de [8]

y [11].

3.1. Teorema de Markov-Kakutani.

Antes de enunciar y probar el teorema de Markov-Kakutani necesitamos algunos

resultados previos.

Definición 3.1.1. Sea V un espacio vectorial complejo, C un subconjunto convexo

de V y f : C → V . Diremos que f es una aplicación af́ın si:

f(tx+ (1− t)y) = tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ C, t ∈ [0, 1]

Notemos que la restricción de una aplicación lineal sobre un conjunto convexo es

trivialmente af́ın.

Lema 3.1.2. Sea V un espacio vectorial topológico y supongamos que U es un

entorno del vector cero. Entonces V =
∪

n∈N nU .

Demostración. Sea x0 ∈ V y ϕ : R × V −→ V tal que ϕ(0, x0) = 0. Notemos que

0 ∈ U . Como dicha aplicación es continua tenemos que (0, x0) ∈ ϕ−1(U) es un

abierto. Entonces existe ε > 0 y G abierto tal que ϕ((−ε, ε)×G) ⊆ U .

Para terminar notemos que existe un n suficientemente grande tal que (1/n, x0) ∈

(−ε, ε)×G, lo cual implica que 1
nx0 ∈ U y por tanto x0 ∈ nU . �

Lema 3.1.3. Si K es un subconjunto compacto de un espacio vectorial topológico

localmente convexo V con 0 ∈ K, entonces
∩

n∈N n
−1K = {0}.
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Demostración. Supongamos que U es un entorno convexo del vector cero en V .

Por el Lema 3.1.2, los conjuntos {nU : n ∈ N} cubren V , por tanto cubren K.

Como dicho conjunto K es compacto existe un subrecubrimiento finito. Además

como los conjuntos nU crecen con n, existe n ∈ N tal que K ⊂ nU , es decir,

n−1K ⊂ U . Por tanto,
∩

n∈N n
−1K ⊂ U para cada entorno U del cero en V . El

resultado se deduce del hecho de que la topoloǵıa de V es Hausdorff, aśı que la

intersección de todos los entornos del cero es {0} �

Proposición 3.1.4. Sea K un subconjunto convexo y compacto de un espacio

vectorial topológico localmente convexo V y A : K → K una aplicación continua y

af́ın. Entonces, A tiene un punto fijo en K. Además, el conjunto de dichos puntos

fijos es compacto y convexo.

Nota 3.1.5. La Proposición 3.1.4 se deduce del Teorema 2.2.5 aunque vamos a

dar una prueba alternativa más simple.

Demostración. Sea N∗ = N ∪ {0} el conjunto de todos los enteros no negativos.

Para cada n ∈ N∗, denotemos An = A ◦ · · · ◦A, es decir, la composición de A con

śı misma n veces (donde A0 es la identidad en K). Entonces cada aplicación An es

af́ın y continua de K en K, al igual que cada media aritmética Mn definida por:

Mnx =
1

n+ 1

n∑
j=0

Ajx (x ∈ K,n ∈ N∗).

Sea S =
∩

n∈N∗ Mn(K). Veamos, en primer lugar, que S ̸= ∅.

Para ello, sea M = {Mn : n ∈ N∗}, aśı M (K) = {M(K) :M ∈ M } es una familia

de subconjuntos cerrados del compacto K, con
∩

M (K) = S. Si podemos probar

que cada subfamilia finita de M (K) tiene intersección no vaćıa, entonces por la

propiedad de intersección finita de conjuntos compactos, lo mismo será cierto de

M (K), acabándose la prueba.

Sea pues F una subfamilia de M y sea F la composición de aplicaciones F ,

cada aplicación ocurriendo exactamente una vez en la composición. Como todas

las aplicaciones en M conmutan bajo la composición, en la definición de F pueden

aparecer en cualquier orden. En consecuencia, para cada M ∈ F tenemos que
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F = M ◦H donde H es una aplicación de K en śı misma, y por tanto M(K) ⊃

M(H(K)) = F (K).

Conclusión:
∩

M∈F M(K) ⊃ F (K) ̸= ∅. Como S es una intersección de conjuntos

compactos y convexos, S es también compacto y convexo. Veamos ahora que S es

el conjunto de puntos fijos de A, es decir, S = {x ∈ A : Ax = x}.

(⊃)

Evidentemente cada punto fijo de A pertenece a S.

(⊂)

Tomemos y ∈ S. Queremos probar que Ay = y. Por la definición de S, para cada

n ∈ N∗ hay un vector xn ∈ K tal que y = Mnxn. Como la aplicación A es af́ın,

respeta las sumas convexas; en particular, AMn =MnA para cada n. Por tanto,

Ay − y = AMnxn −Mnxn =MnAxn −Mnxn =
1

n+ 1

n∑
j=0

(Aj+1xn −Ajxn)

=
1

n+ 1
(An+1xn − xn) ∈

1

n+ 1
(K −K),

donde K −K = {x − y : x, y ∈ K}. Como V es un espacio vectorial topológico,

la aplicación V × V → V definida por (v, w) 7→ v + (−1)w es continua, aśı que la

imagen bajo esta aplicación del conjunto compacto K es compacta. En los cálculos

anteriores n era un entero no negativo arbitrario, lo que implica que Ay − y ∈∩
n∈N∗

1
n+1(K − K), el cual por el Lema 3.1.3 (y el hecho de que 0 ∈ K − K)

consiste sólo del vector cero. Aśı Ay = y.

Hasta ahora lo que hemos visto es que el subconjunto compacto y convexo S =∩
n∈N∗ Mn(K) de K es el conjunto de puntos fijos de A. �

Teorema 3.1.6 (Markov-Kakutani). Sea V un espacio vectorial topológico local-

mente convexo y K un subconjunto no vaćıo, compacto y convexo. Supongamos

que A es una familia conmutativa de aplicaciones continuas y afines tomando va-

lores de K en śı mismo. Entonces, existe un punto p ∈ K tal que Ap = p para

cada A ∈ A .

Demostración. Para A ∈ A sea SA = {x ∈ K : Ax = x}, el conjunto de puntos

fijos de A. Por la Proposición 3.1.4, sabemos que SA es un subconjunto convexo



46 Manuel Bernardino del Pino

y compacto de K que es no vaćıo. Lo que deseamos probar es que
∩

A∈A SA, el

conjunto de puntos fijos comunes de A , es no vaćıo. Para ello, es suficiente (de

nuevo por la propiedad de intersección finita de compactos) con probar que:

∩
A∈F

SA ̸= ∅. (3.1)

para cada subfamilia finita F de A .

Procedemos por inducción en el número n de elementos de F . El caso n = 1 es

exactamente la Proposición 3.1.4. Supongamos que (3.1) es cierto para algún n ≥ 1,

y veamos que es cierto para un subconjunto {A1, . . . , An+1} de F formado por

n+1 aplicaciones. Cojamos una aplicación A de F y denotemos por S al conjunto

de puntos fijos comunes de las n aplicaciones que quedan. Entonces S, siendo la

intersección de n subconjuntos compactos y convexos de K, es de nuevo compacto

y convexo en K; por nuestra hipótesis de inducción S ̸= ∅. Por conmutatividad,

tenemos que A(ST ) ⊂ ST para cada T ∈ F \ {A}, por tanto A va de S, la

intersección de esos conjuntos, en S. Por la Proposición 3.1.4, A tiene un punto

fijo en S, el cual es además punto fijo común para F .

Conclusión: (3.1) se cumple para cada subfamilia F formada por n+1 aplicaciones,

aśı que por inducción, se cumple para cada subfamilia finita de A . �

3.2. Medida de Haar como punto fijo.

Nuestro objetivo ahora es aplicar el Teorema de Markov-Kakutani para producir

una medida invariante bajo la acción de un grupo compacto y conmutativo G.

3.2.1. Nociones básicas.

En este caṕıtulo consideraremos sólo medidas (positivas) de Borel regulares y de

probabilidad. Esto lo denotaremos por MBRP.

Dado que nosotros para construir una “medida de Haar” trabajaremos con grupos

topológicos vamos a dar la definición en este momento.
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Definición 3.2.1. Sea G un conjunto y · una operación sobre G. Diremos que

(G, ·) es un grupo si se verifican las siguientes propiedades:

(a) La operación es asociativa.

(b) La operación tiene elemento neutro. Es decir, existe un elemento e ∈ G tal

que para todo x ∈ G se tiene que x · e = e · x = x.

(c) Cada elemento de G posee un simétrico. Es decir, para cada x ∈ G existe un

elemento x−1 ∈ G tal que x · x−1 = x−1 · x = e.

Denotaremos, por simplifación, la operación del grupo por simple yuxtapo-

sición.

Un grupo topológico es un grupo G dotado con una topoloǵıa de Hausdorff que hace

que las operaciones del grupo sean continuas. Es decir la aplicación (x, y) 7−→ xy−1

es continua para cada x, y ∈ G.

Para cualquier y ∈ G las aplicaciones x 7→ xy, x 7→ yx, x 7→ x−1 son homeomor-

fimos de G en G. Por tanto, la topoloǵıa de G está únicamente determinada por

cualquier base local del elemento unidad e. En efecto, si U es un entorno de e ∈ G,

los conjuntos xU = {xy : y ∈ U} y Ux = {yx : y ∈ U} son entornos de x

Definición 3.2.2. SeaG un grupo topológico compacto. Unamedida de Haar para

G es una MBRP que es invariante bajo la acción del grupo, es decir, µ(gB) = µ(B)

para cada g ∈ G y B ⊂ G, siendo B un conjunto de Borel.

Resulta que cada grupo compacto tiene una (única) medida de Haar. En este tema

usaremos teoremas de punto fijo para probarlo.

Nota 3.2.3. Para grupos compactos no conmutativos tenemos que distinguir entre

medida de Haar por la izquierda (esta es la que hemos puesto en la definición

anterior) y por la derecha (en este caso tenemos una MBRP tal que µ(Bg) = µ(B)

para cada g ∈ G y B ⊂ G, siendo B un conjunto de Borel). En el caṕıtulo 12 de

[11] se prueba que para grupos compactos ambos conceptos son el mismo y que la

medida de Haar es única.



48 Manuel Bernardino del Pino

3.2.2. Planteamiento del problema.

Nuestro objetivo es hallar una medida µ tal que µ(gB) = µ(B) para cada g ∈ G y

B ⊂ G, siendo B un conjunto de Borel. Esto es equiquivalente a:∫
χB dµ =

∫
χgB dµ =

∫
χB(g

−1x) dµ ∀B ⊆ G Borel. (3.2)

Si (3.2) se cumple, la condición de la integral es cierta, por linealidad, para fun-

ciones simples y por tanto para cualquier función medible. En particular si f es

continua aproximándola por funciones medibles se cumple:∫
f dµ =

∫
f(g−1x) dµ ∀g ∈ G

o de manera equivalente (porque estamos en un grupo):∫
f dµ =

∫
f(gx) dµ ∀g ∈ G. (3.3)

Definamos para cada g ∈ G la aplicación Lg : C(G) → C(G) mediante:

(Lgf)(x) = f(gx) (f ∈ C(G)).

Entonces (3.3) puede ser escrito como:∫
f dµ =

∫
Lgf dµ ∀g ∈ G.

Recordemos ahora el teorema de representación de Riesz para el dual de C(G).

Teorema 3.2.4 (Representación de Riesz). Sea Q un espacio topológico de Haus-

dorff compacto y sea Λ un funcional lineal positivo en C(X). Entonces, existe una

σ−álgebra M en Q que contiene a todos los conjuntos de Borel en X, y existe una

única medida positiva de Borel µ en M tal que:

Λµ(f) =

∫
Q
fdµ.

Con la notación del Teorema 3.2.4, buscamos un funcional Λµ ∈ C(G)∗ tal que:

Λµ(f) = Λµ ◦ Lg(f) ∀f ∈ C(G).
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Es decir, hemos deducido que la condición (3.2) es equivalente a encontrar una

medida µ tal que:

Λµ = Λµ ◦ Lg ∀g ∈ G.

Vamos a usar ahora el adjunto del operador Lg para reescribir de nuevo nuestro

problema como un resultado de punto fijo:

(Lg)
∗ : C(G)∗ → C(G)∗

Entonces (Lg)
∗(Λµ)(f) = Λµ(Lgf) = Λµ(f), para todo g ∈ G, y por tanto busca-

mos un punto fijo común de la familia de operadores {(Lg)
∗ : g ∈ G}.

Como dijimos, para producir una medida de Haar para un grupo compacto y

conmutativo G vamos a aplicar el Teorema 3.1.6. Tomemos V = C(G)∗ y K el

conjunto de los funcionales lineales Λµ en C(G)∗, donde µ es una RBPM sobre

G. La familia A de aplicaciones afines tomando valores de K en śı mismo será

la colección de adjuntos (Lg)
∗ : C(G)∗ → C(G)∗ para g ∈ G (notemos que al ser

lineales son afines). No es dif́ıcil probar que A hereda la conmutatividad de G.

Tenemos además que las aplicaciones (Lg)
∗ toman valores de K en K. Por tanto,

para aplicar el Teorema de Markov-Kakutani sólo falta encontrar una topoloǵıa en

V que haga K compacto y cada (Lg)
∗ continua. Entonces, si dotamos a V de la

topoloǵıa débil estrella, es fácil probar que efectivamente cada aplicación (Lg)
∗ es

ω∗-continua. Además en la Sección 2.3 del Caṕıtulo 2 probamos que (BC(G)∗ , ω
∗)

es ω∗-compacto, donde BC(G)∗ representa la bola unidad del espacio C(G)∗.

Como conclusión, dicho teorema nos garantiza que A tiene punto fijo en K y por

el Teorema de Representación de Riesz se deduce que existe una medida de Haar

para G.

Para terminar, veamos una interesante aplicación del Teorema de Markov-Kakutani.

3.3. Medias invariantes en semigrupos.

Consideremos el espacio de Banach (real) de las funciones acotadas de variable

real definidas sobre un semigrupo (un conjunto dotado con una operación binaria
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interna asociativa) S, es decir,

ℓ∞(S) =

{
f : S → R : ∥f∥ := sup

s∈S
|f(s)| <∞

}
.

Un elemento f ∈ ℓ∞(S) es positivo si f(s) ≥ 0 para todo s ∈ S. Diremos que

un funcional lineal Λ : ℓ∞(S) → R es positivo si Λf ≥ 0 para todo elemento

positivo f ∈ ℓ∞(S). Denotaremos una función constante en S por el valor de dicha

constante.

Veamos a continuación un resultado que usaremos más adelante.

Lema 3.3.1. Sea Λ ∈ ℓ∞(S)∗, con ∥Λ∥ = Λ1 = 1. Entonces Λ es positiva.

Demostración. Supongamos que existe f ∈ ℓ∞(S), f ≥ 0, tal que Λf = β < 0.

Para ε > 0 adecuado, tenemos que:

∥1− εf∥ = sup
s∈S

|1− εf(s)| ≤ 1

Por tanto,

1 < 1− εβ ≤ |1− εβ| = |Λ(1− εf)| ≤ ∥1− εf∥ ≤ 1

obteniéndose una contradicción. �

Si t ∈ S, podemos definir el operador t-traslación por la izquierda Lt : ℓ
∞(S) →

ℓ∞(S) de la siguiente forma:

(Ltf) (s) = f(ts), ∀s ∈ S.

De manera análoga, podemos definir el operador t-traslación por la derecha.

Definición 3.3.2. Una media invariante (por la izquierda) en S es un funcional

lineal y positivo Λ en ℓ∞(S) verificando las siguientes condiciones:

(a) Λ1 = 1.

(b) Λ(Lsf) = Λf para cada s ∈ S y cada f ∈ ℓ∞(S).

Cuando tal funcional existe, diremos que S es amenable (por la izquierda).

Claramente, podemos dar la definición anterior reemplazando izquierda por dere-

cha. Esta distinción es fundamental si S no es abeliano.
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Ejemplo 3.3.3 (Banach). Sea S = N. Entonces ℓ∞(N) = ℓ∞. En este caso, una

medida invariante se denomina ĺımite de Banach generalizado. La razón es que si Λ

es una medida invariante en N y x = {xn}n∈N ∈ ℓ∞ es tal que ĺımn→∞ xn = α ∈ R,

entonces Λx = α . En efecto, para cualquier ε > 0, podemos elegir n0 tal que

α + ε ≤ xn ≤ α + ε para cada n ≥ n0 . Por tano, si definimos y = {yn}n∈N ∈ ℓ∞

por yn = xn+n0 , tenemos Λx = Λy, y

α− ε = Λ(α− ε) ≤ Λy ≤ Λ(α+ ε) ≤ α+ ε

la cual genera la igualdad Λx = α.

Para probar la existencia de una medida invariante, vamos a considerar el subes-

pacio M de ℓ∞ dado por:

M =

{
x = {xn}n∈N ∈ ℓ∞ : ĺım

n→∞

x0 + · · ·+ xn
n+ 1

= αx ∈ R
}

y definir el funcional lineal Λ0 en M como Λ0x = αx . Tomando para cada x ∈ ℓ∞

p(x) = ĺım sup
n→∞

x0 + · · ·+ xn
n+ 1

es posible, usando el Teorema de Hahn-Banach, extender Λ0 a un funcional Λ

definido en todo el espacio, de tal manera que −p(−x) ≤ Λx ≤ p(x) para cada

x ∈ ℓ∞. En particular, Λ es continua (ya que |Λ(x)| ≤ |p(x)| ≤ ∥x∥∞). Una

consecuencia notable de este hecho es que no todo funcional lineal y continuo en

ℓ∞ admite una representación de la forma:

{cn}n∈N 7→
∞∑
n=0

cnxn.

para alguna sucesión numérica cn. En efecto, para cada k ∈ N, tomando ek =

{δnk}n∈N , tenemos Λek = 0. Por tanto si Λ tiene la representación anterior, todos

los cn deben ser cero, es decir, Λ es el funcional nulo, contradiciendo el hecho de

que Λ1 = 1.

El siguiente resultado, basado en el Teorema de Markov-Kakutani, da una elegante

generalización del Ejemplo 3.3.3.
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Teorema 3.3.4 (Day). Sea S un semigrupo abeliano. Entonces S es amenable.

Demostración. Consideremos el siguiente conjunto,

K = {Λ ∈ ℓ∞(S)∗ : ∥Λ∥ = Λ1 = 1} .

En particular, si Λ ∈ K entonces Λ es positiva. Ahora bien K es convexo, y por

el Teorema de Banach-Alaoglu es compacto en la topoloǵıa débil-∗ de ℓ∞(S)∗.

Definamos la familia de operadores lineales Ts : ℓ
∞(S)∗ −→ ℓ∞(S)∗, s ∈ S, como

(TsΛ) (f) = Λ (Lsf) , ∀f ∈ ℓ∞(S).

Primero veamos que Ts es continua en la topoloǵıa débil-∗ para cada s ∈ S. Por

supuesto, es suficiente con probar la continuidad en el cero. Sea entonces V una

base local del cero para dicha topoloǵıa, esto es,

V = {Λ ∈ ℓ∞(S)∗ : |Λfj | < εj , j = 1, . . . , n}

para ciertos ε1, . . . , εn > 0 y f1, . . . , fn ∈ ℓ∞(S). Entonces,

T−1
s (V ) = {Λ ∈ ℓ∞(S)∗ : |(TsΛ) (fj)| < εj , j = 1, . . . , n}

= {Λ ∈ ℓ∞(S)∗ : |Λ (Lsfj)| < εj , j = 1, . . . , n}

es un entorno abierto del cero.

El segundo paso consiste en probar que TsK ⊂ K. En efecto,

(TsΛ)(1) = Λ(Ls1) = Λ1 = 1

y

∥TsΛ∥ = sup
∥f |≤1

|(TsΛ) (f)| = sup
∥f |≤1

|Λ (Lsf)| ≤ sup
∥f∥≤1

|Λf | = ∥Λ∥ = 1

como ∥Lsf∥ ≤ ∥f∥.

Finalmente, para cada s, t ∈ S,

TsTtΛ = Ts (Λ ◦ Lt) = Λ ◦ Lt ◦ Ls = Λ ◦ Lst = Λ ◦ Lts = TtTsΛ.

Por tanto, por el Teorema de Markov-Kakutani, existe Λ ∈ K tal que TsΛ = Λ para

cada s ∈ S, lo cual significa que Λ(Lsf) = Λf para cada s ∈ S y f ∈ ℓ∞(S). �
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