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1. Objetivos

El principal objetivo de la fisica es el conocimiento y explicacion de los fenémenos
del universo que nos rodea. El universo esta formado por materiales, que a su vez estan
compuestos por atomos. El estudio de estos materiales es fundamental tanto como para
explicar diversos fenémenos, asi como para estudiar sus diversas aplicaciones ttiles pa-
ra el ser humano. En este documento nos vamos a centrar en la estructura de aquellos
materiales cuyos atomos se disponen de manera ordenada y peridédica en el espacio, los

denominados cristales.

Debido a su particular estructura, el estudio de los cristales se puede reducir a una
pequena porcién denominada celda unidad, que tiene la propiedad de que su repeticion en
el espacio define todo el solido. Asi, estudiando la distribucion en la celda unidad de los
distintos atomos que conforman la estructura, podremos resolver el cristal. Para esto, es
necesario realizar experimentos de difraccion utilizando rayos X como emision incidente.
El resultado va a ser un patrén de difraccion a partir del cual vamos a poder hallar las
dimensiones de la celda unidad y analizar las simetrias existentes en el sélido. Sin embar-
go, para resolver completamente la estructura, es necesario hallar el factor de estructura,
proceso que conlleva una mayor dificultad, debido a lo que se denomina el problema de

las fases

El objetivo de este proyecto es la realizacion de una revision bibliografica a través de
diversos autores y publicaciones cristalograficas para recopilar los principales métodos de
resolucion del problema de las fases. Veremos que estos se dividen en dos tipos, depen-
diendo de si su aplicacion es en el espacio real o en el reciproco. Estudiaremos los distintos
métodos y procedimientos de cada tipo, asi como las principales relaciones matematicas

necesarias.



2. Introduccion

A finales de 1895, Wilhelm Conrad Rontgen, fisico aleméan, estaba realizando experi-
mentos con un tubo de rayos catédicos en la Universidad de Wirzburg (Alemania) cuando
observé que, al hacer atravesar el tubo (previamente cubierto con un cartén negro para
eliminar la luz visible) una corriente de alta tension, se apreciaba una luz fluorescente en
una pantalla de platino-cianuro de bario [I}, 2]. Investigo este efecto, colocando la pantalla
a distintas distancias e interponiendo objetos entre ésta y el tubo, y descubrié que esta
nueva radiacién podia atravesar objetos de cierto espesor, y que era posible visualizar un
espectro de los huesos y musculos de su mano en la pantalla. Algunos metales como el
plomo o el platino también producian sombras en la pantalla que eran capaz de registrar-
se de manera grafica en laminas fotograficas. Rontgen produjé asi la que se considera la
primera radiografia, exponiendo durante 15 minutos la mano de su mujer y registrando
la imagen en una placa fotografica. Por su caracter desconocido, a esta nueva radiacion
se la denominé rayos X, y por su descubrimiento, Rontgen recibié el Premio Nobel de

Fisica en 1901.

Pocos anos después, se cred en la universidad de Munich un grupo de investigacion
para el estudio de los rayos X. Uno de sus objetivos, entre otros, era la confirmacion de
su caracter ondulatorio a partir de su longitud de onda. Para esto, habia que hacer pasar
esta radiacién por una rejilla cuya distancia de separacién fuera comparable a su longi-
tud de onda, y estudiar el patron de difraccion resultante. El problema era la dificultad
existente para fabricar una rejilla con las dimensiones necesarias, ya que los experimentos
demostraban que la longitud de onda de los rayos X era muy pequena. La solucién vino
de mano del fisico aleman Max von Laue, quién sugirié que se utilizara un cristal como
rejilla. Esto confirmaria, ademas de la naturaleza ondulatoria de los rayos X, la presuncion

de la disposicién ordenada y periddica de los &tomos en un sélido cristalino.

Este experimento fue realizado con éxito por Walter Friedrich y Paul Knipping, los
cuales colocaron un cristal de sulfato de cobre frente a un haz de rayos X colimado. Los
resultados se verian en una placa fotografica colocada detréas del cristal. El resultado del
experimento (fig. 1) muestra una mancha central, correspondiente a la incidencia directa

del rayo, rodeada de otras pequenias manchas de menor tamano, que corresponderian al



haz difractado, confirmandése asi ambas hipotesis. Esto hizo que en 1914, Laue obtuviese

el Premio Nobel de Fisica.
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Figura 1: Imagen de la primera difraccion de rayos X. Firma de Max von Laue [3].

Una vez demostrada la periodicidad de las posiciones atémicas en un cristal, el si-
guiente paso era lograr obtener estas posiciones. En 1913, William Henry Bragg y su hijo
William Lawrence Bragg propusieron un modelo para hallar la estructura a partir del
patrén de difraccién y presentaron la famosa ley de Bragg, con la cual se obtenian las

condiciones de difraccion.

2dsin(0) = nA (1)

Como los cristales eran periddicos, estipularon que los rayos X se reflejaban en 'planos’
formados por atomos, separados una distancia d (fig. 2). La diferencia de camino recorrido
entre las ondas reflejadas en los puntos B y D vendria dada por 2dsen(f), de manera que
para que la interferencia de ambas sea positiva, debia ser igual a un nimero entero de

longitudes de onda.

Asi, consiguieron resolver estructuras sencillas como NaCl, ZnS (blenda), o la del dia-
mante, consiguiendo el Premio Nobel de Fisica en 1915. Naci6 asi la disciplina fisica que
se conoce como cristalografia de Rayos X. Actualmente, existen numerosas técnicas de
difracciéon y métodos para determinar las estructuras de los materiales que nos rodean.

Se han obtenido las estructuras de méas de un millén de compuestos, desde moléculas



sencillas hasta macromoléculas [4, [5].

Figura 2: Reflexion de radiacién por dos planos del cristal que estan a una distancia d.
La direccién de la radiacion incidente viene representada por Sg, y la de la reflejada por

7 [6).

El proceso de resolucién de una estructura cristalina consta de cuatro pasos. El primero
de ellos es la obtencién del espectro de difraccion, a partir del cual se puede hallar la
celda unidad del cristal, siendo este el segundo paso. Posteriormente se analizarian las
simetrias existentes con el objetivo de hallar el grupo espacial del cristal. El dltimo paso
seria la obtencion de las posiciones atomicas, quedando totalmente resuelta la estructura.
Los tres primeros pasos son relativamente sencillos, pero el dltimo presenta una mayor
complejidad debida al problema de las fases. A lo largo de esta memoria, vamos a

analizar este problema, asi como las distintos métodos para su resolucion.

3. Difraccién por un cristal

Tenemos que un cristal actia ante radiaciéon X incidente como una malla tridimensio-
nal difractora, de manera que cuando se produce la interaccion entre el cristal y el haz,
obtenemos un patréon de difraccién acorde con la disposicion de los atomos existentes en

la muestra. A partir de su estudio, es posible hallar la estructura del cristal.

En primer lugar, vamos a analizar la interferencia de las ondas difractadas. De este

andlisis vamos a poder eliminar el tiempo ya que el patréon de difraccion es estacionario.
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También vamos a aproximar a ondas planas la radiacién incidente, ya que el foco emisor de
los rayos X va a estar lo suficientemente alejado del cristal. Asi, comenzamos estudiando
una situacién simple en la que tenemos dos centros dispersores (fig. 1) O y O separados

una distancia |7] = r sobre los que incide un haz de rayos de longitud de onda .

Figura 3: Comportamiento de dos centros dispersores O y O’, relacionados por 7 ante
radiacion incidente. La direccién de la radiacién incidente viene representada por sg, y la

de la reflejada por § [6].

Los rayos incidentes tienen la siguiente forma, segin la aproximacién previamente

considerada:

i = AeiQﬂ’sB'F (2)

El haz incide con una direcciéon sg y es dispersado con una direcciéon s, de manera que la

diferencia de fase entre las ondas difractadas por ambos puntos, siendo 7 = 00 , €s:

2r 2T 2
5:273271(9)7":7(30_§).r:7r*.¢ (3)

Asi, si tomamos como cero la fase de la onda difractada por O, tenemos que la difrac-

tada por O, v, estard descrita por:
W = fore T )

Si nos alejamos de este caso puntual y extrapolamos este resultado a un caso en el que
haya N centros dispersores, como un cristal, obtenemos que el resultado de la dispersion
se puede recoger en:

N . 4
() = 3 fe75 = |Flet (5)
j=1
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Donde F (77*) se conoce como factor de estructura, y f; es el factor de dispersion o factor
de forma atémica. f; expresa la capacidad que tiene un dtomo aislado para dispersar la

onda que incide sobre él. Se puede expresar como:

o0 sin 2mrr*
f=am [ ot ()
Donde p(r) es la densidad electrénica. El factor 227~ modela la interferencia entre los

electrones del dtomo [6), [7].

Por otro lado, una red tridimensional infinita se puede representar matematicamente

CcCOomao:
—+00

L) = > 0= Tuow) (7)

U,V,W=—00

Observamos una funcién nula en todos los puntos excepto en aquellos en los que 7= 77, , 4,
siendo 77, 4 = ud + vb 4+ wé. Los vectores a, b y € serian los vectores que conforman una
celda de la red, y como ésta es periddica, u, v, w € Z. Si ahora definimos p,;(7) como la
densidad electrénica de una celda unidad del cristal, tendremos que la densidad electrénica

—\

del cristal completo vendria dada por la convolucién de L(7) y pas(7)

—

p(F) = L(r) = pa(T) (8)
En nuestro caso, vamos a tener que los centros dispersores van a ser los electrones del

sélido (nube electrénica), de manera que introducimos la densidad electrénica del sélido

en la ec. [5] que se transforma en:

F() = / o(F)exp(2mir ) dr 9)
1%

Obtener la densidad electrénica implica obtener las posiciones atémicas, por lo cual fijamos

asi el objetivo final de la cristalografia. Si nos fijamos en la expresion anterior, observamos

—
Y

que F(r*) coincide con la transformada de Fourier de p(7), T[p(7)] por lo que:
p(7) = /V F(r*)exp(—2mir*F)dr*
== i Fyrexp[—2mi(he + ky + 12)] (10)
hok,l=—00

=T F(r)]
Mediante la transformada inversa de Fourier del factor de estructura, podremos obtener
la funcién de densidad electrénica [6, 8, 9]. En la siguiente imagen podemos observar lo

que significa fisicamente lo descrito anteriormente.



&~
" \ b

pm=T"F] F=T [pm)]

Figura 4: Representacién grafica de la relacion entre F(r*) y p(7). El patrén de difraccién

es la transformada de Fourier de la estructura cristalina [6].

3.1. Espacio reciproco y ecuaciones de Laue

Para el estudio que nos concierne, es necesario definir el concepto de espacio reciproco,
fundamental para entender los principios de la cristalografia y los métodos de resolucion
de estructuras. Asi, se define el espacio reciproco como el espacio matematico resultado
de la transformada de Fourier del espacio real, que es el que ya conocemos.

*

Asi, podemos definir la red reciproca, cuyos vectores a*,b* y ¢* estan relacionados con

los vectores de la red directa por las siguientes expresiones:

o 2m - o, 2T

s

(@A) = (@nh)

Donde V' viene dado por V = a - (l; A ©), y representa el volumen de la celda unidad. La
propiedad mas importante de la red reciproca es que sus vectores satisfacen las ecuaciones
de Laue. Las ecuaciones de Laue describen las relaciones matematicas que cumplen las
ondas incidente y reflejada para cuando se da el fenémeno de la reflexién. Son equivalente

a la ley de Bragg. Asi, definimos k = sy — §. Las siguientes expresiones las conforman:

k-d=2nh
k-b=2rk (11)
k-¢=2nl

Donde h, k, [ son nimeros enteros. Los vectores k que obedecen estas ecuaciones coinci-
den con los vectores de la red reciproca, lo que hace que gran parte de la cristalografia se

centre en el estudio de esta red.
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En nuestro caso, cuando hablamos de densidad electrénica, estaremos trabajando en
el espacio real, mientras que en el caso del factor de estructura, estaremos trabajando en

el espacio reciproco o de fases [6], [10].

4. Problema de las fases

Tenemos entonces que hallar el factor de estructura con su moédulo y fase a partir
del diagrama de difraccién del cristal determinaria las posiciones atéomicas, quedando
resuelta la estructura. El problema es que en un experimento de difracciéon medimos las
intensidades de los haces difractados, por lo que tan solo podemos obtener informacion
acerca del modulo del factor de estructura. La intensidad de un haz difractado viene dado
por:

I = kikoIyLPTE| F | (12)

Donde I es la intensidad del haz incidente, L es el factor de Lorentz (que depende del
método utilizado), P es el factor de polarizacién, T es el factor de transmisién, E es el

factor de extincién vy,

et 20
]{'1 — kQ — W

m2ct

h = (h,k,1),  es el volumen del cristal y V el de la celda unidad. Siendo conocidos
la intensidad y estos parametros, podremos obtener el médulo del factor de estructura,
perdiéndose su fase. Surge entonces lo que se denomina el problema de la fases: cémo
reconstruir la densidad electrénica y obtener asi las posiciones atémicas si no tenemos

informacién acerca de los coeficientes de las fases.

Las primeras estructuras cristalinas se resolvieron mediante pruebas de ensayo y error,
caracterizandose por ser relativamente simples, constando de, cémo maximo, dos atomos
independientes cuyas posiciones podian intuirse a partir de la simetria del cristal. Estas
pruebas consistian en crear modelos atémicos y calcular el moédulo del factor de estruc-
tura |Fpy| con el objetivo de compararlo con el medido experimentalmente con el cristal
real. Evidentemente, este es un método poco riguroso y cuya utilidad se ve limitada a es-

tructuras sencillas, por lo que nacié la necesidad de hallar otros métodos mas sisteméaticos.

11



Antes de comenzar a estudiar los distintos métodos que se fueron desarrollando para
solventar el problema de las fases, vamos a estudiar mejor el problema a que nos enfren-
tamos. El cuadrado del moédulo del factor de estructura se puede expresar como:

N N -
’FHP = Z ff + 2 Z [ frcos2mh(7; — T%) (13)
7=1 i>k
El primer factor se refiere a la contribucion al factor de estructura de cada atomo con
si mismo, mientras que el segundo describe la interacciéon entre atomos vecinos. Estamos
ante un sistema de ecuaciones no lineal en el que f;, fr y h son conocidos, mientras que
7; ¥ 7% son las incégnitas. Analiticamente este es un problema que no se puede resolver,
incluso aunque el nimero de relaciones supere al nimero de incognitas (para moléculas
pequenas y medianas, pueden existir hasta cien reflexiones por atomo [6]) ya que para
cada intensidad puede existir mas de una solucién (conjuntos homométricos). Es decir,
que distintas combinaciones 7; y 7 darfan lugar a la misma reflexién. El tinico limite que
tendriamos seria el de las reglas quimicas estequiométricas, que descartarian la mayor

parte de las soluciones [6, [11].

El método a seguir para resolver nuestro sistema no lineal comienza mediante la obten-
cién de un modelo estructural inicial, que posteriormente va a ser refinado hasta alcanzar
un buen ajuste a los datos experimentales. Es necesario, pues, estudiar brevemente los

parametros que van a calificar la bondad de nuestro modelo.

Vamos a llamar F} a nuestro modelo, de manera que:

M
FE=" fmexp(2mih - ry,) (14)

m=1
La calidad del ajuste esta determinada por el factor de acuerdo, R.
_ SilIFg - KR
X5 [F?|

R (15)

Donde K es un factor de escala encargado de poner ambas magnitudes [F?| y [F¢| en la
misma escala. Haciendo la distincion entre cristales con estructuras centrosimétricas y no

centrosimétricas, y para estructuras con atomos iguales, tenemos que:

s FEstructura centrosimétrica: Si escogemos inicialmente posiciones atémicas al azar, el

valor estadistico de R es de 0,83. Se considera un buen punto de partida si R < 0, 5.

12



s FEstructura no centrosimétrica: En este caso, el valor estadistico tomando posiciones
aleatorias es de 0,59. Se considera un buen punto de partida si, inicialmente, R <

0,4.

Recapitulando lo anterior, tenemos que, para resolver estructuras cristalinas complejas,
el método general va a tener un caracter estadistico, comenzando por construir un modelo
inicial que posteriormente va a ser mejorado ciclicamente. Estos métodos se dividen en
dos tipos, dependiendo del espacio de trabajo, los métodos del espacio directo (espacio
real) y los métodos del espacio reciproco (métodos directos). Todos los métodos que
vamos a estudiar a continuacion, son implementados en programas o softwares, ya que es
practicamente imposible hacerlo ’a mano’, debido al gran ntimero de datos que hay que

manejar y a los complejos procesos iterativos [6].

5. Meétodos del espacio directo

5.1. Funcion de Patterson

En 1934, el primer método analitico para la resolucion del problema de las fases vino de
mano del cristalégrafo estadounidense Arthur Lindo Patterson [6, [7]. Defini6 una funcion
producto de la autoconvolucion de la densidad electrénica. Se conoce como la funcién

de Patterson.
P(i) = p(f) + p(=7) = [ p(p(F + D) (16)
Haciendo uso del teorema de convolucién (anexo A) podemos deducir la siguiente propie-
dad:
T[P(a)] = |F(r*)* (17)
Es decir, relacionamos la transformada de Fourier de la funcién de Patterson con el médulo

del factor de estructura al cuadrado. De esta manera, realizando la transformada inversa

de Fourier y teniendo en cuenta el cardcter discreto de |F(r¥)):

-1 N | . .
P(u) = / dT*(VF,;exp(—thr*))(VFEexp(_Qm'h(ﬁ_ ™))
1 - (18)
=7 Z: |5 |*exp(—2mihii)
h
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Podemos transformar la parte exponencial en un coseno haciendo uso del caracter par de

| F5l:

P(u) = v > |FE|2COS(27Tiﬁﬁ) (19)
h

Obtenemos asi una funcién centrosimétrica que depende de las distancias interatéomicas

(ya que |F%| lo hace).

Volviendo a la ec[I6]y llevando esto a un caso mds realista en el que tenemos N dtomos:

P(@) = 3 p(F)olF,; + ) (20)

Hemos llegado a un resultado importante. Estudiando esta funcién obtenemos que los
unicos puntos en los cuales no es nula es cuando « es un vector que conecta dos posiciones
atémicas. Obtenemos una funcién con la misma periodicidad de p(7) y con la misma celda
unidad, pero con un ntimero mayor de maximos. Ademas, la altura de los maximos se co-
rresponderan con el producto de los niimeros atomicos, 7, de ambos atomos involucrados.
Imaginamos esquematicamente una molécula simple, formada por 5 dtomos, como la de
la figura 5| a. A continuacién conectamos los atomos entre si de todas las maneras posibles
y, para cada direccién, ambos sentidos, figura [5| b. Tendremos N? vectores, de los cuales
N corresponden a cuando @ = 0, es decir, a la uniéon del 4tomo consigo mismo. En el caso
que estamos considerando tendremos 25 vectores. Si los trasladamos a un mismo origen,
obtenemos lo que se observa en la figura |5| ¢, donde los puntos representarian el punto
donde termina el vector. Asi, para cada direccién tenemos al menos 2 vectores (pueden
existir configuraciones en las que distintos pares de atomos tienen el mismo 1, en este
caso tendriamos un maximo de Patterson multiple) del mismo médulo pero de sentido

contrario, demostrando la paridad de la funciéon de Patterson.

14



(c) ~

Figura 5: a) Esquema de la molécula. b) Posibles vectores interatémicos 4. ¢) Funcién de

Patterson. [0]

En la mayoria de casos reales vamos a tener que la densidad de picos que aparecen en
la funcién de Patterson es muy alta. Ademaés, la anchura de los maximos de Patterson es
el doble que la de los maximos de la densidad electronica. Como consecuencia, se van a
producir solapamientos entre los maximos, causando un problema para su correcta distin-
cion. Para solventar esto, se utilizan métodos de 'sharpening’. Esto consiste en calcular la
funcién de Patterson usando coeficientes |E;|* o (| Ex|*|F ED%v aunque el primero es menos
conveniente debido a que es mas sensible a los errores de la serie y puede dar lugar a falsos
méaximos. |Er| es el factor de estructura normalizado (anexo B). En la siguiente figura

podemos observar los efectos de este 'sharpening’:

Figura 6: Mapa de Patterson sin (derecha) y con (izquierda) efecto del sharpening [6].

15



En algunos casos también va a ser necesario eliminar el pico del origen, por la posibi-
lidad de que éste oculte algin maximo con @ pequeno. Para esto, volvemos a la expresion
para el factor de estructura ec. 13, y suprimimos el término que corresponde a la contribu-
cién individual de cada atomo Z;V:l sz, dejando el término de interacciéon con los atomos

vecinos.

N N
]F}il|2 = ’Ffz|2 — ij? =2 Z [ fwcos2mh(7; — T%) (21)
=1

j>k

5.1.1. Lineas y secciones Harker

Vamos a introducir ahora los conceptos de lineas y secciones Harker, que nos van
a permitir analizar las simetrias presentes en el cristal a través de la funcién de Patterson
[6, [12]. En 1935, David Harker, estudiando diagramas de Patterson, descubri6 que existian
zonas en el mapa en las cuales se agrupaban los maximos. Esto era debido a los vectores

interatémicos relacionados entre si por las simetrias presentes en el cristal.

Dependiendo del elemento de simetria considerado, vamos a tener lineas o secciones
en las cuales vamos a observar esta acumulaciéon de maximos. Por ejemplo, las posiciones
x,Y,2 Y X,9,%, que son posiciones equivalentes en el grupo espacial Pm, en el cual tenemos

un plano de reflexién como elemento de simetria, van a dar lugar a la linea Harker (0, 2y, 0):

Como en el método de Patterson los vectores interatémicos van a ser trasladados al mismo
origen, la mayor parte de las traslaciones no van a poder ser identificadas. Asi, mediante
este métodos, vamos a poder identificar sélo 24 grupos espaciales de los 230 existentes. En
la siguiente tabla se muestran las lineas y secciones Harker para los elementos de simetria

méas comunes [0, [7]:
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Elemento de simetria Linea/seccién Harper
Eje 2 || a,b,c (0,v,w);(u,0,w);(u,v,0)
Eje 2, || a,b,c (1/2,v,w);(u,1/2,w);(u,v,1/2)
Plano m L a,b,c (1,0,0);(0,v,0);(0,0,w)
Plano de deslizamiento a L b,c (0,v,1/2);(1/2,0,w)
Plano de deslizamiento b L a,c (u,1/2,0);(0,1/2,w)
Plano de deslizamiento ¢ L a,b (1,0,1/2);(0,v,1/2)

Cuadro 1: Principales elementos de simetria y lineas y secciones Harker asociados.

5.1.2. Método del atomo pesado

Tenemos que la altura de los maximos del mapa de Patterson es proporcional al pro-
ducto de los nimeros atémicos Z de los atomos involucrados. Existen situaciones en las
cuales vamos a observar diferencias relativamente grandes entre estas alturas, lo que va
a llevar a una simplificacién del estudio. Este es el caso en el cual la estructura conten-
ga un numero limitado de atomos pesados. Asi, estos a&tomos van a suponer una mayor
contribucion a la altura de los picos, por lo cual se va a poder identificar sus coordenadas
con mas facilidad. Por supuesto, también existen limites. Si la estructura tiene un nimero
demasiado alto de atomos pesados, también vamos a encontrar nuevas dificultades en el
diagrama de Patterson, ya que su contribucién va a anular la de los &tomos mas pequenos.
Asi, el valor 6ptimo estipulado es cuando el cociente entre el sumatorio de los cuadrados
del niimero atémico de los d&tomos pesados (Z7) y ligeros (Z7) es igual a 1.

> 7
> 7

Esta informacion va a ser sumamente util a la hora de crear el modelo inicial, ya que

=1 (22)

los valores de la fase 9% de |FF‘L3] van a ser bastante cercanos a los reales. Este modelo va
a ser posteriormente computarizado y mejorado en ciclos mediante el método de sin-
tesis sucesivas de Fourier. Este método funciona de la siguiente manera: Realizando
una sintesis de Fourier al |F}£;| calculado a partir de las posiciones de los atomos pesados,
vamos a obtener nuevas posiciones atémicas. Con las coordenadas de estas nuevas coor-
denadas vamos a mejorar el modelo, que a su vez nos va a descubrir mas posiciones, y
asi, sucesivamente. Es decir, nos encontramos ante un proceso iterativo que solo termina

cuando todas las coordenadas atémicas son conocidas [6), [7].
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5.2. Reemplazo isomorfo

2-amino-4-methyl-6-chloropyrimidine

C
¢
/l\H
H

0

H—N \C/N\ A
l

g

él 2-amino-4,6-dichloropyrimidine

=0

/C\H

Figura 7: Moléculas isomorfas, que difieren entre si solo en que el grupo metilo en la

primera (arriba) es reemplazado por un atomo de Cloro en la segunda (abajo) [7].

Este método [7, 10, 13, 14] hace uso del de Patterson para resolver estructuras iso-

morfas. Estas son aquellas que tienen una estructura molecular muy similar y que solo

difieren en algin o algunos compuestos. Por ejemplo, las moléculas de 2-amino-4-metilo-

6-cloropirimidina y 2-amino-4,6-dicloropirimidina, en la que el (CHj) de la primera es

sustituido por Cl en la segunda.

Una de las caracteristicas que mas nos van a interesar de estas moléculas es que la

estructura cristalina que forman también va a ser muy similar, teniendo la misma celda

unidad y con dimensiones muy parecidas. Por ejemplo en el caso de las moléculas citadas

previamente, ambas pertenecen al grupo espacial P2;/a, con:

a b c 15}

Metil | 16,43 A | 4,00 A | 10,31 A | 109°

Cloro | 16,45 A | 3,85 A | 10,28 A | 108°

Cuadro 2: Dimensiones de la celda unidad para una molécula

cloropirimidina y otra de 2-amino-4,6-dicloropirimidina [6].

de 2-amino-4-metilo-6-

Cabe esperar por tanto, que en un experimento de difraccion, obtengamos también un

patron muy similar para ambas moléculas.
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Con lo anterior en mente, vamos a imaginar que tenemos dos estructuras isomorfas
que difieren en que n atomos tipo A de la primera son sustituidos por n atomos de tipo B
en la segunda. El factor de estructura de ambas sera el mismo salvo por un término que

se refiera a los n 4tomos que tienen distintos (f4 o fg), es decir:
(Fp)a = Kj + fa>_ exp(2mihr;)

Jj=1

(F)p = K + f5 Y exp(2mihis)

J=1

(23)

Si restamos ambas expresiones, y denotando el sumatorio sobre los n a&tomos 'reemplaza-

dos’ como (', llegamos a la siguiente expresion.

(Fi)a — (Fp)p = (fa = fB)Ch (24)
|Fyal v |FzBl, fa vy fs son conocidos. Si la posicién del atomo reemplazado también es
conocida (por ejemplo si su posicién estd restringida por simetrias, etc), podemos hallar
Ch, de manera que encontrarfamos (F5)a y (F5)s. En el caso de estructuras centrosimé-

tricas, ya habriamos encontrado la fase, ya que el factor de estructura para estos casos es

real. Asi,si = |F|, ¢ =0ysi FF=—|F|, ¢ =m.

En el caso en el que nuestra estructura sea centrosimétrica, pero no conozcamos C},
debemos utilizar el método de Patterson para encontrar la fase. En primer lugar, debemos
suponer que, en la mayoria de casos, el hecho de que (F;)4 y (F;)p tengan signos opues-
tos es poco habitual, ya que solo seria posible si el &tomo reemplazado fuese un centro
dispersor muy potente. Tendriamos entonces que (Fj;)a — (Fj;)p==%(|Fza] — |F5B|). De
esta manera, lo inico que podemos hallar a partir de la ec24] es el moédulo de C},, pero
no su signo. Sin embargo, la funcién de Patterson de la diferencia entre los factores de
estructura resultara en un mapa en el cual solo encontraremos picos en posiciones relacio-
nadas con los atomos reemplazados, ya que el resto de picos, al ser iguales entre ambas
estructuras, se cancelaran entre si. La interpretacion de este mapa sera mas sencilla, de
manera que podremos encontrar las posiciones atémicas de atomo reemplazado, pudiendo

calcular C},.

5.2.1. Estructura no centrosimétrica

En primer lugar, suponemos que nuestra celda solo tiene un atomo reemplazado. Si

elegimos este dtomo como el origen de la celda unidad, el sumatorio de la ec23| resulta
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ser 1, (ya que la exponencial estaria elevada a 0 y n seria 1), luego podriamos reescribirla

de la siguiente manera:

(Fp)a = Ky + fa

(Fy) = K + fB

(25)

Estas ecuaciones, graficamente, tendrian la forma de dos tridngulos, uno de lados |(F})a],
K5 v fa, y otro de lados |(F;)s|, K3 v fp, como se puede observar en la ﬁg. a). Si
conociesemos los tres lados de este tridngulo, podriamos hallar las respectivas fases, que
vendrian dadas por el angulo formado por el lado |(F})| v f en cada caso. Sin embargo,

no conocemos Kj, luego necesitaremos utilizar otro método.

Figura 8: a) Relacién gréfica de los factores de estructura de dos moléculas isomorfas
centrosimétricas con f y K. b) Método de construccién de los tridngulos anteriores para

hallar la fase [7].

Sobre una recta, tomamosun punto P a partir del cual vamos a definir dos segmentos
OP Y O'P de longitudes fa y fg, respectivamente. Trazamos a continuacién dos circun-
ferencias de centros O y O y radios [(F7)a| v |(F})g|. Estas dos circunferencias van a
cortarse en dos puntos ) y R, de manera que la unién de los finales de los segmentos
OP Y O'P con este punto dard como resultado dos pares de los tridngulos que mencio-
nabamos, obteniendo asi para cada uno dos valores de fase, de misma magnitud pero de
distinto signo, ﬁg. b). Lo que si podemos deducir es la parte real de la fase, ya que seria
la proyeccién sobre la recta formada por los puntos P, O y O', que formarian la recta
real. Mediante el método de sintesis de Fourier vamos a crear un modelo utilizando la
parte real de la fase, obteniendo un mapa en el cual vamos a tener una estructura cen-

trosimétrica. El mapa de Fourier tiene el doble de picos que atomos y para cada par de

20



picos relacionados centrosimétricamente, se debe seleccionar uno y rechazar el otro. Sin
embargo, conociendo las propiedades quimicas del cristal, que nos dan una idea inicial de
la distribuciéon estructural de éste, podemos seleccionar los picos adecuados y resolver la

estructura.

Ahora nos trasladamos a la situacién en la que hay n dtomos reemplazados. En este
caso, no tendriamos una expresion tan simple como la de la ec. [25] si no que volveriamos

a la ec. Recogiendo el término del sumatorio en un término y, lo que tendriamos es:

(Fy)a = G + xa 26)
(Fy)p = Kj + x5
Si en este caso contruimos el mapa de Patterson producto de la diferencia entre los factores
de estructura, tendremos picos debidos a los vectores de los &tomos reemplazados consigo
mismos, Z3 — Z% vy a la interaccién de estos con el resto, (Z4 — Zp)Z;. Si comparamos

ahora con los mapas de Patterson individuales, podremos encontrar la contribucion de los

n atomos A y B, encontrando asi x4 v XB-

El procedimiento para hallar la fase, seria analogo al anterior, con la diferencia de que
en este caso, los segmentos OP y O'P, que en este caso tendrian de médulo x4 v x g, no
caerian sobre la recta real, viniendo la fase de esta contribucion, qu 5 dada por el dngulo

que forman estos segmentos con ella (figld] a)).

K

Real axis
Real axis o'

Figura 9: a) Relacion grafica de los factores de estructura de dos moléculas isomorfas no
centrosimétricas con x y K. b) Método de construccién de los tridngulos anteriores para

hallar la fase [7].

En este caso, la fase de Kj; vendria dada por ¢, £ A¢;. Utilizando argumentos trigo-
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nométricos, ya que estamos trabajando con tridngulos, podemos hallar A¢;. Asi, si nos

fijamos en la figl9 b),

(IXpil = IXagD® + [Fgil* = [Fa

cosp = (27)
2’FB,E|(‘XB,H‘ - ’XA,E’)
K7 = [Fgsl” + Ixp sl = 21Fg lIx ] cos (28)
Asi,
Foo2 K2 — 12
A¢y = arccos <| sl — 1K = X ) (29)
Q‘KﬁHXB,ﬁ’

Como antes se ha mencionado, tendriamos dos soluciones posibles para la fase de Kj. Si

calculamos una sintesis de Fourier utilizando ambos valores:
—\ ]' N N
6(F) = 37 D K5 {cos(2m7- h = ¢y — Agy) + cos(2mi*- h — dy + Ady) ) (30)
h

Cada término tendra una distinta contribucién, de manera que el correcto creard una
imagen de la estructura mientras que el otro formara un ruido de fondo. Asi, podremos

identificar el correcto y hallar la fase.

5.3. Meétodos de modificacion de la densidad electrénica

Una vez hemos obtenido una estimacion de la fase, ya podemos hacer un modelo inicial
de la densidad electréonica. Habitualmente, suelen tener distintos errores, siendo el mas
importante de ellos una pobre resolucién, de manera que se pierde informaciéon acerca
de los picos menos intensos. Es interesante destacar que los mapas estan constituidos
por pixeles, de manera que se asemejan a una malla de espaciado muy pequeno. Va a
ser ese espaciado el que va a determinar la calidad del mapa, de manera que si este es
relativamente pequeno, tendremos uno de alta resolucién, mientras que si es mas grande
estaremos hablando de una baja resolucién. Otro problema es que en estos mapas inicia-
les, suelen existir regiones negativas, cuando la densidad electrénica siempre es mayor que

cero [0, [15, [16], 17].

Con el objetivo de mejorar esta funcién de densidad, se propusieron métodos denomi-
nados como métodos de modificacién de la densidad electronica, que consisten en

realizar ciclos que contienen los siguientes procesos :
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1. Modificar la funciéon de densidad electrénica.
2. Hallar su transformada de Fourier para obtener las fases y amplitudes.

3. Sustituir las amplitudes por las experimentales o por las calculadas mediante méto-

dos directos y calcular el factor de estructura.

4. Obtener su transformada inversa de Fourier para obtener asi la densidad electronica.

Dependiendo del tipo de moléculas con las que resultan mas eficientes, podemos dis-
tinguir dos tipos dentro de estos métodos. Si queremos resolver estructuras organicas, se
utiliza un método que consiste en corregir los errores de truncamiento de las series de

Fourier. Si la estructura es inorganica, el método de inversion de carga es el éptimo.

Antes de comenzar a describir los distintos procesos, es 1util distinguir entre los modos
de obtencién de las fases iniciales. Asi, si las utilizadas en el proceso no han sido sometidas
a ninguin proceso previo, se denominan ab initio. Si no tienen esta distincién, significa
que han sido obtenidas a partir de otro proceso, por ejemplo el que hemos estudiado

previamente, el reemplazo isomorfo.

5.3.1. Correcciéon de los errores de truncamiento en las series de Fourier

Los errores de truncamiento son aquellos debidos al hecho de que estamos trabajando
con aproximaciones, en vez de con datos o procedimientos mateméaticos exactos. La idea
es la siguiente, con el método de sintesis sucesivas de Fourier lo que obtenemos como resul-
tado es una aproximacion del factor de estructura del material a partir del cual hallamos
la densidad electrénica. Debido a las limitaciones fisicas dadas por el propio experimento,
al realizar las series de Fourier se produce una acumulacion de errores, de manera que las
posiciones atomicas van a estar desplazadas de su lugar real y rodeadas de una serie de
ondas positivas y negativas que serian como un fondo de ruido.

Hay dos estrategias para solucionar esto:

Free-lunch algorithm.

Este método [6, 18], 19] se utiliza sobre todo en la resolucién estructural de proteinas.

Como se ha mencionado anteriormente, una baja resolucion es uno de los problemas a los
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que nos encontramos a la hora de analizar nuestro mapa de densidad electronica. Esto
hace que se pierdan contribuciones al factor de estructura (amplitud y fase) de estos picos

mas pequenos que no es posible distinguir.

Utilizando un algoritmo basado en la extrapolacion de los médulos y fases que faltan,
cuyo objetivo sera el de reducir el error de las reflexiones medidas, obtendremos un mapa
con mayor resolucién que nos permita distinguir todas las posiciones atomicas. El nombre
free-lunch se debe a que no es necesario realizar ningiin otro experimento o medida aparte
para utilizarlo. Para explicar su funcionamiento, utilizaremos una estructura simple, en la
que tendremos una celda unidad con a = 10/1, que contiene dos atomos de Mg, uno de O,
otro N y dos de C. La funcién de densidad p(x) correcta, viene dada por la curva negra
en la fig. [10] y suponemos que ha sido obtenida a partir de unos datos con una resolucién

de 0, 5A.

R R R R TR T R
x (Pixel No.)
Figura 10: Curvas de densidad electronica para una estructura formada por dos atomos
de Mg, uno de O, otro N y dos de C. La linea negra representa la funciéon correcta,
construida a partir de un experimento de difraccion con una resolucién de 0, 5A4. La roja
es la construida a partir de un experimento con una resolucion de 1, 7/401, que ha sido
posteriormente mejorada por: un algoritmo de modificacién de la densidad electrénica,
(linea azul); un algoritmo de modificacion de la densidad electrénica combinado con un

algoritmo de extrapolacion de los méximos no observados (linea verde) [18].

Nos vamos al caso en el que tengamos una peor resolucion, de 1, 7A. A partir de estos
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datos, la curva que vamos a obtener es la de color rojo en la figura anterior. Observamos
regiones en las que p(z) < 0, los picos estdn menos pronunciados y se solapan entre si,
y se ha perdido el segundo atomo de C, C,. El método a utilizar serd la combinacion de
dos algoritmos de manera ciclica, el primero de ellos se va a encargar de modificar p(z)

de acuerdo con la siguiente funcién, donde j es el nimero de ciclo:

0 si p(x) <0
p(x) = pla)* si p(x) >0, j <3 (31)
p(x) sip(x) >0, j>3

La funcién de la primera de las condiciones es eliminar las zonas negativas, y de la segunda,
destacar los maximos. Sometiendo la curva roja a 15 iteracciones p — ¢ — p, obtenemos
la curva azul. Seguimos teniendo las mismas dificultades, con la tnica diferencia de que
se han eliminado casi totalmente los tramos negativos. Si comenzamos de nuevo el proce-
so de 15 ciclos, introduciendo el algoritmo NMRE (acrénimo de non-measured reflection
extrapolation), que actua en el medio ciclo p — ¢ introduciendo maximos extrapolados
ademas de los que ya teniamos, obtenemos la curva verde de la fig. Como podemos
observar, esta curva si que identifica correctamente las posiciones atomica, pero tiene co-

mo desventaja la produccion de minimos falsos, aunque de baja amplitud.

Los mé6dulos del factor de estructura extrapolados vienen dados por la ec. 32 donde
|E}(cal)| se calcula mediante la inversion del mapa de densidad. También se le asignan

distintos pesos a los maximos dependiendo de si son los observados o los extrapolados.
| Ej(ext)|* = 1+ o4(|Ej(cal)” - 1) (32)

Dependiendo de si la fase se ha obtenido ab initio o no, la aplicacién del método varia.
Para estructuras en las que las fases se han obtenido ab initio, se suele realizar un niimero
alto de ciclos, entre 50 y 70. Si la fase ha sido refinada por un tratamiento anterior, se

suelen realizar unos 30.

Resolucion por correccion.

Debido al caracter finito de las dimensiones del espacio reciproco que utilizamos en la

practica (idealmente serfa un espacio infinito), tenemos que la funcién de densidad real
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se puede escribir como el producto de convoluciéon de la densidad ideal y una funcion
¢(7), que es la transformada de Fourier de la funcién de forma ®(7), que vale 1 dentro
del dominio que estemos considerando y 0 fuera. La forma de ((7) es la de una funcién
par (cuyo maximo puede estar desplazado) oscilante cuyos maximos y minimos decaen

gradualmente.
P (7) = p(i) * C(F ;p *((7) (33)

p'(7) es una funcién que puede tener tramos negativos. Los méximos estan rodeados
de oscilaciones cuya amplitud decrece con la distancia y, debido al solapamiento entre
estas ondulaciones y los maximos, estos tltimos se encontraran desplazados con respec-
to a su posicién real. Si, mediante una operaciéon de deconvolucién, recuperamos p(7) a
partir de p'(7), tendremos que los picos estaran en su posicién correcta y mas definidos,

y desapareceran los falsos picos [6l, [17].

En este caso, la modificacion de la funcion densidad viene dado por una funciéon que
pretende eliminar las pequenas ondulaciones (picos pequenos) que se extienden por toda

la celda unidad. Asi, utilizamos un algoritmo basado en la siguiente funcion,
p'(r) = p'(F) — ZP (7)g) (7' = 75) (34)

Donde [B] indica que el dominio de la funcién se extiende a toda la celda unidad.

5.3.2. Inversién de carga

El método de inversién de carga [0, 20, 21] es un algoritmo ab initio que trabaja en el
espacio real que se basa en la inversion de las zonas del mapa de densidad que se encuen-
tran por debajo de un umbral §. Este método fue propuesto por Oszlanyi y Suto en 2004
y supuso un gran avance en la resolucion de estructuras debido a su relativa simplicidad y
porque es 1til para resolver moléculas tanto medianas como grandes, y estructuras com-

plejas. El algoritmo se describe a continuacion.

En primera instancia, seleccionamos un set de fases aleatorias {¢} con la condicién de

que se cumpla la ley de Friedel,

F 2| = |F;
p g | 1 =1 )

Y_in = —%;
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a partir de las cuales definimos factores de estructura Fj; = |F;; , |exp(iyy) (F} . Vienen
dados por las intensidades observadas). Calculamos la transformada de Fourier para hallar

la densidad, posteriormente, comienza el ciclo, que consta de cuatro pasos.

1. Modificacién en el espacio real de la densidad electrénica. Se define un umbral § y
dividimos la densidad en dos partes, p = p; + pa. Asi, si p > 9, p = p1. Si p <9,
p = po. Definimos una nueva densidad electrénica dada por g = p; — ps, es decir,
en esta nueva funcién, las regiones que se encuentran por debajo del umbral (que
suelen ser mayoritarias, al ocupar los atomos un espacio minimo y localizado dentro
de la celda unidad) se invierten, y las que estédn igual o por encima quedan tal y

como estaban.

2. Célculamos su transformada de fourier para obtener lo que se designa como factores

de estructura temporales, G7j.

3. Modificacién de los factores de estructura calculados (espacio reciproco). Sustitui-
mos el mdédulo de G por los médulos de los factores de estructura observados,
|,

bs» Permaneciendo las fases inalteradas.

4. Finalmente, calculamos su transformada inversa de Fourier para volver a obtener

p(7), y volvemos al paso 1.

La parte mas compleja en la realizacion de este método es la eleccion del inico parametro
libre, 4, ya que de su valor depende el éxito o no del modelo. Aun sigue siendo tema de
estudio, aunque se han propuesto varias opciones. Inicialmente, d se escogia como un valor
fijo durante todos los ciclos, de manera que en cada uno de ellos, la cantidad de ’pixeles’
que se invierten (¢ = N,5/Ny-q) varfan en cada ciclo. Después se propuso que fuese ¢
lo que se mantuviese constante, cambiando entonces ¢. Actualmente, el valor que se usa
viene dado por § = ko, donde o es la desviacion esténdar, o = ((p2) — (p)2)? y k es una

constante adimensional que suele valer entre 1,0 y 1,2.
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6. Métodos directos

Los métodos directos son aquellos con los que trabajamos en el espacio reciproco, es
decir, los que tratan de obtener la fases de manera directa mediante relaciones matema-
ticas a partir de las amplitudes observadas en el patron de difraccién. Debido a que es
imposible alcanzar una solucién analitica exacta, estos métodos son enteramente proba-
bilisticos. La idea es relacionar las amplitudes observadas con las fases, que en general
son independientes. Sin embargo, imponiendo las condiciones de positividad y atomicidad
(refleja que estd compuesta de dtomos discretos) en la densidad electrénica, podemos esta-
blecer relaciones matematicas que nos van a ayudar a predecir las fases de las estructuras

cristalinas que estamos estudiando.

De la primera de las condiciones se deduce facilmente una relacion que restringe los
valores de las fases. Dada una estructura centrosimétrica, si calculamos p(7) con los valo-
res correctos de las fases, tendremos que p(7) serd positiva o cero en todo el espacio. Por
el contrario, si cambiamos todos los signos, obtendremos una funciéon negativa, lo cual no

puede darse.

En 1948, Harker y Kasper obtuvieron las primeras relaciones matematicas a partir de
las cuales obtener informacién de las fases. Aplicaron la desigualdad de Schwarz,

- -

(@b < (@ a)(b,b) (36)

0, equivalentemente,

al factor de estructura unitario [7],

N
Uz = njexp(2mih - 7;) (38)
=1
Donde,
fi
Nj = e (39)
! Y

Sabemos que en una estructura centrosimétrica la fase es real, de manera que el factor de

estructura anterior se puede escribir como,

N
Uy => njcos(2mh - 7) (40)

J
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Dividiendo el término derecho en a; = n}/ 2y b = n;/ ® . cos(2rh - ;) y utilizando que

cos? = 1+C72052, llegamos a la siguiente expresion:

Uzﬁ (41)

Que establece distintas condiciones para las fases dependiendo del grupo espacial al que
pertenezca el cristal. Actualmente, estas condiciones tienen poco interés practico, ya que

existen métodos mas efectivos para hallar informacién de la fase.

El avance més importante, y que fue premiado con el Nobel en 1985 [6], vino dado en
1953 de mano de Hauptman y Karle, los cuales dedujeron los principios probabilisticos
basicos de estos métodos. En ese mismo afio, Sayre establecié una relacién importante
entre p(7) y p(7)? usando la condicién de atomicidad. Las funciones anteriores son muy
similares entre si y presentan maximos en los mismos puntos. Denotamos por Gy, el factor

de estructura calculado a partir de p()?, de manera que,
N —
Gy = g; > _ exp(2mih - ) (42)
j=1

La relacién entre Gy y Fj; seria,

fx
F. = “2G: = 0:G> (43)
9h
Por otro lado,
2 1 1 1
Tlp(r)7] = VGﬁ = VF;; * VFH (44)

Se tiene entonces que, debido al cardcter discreto de F}; y la definicién de convolucion,
05
Gp=2 Feli g = Fy= 2 Filhg (45)
k i

Llegamos a lo que se conoce como ecuaciéon de Sayre. Si ahora multiplicamos ambos

lados por F' ;,
2 95 .
5= Z |FFy i Fyleapli(e_; + o5 + ©5_i)] (46)
k

Si |Fg|, | Fy_g| v |Fj| tienen valores elevados, se cumple que existe una alta probabilidad
de que,
Cip =y ity ter =0 (47)



Estableciendo asi una relacion entre las fases. No hay que olvidar que esto es un método
probabilistico y que no siempre se cumple la anterior relacion, lo que significa que es ne-
cesario comprobar su fiabilidad utilizando métodos estadisticos. En el caso de estructuras

centrosimétricas, lo que se determina es el signo,

-

S(=h)S(k)S(h — k) ~ + (48)

6.1. Invariantes y semi-invariantes de estructura

Suponemos que tenemos un factor de estructura Fj y cambiamos el origen de coorde-
nadas en rg, de manera que se define un nuevo factor de estructura que solo difiere con el

original en un factor de fase Ay = orh - 0,
N . B
Fi =" fiexp[2mih - (75 — 10)] = | Fylexpli(o; — 2h - 7%5)] (49)
j=1

Observamos que las amplitudes observadas son independientes del sistema de referencia
elegido, al contrario que las fases. Sin embargo, existen ciertos casos en los que valores
concretos de la fase o combinaciones lineales de fases no dependen del sistema de referen-
cia elegido, y a partir de las amplitudes observadas podemos obtener informacion acerca

de ellas. Se denominan invariantes de estructura [6, 22].

El ejemplo méas general es el caso en el que hy + h_; + hjn = 0, dado,

Fﬁ,lFﬁszH,m = ’Ffz,lFH,Q"'FH,m‘exP[i(SOH,l tPpot T @H,m)] (50)

La variacién de la fase es 0 en este caso y viene dada por,

mo_,

Ap =2mr0> h; =0 (51)

i=1
Aparte del anterior, también podemos definir otros invariantes de estructura. El caso mas
simple es en el que h = 0, ya que la fase vale siempre 0. Otro invariante, aunque de
poca utilidad, serfa FrF 7 = |F;|?. Introducimos también los llamados triplete y cuarteto
invariantes, ya de mayor importancia en la determinacién de las fases, como vamos a
estudiar. También se puede extrapolar a quintetos, sextetos, etc. Sin embargo, ain no

esta clara su utilidad practica.
» Triplete invariante: Es el caso FpF; [}, con fase ¢_j + op + 05 1.
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» Cuarteto invariante: F' ;FL Iy i con fase ¢_; + ¢ + or+ vn_ w1

También podemos definir los semi-invariantes de estructura, que cumplen la invarianza
sOlo para los cambios de origen que coincidan con puntos de la red que posean la misma

simetria puntual.

6.2. Meétodos probabilisticos

Comenzamos estudiando el caso del triplete. Se tiene que la distribucién de proba-
bilidad (Anexo C) de ¢j para estructuras no centrosimétricas dados unos valores de

|Ez|, |Ex_z] v |Er|, que se refieren a los factores de estructura normalizados, es:

1

P(e) = P(®5z) = mea?P(Gﬁk’ cos Oz (52)
Donde, si los atomos son iguales,
Cre = | BB, -E| (53)
TN h—kh
Y si son distintos,
—3/2
G = 20305 | BBy _ B (54)
Siendo
N
o, = Z zZ! (55)
j=1

La expresién (52)) sigue una distribucién de Von Mises, fig. [11|, similar a una distribucién
Gaussiana. La anchura de la ’campana’ depende de G} de manera que conforme este
ultimo aumente, la anchura disminuye. Estamos ante una funciéon par cuyo maximo se

encuentra en @ = 0, llegando a la ec. @, O ~ QO + Or_i
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Figura 11: Distribucién de Von Mises para distintos valores de G [6].
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Si conocemos distintos pares ©%,» Phk, due se refieren al mismo ¢;, tendremos que la
probabilidad total vendra dada por el productorio de cada distribucién r. Lo podremos
expresar como,

,
P(pf) = H1 Pi(¢5) = Aexp (Zl Gz, cos (o5 — o5, — sorl_g)) (56)
j= j=
donde A es un factor de normalizacion. Utilizando argumentos trigonométricos, podemos

expresar la probabilidad como,

P(p5) = Aexplay; cos (¢ — B7)] (57)

Donde hemos definido w; = Pr, t Pi_k;s

. 1/2 i 1/2
ap = (Z G, cos wj) + (Z Gz, sin wj) (58)
=1

J=1

, .
> GﬁEj sin w;

T
j=1

tan 3 = (59)

G ik, COSWj
Esta ultima expresion se denomina como la férmula de la tangente y juega un rol muy
importante en la determinacién de la fase. De hecho, nos da el valor mas probable de ¢y,

©5 =~ B, con una varianza que depende de a;.

Para el caso de estructuras centrosimétricas, tendriamos,

1 1 -
P(+) = 3 + 3 tanh(ozo, 3/2’E12E542Eﬁ’) (60)

Aligual que anteriormente, consideramos el caso en el que tengamos varios pares S (E), S (E—

—

l;) que se refieran al mismo S(—h), de manera que

S(h) ~ S(k)S(h—k;)  j=1,2,..r (61)
Lo descrito anteriormente conforma la teoria basica de probabilidad, la cual se ha ido
desarrollando y mejorando. Aunque lo que hemos visto esta aplicado al triplete, nos da
una idea general del método a seguir. Asi, el objetivo es encontrar una distribucién de
probabilidad que relacione las fases invariantes o relaciones invariantes entre ellas, ®, con

las amplitudes observadas.

P(@|{[El}) (62)
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El simbolo | indica que todas las amplitudes de {|E|} son conocidas. El principio anterior
lo podemos aplicar al caso del cuarteto de dos maneras distinas. La primera de ellas vino
de mano de Simerska en 1965. Dada la relacion @) entre las fases, se da que el valor mas

probable de esta es 0,
Q=vy;+terterte ;i 7=0. (63)

El problema de este método es que la varianza, que depende inversamente de B,
2
B = G |EEREEy gy i (64)

tiene un valor muy alto debido al factor 1/N, lo que hace que sea poco fiable y por lo

tanto no tenga interés practico.

Por otro lado, podemos definir el cuarteto como la suma de dos tripletes, uno for-
mado por los primero términos de la ec. [63, menos un término denominado cruzado que
puede escogerse entre ¢y r @p. ;Y Pp; ¥ otro segundo triplete formado por los dos
ultimos términos de la ec. més el término cruzado escogido, Ty = ¢ + vp — ¥r,p ¥
Ty =gr+ v _f it Crn Si el término |E,~l+,—5| es grande, ambos términos seran cero, y
obtendremos () ~ 0 con una mayor fiabilidad. Por el contrario, también se puede demos-

trar que si los valores de las magnitudes cruzadas son bajos, Q) ~ 7.

Tenemos entonces que las cuatro fases del cuarteto dependen de siete términos, de ma-
nera que los estudios de probabilidad se centraron en establecer una teoria que incluyese
los tres términos adicionales. Este estudio fue realizado por Hauptman en 1975, quien
obtuvo la distribucion de probabilidad de @) en funcién de estos siete factores, estable-
ciendo el principio de 'vecindario’ ( Neighborhood Principle), y posteriormente fue refinada,

y generalizada por Giacovazzo en lo que se conoce como teoria de la representacion.

6.2.1. Teoria de la representaciéon

En primer lugar, es interesante entender el concepto de meighborhood’ introducido
Hauptman en su estudio del cuarteto [23]. La idea es que si utilizamos sélo los factores
bésicos ||, |El, |Ed v |Ej . obtenemos una estimacion de la fase con una fiabilidad
menor. Si ahora sumamos a los factores anteriores, los tres factores cruzados, se tiene

que la estimacion de la fase mejora, siendo la varianza menor que en el caso anterior.
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Hauptman entonces dedujo que, si anadiamos mas factores a lo anterior, obtendriamos
un valor de la fase atin mejor. Imaginamos cada conjunto de factores anadido como una
capa que va rodeando al anterior, obteniendo una estructura en forma de ’'vecindarios

anidados’ (nested neighborhoods). Podemos observarlo en la fig. [12]

Figura 12: Esquema de capas en la teoria de la representacion. En la primera capa que
rodea a la fase observamos los factores principales. En la segunda capa se recogen los tres

términos cruzados [23]

Giaccovazzo generalizd este principio, proponiendo su teoria de la representacion, que
proporciona reglas para identificar las relaciones entre fases haciendo uso de la simetria
del cristal. Destaca también la importancia de clasificar las reflexiones en ’sets’ o 'capas’,

al igual que Hauptman, aunque ambas clasificaciones no coinciden entre si.

En primer lugar, se define la primera representacion de un invariante de estructura
®, formada por el propio invariante mas el conjunto de invariantes que difieren del original
en un angulo constante producto de las operaciones de simetria. Dentro de esta primera
representacion, se introduce también el concepto de primera capa fasica, compuesta
por los factores |F| que intervienen en la primera representacion. Como ejemplo, vamos
a utilizar el caso del cuarteto. Suponiendo que no hubiese ninguna operacién de simetria,
la primera representacion estaria formada por ), y la primera capa fasica por las siete

magnitudes | F| ya conocidas.

En el caso de que si exista una operacién de simetria C' = (R, f), tal que deja alguna
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reflexién cruzada invariante, (h + k)R = (h + k), tendrfamos:

Q' =rrt+PrrtOr+ Y iir (65)

Que seria equivalente a @, Q' = Q + 27r(71 + /Z)f, pero con nuevas magnitudes cruzadas
| By pil ¥ |Efpol, teniendo asi la primera capa nueve términos y obteniendo una mejor

estimaciéon de Q).

A continuacién introducimos la segunda representacion. Para un triplete, esta for-

mada por el conjunto de quintetos dados por:

C=T+yz—vg=(pr+ep+o_jit) +vs—vg (66)

Donde H es cualquier vector de la red reciproca que se refiera a una reflexion alta. Nos
encontramos asi que C' es equivalente a 7', con la tnica diferencia de que la primera va
a depender aparte de las tres |E| del triplete, de |E 3| y de las seis magnitudes cruzadas,
\Es gl |Eeyigl v | B g, estando asi la segunda capa fasica formada por 10 elementos. Si
en vez de seleccionar tan solo un vector H , seleccionamos M, tendremos que la segunda
representacion estara formada por M quintetos, y la segunda capa fasica estara formada

por 10 x M elementos.

Para el caso de los semi-invariantes de estructura, también podemos definir estas
representaciones y capas fasicas. En el caso general, consideramos un semi-invariante con

n fases,

Q=5 i+ T o5 (67)

Debemos encontrar una fase que ¢ y dos operaciones de simetria C; y C; que hagan que

U1 =g, +@p, T p, + Chn — Pin, (68)

sea un invariante de estructura, siendo h' = Rh. Asi, podemos estimar el valor de ¢ y, a
partir de este, calcular ®, al estar relacionadas por una operaciéon de simetria. Tenemos
entonces que el conjunto de los invariantes v, y las magnitudes basicas y cruzadas aso-

ciadas formaran la primera representacién y primera capa fasica.

35



Para el caso de la segunda, volvemos a trabajar con el caso del triplete

que tenemos la relacién entre fases:

La segunda representacion va a estar formada por el conjunto de quintetos,

Yo =p +op+ort e — va

. Suponemos

(69)

(70)

y la segunda capa de fases, por las magnitudes basicas y cruzadas que intervengan en la

estimacion de los quintetos.

La importancia de esta teoria es que, una vez encontramos los invariantes y la jerarquia

de estructuras, es posible hallar una distribucion de probabilidad para las fases. Esta es

una ardua tarea y, actualmente, solo ha sido éxitosa para los casos mas simples.

6.3. Procedimiento para la obtencién de fases mediante métodos

directos.

A continuacién vamos a describir cualitativamente los pasos que se suelen seguir a la

hora de determinar las fases [6].

1. Una vez tenemos los modulos de los factores de estructura, lo que se hace en primer

lugar es normalizarlos, ya que es fundamental para su posterior analisis estadistico.

Para esto, es necesario hacer uso de la ec. [T9 que encontramos en el anexo B.

2. El segundo paso es buscar invariantes o semi-invariantes de fase. En concreto, nos

vamos a centrar en la bisqueda de tripletes, ya que es lo més practico.

Nos interesa

por lo tanto fijarnos en las reflexiones h que posean un | F| alto, para posteriormente

encontrar todos los pares k y h—k que cumplan la misma condicién de |E|.

Se debe tener en cuenta el papel de la simetria en este proceso, que nos facilita la

buisqueda. Sea R; el conjunto de matrices de rotacién del grupo espacial, a partir de

una reflexién h, vamos a buscar las combinaciones con +kR; completando el triplete

con (en el caso de que la reflexiones tengan un valor alto) h+kR;.
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3. FEleccion de origen y enantioforma: Una vez tenemos los invariantes y semi-invariantes
de estructura, debemos hallar las fases ¢ en cuestion. El problema es que, mientras
que las magnitudes |E| y @ con las que hemos estado trabajando hasta ahora, son
independientess del origen de la celda unidad, y no difieren entre una estructura y su
enantioforma, las fases individuales si que dependen de estos dos factores. En el caso
de las dos enantioformas, se tiene que para estructura no centrosimétricas, tienen
signos opuestos para todas las fases. Es por lo tanto necesario, elegir un origen y
una de las enantioformas. Los puntos propuestos, denominados puntos permitidos,
para la eleccion de origen vienen determinados por la simetria del cristal. En el caso
de estructuras centrosimétricas, estos puntos coinciden con los centros de inversion.
Para distinguir el origen adecuado de entre todos los puntos permitidos, debemos

hacer uso de fases previamente estimadas.

4. FEleccion de un conjunto optimo de fases iniciales: Este paso es el mas crucial en
lo que respecta al procedimiento completo. En el estudio del triplete vimos que,
teniendo dos valores de fase, podiamos estimar una tercera. Si teniamos varios pares
de fases para la misma reflexién ﬁ, podiamos calcular la fase haciendo uso de la
formula de la tangente, ec. El problema es que atn teniendo un gran nimero de
tripletes, atin es necesario un mayor nimero de fases para comenzar el proceso. Por
tanto, debemos obtener valores de otras fases extras. Utilizando la férmula de la
tangente en cadena a partir de los tripletes iniciales, podemos estimar los valores de
otras fases. Es por esto que la eleccion de estos tripletes iniciales es muy importante,
ya que si esta estimacién inicial no es buena, el resto de fases calculadas a partir de

estos van a tener errores muy altos.

Una medida de la bondad de la estimacion de las reflexiones del triplete venia dada

por ;. Tenemos que a partir de (cos ®;) = gggjg = D;(G;) podemos medir el valor

estimado de a; para cada reflexion.
() = >_GiDi(Gy) (71)
j=1

Mediante el llamado proceso de convergencia, vamos a seleccionar las reflexiones
aptas para pertenecer al conjunto de valores iniciales. Este es un proceso paso a

paso en el que se elimina, cada vez, la reflexion con (a;) menor, asi como todas
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las relaciones de fase en la cual estd involucrada. Se calculan otra vez las (a;) vy
se repite el proceso hasta obtener un conjunto inicial que contiene las reflexiones
més fiables. Es importante analizar las (o) que van a ser eliminadas, ya que si esta

interviene en la eleccién del origen, debe permanecer.

Una vez ya tenemos un conjunto de fases iniciales, podemos calcular el resto me-

diante principalmente los siguientes métodos:

= Método de adicién simbdlica. Asignamos a las fases conocidas un valor
simbolico a partir de los cuales vamos a definir el resto mediante relaciones

probabilisticas. Es 1til solamente en el caso de estructuras centrosimétricas.

= Método de multisolucion. La diferencia con el caso anterior es que en vez de
simbolos, asociamos valores aproximados a las fases iniciales. Empiricamente se
ha demostrado que este procedimiento tiene éxito atiin con errores iniciales de
40-50°. El conjunto de fases iniciales estara compuesto por las fases determina-
das por el método de convergencia, por las fases que fijan el origen, en el caso
de que sea una estructura no centrosimétrica, una fase que fije la enantioforma
y, por ultimo, un nimero limitado de fases.
Si tenemos ng reflexiones generales y ns reflexiones especiales, tendremos un
total de,
n = 4" x 2"° (72)

combinaciones, de las cuales una sera la correcta. Sin embargo, hay que aplicar

el proceso de determinacion de fases a todas ellas.

= Enfoque aleatorio del problema de las fases. Los dos métodos anteriores
se utilizaban sobre todo en los inicios de los métodos directos. Actualmente
se utiliza un procedimiento en el cual asignamos valores aleatorios entre 0 y
360°, que van a ser introducidas en la formula de la tangente. Vamos a tener
reflexiones con un valor de |E| alto a los cuales se le van a asignar conjuntos de
fases aleatorias que posteriormente, utilizando el método de convergencia van a
ser refinadas. La popularidad de este método se debe a dos factores. El primero
de ellos es que la soluciéon correcta se obtiene rapidamente y sin la necesidad
de utilizar un niimero muy alto de fases aleatorias iniciales. El segundo es que

no es necesario definir fases iniciales que fijen el origen y la enantioforma, ya
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que todas las fases utilizadas son aleatorias.

6. El siguiente paso es calcular el mapa de densidad electrénica a partir de las fases
y |E| obtenidos. El problema es que como el niimero de reflexiones |E| es limitado
debido a los procesos de convergencia en los cuales solo utilizamos los éptimos, han
de ser sometidos a técnicas de modificaciéon como las estudiadas en los métodos del

espacio directo.

7. Figuras de mérito: Las figuras de mérito son funciones que califican la bondad de
nuestro modelo. Ya que en los métodos anteriores vamos a obtener varias soluciones
(multisolucién), estas figuras se utilizan para descartar la mayor parte de las solu-
ciones. Existen varias funciones con esta funcién, aunque actualmente se utilizan las

dos siguientes:

s Coeficiente de correlacién. CC Fom.

C = (<’Eobs”Ecal>‘ — <‘Eobs’><|Ecal|>) (73)

(I B2]) = (| Boss )2 (| 201y — (| Beat)?)'?

|Ecai| es el factor de estructura normalizado calculado a partir las partes po-

sitivas del mapa de densidad electrénica. El valor de C'C' varia entre 0 y 1, y

mientras mas se acerque al 1, mejor es la estimacion.

= RAT Fom

RaAT — £C@ (74)

(| EZul)

En este caso, |E.q| se calcula usando solo el 30 % de las reflexiones con menor
valor de |E|. CCw representa la correlacién entre |Eys| y (cos ), siendo o =
©N — @p. pn se refiere a las fases considerando la contribucién al factor de
estructura de la estructura completa y ¢p contando solo las contribuciones de

las posiciones atémicas conocidas.
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7. Resumen y conclusiones

Desde principios del siglo pasado, que fue cuando nacié, la cristalografia ha sido uno
de los méas importantes campos de estudio de la Fisica. Es una disciplina que ha tenido
un desarrollo paulatino, ya que incluso a dia de hoy, un siglo después, el problema de
las fases sigue siendo un reto, requiriendo investigaciones con el objetivo de implementar

nuevos métodos para su resolucion.

Una de las principales diferencias con el resto de ramas fisicas es que el problema de
las fases no tiene aparentemente solucién analitica, algo que en principio incomoda a la
Fisica. Sin embargo, a lo largo de este documento hemos visto como una combinacion de
la estadistica, de la tecnologia y los ordenadores, y de por supuesto, los propios principios
fisicos que rigen el comportamiento de los sélidos, es posible encontrar métodos por dis-

tintas vias para llegar a la solucion correcta del problema de las fases.

Asi, hemos estudiado por un lado, los métodos del espacio directo, que comenzaron
con el estudio de la funcién de Patterson. El método de Patterson es sumamente impor-
tante ya que, ademas de ser la primera solucion del problema de las fases que no fuese por
ensayo y error, di6 pie a otros métodos también del espacio directo como el método de
reemplazo isomorfo o el método de modificacion de la densidad electrénica. Por otro lado,
también hemos estudiado los métodos directos, que son aquellos que operan en el espacio
reciproco. En primer lugar hemos examinado los principios y la teoria que van a regir
estos métodos, para asi contruir un método con lo pasos necesario para la obtencién de
las fases. Lo interesante de ambos tipos es que también se pueden combinar, dando lugar
a lo que se denomina métodos del espacio dual, usando tanto métodos de modificacién de

la densidad electrénica como los procesos directos de estimacion de fases.

Cabe esperar que, de acuerdo con el desarrollo tecnolégico, y con nuevas contribuciones
tedricas, estos métodos sean mejorados y optimizados en un futuro e incluso se descubran
nuevos métodos. Personalmente, no descartaria que se encontrase un solucion exacta,
ya que en numerosas ocasiones la fisica ha superado sus propios limites, teniendo que

reestructurar teorias completas y cambiando todo lo que creiamos saber.
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Anexos

A. Teorema de convoluciéon
La convolucién de dos funciones p(7) y g(7) se define como,
C() = p(7) 5 9(7) = [ plFg(d = F)dF (75)
Donde los limites de integracion dependen de los limites de integraciéon. Se cumple que,
p(7) * g(F) = g(7) * p(7) (76)
El teorema de convolucién nos dice que,
Tlp(F)* g(F)] =T (77)

Aplicando esto a la funcién densidad de estados, llegamos a la ec. 17.

B. Factor de estructura normalizado

El factor de estructura normalizado es una correccién al factor de estructura en la
que se suponen todos los dtomos puntuales en reposo (es decir, elimina las vibraciones
térmicas de los 4&tomos) y en una escala absoluta que facilita su uso y sus aplicaciones. Se

calcula como:

| F5]
Ve

Donde € es un factor que depende de la simetria de la red reciproca y, X = ijzl sz.

|Ex| =

(78)

Otra manera de calcular el factor de estructura normalizado a partir de las amplitudes

observadas es:

=

|52, 2
E“ _ obs 79
il (K’ezrp(—QBSQ)Zleff (79)

Donde s = sinf/\, K’ es el reciproco del factor de escala y B el factor de temperatura,

que modela el efecto del movimiento vibratorio de los &tomos debido a su energia.
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C. Probabilidad del triplete

Para una estructura no centrosimétrica con N atomos iguales, tenemos que el factor

de estructura normalizado se puede escribir como:

E; = \/_ Z exp(2mihi;)

(80)
= \/1N Z exp(ZWiEﬁ)exp(Zm(ﬁ /Z Z &
=1

Considerando que todos los puntos de la celda unidad tienen la misma probabilidad de
estar ocupados por un 4tomo, las variables 7; y &; son aleatorias, y haciendo uso del

teorema del limite central,
(Ep) = TN > (&) (81)
Con varianza,

o= 2> () — (&) (52)

Donde, si las dos exponenciales son independientes,
(&) = (eap(2mikiiy)) (exp(2mi(h — k)7F)) (83)

Podemos escribir,

E; = \/1NN(exp(27rilgf})> (84)

[gualmente,

By = jNMexp(Qm‘(E —Br) (85)

Y obtenemos

EiE;_;
(&) =—"5" (86)
N EgFp g _ BiBy g

(87)

Z VN
El factor de estructura lo podemos dividir en una parte real y otra imaginaria, E; =

Ay +1B; donde, de acuerdo con lo anterior,
1
(Ap) = WIEEEEM cos(y; + 5_g)
1 .
(Bp) = ﬁ!E,;E;L,,;I sin(eg + ¢5_7)
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Utilizando las relaciones trigonométricas para el seno y coseno de una suma de angulos,

tenemos que,

s
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el
|
el
N—
SH
SN—
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I
-

[cos(2mkT;) cos(2m(h — k)7;) — sin(2mk7;) (2 (h — k)7;)] (89)
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Con una varianza,

La probabilidad condicional P(Ay, By|EzEr_ 1) se puede expresar como el producto de las
distribuciones de Aj y B;. Asi, la probabilidad de que Aj; se encuentre en el intervalo Aj

y A; + dAj, y andlogamente para Bj, es:
1
P(Ag, Byl EgEy ) = —exp{=[(A; = (A5)” + (B; — (B))*} (91)

La expresion anterior nos da la probabilidad de que Ej esté en un area de superficie
dS = dApdB;y en el plano complejo, o de otra forma, dS = |Ej|d|E};|dyy. Tenemos
entonces,
PUE, o1l Ees By o) = Pl eap(—[|E
il @il B By _g) = = Feap{~[| B cos o5
1
~ 7 il cosleg + ol
. 1 .
— [|Ej|sin ¢ — ﬁ|EEEﬁ_E| sin(og + 95 7))’} (92)
|E5|
= —reap{=[|E;|" + (1/N)| EgE;_i°]}

x exp[(2/VN)|Ez B E;_z| cos(o; — o5 — ¢ i)l

Como Ej es conocido, sélo nos interesa la probabilidad P(y;) = P(¢;||Ex|, Bz Ey_z), la
cual se obtiene dividiendo la ecuacion anterior por su integral con respecto a ¢y.
exp(Gy;y cos i)
P(y;) = hk hk (93)

J7 exp(Grp cos Prr)des:
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Si sustituimos la integral por su valor, L = 2¢(Gj;) llegamos a la expresion que utilizamos

en el apartado 6.2.
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