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Motivacion, sinopsis y objetivos

El sistema fisico objeto de nuestro estudio en el presente trabajo no existe mas que
como una mera abstraccion mental. La naturaleza no es tan simple como los modelos
que, habitualmente, somos capaces de describir analiticamente. No obstante, y, ;por qué
no decirlo?, sorprendentemente, una simplificacion conceptual tan radical como la que
plantea el Modelo de Ising ha permitido una resolucién exacta a un problema ideal que
explica multitud de fenémenos relacionados con las transiciones de fase que observamos
en diversos sistemas reales (aunque, originalmente, fue planteado para explicar el ferro-
magnetismo, y el modelo solo presenta transicién de fase para 2 6 més dimensiones).

De todos los comportamientos que pueden analizarse a partir de este modelo, el que
ha motivado la elaboracién de este trabajo es el estudio de la respuesta de un sistema de
N espines descrito por el hamiltoniano de Ising a un salto finito de temperatura (en el
régimen de respuesta no lineal).

Una vez enmarcado nuestro trabajo indefectiblemente en el corazén de la Fisica Es-
tadistica, es pertinente exponer, en primer lugar, una sucinta revisién de algunos conceptos
fundamentales de la teoria de variables estocasticas y procesos estocasticos en el capitulo
1. Posteriormente, presentamos y discutimos los calculos analiticos de la respuesta no
lineal en el capitulo 2. Por otra parte, el capitulo 3 trata la respuesta no lineal median-
te simulaciones numéricas de la ecuaciéon maestra que gobierna la dinamica del sistema,
utilizando el método de Metrépolis. Finalmente, exponemos las principales conclusiones
de nuestro trabajo en el capitulo 4. El apéndice presenta algunas figuras adicionales y los
anexos contienen los scripts de MATLAB que se han desarrollado y usado para obtener
los resultados numéricos en este trabajo.



Capitulo 1

Introduccion teorica

1.1. Revision de los procesos estocasticos

Trataremos de explicar los fundamentos matematicos de los procesos estocasticos.
Seguiremos, en gran medida, el planteamiento propuesto en [1] de los capitulos I, III, IV
y V, obviando ciertas cuestiones que se salen de la tematica de nuestro trabajo. Si bien
no nos adentraremos a un nivel profundo en la Teoria de la Probabilidad, abordaremos
los conceptos que son necesarios entender para un tratamiento profundo de los procesos
estocéasticos en Fisica, como son las funciones de espin en el modelo de Ising con la
dinamica de Glauber.

1.1.1. Variables estocasticas

Definir una variable estocastica X consiste en determinar su espacio muestral y la
distribucién de probabilidad asociada a éste.!

El espacio muestral S de una variable estocastica es el conjunto de valores que ésta
puede tomar. Este espacio puede ser discreto (cara y cruz, espin +1 6 -1,...), continuo (una
componente de la velocidad de una particula Browniana,...), continuo-discreto (la energia
de un electrén en presencia de nicleos a los que estd ligados,...) o multidimensional (N
espines, cada uno pudiendo valer +1 6 -1,...).

A cada uno de los elementos que componen el espacio muestral le asignamos un nime-
ro real no negativo mediante la funcion de densidad de probabilidad o distribuciéon de
probabilidad P (z). Que sea no negativo es coherente con nuestra nocién intuitiva de la
probabilidad: (n? casos favorables/n casos posibles)>0. Ademds, P (x) debe estar norma-
lizada para que la probabilidad de que X tome un valor cualquiera de los que componen
el espacio muestral sea igual a 1.

También es de interés la funcién de distribucién acumulada (el nombre més comun
entre los fisicos) o funcién de distribucién de probabilidad P (z), que nos da la probabilidad
de que X tome cualquier valor menor o igual que x. Esta funcion es la preferida por los
matematicos ya que presenta menos problemas de regularidad que P (z) = dP (z) /dx

1Para una definicién mateméticamente més rigurosa de variable estocdstica y demds conceptos sobre
la Teoria de la Probabilidad véase la Ref. [2].
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Discreto Continuo
S zi;1=1,2,...,n (neN, e.g., n — 00) e.g.: IeR; Vxel
P(x) >0 S pid (o — ;) Prob(a < <b) = [ dzP (x)
P (z) S dyP (y) = 2211, pi© (z — ;) S5 dyP (y)
Normalizacién S pi=1 [T dzP (z) =1

Tabla 1.1: Expresiones del espacio muestral S, la distribucién de probabilidad P (x), la
funcién de distribucién acumulada P (z) y la condicién de normalizacién para el caso
discreto y continuo. © (x — z;) es la funcién de Heaviside. En el caso continuo, P (z) debe
ser una funcion integrable.

(las condiciones de derivabilidad de una funcién son mas exigentes que las condiciones de
integrabilidad). Los fisicos, generalmente, encontramos mas intuitiva a P (z), ya que se
ajusta mejor a la idea frecuentista de probabilidad que ya hemos comentado.

Es importante conocer en muchas ocasiones, también, el valor esperado de una funcion
de una variable estocastica f (X), definido como

+00
(f (X)) :/ def (z) P (2). (L11)
Un caso particular de valor esperado son los momentos m-ésimos fi,,, que definimos me-
diante .

oy = (XY = / dex™P (x), (1.1.2)

o
y que nos dan informaciéon sobre la forma y extension de la distribucion de probabilidad,
siendo los més significativos los momentos de orden mas bajo. Podemos, incluso, definir
combinaciones de momentos como la varianza o2

0* = (X — (X)) = o — i, (1.1.3)

que es el cuadrado de la desviacion estandar o. Esta ultima nos da una medida de cuanto se
aleja la probabilidad de la media p; o “centro de masas” de la distribucién de probabilidad
P (z).

Otro caso particular de valor esperado que tiene relevancia es la funcion caracteristica
de la variable estocastica X

G (k) = (") = /Idx e*r P (z), (1.1.4)

con rango I (I pueden ser todos los niimeros reales o un subconjunto de ellos) y que, si
recordamos la condicién de normalizacion de la Tabla 1.1, vemos que cumple las propie-

dades
G(0)=1; |G(k)| <1 (1.1.5)
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Nos damos cuenta que la ecuacién (1.1.4) puede expresarse, segun la definicién (1.1.2) y
la serie de Taylor de la exponencial, como

m/!
—0

Gk)=) (ik)mum. (1.1.6)

Es légico, entonces, el nombre de funcién generadora de momentos con el que denomina-
mos a G (k) en (1.1.6), ya que los coeficientes de su expansion de Taylor son los momentos
que definimos en (1.1.2). Pero no acaba aqui la importancia de G (k). Esta funcién también
sirve como generadora de los cumulantes k,,

InG (k) = i G (1.1.7)

Los cumulantes son ciertas combinaciones de los momentos?

K1 = p1; K2 = flg — J = 073 K3 = i3 — 3piaply + 2407

(1.1.8)
Ka = pa — dptspn — 33 + 1209017 — 6411

Toda esta discusién sobre la funcién caracteristica se cierra con la relacién que se infiere
de la ecuacion (1.1.4), a saber,

oo

Px) = i/ do G (k) e %, (1.1.9)
2 J_ o

lo que deja ver que la funcién caracteristica es la transformada de Fourier de la funcion

P (z), que coincide con la distribucién de probabilidad dentro de I y se anula fuera de

ese intervalo.?

Continuamos esta discusion tedrica, a continuacion, generalizando algunos de los as-
pectos comentados hasta ahora para el caso de varias variables. Sea, entonces, la variable
multidimensional X que presenta r componentes X1, X», ..., X, cada una de ellas definidas
en el mismo espacio muestral S. La distribucién de probabilidad conjunta P, (z1, xs, ..., x,)
sera, entonces, la densidad de probabilidad de que X; valga x1, X5 sea o, y asi sucesi-
vamente hasta r. Si queremos saber la distribucion de probabilidad de que s < r com-
ponentes presenten los valores zq, ..., x,, independientemente de lo que valgan el resto
de r — s componentes X1, ..., X,, entonces tendremos que integrar la distribucion de
probabilidad conjunta sobre las variables x4, ..., z, cuyo valor nos es indiferente:

P (xy,...,x5) = /d:vsﬂ...derr (T4, ooy Ty T 1y eeey Tyr) (1.1.10)

a la que denominamos distribucién marginal.
Si pensamos calcular la distribucién de probabilidad conjunta de s < r variables,

2La expresién general de los cumulantes, a partir de la definicién de serie de Taylor, es k,, =
4™ (G (k) /d (k)" |, _
3Para una discusién mds pormenorizada de la diferencia entre P (z) y P (x), véase [1], seccién 1.2.
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esta vez considerando que cada una de las variables X1, ..., X, presenta un valor deter-
minado (justo lo opuesto a la distribucién marginal), estaremos hablando del concepto
de probabilidad condicional, denotado Pyj,—s (21, ..., s|Zst1, ..., ¥,). Segun las definiciones
de distribucion marginal y probabilidad condicional, es intuitiva la relacion entre ambos
conceptos que nos enuncia el Teorema de Bayes

Po(x1,...,0,) = Prg (Tsq1s oo, @) Popes (21, oy Ts|Tsg1s o, )
P (21, 2) (1.1.11)

P_g(gyr, oy )

= Pypos (X1, o, T|Ti1, oy ) =

Existe una condiciéon particular sobre la distribucion de probabilidad conjunta
P, (z1,xs,...,x,) que implica que las variables Xi,..., X5 v Xsy1,...,X; (s < r) no se
relacionan de ninguna manera entre si, es decir, son estadisticamente independientes.
Esta condicion es

P (z1,...;x.) = Py (21, .., @s) Pr_g (Tsy1y -y ) - (1.1.12)

Pero si se cumple la condicion (1.1.12), entonces el Teorema de Bayes (1.1.11) se simplifica,
resultando que
Por_s (1, 000y Ts| o1, ooy ) = Py (21, ..., 24) (1.1.13)

lo que es consistente con que las variables {Xi,..., X} v {Xsi1,..., X} (s < 7) no se
afecten de ninguna manera entre si, siendo estadisticamente independientes.

Es el momento de exponer las expresiones andlogas a (1.1.2), (1.1.4), (1.1.6) y (1.1.7)
en el caso de la distribucion de multiples variables:

Momento my, mo, ...m,-ésimo de una distribucién de r variables:

(XX X = /dxldxg...dxrlexgnQ...x;”TP(xl,xg, ey Xp) (1.1.14)

s Funcién caracteristica de una distribucién de r variables:

G (kla ]{32, o kr) _ <ei(k1X1+k2X2+...+err)> ) (1115)

Funcién generadora de momentos de una distribucion de r variables:

G (ky, o, o ) = i (iky)™ (ika)™ ... (ik,)™

mi,m2,...,mr=0

XX Xmey
my!lmo!...m,! (XX e

(1.1.16)

Funcién generadora de los cumulantes (denotados ((X{" X3"..X™"))) de una dis-
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tribucion de r variables:

G (ki ko, k) = Y (k) (ko) 7 (R) T e yoma ey

mqlms!...m,!

mi,mz,...,mp=0

(1.1.17)

El concepto de varianza se generaliza a r dimensiones mediante la matriz de covarianza,
que viene definida por

({(XiX;)) = ((Xi = (X)) (X; = (X;))) = (XiX;) = (X3) (X5), (1.1.18)

en donde 7 y j toman los valores desde 1 hasta r. Los elementos de la diagonal de la matriz
(i = j), recordando la definicién (1.1.3), son las varianzas de cada una de las variables X.
El resto de elementos (i # j) se denominan covarianzas. Podemos, también, normalizar
la expresién (1.1.18), lo que nos da lugar a los coeficientes de correlacién

(XiX5) (XiX;) — (Xi) (Xj) ‘
JOxa (G (X2 — (0% (X2) - (X))

Estas definiciones nos sirven, ademds, para expresar diversas condiciones de indepen-

(1.1.19)

]

dencia estadistica de manera muy simple. Exponemos, para el caso r = 2, 3 condiciones
que determinan, cada una de ellas, la independencia estadistica entre X; y Xo (sélo es
necesario que se cumpla una de las tres para que se dé la independencia estadistica):

a) Factorizacion de cualquiera de los momentos: (X" X3") = (X7™) (X35").

b) Factorizacién de la funcién caracteristica: G (ki, k2) = Gy (k1) G2 (k2).
Cuando se cumple esta condicion, vemos claramente la ventaja de usar cumulantes
en vez de momentos cuando trabajamos con variables estadisticamente independien-
tes X7 y Xy porque

In (G (k1, ko)) = In (G (k1) Ga (ko)) = In (G (k1)) + In. (Gs (ks)),  (1.1.20)

es decir, la funcién generadora de los cumulantes de una distribucién de 2 variables es
la suma de las funciones generadoras de los cumulantes de cada una de las variables
X1 y Xg.

¢) Los cumulantes son nulos si my y my difieren de 0: ((X7" X35")) = 0si my y mg # 0.

No obstante, hay situaciones en que no son necesarias condiciones tan estrictas como
las que determinan la independencia estadistica, y es suficiente con que se cumpla
((X1X2)) =0, lo que significa que X; y X» estdn descorrelacionados.

Consideremos ahora la suma de 2 variables estocasticas Y = X;+X5. Si su distribucion
de probabilidad conjunta es Px (x1, z3), para calcular la probabilidad de que Y esté entre



1.1. REVISION DE LOS PROCESOS ESTOCASTICOS 7

y e y+ Ay habra que integrar la probabilidad conjunta sobre x; y x5 con las restricciones
de que su suma esté en el intervalo deseado

Py (y) Ay: // PX (1'1,1172) dafldllﬁ'z. (1121)
y<zi1tz2<y+Ay

Pero si dividimos por Ay y tomamos el limite Ay — 0 aparece la delta de Dirac que
impone que la suma de las dos variables sea y

Py (y) = //5(% + 9 — y) Px (21, x3) dvidy = /PX (r1,y — x1)dry,  (1.1.22)

lo que se convierte, recordando (1.1.12), en la convolucién de sus probabilidades indivi-
duales cuando X; y X3 son variables independientes

Py () = /PX1 (21) Py, (y — 21) dr. (1.1.23)

Pero no solo es importante el hecho de que aparezca la convolucion. En este caso particular,
las expresiones de los momentos se simplifican notoriamente.* Exponemos, primero, la
identidad universal

(V) = (X1) + (Xy), (1.1.24)

valida tanto si X; y X5 son independientes como si no lo son. Si X; y X5 estan descorre-
lacionadas, se tiene que

{0+ X0))) = (X)) + ((X2)) & 02 = 02, + 0, (1.1.25)
y si Xj y X5 son independientes, recordando (1.1.20) tenemos

A continuacién, definimos la distribucién gaussiana. Nos detenemos en ella porque su
relevancia va a hacer que aparezca en muchas situaciones en estadistica, como veremos
mas adelante. Esta distribucion se define como

2
P(z) = (270%) " exp [—@2—’;1)] ,  —o00<ax<+00, (1.1.27)
o

en donde p; representa el valor medio y ¢? la varianza de la distribucién. Ademés, otra
caracteristica muy importante de la distribucién gaussiana es que sus cumulantes se anulan
a partir del tercero, es decir,

Ki= i1} Ko = 0% kg = ky = ... = 0. (1.1.28)

Esta propiedad (1.1.28) simplifica la funcién caracteristica de la distribucién gaussiana

4Sus expresiones pueden deducirse a partir de la definicién (1.1.14).
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que, segun (1.1.7), nos quedaria como

2

G (k) = k=3 (1.1.29)

A continuacién, exponemos otra de las propiedades mas destacadas en relacion a las
distribuciones gaussianas, a saber, el Teorema de limite central. Supongamos que hay
r variables estocasticas independientes X, Xs, ..., X, cada una de ellas con la misma
distribucién gaussiana de probabilidad con media 0 y varianza o2. Si tenemos en cuenta
(1.1.25) y (1.1.27), podemos escribir la distribucién de probabilidad de la suma Y de estas
variables

Py (y) = [27r0?] " exp {— v ] . (1.1.30)

2rg?

Para quitar la dependencia lineal de la varianza de Y con r podemos definir una suma
escalada con +/r en el denominador, de tal manera que al aplicar el resultado (1.1.25)
desaparezca la dependencia con r

X+ Xt X,

A
\/F Y

(1.1.31)

y, por lo tanto,
2

Py (2) = [270%] P exp {—%} , (1.1.32)

es decir, obtenemos que la suma escalada de estas r variables estocasticas también presenta
distribucién de probabilidad gaussiana de media 0 y varianza o2. No obstante, lo que
afirma el teorema de limite central va méas alld porque dice que, incluso si Px () no es
gaussiano, en el limite r — oo la igualdad (1.1.32) sigue siendo cierta.

Con la teoria que llevamos expuesta podemos demostrar el resultado de este teorema.
Para ello, recurrimos a la definicién de funcién generadora de momentos (1.1.6), que nos
sirve, en este caso, para escribir los dos primeros términos no nulos de la serie

1
Gx (k)=1- 50%2 + oy (1.1.33)

dado un Py (x) cualquiera, con la tinica condicién de que tenga media 0 y varianza o?.
Como una de las condiciones iniciales es que las r variables estocésticas eran independien-
tes entre si, segtiin (1.1.20), la funcién caracteristica total factoriza, es producto de las r
funciones caracteristicas de X, Xs,..., X, iguales

G (k) = [GX <%)} - [1 - C’;’ﬂr. (1.1.34)

Si tomamos el limite para » — oo como nos dice el teorema, tenemos que

r—00 or

21.277
Ifm Gy (k) = [1 _ ok } = 27K, (1.1.35)
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lo que representa la funcién caracteristica de una gaussiana, como explicamos en (1.1.29).

1.1.2. Procesos estocasticos

Una vez definido el concepto de variable estocastica, podemos generar infinitud de
variables a partir de ella si la mapeamos con una funcién f. Si esta funcién f es, ademaés,
funcion de otra variable t,

Yx (t) = f(X,t), (1.1.36)

tenemos lo que se denomina una funcion aleatoria. En fisica, t suele referirse al tiempo y
entonces lo llamamos proceso estocastico. Si insertamos un posible valor concreto = de la
variable X estaremos llevando a cabo una realizacién o funcién de muestra del proceso.
El conjunto de estas posibles funciones de muestra configuran el proceso estocastico.

Seguidamente, exponemos definiciones similares a las que comentamos en la secciéon de
variables estocasticas. En primer lugar, comenzaremos con el valor medio de un proceso
estocastico

¥ (1) = /dm Y, (t) Py (2), (1.1.37)

que generalizamos escribiendo el n-ésimo momento

(Y (t1)Y (t2) .Y (tn)) = /de; (t1) Yz (t2) ...Y, (t,) Px (z) . (1.1.38)
De manera similar a la varianza, definimos la funcién de autocorrelacion

F(t ) = (Y (0) Y (2)) = (Y (1) = (Y (@) [Y (t2) = (Y (12))])

= (Y ()Y (t2)) — (Y (t1)) (Y (t2)) (1.1.39)

Si suponemos que t; > ty, lo que nos ofrece esta funcién es informacién sobre la corre-
lacion del proceso estocastico en t; con una copia retrasada de la misma en t,. Parece
intuitivo que, al menos para algunos sistemas, existe un intervalo de tiempo limite que
si se sobrepasa, ya no existe correlacion entre la funcién evaluada antes y después de ese
intervalo. A este tiempo se le denomina tiempo de autocorrelacién 7.. Los procesos con
valores no finitos de 7. siempre se ven influidos en cualquier instante ¢ por todo lo que ha
sucedido antes.

Ahora que tenemos la variable temporal en nuestras magnitudes, es natural que apa-
rezca el concepto de proceso estacionario, que se da cuando todos los momentos son
invariantes ante traslacion temporal, esto es,

Y (t+7)Y (ot 7)Y (b +7) = (Y (1) Y (t2) .Y (£,)). (1.1.40)

En particular, si el proceso es estacionario, la media (Y') serd independiente del tiempo y
podemos trabajar siempre con un proceso de media cero

Y(t)=Y (t) - (V). (1.1.41)
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Abordamos ahora el caso en que Y () presenta r componentes Y; (t) (j =1, 2,..., 7).
Tenemos, entonces, la matriz de correlacién, en vez de la funcién de correlacién (similar
a la matriz de covarianza), que se define

Ky (t,t2) = (Y (1) Y (£2))) (1.1.42)

Sus elementos diagonales son las autocorrelaciones y el resto las correlaciones cruzadas.
Fijandonos en (1.1.39), la expresién de la matriz de correlaciéon se simplifica cuando nues-
tro proceso sea estacionario y de media cero porque

Kij (1) = Y (1) Y; (t+ 7)) = (Y; (0) Y] (7)), (1.1.43)
y contando, ademés, con la propiedad
Kij (1) = Kji (=7), (1.1.44)

cuando el proceso es estacionario.

1.1.3. Procesos de Markov

El sistema de estudio en nuestro trabajo sigue un proceso de Markov, que es un tipo de
proceso estocastico que procedemos a explicar. Para la definicion de proceso de Markov es
necesario utilizar el concepto de probabilidad condicional (véase (1.1.11)) y el de proceso
estocdstico (véase (1.1.36)). Y es que el proceso de Markov es un tipo particular de proceso
estocéstico Y, en el cual se cumple la propiedad de Markov

Prin—1 (Uns talyr, tri s Yn—15 tne1) = Pijt (Uns ol Yn—1,tn-1) , (1.1.45)

en donde hemos considerado que t; < t5 < ... < t,. Lo que significa (1.1.45) es que
la probabilidad condicional de que nuestro proceso estocastico tome los valores y, en el
instante t,, depende exclusivamente de los valores y,,_1 que tenia en el instante t,,_;. Por
lo tanto, todos los valores por los que ha pasado nuestro proceso de Markov para tiempos
menores que t,,_; no afectan en absoluto a los valores que toma en el tiempo t,. Teniendo
en cuenta esto, es razonable que denominemos los procesos de Markov como procesos
carentes de memoria. También parece logico el nombre de probabilidad de transiciéon con
el que denominamos a Py);; esta probabilidad nos va a dar informacién sobre el cambio
del valor de Y del tiempo ¢,,_1 a i, .

La propiedad (1.1.45) lleva a que cualquier proceso de Markov esté completamente
determinado por P (y1,t1) y Piji (Y2, t2|y1,t1). Lo ilustraremos tomando n = 3,

Ps (y1,t15 92, ta; ys, t3) = Pa (Y1, t1; Y2, t2) P2 (ys, t3lyr, 1 y2, ta)

(1.1.46)
= Py (y1,t1) Pip (2, ta|yn, t1) Pip (s, tsya, ta)

aunque es valido para cualquier valor de n € N. Queremos obtener una identidad que
cumple siempre la probabilidad de transicion de cualquier proceso de Markov. Para ello,
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integraremos ambos miembros de la igualdad (1.1.46). Si recordamos la definicién de
distribucién marginal (1.1.10), estableciendo ¢; < ty < t3, entonces nos queda

Py (y1,t15y3,t3) = P1(y1,t1) /dy2P11 (Y2, talyr, t1) Pipp (s, t3|y2, ta) - (1.1.47)

Dividimos (1.1.47) ahora por P; (y1,t1) en ambos miembros. Recordamos el Teorema de
Bayes (1.1.11) y nos queda

Pij (ys, tslyn, t) = /dy2P1|1 (Y3, t3|ya, t2) Pin (Y2, talyr, th) (1.1.48)

que se denomina la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Matizamos que esta ecuacion
sigue siendo valida cuando y es un vector de r componentes y cuando y solo toma valores
discretos, en cuyo caso la integral se convierte en un sumatorio.

Por lo tanto, sabemos por (1.1.46) que cualquier proceso de Markov estéd determina-
do por Py (y1,t1) ¥ Piji (Y2, t2|y1,t1). Ademds, estas dos cantidades deben satisfacer una
ultima relacién

Py (y2,t2) = /dyle (Y2, talyr, t1) Py (y1,t1) (1.1.49)

que es una ecuacion de consistencia, que nos dice simplemente que P; se puede obtener
marginalizando P. A la inversa también es cierto, es decir, cualesquiera 2 funciones que

cumplan las condiciones (1.1.48) y (1.1.49) determinan de manera univoca un proceso de
Markov.

Al igual que en la seccion de procesos estocdsticos, estudiaremos los procesos estacio-
narios, en este caso, los procesos de Markov estacionarios. En el proceso de Markov, la
cantidad que establece el desarrollo futuro del mismo es P;j;. Cuando se alcanza el estado
estacionario, P;; no puede depender de los 2 tiempos ¢; y t3, porque entonces cada par
cualquiera de instantes equiespaciados no serian equivalentes entre si, algo que contradice
la nocién de estacionario. Es por eso que Pj; solamente depende del intervalo temporal
T =ty — t; y la denotaremos

Pii (Y2, talyn, t1) =15 (olyn), 7=t —ta. (1.1.50)

Si sustituimos (1.1.50) en (1.1.48), teniendo en cuenta que 7 = t3 — to, llegamos a

i (y3|y1) = /dyQTT/ (?J3|y2) T (y2|yl) ) (7', 7> 0) ) (1-1-51)

que es la ecuacién de Chapman-Kolmogorov en el estado estacionario. También podemos
escribirla (entendiendo la integral como el producto de dos matrices) como

TT+T/ = TT/TT, T, 7 > 0. (1152)
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1.1.4. La Ecuacion maestra

La ecuacién maestra se deduce a partir de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
(1.1.48), tomando el limite de 7" — 0. Se tiene que®

T (y2lyr) = (1 —ao (Y1) 7) 6 (y2 — 91) + 7' W (yalyn) + 0 ('), (1.1.53)

en donde W (ys|y1) es la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo de y; a yo, con
lo que no puede ser negativo
W (y2ly1) = 0, (1.1.54)

y debe cumplir con la normalizacién [ dys Ty (ya|y1) = 1, por lo que

ao (Y1) = /dyQW(yglyl). (1.1.55)

Por tanto, tenemos ag (y1) como término que indica la probabilidad de salida del estado
y1 en el tiempo 7'y (1 — ag (y1) 7') como la probabilidad de permanencia en el estado y;
en 7.

Una vez que tenemos la expresién de Ty (y2|y1) en el limite 77 — 0 lo que nos queda
es introducirla en la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Reescribimos, primero, (1.1.48)
con la nueva notacion

Trvr (yslyn) = /mer (y3ly2) Trr (y2ly1) - (1.1.56)

Sustituimos (1.1.53) en (1.1.56)

Ty (yslyn) = [1 — o (y3) 7' Tx (y3ly1) + T’/dyQW (yalya) T (y2ly1) - (1.1.57)

Si dividimos entre 7/ en el limite 7/ — 0, teniendo en cuenta la definicién de derivada, y
aplicamos (1.1.55) a (1.1.57), nos queda

Trir (y3lyr) — - (yslys)
7-I

d .
ETT (yalyr) = Tl}gno

(1.1.58)
— [ s W (anlo) T (o) = W (3l) 7 (o)
No obstante, es méds comun expresar (1.1.58) como
aP 7t ! / / !
D [y 0 ) P 0) — W (/) P (0., (1159

que es la ecuacion maestra para una variable de rango continuo Y. Debemos entender la
solucién de esta ecuacién P (y,t) como la probabilidad de transicion T;—y, (y|y1) del pro-
ceso de Markov, dados los valores iniciales t; e y; cualesquiera, que viene completamente

SVéase c6mo se obtiene (1.1.53) en la Ref. [1].
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determinada por ¢t > t; y la condicién inicial P (y,t1) = § (y — y1). Aunque hemos dedu-
cido (1.1.59) para la probabilidad de transicién, también es valida para la distribucién de
un tiempo P (y,t), como sugiere nuestra notacion simplificada. En este iltimo caso, la
condicién inicial ya no es una delta de Dirac, sino la condicién inicial para la distribucion
de un tiempo P, (y,0).

Si el rango de Y es discreto, entonces las integrales se convierten en sumatorios y la
ecuacion maestra quedaria

dpy, (t)
dt

= Wanpw (£) = Wampy (£)] . (1.1.60)

n

Esta notacién nos facilita la compresion del significado de la ecuacion maestra. Lo que

representa esta ecuacion es la variacion con el tiempo de la probabilidad de presencia en

dpn (t P . ) .
el estado n (%()). Los dos términos compiten entre si, provocando efectos contrarios

en este cambio de la probabilidad con el tiempo. El primero es el término de ganancia
debido a las transiciones desde otros estados n’ a n y el segundo es de pérdida debido a
las transiciones que se producen desde n a otros estados n’.

Podemos, ahora, simplificar la notacién de la ecuaciéon maestra introduciendo las ma-
trices de clase W, que vienen definidas segin

Wnn’ - Wnn’ - 5nn’ E Wn”n 5 (1161)
,n//
una definicién que nos permite escribir la ecuacion maestra de manera mas compacta

Po(t) = Wowpw (t) = p(t) = Wp(t). (1.1.62)

Su solucién puede escribirse formalmente, dadas las condiciones iniciales pj, (0), como
p(t)=e"p(0). (1.1.63)
Toda matriz que cumpla las propiedades®

W >0 para n # n’, Z W =0 para cada n/, (1.1.64)

es una matriz de clase W, y de esto podemos obtener muchas propiedades. Por ejemplo,
de (1.1.64) se deduce que toda matriz de clase W tiene uno o varios autovectores asociados
al autovalor 0

Wo = 0. (1.1.65)

Es ilustrativo también mencionar varios tipos de matrices W en funcion de su estructura.

6Las propiedades que vamos a comentar son vélidas para dimensién finita de las matrices W, y en
ocasiones, para sistemas cuyo rango es infinito numerable o continuo.
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Uno de ellos es la matriz decomponible

W= ( ‘s ) ) , (1.1.66)

que representa 2 sistemas completamente independientes el uno del otro en tanto que las
probabilidades de uno no afectan a la evolucion del otro. Otro tipo de W que comentamos
es la incompletamente reducible

W = ( Ig g ) , (1.1.67)

en la que ya sf afecta b a la evolucién de a, pero no a la inversa (compruébese con (1.1.62)),
de tal manera que a los estados de b los llamamos transitorios y a los de a absorbentes.
Yendo un poco mas alla, de manera analoga, tendriamos la matriz partida

A 0 D
wW=|0 B E |, (1.1.68)
00 C

en donde los estados transitorios son los de ¢, que serian absorbidos por los de a y b. Pero,
en todos los casos, cuando t — 0o, todas las soluciones de la ecuacién maestra tienden a la
solucién estacionaria (o a las soluciones estacionarias en caso de matriz incompletamente
reducible o matriz partida).”

La ecuacién maestra (1.1.60) ya nos ofrece cudl es la ecuacién que debe satisfacer un
sistema en estado estacionario, ya que, por definicién del mismo

dpn (t) e e
S =0= Z WS = (Z WM> . (1.1.69)

Lo que establece esta ecuacion es que la suma de las transiciones de estados n’ a un estado

n debe compensarse con las de n al resto de estados n’, una propiedad que cumplen todos
los sistemas en estado estacionario. La condicién que va un paso mas alld de la recién
comentada, que se cumple para cada par de estados n y n', es

W Dy = Winmph,, (1.1.70)

y se denomina balance detallado.® Esta propiedad se da en los sistemas fisicos, cerrados,
aislados y finitos que cumplen ciertas restricciones.” Ademds, parece seguir la idea intuitiva
que tenemos al pensar en el estado de equilibrio de varias reacciones quimicas que se dan
a la vez, porque las reacciones en un sentido tienen que compensarse con las que se dan en
sentido contrario para que se dé el equilibrio, y bloquear una de las reacciones no afectara

"La demostracién de esta propiedad de la ecuacién maestra se puede encontrar en [1].
8La prueba del balance detallado en sistemas cldsicos cerrados y aislados puede verse en [1].
9Véase la Ref. [1], seccién V.6 para mayor detalle.
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al equilibrio ni la velocidad de las otras reacciones. Si se cumple el balance detallado se
dard también (1.1.69), pero no a la inversa.

Cuando se cumple balance detallado estamos anadiendo una nueva condicién (de cierta
simetria) a las matrices W, aparte de (1.1.64) y (1.1.64). Lo que queremos comprobar,
a continuacién, es si, en el caso que se cumpla el balance detallado, es posible expresar
cualquier solucién de la ecuacién p () como una combinacién lineal de autovectores de
W. Si el balance detallado implica que W es hermitica con cierta definicién de producto
escalar, el algebra lineal nos dice que esta matriz puede ser diagonalizada. Escribimos la
ecuacion de autovalores y autovectores de W

Woy, = —\d,, (1.1.71)

en donde ®, son los autovectores asociados a los autovalores —\, que forman una base
como consecuencia de ser hermitica W. A partir de los elementos de esta base se puede
escribir cualquier funcién

p(t) = Z e Pre M = Zp (0) e, (1.1.72)

Tenemos que demostrar es que (1.1.70) implica que W es hermitica. Para ello, definimos en
el espacio de las funciones reales @ (y) el producto escalar entre cualesquiera dos funciones
®, ¥ como

(,0) = /%ﬁy)@)@: (T, ®), (1.1.73)

en donde @ es la distribucién de equilibrio, que es tinica. Segtn (1.1.70) en el caso continuo
y la definicién (1.1.73) podemos expresar el balance detallado como

(®, W) = (I, W) = (W, ¥), (1.1.74)

que es, precisamente, la condicién de simetria para una matriz W.

Con todo esto, ya podemos expresar la solucién de la ecuaciéon maestra en funcién de
la condicién inicial P (y,0), teniendo en cuenta (1.1.72),

Py, t)=>_ Cr(0)®xr(y)e™ =) (®r(y), Py, 0) @x(y) e . (1.1.75)

A

Aplicando (1.1.73) resulta

P(y,t) = Z Dy (y) e / dy'(qlz;‘ EzjiP (v',0)dy'. (1.1.76)

De aqui obtenemos la relacién de cierre

Z Dy go) ((I;;)(y/) —5(y—y). (1.1.77)
A
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1.2. Dinamica del modelo de Glauber

Explicamos en esta seccién la dindmica introducida por Glauber [3] en el Modelo de
Ising. Esta sera la base tedrica de la que partimos en el sistema de espines para el que
vamos a analizar su respuesta no lineal.

1.2.1. El Modelo de Ising

El modelo de Ising propone un sistema compuesto por N particulas interactuantes
con sus vecinas proximas y en contacto (todas) con un foco térmico a la temperatura
T. Estas particulas, colocadas en linea una al lado de la otra sucesivamente,'® vienen
caracterizadas por el espin (0;; j = 1,..., N), que puede tomar los valores +1 6 —1. Para
una representacion grafica de esta variable podemos asignar una flecha apuntando hacia
arriba (1) a 0; = +1 y viceversa (} a 0; = —1).

Asumiremos la siguiente forma para el hamiltoniano del modelo

H (o) = —JZO‘ZO'Z_H, (1.2.1)

en donde J es una constante que proporciona la energia de interaccién entre espines.
Con esta expresion, estamos admitiendo que sélo hay interaccién entre primeros vecinos.
Suponemos, ademas, unas condiciones de contorno periédicas,

Ok+N = Ok, k=1,27...,N, (122)

con lo cual, los primeros vecinos del espin 1 son el NV y el 2, y los primeros vecinos del espin
N son el N—1yell. En equilibrio, la distribuciéon de probabilidades de las configuraciones

—BH(O) H
p(o) = eT X exp (_kB_T> : (1.2.3)

en donde Z es la funcién de particion,

7 = Zexp (ﬁJZU;JlH) . (1.2.4)

Las expresiones (1.2.1), (1.2.3) y (1.2.4) describen el estado de equilibrio de los N espi-
nes de nuestro sistema; recordemos que p(o) no depende del tiempo en la situacién de

de espines es [4]

equilibrio.
Podemos simplificar el sumatorio de la funcién de particion de nuestro sistema (1.2.4),
lo que es un cédlculo estdndar de la Fisica Estadistica [4].!1 Tomando el logaritmo de Z

10En todo el trabajo estudiaremos el caso monodimensional del Modelo de Ising, debido a que refleja
muchas propiedades fisicas interesantes y presenta una complejidad considerablemente menor al multidi-
mensional.

1 Est4 resuelto en el problema 9.3 de la primera edicién considerando que el sistema no tiene condiciones
de contorno periddicas, y por lo tanto los espines 1 y N no interactian entre si. La tnica diferencia entre



1.2. DINAMICA DEL MODELO DE GLAUBER 17

queda
InZ = N{In2+Injcosh (5J)]}, (1.2.5)

una expresién que nos permite obtener la energia de equilibrio promedio [4],

eq — 8ﬁ

By -2 N Jtanh (5J). (1.2.6)

Como el nuestro es un sistema estadistico, el valor de su energia en el estado de equilibrio
presenta fluctuaciones respecto a su valor promedio (1.2.6). Estas fluctuaciones vienen
cuantizadas por la varianza [4],

T = 2 oFE N J?
WR=(E-F,) =24 — yr-_ 7 1.2.7
( 1) op cosh? (B.J) ( )
la cual nos determina el calor especifico de nuestro sistema,
0B,
= = . 1.2.
VEDT T (1.2.8)

1.2.2. Ecuaciones de la dinamica de Glauber

Lo que propone la dindmica de Glauber es una expresién sencilla para la probabilidad
por unidad de tiempo de que el espin j-ésimo cambie de o; a —o;, estando el resto fijos,

1 1
wj (o) = 50 [1 = 5705 (051 + 0j+1)1 , (1.2.9)

en donde «a es una constante con dimensiones de frecuencia y

2J

~ = tanh (kB_T) . (1.2.10)

La expresion (1.2.9) puede tomar 3 formas distintas en funcién de las orientaciones rela-
tivas de los espines j, 7+ 1y j — 1. Si los espines contiguos al j-ésimo son paralelos entre
si y paralelos respecto al j-ésimo,

1

1

wi (a) = e (1=7). (1.2.11)
Si los espines contiguos al j-ésimo son antiparalelos entre si,

1
wj(?) (o) = 50 (1.2.12)

el hamiltoniano de este sistema y el del nuestro es que no aparece el término —Joyoy, con lo cual su
funcién de particién queda Z = 2V cosh™ =1 (8.]).
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Si los espines contiguos al j-ésimo son paralelos entre si y antiparalelos respecto al j-ésimo,

J

w® (0;) = %oz (1+7). (1.2.13)

Siguiendo la definicién de w;, podemos construir la ecuaciéon que determina la evolucion
de la probabilidad p (o, t) como funcién del tiempo: la ecuacién maestra'?

d
Ep(al,.. on,t [Zw] U]] p(o1,...,on,t +ij p(o1,... —0j,...,0nN, ).

(1.2.14)

Esta ecuacién rige la dindmica (estocastica) de los espines de nuestro sistema; tanto para el
estado transitorio de no equilibrio como para el estado final de equilibrio termodinamico.
No es posible encontrar una solucién analitica en forma cerrada de la ecuacién maestra
(1.2.14). Tal solucién nos proporcionaria la informacién més completa posible del sistema,
ya que p(o,t) permite obtener el valor medio de una funcién arbitraria de los espines.
No obstante, hay otras magnitudes derivadas de p(o,t) que simplifican la resolucién
de (1.2.14) y nos aportan informacion fisica importante sobre el sistema, aunque no tan
completa como p (o, t). La primera de estas magnitudes es el valor esperado de los espines

g; (t) = (o (1)) =Y _0;p(01,-0n,1) (1.2.15)
o)

y la segunda es el valor esperado del producto de los espines jk-ésimos (funciones de
correlacién espacial)

rik (t) = (o (¢ => 0,04p (01, 0N, 1) (1.2.16)
{o}

Multiplicando (1.2.14) por o, sumando sobre todos los posibles valores de los espines
y usando (1.2.9) llegamos a las ecuaciones diferenciales acopladas para gy,

d

d (at)qk( )= g (1) + 27 g1 (1) + gesn ()] (1.2.17)

2
Anélogamente, multiplicar (1.2.14) por ¢;oy, sumar sobre las variables de espin y emplear
(1.2.9) nos lleva a las ecuaciones diferenciales acopladas para r;y,

d

Mm,k (t) = 1’7 [T h—1 (&) + 71 (8) F1rjo1, () + 1010 (B)] . (1.2.18)

—27"]'7]€ (t) + 9

1.2.3. Resolucion de las ecuaciones de la dinamica de Glauber

Las soluciones de las ecuaciones (1.2.17) y (1.2.18) presentan caracteristicas esencial-
mente diferentes dependiendo de que el nimero de espines que tenga nuestro sistema sea

12yéase la discusién tedrica en 1.1.4.
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finito o infinito. Comenzamos estudiando las soluciones de (1.2.17) para infinitos espines
(anillo infinito). Para ello, definimos la funcién generatriz

F(\t) = i Mg, (t) . (1.2.19)

k=—o00

Utilizando (1.2.17), deducimos la ecuacién diferencial para F' (), t),

d 1
FOt)=—=F\t)+=yA+XHFO\t 1.2.2
d(at)(’) A+ 57 (A+AT) FD), (1.2.20)
cuya solucién es
1
F(\t)=F()\0)exp {—at+§7 A+ 2N at] . (1.2.21)

La expresién anterior puede expresarse en términos de la funcién modificada de Bessel'®
I,, (z). Si, ademads, consideramos como condiciones iniciales para los valores esperados de
espin gx (0) = d 0, entonces tenemos la expresion cerrada para la funcién generatriz

F(\t)=e i NI, (yat) . (1.2.22)

k=—00

Ahora entendemos la idoneidad en la eleccién de (1.2.19) como funcién generatriz,
porque si lo comparamos con (1.2.22) tenemos

ai (t) = e~ "I, (yat) , (1.2.23)

que es la solucién para el valor esperado del espin k-ésimo en un anillo infinito cuando,
inicialmente, su valor era 1y 0 para el resto de valores esperados (gx (0) = d0). La solucién
general para el conjunto de condiciones iniciales arbitrarias g (0) es, por superposicién

lineal,
(o]

g () =€ > 4 (0) It (yat) . (1.2.24)

m=—0oQ

Planteamos una solucién distinta cuando el ntimero de espines de nuestro sistema es
N finito (anillo finito). En este caso,

q (1) = ACFe ™, (1.2.25)

siendo A una constante. Pero nuestra solucién (1.2.25) debe ser periddica en k con periodo
N para que se ajuste a las condiciones de anillo finito, es decir, (° = (¥ = 1, lo que impone

13Véase [5] para mayor informacién sobre estas funciones.
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que las raices de ( sean

2mm
N

Cm = €exp ( ) , m=0,1...,. N —1. (1.2.26)

Sustituyendo (1.2.25) en la ecuacién (1.2.17) y exigiendo la condicién (1.2.26), los auto-
valores v, asociados a (,, nos quedan

o[t (2] aam

De esta manera, tenemos ya una base ortogonal para nuestro anillo formada por las
funciones q,gm) = exp (%) Con lo cual, cualquier g (t) de nuestro anillo deberd poder
expresarse (recordemos (1.2.25)) como combinacion lineal de los elementos de esta base

— 2mimk
g (1) =D Ap exp ( N vmt> : (1.2.28)

m=0

Las necesarias relaciones de ortogonalidad entre los elementos de nuestra base nos per-
miten encontrar una expresion para las constantes A,,, lo que nos lleva a la solucion
buscada

0 (1) = 5 S0 (0)exp mm (k—1)— vmt} =33 @ (0) ety (ad),

=1 j=—

(1.2.29)
que no es mas que (1.2.24) llevando a cabo la suma en m explicitamente. Esto es
consistente con el hecho de que resolver el anillo finito es equivalente a resolver el
infinito introduciendo valores esperados de espin iniciales peridédicos de periodo N.

Procedemos, a continuacion, a estudiar el caso en el que un espin esta fijo en el tiem-
po. Esto nos ayudara a encontrar la solucion para las correlaciones de espin 7y g4, una
magnitud clave en nuestro estudio de la respuesta no lineal. Si fijamos el espin o¢g = 1, el
sistema de ecuaciones (1.2.17) es vélido para k # 0. En particular, para k = 1, nos queda

d 1

——q1(t) == () + =7 1 +q(F)]. 1.2.30
d((n)ﬂh() Q (t) + 571+ ()] ( )
El término constante en el miembro de la derecha de (1.2.30) convierte a nuestro sistema
de ecuaciones diferenciales en inhomogéneo. Busquemos primero una solucién particular
del mismo. Para ello, pensemos en el estado de equilibrio de nuestro sistema, es decir,
cuando ﬁ% (t) = 0. En esta situacién, nuestro sistema de ecuaciones diferenciales se

simplifica quedando

1
o =57 (@-1+ @), kF0 =1 (1.2.31)
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Proponemos la solucién'*

g = €™ (1.2.32)

al sistema de ecuaciones en diferencias acopladas (1.2.31). Esto obliga a ¢ a cumplir!®
2yl =0 — E—n" [1 - (1- 72)1/2] , (1.2.33)

lo que, segun (1.2.10) concluye con la igualdad

§ = tanh <I€BLT) , (1.2.34)

con lo que podemos reescribir la energia de equilibrio promedio (1.2.6),
E., = —NJE. (1.2.35)

Una vez encontrada la solucién particular de nuestro sistema de ecuaciones diferen-
ciales inhomogéneo, nos queda encontrar la solucion general del sistema homogéneo para
hallar la solucién total como suma de ambas. Pero esta solucién ya la tenemos: es (1.2.24),
con algunos matices. La inhomogeneidad en el sistema de ecuaciones (1.2.17) es introduci-
da cuando fijamos o) =1 = ¢y = 1. Por lo tanto, la ecuacién homogénea la obtenemos
anulando la inhomogeneidad, es decir, imponiendo que ¢o (¢) = 0. Esta condicién divide
nuestras soluciones en k positivos y negativos (conjuntos de soluciones que no se influyen
entre si) con la condicién ¢ (t) = 0, una situacién idénea para utilizar el método de las
imégenes: a partir de la solucién del problema seminfinito (para k > 0y nulo en & = 0), lo
extendemos al problema infinito imponiendo que la funcién sea impar. En nuestro proble-
ma: suponemos unas condiciones iniciales 7, para k > 0 y las opuestas para k negativos
(q_r (0) = —mr; k£ > 0) v qo(0) = 0. El conjunto de condiciones iniciales de la solucién
homogénea se obtendran, por tanto, restando la solucion inhomogénea a las condiciones
iniciales totales, es decir, g (0) — £. Y asi, el valor esperado del espin k-ésimo serd la
suma de la solucién particular inhomogénea mas la general de la homogénea,

o0

g (t) =&+ e [ (0) = &' [Lies (vat) = Ty (at)], k>0, (1.2.36)

=1

teniendo una solucién andloga para k£ < 0.

Si queremos calcular, ahora, la solucién de (1.2.18), es relevante comentar que el estado
inicial de nuestro sistema presenta, a menudo, invariancia traslacional.'® De esta manera,
7% (0) solo depende de la diferencia j — k y podemos escribir las funciones de correlacién,

Cm = Tk,k+m- (1237)

1V éase [5] para mds informacién sobre ecuaciones en diferencias.

5Nos quedamos con la solucién de la ecuacién de 22 grado cuyo valor absoluto es menor que 1, porque
si no, qi divergiria para un anillo infinito.

I6Este no es el caso més general, pero nos sera suficiente para el objetivo de nuestro trabajo. Para més
informacién, véase la Ref. [3].
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El sistema de ecuaciones (1.2.18) para (1.2.37) se convierte en

d(‘it) Con (1) = =2C, () + Y [Cooet () + Croir ()], m#0; Co(t) =1,  (1.2.38)

que no es mas que el que hemos resuelto en el caso del espin fijo (exceptuando un factor
multiplicativo). Por lo tanto, de (1.2.36) se sigue que

Con (1) = €™+ 72> " [C1(0) = &'] [T (2y0) = Ly (27at)], (1.2.39)
Cr(0) =& = [tanh (k;TD)} : (1.2.40)

Hemos llegado, al fin, a la expresiéon que necesitamos para el estudio de la respuesta
de nuestro sistema. Esto es asi porque la respuesta del sistema viene caracterizada por su
valor de la energia en funcion del tiempo, que es, teniendo en cuenta la expresiéon de su
hamiltoniano (1.2.1) y la invariancia traslacional,

E(t)=—NJ{o;(t)oj1(t)) = —NJC, (t)

= Eeq + N Je 2 i [Cl (0) — 51} 11 (2vat) — Ly (29at)]. (1.2.41)

=1

Es facil comprobar que en el limite ¢ — oo, la energfa promedio de nuestro sistema E (t)
relaja a su valor de equilibrio promedio E.,, que es un comportamiento que observaremos
en las simulaciones que hemos realizado y que exponemos en el Capitulo 3.



Capitulo 2

Relajacion de la energia en el
régimen no lineal

La relajacion de la energia en el modelo de Ising con dindmica de Glauber se ha
estudiado en distintas situaciones fisicas de interés, tanto en el régimen de respuesta
lineal cuando los saltos de temperatura son infinitesimales [6] como en el régimen no lineal
cuando los saltos de temperatura son de tamano finito [7]. En este capitulo nosotros nos
centraremos en este ultimo caso.

2.1. Integracion de la jerarquia de ecuaciones

Empezaremos por resolver, nuevamente, la jerarquia de ecuaciones (1.2.39), siguiendo
un planteamiento distinto. Es logico preguntarse por qué hacemos esto, si ya conocemos
su solucién (1.2.41). Hay dos motivos, principalmente. El primero es que alcanzamos un
mayor grado de comprensiéon del problema cuando lo abordamos desde distintas perspec-
tivas. El segundo es que la expresién (1.2.41) conlleva un sumatorio infinito, algo que no
es muy manejable desde el punto de vista numérico, y queremos encontrar una expresion
analoga que sea mas conveniente para su representaciéon numérica.

Recordamos la jerarquia de ecuaciones que tenemos que resolver, a partir de (1.2.38),
C, = —2aC, + oy (Cp-1 + Cria), n # 0. (2.1.1)

Las definiciones (1.2.16) y (1.2.37) nos permiten determinar las condiciones de contorno
que debe cumplir (2.1.1), que son

Co=1,  lim C, =0. (2.1.2)

n—oo

Intuitivamente, estas condiciones son razonables para n — oo porque cuanto mas alejado
esté un espin de otro, tanto menor serd su correlacion, hasta llegar a la completa desco-
rrelacién para espines infinitamente alejados. Para n = 0 es exacto, puesto que o2 = 1.

Aprovechamos la linealidad de la jerarquia de ecuaciones para separar las correlaciones

23
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en dos contribuciones,
Co(t)=C9+ A, (1), (2.1.3)

en donde C% hace referencia a la solucién de equilibrio' de (2.1.1) y A,, a la solucién del
estado transitorio de no equilibrio. Comencemos por las ecuaciones de equilibrio

0=—2aCy" + oy (CiL, + Ci14), (2.1.4)

que representa un sistema de ecuaciones en diferencias acopladas entre si. Proponiendo
como solucién? C% = z™ llegamos, desde (2.1.4), a

0=—2z"+~ (" "+ "), (2.1.5)

—n+1

Si ahora multiplicamos (2.1.5) por z entonces nos queda la ecuacién de segundo grado

2
O=2-"s+l=(—-a)(z—a)=2>— (v +2_ )z +o 0_, (2.1.6)

/‘)/
1 1
re=—%+4/5 -1 (2.1.7)
vV

Por lo tanto, la solucién de equilibrio sera una combinacién lineal de las soluciones (2.1.7)

con soluciones

C =A™ + A_a", (2.1.8)

que debe cumplir sus condiciones de contorno correspondientes.® Precisamente, son estas
condiciones de contorno las que nos permiten determinar los valores que toman las cons-
tantes A, y A_. Por una parte, si recordamos la definicién de v (1.2.10) sabemos que
0 < < 1y, por lo tanto, xy > 1. Como (2.1.6) exige que xyx_ = 1, entonces z_ < 1.
De esta manera,

lim C7=0 = A, =0. (2.1.9)

n—oo

La otra condiciéon de contorno nos permite determinar A_, que es
Cyl=1=A_, (2.1.10)

lo que nos lleva a obtener la correlacion de equilibrio que buscabamos:

C =" =¢" = (—%) , (2.1.11)

igualdad que se demuestra facilmente utilizando identidades trigonométricas. Pasemos al

'Es decir, la solucién en la que las funciones de correlacién son independientes del tiempo: dC%?/dt = 0.

2Para mas informacién sobre ecuaciones en diferencias, véase la Ref. [5].

3 Asumimos las condiciones de contorno del problema total para las ecuaciones de equilibrio, es decir,
Cs? = 1; limy 00 C¢7 = 0. De esta manera, teniendo en cuenta (2.1.2), dejamos las condiciones de
contorno homogéneas para las ecuaciones de no equilibrio.
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Mecéanica Cuantica Ising+Glauber

Ecuacién ihd | () = H |y (1)) %C’n = —2aC,

+ ary (Cn—l + Cn+1)

Base {uj (r)} 6 {|/)} {00 (@)}

Relacién de cierre | >, uj (r') uj (r) =6 (r — 1) Iy dq 60 () dm (@) = Oum
Ortonormalidad Jdr s (r) g (r) = 0 Yoo ®n (@) 00 (d) =0(q—¢)
Soluciones [ (1) =25 ¢19) it Cn(t)=¢"
" d . —A(g)at
+ [ ine@on@e
Proyecciones cj = /dr u}k (r)1 (r,0) c(q) = Z?f;o A, (0) ¢n (q)

Tabla 2.1: Comparativa del problema cuantico con el que tratamos en este trabajo. Hemos
usado la notacion de Dirac o no en cada caso para que la comparacion sea lo mas ilustra-
tiva posible. Destacamos que, mientras la base cuantica estd compuesta por un conjunto
discreto de funciones de una variable continua espacial, la base de Ising+Glauber es un
rango continuo de funciones de una variable discreta de espin. De ahi que los sumatorios
e integrales y las deltas de Dirac y de Kronecker estén intercambiadas entre si.

problema de no equilibrio que, segin (2.1.1) y (2.1.3), nos queda
A, = —2aA, + ay(An_y + Apyi), (2.1.12)
con condiciones de contorno homogéneas
Ay =0, lim A, =0. (2.1.13)
Podemos definir el tiempo adimensional,
t* = at, (2.1.14)

y expresar la ecuacién (2.1.12) en funcién de t*,

dA,
dt*

Resolvemos esta ecuacion por un método de autovalores y autovectores. Para ello, comen-

zamos proponiendo la solucién,
A, = dpe M, (2.1.16)

que, sustituyendo en (2.1.15), queda

- >\¢n - _2¢n + Y (¢n—1 + ¢n+1) . (2117)
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Reordenando esta ecuacién y teniendo en cuentas las condiciones de contorno en (2.1.15)
llegamos a*

2—A
¢n+1 - T¢n + ¢n71 =0, ¢O =0, lim ¢n < 0. (2118)

Hemos llegado a una ecuacién similar al caso de equilibrio (2.1.5), con lo que la solucién
seréa

On = Ayl + Aoy, (2.1.19)
lo que, de manera andloga a (2.1.6) nos lleva a

2— )
fL‘Z—
g

v+ 1=2"— (11 +22) 2+ 2179 = 0. (2.1.20)

Sin embargo, las condiciones de contorno que imperan ahora nos llevaran a unas solucio-
nes distintas a las de equilibrio. Apliquémoslas a nuestra solucién (2.1.18) suponiendo,
primero, que x; y x5 son reales. De (2.1.19) se deduce que x; > 1y x5 < 1, con lo que
tenemos que

lim ¢, <00 = A; =0, (2.1.21)
n—oo
lo que lleva, entonces, a

es decir, no existen autofunciones si x; y 2 son reales. Supongamos, entonces, que j y
xy son complejos. De (2.1.20) se infieren sus expresiones

T =1—x =€ 29 =7 qel0,7]. (2.1.23)
x1+x2:%—>2008q:ﬁ:>)\(q):2(1—vcosq)>0, o
lo que nos lleva a reescribir (2.1.19) como
b = A1e™ + Ase™™ = B cos (nq) + Basen (ng) . (2.1.24)

Impongamos las condiciones de contorno de no equilibrio. En este caso, ¢, ya cumple que
no diverge nunca, nos queda la otra condicién

¢o=0= B, = ¢, = Bysen(nq). (2.1.25)

Por lo tanto, (2.1.23) y (2.1.25) nos llevan a escribir nuestra solucién de no equilibrio
como una combinacion lineal de la solucién que propusimos (2.1.16) para cada uno de los
posibles valores de A (autovalores)

A () =) Capane™, (2.1.26)
A

con el matiz de que, en este problema, los autovalores toman valores continuos desde

4No imponemos la condicién ¢, = 0 porque, segiin demostraremos a continuacién, escribiremos A,
como un sumatorio en A de ¢,e*" y lo que se tiene que cumplir es A, = 0.
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Amin = 2(1 — =) hasta \,g. = 2 (1 + ), por lo que aparece la integral

Bu(0) = [ daC )60 (g) e (2.1.27)

0

Queremos determinar C' (q) y Bs. Para ello, hacemos uso de la relacién de cierre, que
ha de cumplirse en el espacio de Hilbert formado por la base ortonormal continua en ¢ de
nuestro problema {¢, (¢)}. Lo comprobamos

/ ' dq ¢n (q) om (q) = B3 / ' dgsen (ng) sen (mg) = Bi=Gpm —> By = 2
0 0

22 T
2
= ¢, = \/;sen (nq) .

Determinar C' (q) es posible teniendo en cuenta la ortogonalidad de los elementos de la
base {¢, (q)} (véase la Tabla 2.1). Entonces,

C(Q)—/qu Z@n Sm (@) =D A (0) 6 (q). (2.1.29)

m=0

(2.1.28)

Asi, hemos resuelto (2.1.1), siendo su solucién

Cn(t)=¢&"+— /0 dgq <ZA ) sen mq)) sen (nq) e~ 2e(l=yeosa)t, (2.1.30)

2.2. Respuesta no lineal

La expresién (2.1.30) determina completamente la solucién de (2.1.1) siempre que
conozcamos todos los términos de no equilibrio de la funcién de correlacién en el instante
inicial (A, (0), n = 0,1,2,...,00). Dado que el sistema que estamos estudiando en este
trabajo posee un unico pardmetro externo que pueda controlarse,® que es la temperatura
del foco térmico con el que estd en contacto, si el sistema se encuentra en equilibrio, lo
unico que podra sacarlo de él es un cambio de temperatura de dicho bano térmico. Para
cambios de temperatura suficientemente pequenos, podemos aproximar

dCea L de B
A, (0) = Cif (T + AT) = Gy (T) = —L AT = ng" 2 AT = cten ™™, (2.2.1)

lo que denominamos respuesta lineal.® En nuestro trabajo nos queremos centrar en la
situacién en la que la aproximacion (2.2.1) ya no pueda considerarse valida; nuestro sis-
tema estaba en equilibrio a una temperatura Ty antes de ¢ = 0, y justo en ese instante, se

SVéase la Ref. [3] para un estudio del comportamiento de nuestro sistema ante la presencia de un
campo magnético externo.
6Para un estudio detallado de la respuesta lineal de nuestro sistema véase la Ref. [6].
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produce un cambio brusco a la temperatura 7', de manera que

A, (0) =& — ", (229)

que es lo que se conoce como respuesta no lineal.

Como comentamos al final de la secciéon 1.2.3, la expresion de la energia promedio
de nuestro sistema en funcion del tiempo es la funcion que caracteriza la respuesta de
nuestro sistema. De esta manera, recordando (1.2.41) y usando nuestro resultado (2.1.30)
para n = 1 junto con (2.2.2) podemos encontrar la respuesta de nuestro sistema. Antes
de escribirla, simplificamos la expresién de C' (g) para la respuesta no lineal que estamos

\/>Z£0_ ) sen (ngq) \/7250_ —;mq

considerando,

- (2.2.3)
253 [l (o) () (e,

la cual, recordando la definicion de serie geométrica, se simplifica a

21 1 1 1 1
C = — — — — A — | . 224
e IR | Y

Si cogemos los factores comunes adecuados llegamos a
2 §o §

C =14/— — 2.2.5
(9) \/;%nq{l—%ocosq%—fg 1—2§cosq+£2] ’ ( )

con lo cual, la energia analitica promedio en funcién del tiempo de nuestro sistema queda,
recordando (1.2.41) y usando nuestro resultado (2.1.30) para n = 1 junto con (2.2.2) y
(1.2.35),

— __ 2 ™
E <t> - Eeq - NJ—- / dq sen2 q |: 50 £ :| e—?&(l—'ycosq)t'
T Jo

1—2&cosq+ &2 ©1—2Ecosq+ &2

(2.2.6)

Si queremos tener una funciéon que nos indique cuanto se aleja la energia de nuestro sistema
del equilibrio podemos definir la funcién respuesta,

E()—E(o)  —NJCH+NIC  —Ci()+Cf" _ Ai(p)

PO 0 —Feo) NGO NICT 0+ CF A (0)

(2.2.7)

en donde hemos tenido en cuenta (1.2.41) y (2.2.2). Siempre que el estado de equilibrio
inicial de nuestro sistema sea distinto del final, es decir, C; (0) # C7?, la funcién respuesta
valdra 1 en el estado inicial y tanto més préximo a 0 serd su valor cuanto mas cerca del
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estado de equilibrio final se encuentre el sistema, siendo 0 para t — oo. Para la respuesta
no lineal, teniendo en cuenta (2.2.6) y (2.2.7), nos queda la funcién respuesta no lineal,

2 " § § —2a(1-
(n.l.) 1) = / d 2 0 . 2a(1 'ycosq)t.
) (& —&) Jo sen q[1—2focosq+§g 1 —2¢cosq+ &2 ‘

(2.2.8)

2.3. Analisis asintético de la respuesta no lineal

Si bien ya conocemos la expresion analitica exacta de la funcién respuesta de nuestro
sistema para el caso no lineal (2.2.8), podemos obtener una expresién analitica més sencilla
que sea equivalente a esta para valores de tiempo suficientemente grandes, es decir,

l gO(nZ) (t)
P () ~ M (1), 00 = 1fm Lesimi

(nl)

o (1) v ™) (t) son equivalentes asintéticamente [5]. Para

encontrar dicha expresién haremos uso del célculo asintético. Comenzamos con un cambio

lo que quiere decir que ¢

de variable en la integral de (2.2.8)

A =20 (1 —7ycosq) §=0 = M\ =2a(1-7)
d\ = 2arysenq dq - =7 = X =2a(1+7) <y <l = Ay > Aq,

(2.3.2)
en donde A\; y Ay son las velocidades minima y maxima de relajacién, respectivamente.
Este cambio de variable nos permite expresar el integrando en funciéon de A — A\{, ya que

A=A
2ay

senq = \/% (1 — %) : (2.3.3)
€2 —2cosq+1= (£ — 1)%%%

cosq=1-—

con lo cual, (2.2.8) queda

G_Alt A2 1/2 A — )\1
o) (1) = o [ A=) 1= A Ao
(& =€) (@7)”" I day

o 1 § 1
X 2 € A=A 2 [P
G-I+ 5opst D l+eEe s
(2.3.4)

En lo que hemos hecho hasta ahora no hay ningin tipo de céalculo asintético, solo
un cambio de variable que nos sera conveniente para lo que explicamos a continuacion.
Siguiendo el método de Laplace [5], vamos a tomar el limite en el que ¢ — oo. En esta
situacién, como nuestro integrando en (2.3.4) contiene una exponencial de ¢, solamente
los valores que hacen maxima a la funcién de A que multiplica a ¢ en el exponente van
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a contribuir de manera notoria en el resultado final de nuestra integral. En nuestro caso,
esto sucede para \; y valores muy proximos, con lo que podemos aproximar nuestra
integral cambiando sus limites de integracion y desarrollar en serie de Taylor los términos
que dependen de A — A; (hasta primer orden), puesto que esto va a tener un valor muy
pequenio’, y nos queda

e—)qt

A+e .
372 / AN (A — \p)Y? (1 A )\1) E(&) — Z(€)] e O,

Pasin ( ) - (&] _ 5) (Oé’y) N

(2.3.5a)

T x A— N\
(x) o1y (1 TE-1F o ) ; (2.3.5b)

(1]

con eeR|e < 1. Siendo esto asi, podemos despreciar también los términos de primer orden
de los desarrollos en serie de Taylor, lo que da lugar a

c
A1t A1+e
() 1y e &o § 12 —(O—A)t
At (1) = 0 ] [ e e
Y e-9@) Lo -1 -1
(2.3.6)
Si hacemos otro cambio de variable, (A — A1)t = x, nos queda la integral
1 [ x\1/2
(n.l.) — (' i -
Pt (1) = O /0 dz (t) e, (2.3.7)

Como t es muy grande, la idea es que siempre podemos tomar € < 1 (de manera que
el desarrollo de Taylor de los factores del integrando que no son la exponencial es licito)
pero tal que et > 1 y podemos extender la integral (2.3.7) hasta infinito (con un error
exponencialmente pequeno, del orden de e~¢"),

> r
P (1) = Ot?,% ; dag'?e™" = C ii?//QQ)? (2.3.8)
es decir, A
(nl) )\ _ SIS 1 (3/2) et
oot 1) L@—df (€ — 1] 7 (& =€) (ayt)?> (2:3:9)

Una vez obtenida la expresiéon que buscdbamos, representaremos graficamente la fun-
cion respuesta en el caso no lineal exacta junto con la asintética para apreciar, visualmente,
la bondad de nuestros célculos. En la Figura 2.1 observamos que @™ () y @S;ijt (t) son
equivalentes asintoticamente porque cumplen que su cociente tiende a la unidad cuando
t — 00, como estipulamos en (2.3.1). Ademds, cuanto mas pequena sea la temperatura

final del sistema T', vemos que la funcién respuesta en el caso no lineal asintoética tarda

"De aquf la conveniencia de nuestro cambio de variable (2.3.2).
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= = =| imite asintotico

T = J/kg
---------- T = ZJ/kB
_____ T = 4J/kg

(n.L.)
asint

2

1 AL B s s e e e e T e

0 L L L I
0 150 300 450 600

t*

Figura 2.1: Cociente 90((12@2 /™) como funcién del tiempo. Mostramos las curvas para
tres relajaciones desde temperatura infinita, correspondientes a las temperaturas finales
T = J/kg, 2J/kp, 4J/kp. Observamos claramente que, en todos los casos, el cociente
tiende a la unidad para t* — oo, de acuerdo con la definicién (2.3.1).

mas tiempo en aproximarse a su funcién respuesta exacta correspondiente. Esto es consis-
tente con la expresion de la energfa analitica que obtuvimos para nuestro sistema (2.2.6),
ya que, si partimos de una temperatura infinita, cuanto menor sea la temperatura 7', esta
expresion nos dice que mayor serd el tiempo que tarde la energia en aproximarse a su
valor de equilibrio, es decir, mayor sera el tiempo de relajacion.

En la Figura 2.2 advertimos que la funcién respuesta en el caso no lineal asintética se
aproxima a su correspondiente funcién exacta cuanto mayor es el tiempo. El interés de
esta grafica esta en que, al ser logaritmica en la funcién respuesta, podemos apreciar mas
claramente que cuanto menor sea la temperatura final 7', mas tiempo tardara el sistema
en relajar a su estado de equilibrio, por las razones que explicamos en el parrafo anterior.
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== =T = J/kg, In[p") (¢

)
T—N@Aﬂﬁ%@ﬂ

60 F =2J/kg, In [ 1) ()] \\\\\

= 2J/kp, In [%sm (t)] N\

N
————— =4J/kg, In [ (tx)] N
- 4J/kB7 In [Qoalétln)t (t*):| \\\\\
N\
'80 1 1 |
0 20 40 60 80
t*

Figura 2.2: Logaritmo de la funcién de relajaciéon no lineal como funcién del tiempo. Los
casos mostrados son los mismos que en la Figura 2.1, pero aqui representamos la expresion
exacta (2.2.8) y el comportamiento asintético (2.3.9) por separado. La escala logaritmica
nos permite apreciar més claramente la tendencia hacia el comportamiento asintético para
tiempos grandes.



Capitulo 3

Simulaciones numeéricas

Estudiamos numéricamente la respuesta no lineal de nuestro sistema de espines. La
dinamica de Glauber que éste obedece es simulada con el algoritmo de Metropolis-Hastings
[8] con el programa MATLAB.

3.1. Magnitudes adimensionales

En primer lugar, es conveniente establecer las magnitudes adimensionales con las que
vamos a trabajar en nuestras simulaciones. Todas ellas se definen en funcién de sus mag-
nitudes dimensionales correspondientes, que ya comentamos en las secciones 1.2.1 y 1.2.2.

En primer lugar, tenemos la temperatura adimensional,

_J8
-

kT
T = % — B (3.1.1)

Seguidamente, recordamos que ya definimos el tiempo adimensional en la expresion
(2.1.14). A continuacidn, establecemos la energia adimensional,

€ (3.1.2)

E
NJ
La energfa de equilibrio adimensional de nuestro sistema queda, teniendo en cuenta (1.2.6)
y (3.1.1),

s = NJ

Anélogamente, la expresion de la energia adimensional en funcién del tiempo adimensional
serd, segin (2.2.6) y (2.1.14),

Eeg = —tanh (%) = £ (3.1.3)

E(t)
e(t') =
NJ
2 4 g* 5* _ A% *
= €y — — d 2 0 _ 2(1—~* cosq)t
Ceq 7T/0 ¢ =en qll—?{gcosq%—fa‘z 1 — 2£* cos q + £*2 c ’

(3.1.4)
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donde hemos definido

2
7" = tanh (ﬁ) . (3.1.5)

En la simulacién, la energia de equilibrio se obtiene como el promedio de aquellas energias
obtenidas a partir de la evolucién dindmica de nuestro sistema, una vez que este ha rela-
jado completamente a su estado de equilibrio. ;Cémo determinamos, cuantitativamente,
el tiempo minimo adimensional a partir del cual podemos considerar que nuestro sistema
ha relajado completamente al equilibrio? No existe un tnico criterio que nos determine
el valor de este tiempo minimo adimensional. Nosotros calcularemos el tiempo medio de
relajacion [6],

(r) = /0 T g (1), (3.1.6)

y, observando la grafica de cada simulacion, calcularemos la media de todas las energias
obtenidas mediante la simulacién correspondientes a tiempos t* desde d - (1) (siendo d
un numero tal que la energia de nuestro sistema haya relajado claramente al equilibrio)
hasta el tiempo adimensional final de simulaciéon. Como comentamos en la seccion 2.3, si
partimos de 7 = +o00, cuanto menor sea 7™, mayor sera el tiempo que tarde el sistema
en relajar al equilibrio, y por lo tanto, mayor sera el tiempo minimo a partir del cual
tomaremos los datos de simulacién para calcular el valor medio de la energia. Con esto,
el intervalo de tiempo de simulacién sobre el que promediamos serd

I= [d <T> >t;inal} ) t;rom = t}k‘inal —d <T> : (317)

Pasamos a la varianza de la energia. Teniendo en cuenta (1.2.7), (3.1.2) y (3.1.3),

2 1 T2 e,
(NJ)?  Ncosh®(1/T*) N 9T+’

2
O

= (e eeq)2‘l - (3.1.8)

lo que nos permite conocer la expresién del calor especifico analitico adimensional (recor-

demos (1.2.8)), 5 v
_ YCeq 2
= = . 1.
V=T T T Te (3.19)

De manera analoga, la varianza en la simulacién la calcularemos a partir de la dispersion

C

de las energias alrededor del valor medio medido en la simulacién. Esto nos permitira
también medir la capacidad calorifica en la simulacion, usando (3.1.9). Definimos, también,
una expresion adimensional correspondiente a la probabilidad por unidad de tiempo que
establecia la dindmica de Glauber (1.2.9),

wj(oj) 1

1, .
o 25 1—5’7 0; (Uj—1+gj+1) > ] :1,2,...,N, (3110)

wy (05) =
con sus 3 posibles formas: espines contiguos al j-ésimo son paralelos entre si y paralelos
respecto al j-ésimo,

w (o) 1—7

W () = _ 27 O] (3.1.11)
(6%
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espines contiguos al j-ésimo antiparalelos entre si,

(2)

. w; "’ (o; 1
w® (o) = (97) _ Lowe, (3.1.12)
(6]

y espines contiguos al j-ésimo paralelos entre si y antiparalelos respecto al j-ésimo

®3)
N w; (0 1 *

*(3
: - 5 w®. (3.1.13)

Para acabar esta seccion, comentamos que, a partir de las expresiones obtenidas para
las fluctuaciones, podemos encontrar el intervalo de energias alrededor del valor medio
de equilibrio en el que se encuentran el 99,74 % de los datos de la simulacién, que es 3o
segtn la distribucién de Gauss.

3.2. El algoritmo de Metropolis

Como comentamos en las secciones 1.2.3 y 2.2, la respuesta de nuestro sistema viene
caracterizada por su energia en funcién del tiempo. Numéricamente, podemos calcular
la energia promedio de simulacién de nuestro sistema para una configuracién cualquie-
ra de N espines’ promediando la expresiéon de la energia de nuestro sistema (1.2.1) y
adimensionalizandola segin (3.1.2),

N
* 1 * *
e(t") = —NZ%’ () 041 () (3.2.1)
j=1
en donde oxy1 = 07 porque nuestro sistema tiene condiciones de contorno periddicas

(recordemos (1.2.2)).

Pero, ;como podemos determinar los valores de estos N espines de nuestra simulacién
para cada t* que estemos simulando? Es esta la pregunta que responde el algoritmo de
Metropolis, que es un método de Monte Carlo en cadena de Markov. Comentemos los
pasos de este algoritmo cuando lo aplicamos a nuestro sistema:

1. Seleccién del candidato a saltar: escogemos uno de los N espines con probabilidad

1/N.

2. Decidimos si el espin seleccionado en 1. cambia su valor o no. Para ello, calculamos
la probabilidad adimensional w} (3.1.10) que nos ofrece la dindmica de Glauber para
ese espin en concreto y generamos un nimero aleatorio r en el intervalo [0, 1]. Si
r < w; el espin cambia su valor, si no, mantiene el que tiene y decimos que se ha
producido un rechazo.

3. Célculo de la energia de simulacion de la configuracién de espines a la que se llega
tras aplicar 1.4-2. evaluando la expresion (3.2.1).

'Recordemos que solo existen 2 valores posibles de espin: +1 y —1. Ademds, N debe ser finito porque
el ordenador no puede almacenar un nimero infinito de datos.
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1 —
w = (1-7) /2
— — —w® =1/2
w® = (1+77) /2
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Figura 3.1: Probabilidades de transicién de un espin para la dinamica de Glauber como
funcién de la temperatura 7*. En concreto, mostramos w*®), w*®? y w*®) dadas por
las ecuaciones (3.1.11), (3.1.12) y (3.1.13), respectivamente. En el limite de temperaturas
altas, todas ellas tienden al valor comtn 1/2. En el limite de temperaturas bajas, el espin
con sus dos vecinos paralelos (antiparalelos) tiene una probabilidad de transicién nula
(igual a la unidad).

Repetimos los pasos 1., 2. y 3. un nimero ne, = N - t%,,., de veces, de manera que, en

mna

promedio, preguntamos una vez a cada uno de los espines de nuestro sistema en cada
unidad de tiempo t* que simulamos.

Comentamos, a continuacion, algunos detalles importantes en relacion con este algorit-
mo. El primero es que estos 4 pasos de nuestro algoritmo se aplican sobre una configuracion
inicial de espines de nuestro sistema que nosotros tenemos que establecer antes de ejecu-
tar este algoritmo. El estado inicial méas simple que podemos describir es el que se da a
T™ = 400, porque en ese caso, la probabilidad de transicion del espin i-ésimo w; es,

y X , 1 1 2 1
T*ILH—Q}OO w; (o;) = T*li)nioo 5 [1 b tanh (ﬁ) oi(0i-1 + 0¢+1)} =3 (3.2.2)
es decir, cada uno de los espines de nuestro sistema tendra, con igual probabilidad, un valor
+1 6 —1. Debido a su sencillez para programarlo, escogemos éste como el estado inicial
de nuestro script que simula la respuesta del sistema de espines que estamos tratando.?

2Véase el cédigo de MATLAB de nuestro script en el Anexo 1.
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En el limite de bajas temperaturas, la probabilidad de transicién de un espin antipa-
ralelo a sus dos vecinos paralelos entre si tiende a 1,

1+ tanh (2/T*
lim w0 ® — Jg LR
T*=0 T*—0 2

(3.2.3)

lo que favorece la creacién de dominios, que son conjuntos de espines contiguos paralelos
todos entre si. El limite de bajas temperaturas de la probabilidad de transicion de un
espin con sus dos vecinos antiparalelos entre si es

lim w*® = = (3.2.4)

Esto implica que los espines que estan en la frontera de los dominios siguen un camino
aleatorio unidimensional, porque tienen la misma probabilidad de cambiar de valor que de
mantener el que tienen. En este camino aleatorio, un espin de frontera puede convertirse
en uno de dominio, y viceversa. En el limite de bajas temperaturas, la probabilidad de
transicién de un espin paralelo a sus dos vecinos paralelos entre si tiende a 0,

1 — tanh (2/7™
lim w*® = lfm anh (2/T)
T*—0 T*—0 2

= 0. (3.2.5)

Esto favorece también la creacién de dominios. Ademas, cada vez que el algoritmo de
Metropolis se encuentra con esta orientacion relativa de espines, se produce un rechazo
con mucha probabilidad (una probabilidad que tiende al 100 % cuando 7% — 0). Esto
provoca que el algoritmo de Metropolis sea menos eficiente en el limite 7" — 0, porque el
numero de rechazos, es decir, el niimero de iteraciones del algoritmo en el que el sistema no
cambia respecto a la anterior iteracion, aumenta cuanto més baja es la temperatura. Esto
no quiere decir que el algoritmo de Metropolis sea menos preciso para bajas temperaturas,
puesto que el algoritmo simula correctamente la ecuacién maestra de nuestro sistema para
cualquier temperatura. Existen algoritmos mas eficientes, que eliminan o disminuyen los
rechazos a bajas temperaturas [9] y [10], pero no los trataremos en este trabajo.

Concluimos esta seccién exponiendo la expresion de la probabilidad de que el espin
i-ésimo rote (P;) segtin nuestro algoritmo. Como los pasos 1. y 2. son estadisticamente
independientes (véase 1.1.12),

1
P, = At"w; = Nw;k (3.2.6)

Es por esto que el tiempo asociado a la posible rotacién de un espin es 1/N, y una unidad
de tiempo se corresponde con N intentos de rotacién.

3.3. Resultados de las simulaciones

Presentamos, en esta seccion, las graficas obtenidas con nuestras simulaciones del siste-
ma de espines y comentamos sus rasgos mas relevantes. Aclaramos que, en estas graficas,
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Figura 3.2: Evolucion temporal de la energia media por espin. Concretamente, represen-
tamos los resultados de simulacién para un sistema de N = 10° espines (izquierda) y
N = 10* espines (derecha) en funcién del logaritmo del tiempo adimensional. Se muestra
el intervalo e < t* < ¢}, = 22(7) 4 10% (1) para Tj = +oo y T* = 1 (azul), T* = 2
(rojo) y T* = 4 (negro). Los circulos son las energias de simulacién, las lineas continuas
representan las expresiones analiticas para la relajacion (3.1.4), y las lineas de guiones son
las energias de equilibrio analiticas.

no representamos los resultados de todas las iteraciones que realiza el algoritmo. Esto es
debido a que el numero total de iteraciones n;,, es muy elevado (véase la seccién 3.2),
lo que ralentizaria innecesariamente el tiempo de ejecucion de nuestra simulacion. Para
poder observar un numero de datos de simulacion suficientemente representativo del total
y, a la vez, tener un tiempo de ejecuciéon de nuestra simulacion razonable, representamos
100 datos de simulacién equiespaciados en todo el rango de tiempo de simulacion.

3.3.1. Relajacion de la energia desde temperatura infinita

El tiempo que tarda el sistema en alcanzar su energia de equilibrio es mucho mas

*
prom)

representacion logaritmica en el tiempo para las gréficas en la Figura 3.2. De esta manera,

pequeno que t definido en (3.1.7). Es este motivo el que nos lleva a escoger una
podemos mostrar un nimero significativo de puntos pertenecientes al intervalo de tiempo
en que el sistema no ha alcanzado el equilibrio al mismo tiempo que exponemos las energias
del intervalo I (recuérdese (3.1.7)). Los puntos pertenecientes al intervalo I estardn mas
distanciados en el tiempo que los de la region de no equilibrio, pero como las fluctuaciones
de las energfas de simulacién se mantienen constantes en todo el intervalo I (véase (3.1.8)),
son suficientes para visualizar el comportamiento del sistema en esta region. La desventaja
de esta representacion es que no podemos mostrar la energia inicial del sistema, que se da
para Int* — —oo. Es por esto que exponemos en el Apéndice A la representacion lineal
correspondiente a las graficas de la Figura 3.2.

Por otra parte, la expresién (3.1.8) indica que las fluctuaciones de la energia entorno
a e®? disminuyen cuando 7™ decrece y cuando N aumenta. Observamos ambas tendencias



3.3. RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES 39

© 051

Figura 3.3: Evolucion temporal de la energia media por espin. Concretamente, represen-
tamos los resultados de simulacién para un sistema de N = 10° espines (izquierda) y
N = 10* espines (derecha) en funcién del logaritmo del tiempo adimensional. Se muestra
el intervalo e < t* < t%, = 22 (1) +10% (1) para Ty, = 4 (rojo), Tg, = 1 (azul) y T* = 2
(cuya energia de equilibrio se muestra con una linea horizontal de guiones). Los circulos
y los asteriscos son los datos de simulaciéon para 7, = 4 y T, = 1, respectivamente. La
linea continua y la linea de guiones y puntos representan las expresiones analiticas (3.1.4),
evaluadas para T, =4 y 1§, = 1, respectivamente.

en las graficas de la Figura 3.2, aunque es mas evidente la dependencia con el nimero de
espines, lo que es consistente también con (3.1.8).

3.3.2. Relajacion de la energia entre dos temperaturas finitas

Comentamos en la seccién 3.2 que podiamos programar de manera sencilla la configu-
racién de espines para Tjj = +o00. Cuando la temperatura inicial del sistema es finita, lo
que hacemos para encontrar su estado inicial es ejecutar el algoritmo con estado inicial
correspondiente a T{j = +o00 hasta que el sistema se encuentre en equilibrio con la tem-
peratura finita deseada. La tltima configuracion de espines serd nuestro estado inicial,
y, a partir de esta, volvemos a ejecutar el algoritmo de Metropolis para ver cémo relaja
nuestro sistema a la temperatura final deseada (véase el c6digo de MATLAB en el Anexo
IT). Asi es como hemos procedido para conseguir las graficas de la Figura 3.3, en las cuales
hemos representado unicamente las relajaciones de temperatura inicial finita.

Remarcamos que la subida y bajada de temperatura del sistema hacia el equilibrio no
son simétricas respecto a la energia de equilibrio, en concordancia con lo predicho por la
expresion analitica (3.1.4).

3.3.3. Fluctuaciones de la energia

Estudiamos las fluctuaciones de la energia de simulacién en torno a la energia de
equilibrio. Primeramente, en la Figura 3.4, analizamos la bondad de las energias de
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Figura 3.4: Energia de equilibrio en funcién de la temperatura adimensional. Se ha con-
siderado un tiempo de promediado ¢}, = 103 (1) en un sistema de N = 10? espines. La
linea continua azul representa la expresién analitica (3.1.3) y los circulos rojos muestran
los resultados de simulacion.

equilibrio que obtenemos a partir de nuestras simulaciones en funcién de la tempera-
tura, comparandolas con las predicciones analiticas. Para los datos de la Figura 3.4,
tenemos: e, (%) = 0,5021%, e, (%)| . = 0,0140%, e, (%)| . = 1,6414% y
Var [5eeq (%)] = 0,1753 %. Estos son errores pequenos, lo que significa que el tiempo

*
prom

es suficiente para obtener unas energias de simulacion correctas, lo que justifica que lo

sobre el que promediamos nuestros datos de simulacién ¢ = 10 (1) en el intervalo [

hayamos usado en las simulaciones de las secciones 3.3.1 y 3.3.2.

Procedemos de manera anédloga con la varianza de la energia. Para ello, representamos
en la Figura 3.5 el comportamiento analitico que predice la expresién (3.1.8) junto con
los resultados que obtenemos de nuestras simulaciones. En este caso, tenemos: £,2 (%) =
3,3743%, 42 (%)|,,;, = 0,0918 %, £42 (%)|, .. = 10,4518 % y Var [e,2 (%)] = 7, 3249 %.
A diferencia de lo que ocurria en la Figura 3.4, en esta ocasion t7,.,,, = 103 (1) es un tiempo
demasiado pequeno; las fluctuaciones de simulacién difieren demasiado de las analiticas.

Para reducir los errores entre teoria y simulacion, aumentamos el tiempo sobre el que

*
prom

la comparativa en la Figura 3.5. Visualmente, apreciamos que los resultados de simulacion
se ajustan mejor a la curva analitica. Cuantitativamente, tenemos: €,2 (%) = 0, 9996 %,

promediamos nuestros datos de simulacién a ¢ = 10*(7) en el intervalo I, y exponemos
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127

T*

Figura 3.5: Varianza de la energia como funcién de la temperatura. En las simulaciones se
ha utilizado un sistema con N = 10 espines, y dos tiempos de promediado: orom = 103 (7)
(circulos rojos) y t5,,,, = 10* (1) (asteriscos negros). La linea continua azul representa la
expresion analitica (3.1.8). Se observa claramente que los resultados de simulacién tienden

hacia el resultado analitico al aumentar el tiempo de promediado.

g0z (%)] . = 0,0302%, e,z (%)| . = 2,7891% y Var [e,2 (%)] = 0,5685 %. Hemos
confirmado que aumentar el tiempo sobre el que promediamos los datos de simulacion
implica que las fluctuaciones de la energia de simulacién se asemejan mas a la que tendria
nuestro sistema desde el punto de vista analitico.

Remarcamos, para finalizar esta seccion, que en la Figura 3.5 no hemos representado
las varianzas de simulacion para T* = 0 y T* = 0,2 en la gréafica de la izquierda y para
T"=0,T*=0,2, T =0,4y T* = 0,6. El motivo es las limitaciones que tienen nuestros
recursos informaticos, que nos impiden simular una trayectoria suficientemente “larga”
para temperaturas bajas, debido al crecimiento del tiempo de relajacién.



Capitulo 4

Resumen y conclusiones

Enumeramos, a continuacion, las ideas principales a las que llegamos con la elaboracién
de este trabajo.

Hemos comenzado revisando brevemente algunos elementos fundamentales de la teoria
de variables estocésticas y procesos estocasticos. En particular, nos hemos detenido espe-
cialmente en los procesos de Markov y en la ecuaciéon maestra que gobierna su dinamica.

A continuacién, hemos introducido el modelo de Ising con dindmica de Glauber, para el
caso monodimensional. En esta dinamica, los eventos elementales son las rotaciones de un
unico espin, y las probabilidades de transicién de la ecuacién maestra verifican la condicion
de balance detallado. Esto asegura que el sistema, en el limite de tiempos grandes, tiende
al estado de equilibrio descrito por la distribucién candnica, a partir de cualquier condicion
inicial. La ecuacién maestra, a pesar de su sencillez, no puede resolverse exactamente, pero
si las ecuaciones de evolucién de ciertas jerarquias de momentos para varias situaciones
fisicas de interés.

Hemos obtenido la evolucion temporal de la energia, a partir de cualquier condicién
inicial, empleando un método de autovalores y autovectores. Este método proporciona
la solucion del problema como una integral sobre modos de relajacién con un continuo
de tiempos caracteristicos. Esta expresion es adecuada para comparar con resultados
de simulacion de Monte Carlo, y también nos ha permitido deducir analiticamente el
comportamiento asintotico de la relajacion de la energia para tiempos grandes.

Los resultados tedricos que hemos deducido se han comparado con simulaciones de la
ecuacion maestra, usando el algoritmo de Metropolis. Hemos observado un acuerdo muy
bueno entre los resultados tedricos (que son exactos en el limite de un sistema infinito)
y los resultados numéricos (obtenidos con una red finita). El acuerdo mejora, como era
previsible, al aumentar el nimero de espines, tanto para la evolucién dinamica del sistema
como para los valores de equilibrio.

Nuestro trabajo acaba aqui, pero el estudio analitico de sistemas estadisticos de espi-
nes interactuantes sigue mas alld. Es el caso del modelo de Potts [11], que generaliza el
modelo de Ising permitiendo a los espines tomar mas de 2 valores, distribuyéndose unifor-
memente en un circulo. No solamente pueden analizarse modelos méas complejos, también
nuestro modelo de Ising monodimensional puede emplearse para investigar situaciones
fisicas méas complejas. Por ejemplo, en los tltimos anos se ha estudiado el denominado

42
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efecto Mpemba (donde un sistema inicialmente mas caliente se equilibra més rapido que
un sistema inicialmente més frio) con sistemas markovianos [12]. Serfa interesante inves-
tigar si un efecto analogo puede estar presente en un modelo tan sencillo como el modelo
de Ising monodimensional con dindmica de Glauber, y determinar las condiciones para
que aparezca.



Apéndice A. Relajacion de la
energia. Representacion lineal

Figura 1: Representacién lineal en el tiempo de los datos de la Figura 3.2. El cddigo

de colores y de marcadores o tipos de lineas es el mismo que en la figura de referencia.
Izquierda: N = 103. Derecha: N = 10%.

-0.21 -0.27

0 10 20 30 0 10 20 30
t* t*

Figura 2: Representacién lineal en el tiempo de los datos de la Figura 3.3. El cédigo de

colores y de marcadores o tipos de lineas es el mismo que en la figura de referencia. Arriba:
N = 103. Abajo: N = 10%.
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Anexo I. Script del algoritmo de
Metropolis. T} = 10

1 % Este script ejecuta el algoritmo de Metropolis para simular la

respuesta

N
o° o

la dindmica de Glauber. Se representa grdficamente dicha simulacidn
junto

4 % a las expresiones analiticas de la respuesta no lineal y de la

energia de

5 % equilibrio.

6 clear

7 clc

8 close all

9 format long

10

11 %% Solucidn analitica

12 % Definicidén de los pardmetros del sistema.

13 xi0 = 0;

1a T = 1;

15 X1 = tanh(1./T);

16 gamma = tanh (2./T);

17

18 % Integracidén de la Jjerarquia de ecuaciones

19

20 I1 = Q(g,t) 2% (pi).  (-1) .x(sin(q)) . 2.%exp(-2.* (l-gamma.*cos(q)) ...

no lineal de un sistema de N espines que obedece el modelo de Ising con

21 cxt) ox (%100 % (x10.72-2%x10.xcos(g)+1) .7 (-1) —xi.* (xi.72-2+xi.xcos(q)+..

22 1).7(-1));

23

24 D1 = Q(t) integral (@(gq)Il(qg,t),0,pi);

25

26 fr = Q@(t) (xi0-xi) " (-1).*xintegral(@(qg)Il(g,t),0,pi);

27

28 %% Simulacidn numérica

29

30 % Tiempo a partir del cual consideramos en equilibrio al sistema.

31

32 tau = integral (fr,0, Inf, 'ArrayValued', true);
33 d = 22;
34 dtau = dxtau
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[

% Promediamos durante 1000*x<tau>.

tprom=10~3+*tau;
tfinal = dtau+tprom

[

% Definicidén de los pardmetros del sistema para la simulacidn
N = 1073;

Ntfinal = Nxtfinal;

t = linspace(0,tfinal,Ntfinal);

S = zeros(N+2,1);

%% Estado inicial del sistema

for b=2:N+1

ri=rand;

if ri>0.5
S(b)=1;

else
S(b)=-1;

end

end
S(1)=S(N+1);
S(N+2)=S(2);

Cl = zeros(l,length(t));

Cl(l) = sum(S(2:N+1).xS(3:N+2));
%% Algoritmo de Metropolis

W = zeros(N,1);

for d=l:1length(t)-1

s=randi (N) +1;

W(s)=(l-gamma./2xS(s)* (S(s—1)+S(s+1)))/2;

r=rand;

if r<W(s)
Cl(d+1)=C1l(d)-S(s-1)*S(s)-S(s)=*S(s+1);
S(s)=-5(s);
S(1)=S(N+1);
S(N+2)=S(2);
Cl(d+1)=Cl(d+1)+S(s—1)=*S(s)+S(s)*S(s+l);

else
1(d+1)=Cl(d);
end
end
esim = -C1(1,:)./N;

%% Cadlculo de propiedades del sistema
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87
88 % 1. Energia de equilibrio del sistema.

89

90 eegan = —-tanh(1/T)

91

92 postauMC = find(abs (t-dtau)==min (abs (t-dtau)));
93 B = length(t)-postauMC+1;

94

95 eegsim=sum(esim(postauMC:length(t)));

96 eegsim = eegsim/B

97

98 ereeq = 100xabs ((eegsim—eegan) /eegan)

99

100 % 2. Varianza de la energia de la simulacidn.

101

102 Varsim = 0;

103 for g=postauMC:length (t)

104 Varsim=Varsim+ (esim(g)-eegsim) . 2;
105 end

106
107 Varsim = Varsim/B

109
110 % 3. Calor especifico del sistema.

111

112 cvan = (Tx(cosh(1./T)))." (-2)

113 cvsim = NxVarsim/ (T"2)

114

115 ercv = 100*abs ((cvsim—-cvan) /cvan)

116

117 % 4. Varianza de la energia analitica
118

119 Varan = T 2*cvan./N

120

121 erVar = 100« (Varsim—Varan) /Varan

122

123 % 5. Sigma.

124

125 sigmaan = T*sqrt (cvan./N);

126 sigma3an = 3xsigmaan

127

128 sigmasim = sqgrt (Varsim);

120 sigma3sim = 3xsigmasim

130

131 er3sigma = 100xabs((sigma3sim-sigma3an)/sigma3an)

132
133 %% Representacidén grafica

134

135 % Representamos 100 datos equiespaciados entre 0 y length(t).
16 1lnt = log(t);

137 al00 = 1nt(length(lnt))/100;

1338 uno = 1/al00;
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139 tMC = all00* (-2+uno:1.2:100);

140 etMC = exp (tMC);

141 postMC = zeros(l,length(etMC));

142 for a=l:length (etMC)

143 postMC (a)=find(abs (t-etMC (a) )==min (abs (t-etMC(a))));
144 end

145

146 % Energia de equilibrio.

147

148 eegang = eedganx*ones (1, length (tMC));
149

150 % Energia analitica.

151

152 Cli = zeros(l,length(tMC));

153 for g=1l:length (tMC)

154 Cli(1l,g)=xi+D1 (t (postMC(g)));

155 end

156 %Cli = xi+D1 (postMC (l:length(etMC)));
157 ean = —-Cli;

158

159 % Energia de simulacidn.

161 Clg=Cl (postMC (1l:1length (etMC)));

162 esimg = —-Clg(1l,:)./N;

163

164 figure (1)

165 hold on

166 pl = plot (tMC,ean, '-k');

167 P2 = plot (tMC,esimg, 'ok');

168 P3 = plot (tMC,eegang, '--k');

169 xlabel ('$\1ln t"*$','interpreter', 'latex', 'FontSize',16)
170 ylabel ('$e$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',16)
171 x1im([-2 817)

172 ylim([-0.9 0])

173 xticks([-2 0 2 4 6 8])

174 yticks([-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0])

175 legend ('ST »=1,\:e {an}\left (t"+\right)$', ...

176 '$T %=1, \:e {sim}\left (t"*\right)$', '$sT »=1,\:e_{eq} {an}s$', ...
177 'sT x=2,\:e {an}\left (t"*\right)s$', ...

178 '$T =2, \:e {sim}\left (£t "*\right)$"','$T »=2,\:e_{eq} " {an}s$', ...
179 '$T x=4,\:e " {an}\left (t"*\right)$"', ...

180 'ST x=4,\:e {sim}\left (t"*\right)$"', ...

181 '$T x=4,\:e_{eq} "{an}s$', 'interpreter', 'latex')

182 legend ('boxoff'")

183 %hold off

184

185 frg = zeros(l,length(tMC));
186

187 for g=1l:length (tMC)

188 frg(g)=£fr (t (postMC(qg)));
189 end

190
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191 figure (2)

192 hold on

193 plot (tMC, frg, '—.k")

194 xlabel(‘$\ln t"%$', "interpreter', 'latex', 'FontSize', 16)

195 ylabel ('s$\varphi{\left (n.l.\right)}$"', 'interpreter', 'latex', ...

196 'FontSize',16)

197 xlim([-2 8])

198 ylim ([0 17)

199 xticks([-2 0 2 4 6 8])

200 yticks ([0 0.2 0.4 0.6 0.8 11])

201 legend ('ST x=1$"',"'ST " %x=2S$",'ST " x=4$"', "interpreter', 'latex")
202 legend('boxoff!')

203 %hold off
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Anexo II. Script del algoritmo de
Metropolis. 1), =4, T, = 1

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

% Este script ejecuta el algoritmo de Metropolis para simular la
respuesta
no lineal de un sistema de N espines que obedece el modelo de Ising con

o° o

la dindmica de Glauber. Se representa grdficamente dicha simulacidn
junto

% a las expresiones analiticas de la respuesta no lineal y de la

energia de

% equilibrio para 2 cambios finitos de temperatura del foco térmico.

clear

clc

close all

format long

Preparacidén del sistema 1 en el equilibrio a T_{01}"{*}=4

o° o°

Solucidén analitica

o° o o

Definicidén de los pardmetros del sistema.
xi0 = 0;

T = 4;

xi = tanh(1./T);

gamma = tanh(2./T);

[)

% Integracidén de la Jjerarquia de ecuaciones.

I1 = @(g,t) 2x(pi). " (-1).%x(sin(qg)) . " 2.xexp(-2.* (l-gamma.*cos (q)) ...
*t) ox (x10.% (x10.72-2%x10.xcos(q)+1) . " (-1) —xi.*(x1.72-2%x1.*...
cos (qg)+1) .7 (-1));

D1 = @(t) integral (@(g)Il(g,t),0,pi);

fr

@(t) (xi0-xi) " (-1).*xintegral(@(q)Il(gq,t),0,pl);

%% Simulacidén numérica

% Tiempo a partir del cual consideramos en equilibrio al sistema.

tau = integral (fr, 0, Inf, 'ArrayValued', true);
d = 22;

20




35
36
37

38
39
40
41
42
43
44
45
46
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49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84

85

dtau = dxtau

% Queremos encontrar la energia de equilibrio de simulacidn, es
suficiente

[)

% con simular hasta dtau+lOtau.

tprom=10*tau;
tfinal = dtaut+tprom

[)

% Definicidén de los pardmetros del sistema para la simulacidn.
N = 1073;

Ntfinal = Nxtfinal;

t = linspace(0,tfinal,Ntfinal);

S = zeros(N+2,1);

%% Estado inicial del sistema

for b=2:N+1

ri=rand;

if ri>0.5
S(b)=1;

else
S(b)=-1;

end

Cl = zeros(l,length(t));

Cl(l) = sum(S(2:N+1).xS(3:N+2));
%% Algoritmo de Metropolis

W = zeros(N,1);

for d=l:1length(t)-1
s=randi (N) +1;
W(s)=(l-gamma./2*S(s)* (S(s—-1)+S(s+1)))/2;
r=rand;
if r<W(s)
Cl(d+1)=Cl(d)-S(s—-1)*S(s)-S(s)=*S(s+1);
S(s)=-S(s);
S(1)=S(N+1);
S(N+2)=5(2);
Cl(d+1)=Cl(d+1)+S(s-1)*S(s)+S(s)*S(s+l);
else
Cl(d+1)=C1(d);
end
end
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86 esim = —-C1l(1,:)./N;

87
88 %% Bajada de temperatura en el sistema 1 de T_{01}"{x}=4 a T {x}=2
89 %% Solucidn analitica

90 % Definicidn de los pardmetros del sistema.

o1 TO = 4;

92 x10 = tanh(1./T0);

=]

93 = 2;

94 xi = tanh(1./T);

95 gamma = tanh(2./T);

96

97 % Integracidn de la jerarquia de ecuaciones.

98

99 Il = Q(g,t) 2% (pi).  (-1).x(sin(q)) . 2.%exp(-2.* (l-gamma.*cos(q)) ...
100 cxt) ox (x10.% (x10.72-2+x10.xcos(q)+1) . " (-1) —xi.*x(x1.72-2%x1.*x...
101 cos (qg)+1) .7 (-1));

102

103 D1 = @(t) integral(@(g)Il(g,t),0,pi);

104

105 fr = @(t) (xi0-xi) " (-1).*integral(@(q)Il(g,t),0,pi);

106

107 %% Simulacidén numérica

108

109 % Tiempo a partir del cual consideramos en equilibrio al sistema.
110

111 tau = integral (fr,0, Inf, 'ArrayValued', true);

1z d = 22;

113 dtau = dxtau

114

115 % Promediamos durante 1000x<tau>.

116

117 tprom=10~3x*tau;

118 tfinal = dtau+tprom

119

120 % Definicidn de los pardmetros del sistema para la simulacidn.
121

122 N = 1073;

123 Ntfinal = Nxtfinal;

124 t = linspace(0,tfinal,Ntfinal);

125

126 %% Estado inicial del sistema

127

128 No hace falta especificar en el cddigo el estado inicial de espines,

o° o

129 porque el valor actual de S es ya su estado inicial.
130

131 Cl = zeros(l,length(t));

132

133 C1 (1) = sum(S(2:N+1) .*S(3:N+2));

134

135 %% Algoritmo de Metropolis

136

137 W = zeros(N,1);
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138
139 for d=l:length(t)-1

140 s=randi (N) +1;

141 W(s)=(l-gamma./2*S(s)* (S(s—-1)+S(s+1)))/2;
142 r=rand;

143 if r<W(s)

144 Cl(d+1)=Cl(d)-S(s—1)*S(s)-S(s)*S(s+1);
145 S(s)=-S(s);

146 S(1)=S(N+1);

147 S(N+2)=S(2);

148 Cl(d+1)=Cl(d+1)+S(s—1)*S(s)+S(s)*S(s+l);
149 else

150 Cl(d+1)=C1l(d);

151 end

152 end

153

154 esim = —-C1(1,:)./N;

156 %% Cadlculo de propiedades del sistema
157
158 % 1. Energia de equilibrio del sistema.

160 eegan = —-tanh(1/T)

161

162 postauMC = find(abs (t-dtau)==min (abs (t-dtau)));
163 B = length(t)-postauMC+1

164

165 eegsim=sum(esim(postauMC:length(t)));

166 eegsim = eeqgsim/B;

168 ereeq = 100+xabs ((eegsim—-eegan) /eegan)
169

170 % 2. Varianza de la energia de la simulacidn.
171

172 Varsim = 0;

173 for g=postauMC:length (t)

174 Varsim=Varsim+ (esim(g) —eegsim) . 2;
175 end

176
177 Varsim = Varsim/B

178

179

180 % 3. Calor especifico del sistema.

181

182 cvan = (Tx(cosh(l./T)))." (=2)

183 cvsim = NxVarsim/ (T"2)

184

185 ercv = 100*abs ((cvsim—-cvan) /cvan)

186

187 % 4. Varianza de la energia analitica.
188

189 Varan = T 2xcvan./N
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190
191 erVar = 100« (Varsim—Varan) /Varan
192

193 % 5. Sigma.

194

195 sigmaan = T*sqgrt (cvan./N);

196 sigma3an = 3xsigmaan

197

198 sigmasim = sqrt (Varsim);

199 sigma3sim = 3xsigmasim

200

201 er3sigma = 100+abs ((sigma3sim-sigma3an)/sigma3an)

202
203 %% Representacidén grdfica del sistema 1

204

205 % Representamos 100 datos equiespaciados entre 0 y length(t).
206 1lnt = log(t);

207 @al00 = 1nt(length(lnt))/100;

208 uno = 1/al00;

200 tMC = al00% (-2%uno:1.2:100);

210 etMC = exp (tMC) ;

211 postMC = zeros(l, length(etMC));

212 for a=l:length (etMC)

213 postMC (a)=find (abs (t-etMC (a) )==min (abs (t-etMC(a))));
214 end

215

216 % Energia de equilibrio.

217

218 % eeqgang = eeganxones (1, length (tMC));

219

220 % Energia analitica.

221

222 Cli = zeros(l,length(tMC));

223 for g=1l:length (tMC)

224 Cli(1l,g)=xi+D1 (t (postMC(g)));

225 end

226 %C1i = xi+D1 (postMC (1:1length (etMC)));
227 ean = -Cli;

228

229 % Energia de simulacidn.

230

231 Clg=Cl (postMC (l:1length (etMC)));

232 esimg = -Clg(1l,:)./N;

233

234 figure (1)

235 hold on

236 plot (tMC,ean, '-r');

237 plot (tMC,esimg, '"or'");

238 %plot (tMC,eegang, '--k');

230 xlabel ('$\1n t " $', 'interpreter', 'latex")
240 ylabel ('S$eS$', 'interpreter', 'latex"')
241
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242 frg = zeros(l,length(tMC));

243

244 for g=1l:length (tMC)

245 frg(g)=£fr (t (postMC(qg)));

246 end

247

248 figure (2)

249 hold on

250 plot (tMC, frg, '-r'")

251 xlabel ('$\1ln t " x$', 'interpreter', 'latex')
252 ylabel ('$\varphi “{\left (n.l.\right)}$', ...
253 'interpreter', 'latex')

254

reparacién del sistema 2 en el equilibrio a T_{02}"{+}=1

o° o

256

o° oo o

P
Solucidén analitica
e

257 finicion de los parametros del sistema.

o U

258 X1

14
260 x1 = tanh(1./T);
261 gamma = tanh(2./T);
262

263 % Integracidén de la jerarquia de ecuaciones.

264

265 I1 = @(g,t) 2x(pi). " (-1).*x(sin(qg)) . 2.xexp(—-2.* (l-gamma.*xcos (q)) ...

266 crE) Lx (x10.% (x10.72-2xx10.xcos(g)+1) . " (-1) —xi.*(x1.72-2xxi.x...

267 cos(qg)+1) .7 (-1));

268

260 D1 = @(t) integral (@(g)Il(g,t),0,pi);
270

271 fr @(t) (xi0-xi) " (-1).*xintegral(@(qgq)Il(g,t),0,pl);
272
273 %% Simulacidén numérica
274
275 % Tiempo a partir del cual consideramos en equilibrio al sistema.
276
277 tau = integral (fr,0, Inf, 'ArrayValued', true);
278 d = 22;
279 dtau = dxtau
280
281 % Queremos encontrar la energia de equilibrio de simulacidn, es
suficiente
282 % con simular hasta dtau+lOtau.
283
284 tprom=10xtau;
285 tfinal = dtaut+tprom
287 % Definicidn de los parametros del sistema para la simulacidn.
288
289 N = 1073;
200 Ntfinal = Nxtfinal;
201 t = linspace(0,tfinal,Ntfinal);
S

292 = zeros (N+2,1);
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293

204 %% Estado inicial del sistema
295

206 for b=2:N+1

297 ri=rand;

298 if ri>0.5
299 S (b)=1;
300 else

301 S(b)=-1;
302 end

303 end

304 S (1)=S(N+1);

305 S (N+2)=S(2);

306

307 Cl = zeros(l,length(t));

308

309 Cl(1l) = sum(S(2:N+1).*xS(3:N+2));
310

311 %% Algoritmo de Metropolis

312

313 W = zeros (N, 1);

314

315 for d=l:length(t)-1

316 s=randi (N) +1;

317 W(s)=(l-gamma./2xS(s)* (S(s—1)+S(s+1)))/2;
318 r=rand;

319 if r<W(s)

320 Cl(d+1)=Cl(d)-S(s—1)*S(s)-S(s)*S(s+1l);
321 S(s)=-S(s);

322 S(1)=S(N+1);

323 S(N+2)=S(2);

324 Cl(d+1)=Cl(d+1)+S(s—1)*S(s)+S(s)*S(s+1l);
325 else

326 Cl(d+1)=C1l(d);

327 end

328 end

329

330 esim = -C1(1,:)./N;

331

332 %% Subida de temperatura en el sistema 2 de T_{02} " {x}=1 a T {x}=2
333 %% Solucidn analitica

33¢ % Definicidn de los parametros del sistema.

335 TO = 1;

336 x10 = tanh(1./TO0);
= 2;

338 x1i = tanh(1./T);

339 gamma = tanh(2./T);

H

337

340
341 % Integracidén de la jerarquia de ecuaciones.

342

343 I1 = @(qg,t) 2x(pi). " (-1).*x(sin(qg)). 2.xexp(-2.* (l-gamma.*cos (q)) ...

344 Lxt) ox(x10.% (x10.72-2+x10.xcos(q)+1) .7 (-1) —xi.*(x1.72-2%x1.*...
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345 cos(g)+1) .7 (-1));

346

347 D1 = @(t) integral(@(g)Il(g,t),0,pi);

348

349 fr = @(t) (xi0-xi) "~ (-1).*integral(@(g)Il(qg,t),0,pi);
350

o\
o\

351 Simulacidén numérica

352
)

353 % Tiempo a partir del cual consideramos en equilibrio al sistema.
354

355 tau = integral (fr,0, Inf, 'ArrayValued', true);
356 d = 22;
357 dtau = dxtau

358
359 % Promediamos durante 1000x<tau>.

360

361 tprom=10"3xtau;

362 tfinal = dtauttprom

363

364 % Definicidn de los pardmetros del sistema para la simulacidn.
365

366 N = 1073;

367 Ntfinal = Nxtfinal;

368 t = linspace(0,tfinal,Ntfinal);

369

370 %% Estado inicial del sistema

371

372 No hace falta especificar en el cddigo el estado inicial de espines,

o°  o°

373 porque el valor actual de S es ya su estado inicial.
374

375, C1 = zeros(l,length(t));

376

377 Cl(l) = sum(S(2:N+1).%xS(3:N+2));
378

379 %% Algoritmo de Metropolis

380

381 W = zeros(N,1);

382

383 for d=l:length(t)-1

384 s=randi (N) +1;

385 W(s)=(l-gamma./2xS(s)* (S(s-1)+S(s+1)))/2;
386 r=rand;

387 if r<wW(s)

388 Cl(d+1)=Cl(d)-S(s—1)*S(s)-S(s)*S(s+1l);
389 S(s)=-S(s);

390 S(1)=S(N+1);

391 S(N+2)=S(2);

392 Cl(d+1)=Cl(d+1)+S(s—1)*S(s)+S(s)*S(s+1l);
393 else

394 Cl(d+1)=Cl(d);

395 end

396 end
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417
418
419
420
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428
429

431
432
433
434
435
436
437

439
440
441
442
443
444
445
446
447
448

esim = -C1(1,:)./N;

%% Cadlculo de propiedades del sistema

o\

1. Energia de equilibrio del sistema.
eeqan = —-tanh(1/T)

postauMC = find(abs(t—-dtau)==min (abs(t-dtau)));
B = length (t)-postauMC+1

eegsim=sum(esim(postauMC:length(t)));
eegsim = eeqgsim/B;

ereeq = 100xabs ((eegsim-eegan) /eegan)

[

% 2. Varianza de la energia de la simulaciédn.

Varsim = 0;

for g=postauMC:length (t)
Varsim=Varsim+ (esim(g)-eegsim) . 2;

end

Varsim = Varsim/B

% 3. Calor especifico del sistema.

cvan = (Tx(cosh(1./T)))." (-2)
cvsim = NxVarsim/ (T"2)

ercv = 100+xabs ((cvsim—-cvan) /cvan)

[

% 4. Varianza de la energia analitica.

Varan = T "2*xcvan./N
erVar = 100« (Varsim-Varan) /Varan
% 5. Sigma.

sigmaan = Txsqgrt (cvan./N);

sigma3an = 3xsigmaan

sigmasim = sqgrt (Varsim);

sigma3sim = 3xsigmasim

er3sigma = 100+abs ((sigma3sim-sigma3an)/sigma3an)

%% Representacidn grafica del sistema 2
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449 % Representamos 100 datos equiespaciados entre 0 y length(t).
450 1lnt = log(t);

451 al00 = Int (length(lnt))/100;

452 uno = 1/al100;

453 tMC = al00* (-2*uno:1.2:100);

454 etMC = exp (tMC);

455 pPostMC = zeros (1l,length(etMC));

456 for a=l:length (etMC)

457 postMC (a)=find(abs (t-etMC (a) )==min (abs (t-etMC(a))));
458 end

459

460 % Energia de equilibrio.

461

462 eegang = eeqgan=*ones(l, length (tMC));

463

464 % Energia analitica.

465

466 Cli = zeros(l,length(tMC));

467 for g=l:length (tMC)

468 Cli(1l,g)=xi+D1 (t (postMC(g)));

469 end

470 %Cli = xi+4D1 (postMC(l:length(etMC)));
471 ean = —-Cli;

472

473 % Energia de simulacidn.

474
475 Clg=Cl (postMC(l:1length (etMC)));
476 esimg = -Clg(1l,:)./N;

477
478 figure (1)

479 hold on

480 plot (tMC, eegang, '-—-k'");

481 plot (tMC,ean, '-.b");

482 plot (tMC,esimg, "+«b');

483 xlabel ('S\1n t *$', 'interpreter',...

484 'latex', '"FontSize',16)

485 ylabel ('$eS$', "interpreter', 'latex', ...

486 'FontSize',16)

487 x1im([-2 81])

488 y1lim([-0.75 -0.25])

489 xticks([-2 0 2 4 6 8])

490 yticks ([-0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.31)

491 legend ('ST x_{01}=4,\:e {an}\left (t " *\right)$', ...

192 '$T % _{01}=4,\:e" {sim}\left (t " *\right)$', 'se {an} _{eq}s', ...
403 '$T x_{02}=1,\:e {an}\left (t"x\right)$', ...
494 'sT % _{02}=1,\:e " {sim}\left (t"+\right)$', "interpreter', 'latex')

495 legend('boxoff'")
496
497 frg = zeros(l,length (tMC));

1499 for g=1l:length (tMC)
500 frg(g)=£fr (t (postMC(qg)));
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501 end

502

503 figure (2)

504 hold on

505 plot (tMC, frg,'—-.b")

506 xlabel ('$\1ln t x$', 'interpreter', ...

507 'latex', '"FontSize',16)
508 ylabel ('$\varphi {\left (n.1l.\right)}$', ...
509 '"interpreter', 'latex', 'FontSize',16)

510 x1lim([-2 8])
511 ylim ([0 17)
512 xticks([-2 0 2 4 6 8]
513 yticks ([0 0.2 0.4 0.6
514 legend ('ST » _{01}=4,\
515 'latex'")

)
0 1]
(T x=28

516 legend('boxoff!')
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, 'ST x _{02}=1,\:T"%=2$", 'interpreter', ...
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