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Resumen

La homologia persistente es una técnica que se usa para analizar la evoluciéon de una cierta
propiedad algebraica, la homologia, sobre un espacio topolégico que se construye paso a paso.
Los resultados de la homologia persistente varian segin la eleccion de coeficientes que usemos
para su calculo. La homologia persistente con coeficientes en un cuerpo ha sido ampliamente
estudiada y aplicada gracias a su comodidad para el calculo, su estabilidad y la existencia
de invariantes sencillos y completos para clasificarla. Por contra, la homologia persistente con
coeficientes enteros presenta mas dificultades para su calculo y clasificacion, y apenas ha sido
estudiada. En este trabajo presentamos los grupos BD, un tipo de estructuras algebraicas
disenadas para el estudio de la homologia persistente con coeficientes enteros y explicamos sus
propiedades més generales. Ademas planteamos y probamos una serie de resultados totalmente
originales que nos permiten ver que estos grupos B D generalizan adecuadamente los invariantes
ya conocidos para la homologia persistente con coeficientes en un cuerpo, y definimos un marco
mas general donde iniciamos el camino para probar la estabilidad de estos grupos frente a
pequenas perturbaciones.

Abstract

Persistent homology is a technique used to analyze the evolution of a certain algebraic
property, the homology, of a topological space that is built step by step. The results of the
persistent homology vary according to the choice of coefficients used for its calculation. Persis-
tent homology with coefficients over a field has been widely studied and applied thanks to it
easy computation, its stability and the existence of easy and complete invariants for its clas-
sification. By contrast, persistent homology over integer coefficients is harder to calculate and
classify and it has been barely studied. In this work we introduce the BD groups, a sort of
algebraic structures designed for the study of persistent homology over integer coefficients and
we explain its more general properties. Also, we present and prove some totally original results
showing that these BD groups are a good generalization of the already known invariants for
the persistent homology over field coefficients, and we define a more general framework where
we start the path to prove the stability of these groups in the presence of small perturbations.
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Capitulo 0

Introduccion

La homologia es una herramienta de la topologia algebraica que trata de clasificar y dife-
renciar espacios topolégicos mediante la asignacion de una sucesion de estructuras algebraicas.
El célculo de la homologia depende de unos coeficientes pertenecientes a un cierto conjunto
(con estructura de anillo), y segun el conjunto de coeficientes que escojamos, estas estructuras
pueden ser grupos abelianos, médulos o espacios vectoriales. Informalmente, estas estructuras
tratan de resumir cudntos “agujeros” tiene ese espacio topoldgico en cada dimension posible.
El conjunto de coeficientes que mejor informacién da sobre estos “agujeros” y que dio inicio a
la teoria de homologia fue el de los niimeros enteros Z. Esta teoria se ha ido desarrollando y
refinando a lo largo de los siglos XIX y XX hasta que a finales de este siglo se llegé al concepto
de homologia persistente.

La homologia persistente es una herramienta que no analiza un espacio topoldgico, sino
toda una sucesion creciente de espacios. Esto es particularmente 1til para analizar espacios
topologicos que se van construyendo por partes. Asi, la homologia persistente integra en un
solo objeto algebraico la homologia de todos los espacios de esta sucesién y deja un registro
de la evolucion de la misma. Lamentablemente, para que la homologia persistente sea facil de
calcular e interpretar hay que imponer una cierta condiciéon sobre el conjunto de coeficientes.
Esta condicién (que el conjunto de coeficientes tenga estructura de cuerpo) hace que en cada
espacio de la sucesién la homologia dé una informaciéon menos interesante que la que tendriamos
usando coeficientes en Z, que no es un cuerpo. Bajo esta condiciéon, la homologia persistente se
puede clasificar completamente mediante unos invariantes computables y estables como son los
codigos de barras y los diagramas de persistencia, mientras que esto no se puede hacer usando
coeficientes enteros.

Nuestro objetivo en este trabajo sera el de estudiar la homologia persistente con coeficientes
enteros de una forma alternativa, usando invariantes computables que aunque no den una
clasificacion completa sean una generalizacion adecuada de los invariantes ya conocidos en el
caso con coeficientes en un cuerpo y que sean estables frente a pequenos cambios en la sucesién
de espacios topoldgicos.

En el capitulo 1 de esta memoria presentaremos los conceptos algebraicos y los resultados
que serviran de base para la teoria de la homologia y la homologia persistente. En el capitu-
lo 2 explicaremos los conceptos mas elementales de la homologia y la homologia persistente.
Después, explicaremos las buenas propiedades de la homologia persistente cuando usamos co-
eficientes en un cuerpo y veremos qué problemas plantea el uso de coeficientes enteros. En el
capitulo 3 presentaremos los grupos BD, introducidos en el articulo [21], y que estédn disenados
expresamente para el estudio de la homologia persistente con coeficientes enteros. Basando-
nos también en este articulo, veremos cémo se pueden calcular computacionalmente usando la



8 CAPITULO 0. INTRODUCCION

teoria de secuencias espectrales. Después haremos un estudio totalmente original para compro-
bar que, si usamos coeficientes en un cuerpo, los grupos BD nos dan la misma informacién que
los codigos de barras antes citados. Con esto habremos probado que al usar coeficientes en un
cuerpo los grupos BD son un invariante completo y por tanto generalizan de forma adecuada
los conceptos clasicos de la homologia persistente. Al final del capitulo calcularemos los grupos
BD sobre tres ejemplos de espacios topoldgicos. En el capitulo 4 haremos un estudio también
original para comprobar como cambian los grupos BD cuando inducimos pequenas perturba-
ciones sobre la sucesion de espacios topoldgicos. La motivacion de este estudio viene del articulo
[8] y del libro [7], donde se estudia la homologia persistente con coeficientes en un cuerpo y
se llega a la conclusion de que pequenas modificaciones en la sucesién de espacios topoldgicos
inducen pequenos cambios en los codigos de barras y los diagramas de persistencia. Nuestro
objetivo en este capitulo serd por tanto encontrar resultados similares para los grupos BD con
coeficientes enteros, viendo asi que estos grupos tienen buenas propiedades de estabilidad y
podrian ser usados para aplicaciones practicas.



Capitulo 1

Nociones algebraicas previas

Toda la teoria de la homologia y la homologia persistente que veremos en préximos capitulos
se apoya en el conocimiento de ciertas estructuras algebraicas y sus propiedades basicas, tales
como grupos, anillos, cuerpos, médulos y espacios vectoriales. Por ello, empezamos la memo-
ria con una breve introduccién a los conceptos algebraicos que usaremos durante el resto del
trabajo. El lector mas familiarizado con estos términos puede pasar directamente al capitulo 2.
Todas estas definiciones y sus ejemplos se pueden consultar en [10] y en [3].

Definicién 1.1. Un grupo abeliano es un conjunto no vacio G con una operacion binaria
*: G x G — G que satisface las siquientes propiedades:

* es asociativa, es decir, (axb) xc = a* (bxc¢) para cualesquiera a,b,c € G.

* es conmutativa, es decir, a xb = b*a para cualesquiera a,b € G.

Eziste un elemento e € G llamado elemento neutro tal que e x a = a x e = a para todo
a€G.

Para cada a € G existe un elemento a=' € G, llamado inverso de a, tal que axa™! =

atxa=e.

Los conjuntos Z, @ o R con la suma en el lugar de la operacion * son ejemplos sencillos
de grupos abelianos, donde el elemento neutro es el 0. La definicion méas general de grupo no
contempla que x sea conmutativa, pero nosotros vamos a suponer que esto siempre es asi y por
ello podemos llamar a los grupos abelianos simplemente grupos.

Definicién 1.2. Sea G un grupo. Un subconjunto H C G se dice un subgrupo de G si es no
vacio y dados a,b € H se tiene que a ' € H yaxbc H.

Por ejemplo dado n € Z, el conjunto nZ C Z formado por los multiplos de n es un subgrupo
de Z con la operacion suma. A partir de los subgrupos podemos definir los grupos cocientes,
para los que no daremos definicion sino una intuicién a partir de este mismo ejemplo de nZ.
Empezamos con la relacion:

a~bsb—aenZ<nlb—a (1.1)

donde z|y significa que z divide a y. Esta relacién particiona a Z en un total de n clases de
congruencia distintas, donde cada clase contiene a todos los enteros que comparten el mismo
resto al hacer la divisién por n. La clase de congruencia que contiene a m se denota [m], y por

9
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la definicién de esta particion se cumple que si a ~ b, entonces [a] = [b]. Llamamos grupo de los
enteros médulo n, o Z/nZ, al conjunto de estas clases de congruencia con la operacién suma
dada por:

[a] + [b] = [a + 0] (1.2)

Se puede demostrar que esta operacion esta bien definida y la suma de dos clases es siempre la
misma independientemente de los representantes a y b escogidos.

Definiciéon 1.3. Sean G y G’ dos grupos con operaciones  y ¢ respectivamente. Una aplicacion
f G — G se dice un homomorfismo de grupos si para cualesquiera a,b € G verifica que

flaxb) = f(a) o f(b).

A partir de ahora y en linea con los ejemplos presentados vamos a considerar siempre que
la operacion * de un grupo es la suma +, de forma que el elemento neutro se denota 0 y dado
un elemento a, su inverso se denota —a.

La siguiente estructura que vamos a necesitar son los anillos, que no son mas que grupos a
los que se les anade una segunda operacion.

Definicién 1.4. Un anillo conmutativo con unidad es un conjunto no vacio R con dos opera-
ciones binarias +,- : R X R — R llamadas suma y producto o multiplicacion respectivamente
satisfaciendo las siquientes propiedades:

» R es un grupo para la operacion suma con elemento neutro 0.
» - es asociativa, es decir, (a-b)-c=a-(b-c) para cualesquiera a,b,c € R.

= - es conmutativa, es decir, a-b = b-a para cualesquiera a,b € R.

- es distributiva respecto de +, es decir, a-(b+c¢)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a
para todos a,b,c € R.

Eziste un elemento 1 € R llamado la identidad de R tal que 1-a = a -1 = a para todo
a € R.

Es habitual en la literatura que la multiplicacion entre a y b se denote con la yuxtaposicion
ab, obviando el simbolo -. La definicion mas general de anillo no contempla necesariamente ni
la existencia de la identidad ni la conmutatividad de la multiplicacién, pero en nuestro caso
siempre las vamos a dar por supuestas, y por ello vamos a llamar simplemente anillos a estas
estructuras.

Los grupos Z, Q o R adquieren estructura de anillo al considerar la suma y el producto
habituales. El grupo Z/nZ también adquiere estructura de anillo al dotarlo de la multiplicacién
[a] - [b] = [a - b], que también estd bien definida.

Un tipo particular de anillos que seréa de especial relevancia para calcular la homologia
persistente son los anillos de polinomios.

Definicién 1.5. Sea R un anillo. Un polinomio sobre R es una suma formal:
an"™ + ap_12" 4 -+ ayzt + aga® (1.3)

donde n € N y a; € R para todo i = 0,--- ,n. Se llama grado del polinomio al mayor i tal que

CLZ%O
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Definicién 1.6. Sea R un anillo conmutativo. Definimos el anillo de polinomios R[x] como el
anillo formado por todos los polinomios posibles sobre R donde la suma se calcula como:

n n

a;x’ + Y bix' =Y (a; + b))’ (1.4)
S 3=

i=0 =0

y el producto se calcula como:

1=0 =0 0 j=0

El elemento neutro para la suma es el polinomio 0 - 2° o simplemente 0 y la identidad es el
polinomio 1 - 2° o simplemente 1.

Todos los grados de los polinomios son nimeros naturales segin esta definicién. Otra familia
especial de anillos son los cuerpos, donde siempre se puede dividir un elemento por otro que no
sea nulo.

Definicién 1.7. Sea R un anillo. Una unidad es un elemento a € R no nulo para el que existe
1 -1

un elemento a' € R llamado inverso multiplicativo de a tal que a-a™ ' =a ' -a=1
La identidad 1 siempre es una unidad, pues es su propio elemento inverso para la multipli-
cacion. Por ejemplo, las inicas unidades que hay en el anillo Z son 1y —1.

Definicién 1.8. Un cuerpo F' es un anillo conmutativo con unidad donde todo elemento no
nulo es una unidad.

Un cuerpo es por tanto un anillo ' con la condicién adicional de que F'\ {0} sea un grupo
con la multiplicacién. Los anillos Q y R son cuerpos con la suma y la multiplicacion usuales,
mientras que Z no satisface esta definicién. Por otra parte, Z/nZ es un cuerpo si y solo si n es
un nimero primo.

Definicién 1.9. Sea R un anillo conmutativo. Un ideal de R es un subconjunto I C R que tiene
estructura de anillo al considerar las restricciones de + y - sobre I (es decir, es un subanillo)
y tal que para todo r € R y todo © € I, se cumple quer-1=1-r € I.

Todo anillo R tiene los dos ideales triviales {0} y R. En Z, ademds contamos con los ideales
de multiplos nZ C Z. En general, dado un subconjunto de elementos r,--- ,r,, € R, siempre
podemos generar el ideal (ry,---,7,,) formado por todas las sumas y productos posibles de
estos elementos. En el caso de que R sea un cuerpo, los tnicos ideales posibles son los dos
triviales. A partir de un ideal I C R se puede definir un anillo cociente R/I de forma parecida
a como se hizo con los grupos.

Definicién 1.10. Sea R un anillo. Se dice que R es un dominio de ideales principales si el
producto de dos elementos no nulos da como resultado un elemento no nulo (es decir, R es un
dominio) y todos los ideales posibles se pueden generar con un sélo elemento (es decir, todos
los ideales son principales).

Z es un dominio de ideales principales, al igual que el anillo de polinomios F[z| con F' un
cuerpo. En cambio el anillo de polinomios Z[z] no lo es, ni tampoco lo son los anillos Z/nZ
cuando n no es primo. Un cuerpo F' es un dominio de ideales principales trivialmente, pues el
ideal {0} estd generado por el 0 y el ideal total F' se puede generar con cualquier elemento no
nulo, en particular con el 1. Los dominios de ideales principales seran particularmente ttiles para
dar teoremas de clasificaciéon cuando hayamos definido la homologia y la homologia persistente.
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Definicién 1.11. Sean R y R’ dos anillos. Una aplicacion f : R — R’ se dice un homomorfismo
de anillos si para cualesquiera a,b € R verifica que f(a+b) = f(a)+ f(b) y f(a-b) = f(a)- f(b).

Los anillos seran la base sobre la que definamos los médulos, que seran una estructura
algebraica que usaremos continuamente a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 1.12. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un médulo sobre R o R-modulo es
un conjunto no vacio M con una operacion + : M X M — M llamada suma y una operacion
-t RXx M — M llamada producto por escalares satisfaciendo las siguientes propiedades:

= M es un grupo con la operacion +.

r-(s-m)=(r-s)-m para cualesquiera r,s € R y cualquier m € M.

(r4+s)-m=r-m+s-m para cualesquiera r,s € R y cualquier m € M.

r-(m+n)=r-m+r-n para cualquier r € R y cualesquiera m,n € M.

= 1-m=m para todo m € M, siendo 1 la identidad de R.

Noétese el abuso de notacién que se produce al usar el simbolo + tanto para la suma de R
como para la suma de M y el simbolo - para la multiplicaciéon de R y el producto por escalares
de M. En los ejemplos que iremos proponiendo los escalares de R siempre serdan niimeros reales,
por lo que siempre serd facil distinguirlos de los elementos del médulo M y no serd necesario
hacer distinciones.

Definicién 1.13. Sea F' un cuerpo. Un espacio vectorial sobre F' o F-espacio vectorial es un
conjunto no vacio V con estructura de F'-mddulo.

Al igual que para grupos y anillos, podemos definir una subestructura llamada submddulos.

Definicién 1.14. Sea R un anillo y M un R-mddulo. Un subconjunto N C M se dice un
submaodulo de M si es subgrupo para la suma y es cerrado para el producto por escalares, es
decir, que dadosr € R yn € N entoncesr-n € N.

Los submoddulos de un espacio vectorial tienen el nombre de subespacios vectoriales.

Definicién 1.15. Sean M y M’ dos R-mddulos. Una aplicacion f : M — M' se dice un
homomorfismo de R-mddulos si para cualesquiera m,n € M y cualquier r € R verifica que

fm+mn) = f(m)+ f(n) y f(r-m)=r-f(m).

Para comprender mejor los teoremas de clasificacion que veremos, necesitamos saber qué es
un modulo libre y qué es un médulo de torsién.

Definicién 1.16. Sea M un R-mddulo y sea S = {ay,as -+ ,a,} C M un subconjunto. Decimos
que S genera M si todo m € M es combinacion lineal de S, es decir, existen unos escalares
r1,T9, -+ Ty € R tales que:

m=ri-ay+ro-ax+---+r,a, (16)

Si M tiene un subconjunto finito S que genere a M, decimos que es finitamente generado.
Decimos ademas que S es una base de M si estas combinaciones lineales son unicas para todo
m € M. En caso de que M tenga una base, se dice que M es un modulo libre y el nimero de
elementos de su base se llama rango.
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Definicién 1.17. Dado un R-mddulo M, decimos que un elemento a € M es de torsion si
existe un escalar r € R no nulo tal que r-a = 0.

Todo R-médulo M tiene trivialmente un elemento de torsion que es el 0. Si hubiera un
elemento de torsion no nulo, se puede demostrar que M no es libre. Ademés los elementos de
torsién de un médulo forman un submédulo 7'(M) C M.

Ahora para crear estructuras mas complejas veremos una forma de tomar varios grupos (que
tienen la suma como operacién interna) y crear otro mayor que los contenga.

Definicién 1.18. Sean G1,Gs, - -G, grupos. La suma directa G1 & Gy @ --- D G, es el grupo
formado por las n-tuplas (ay,as, -+ ,a,) con a; € G; y la operacion suma dada por:

(al,a2,~-- ,Cln> + (bl,bg,"‘ ,bn) = (Cll +b1,a2+bg,"' 7an+bn) (17)

Si una tupla a € G1 & Gy ® --- & G, tiene todas sus componentes iguales a 0 excepto a;,
se suele decir que a € G;. Por otra parte, si todos los grupos que forman la suma directa son
el mismo, se suele simplificar la notacién mediante exponentes. Asi, G" denota la suma directa
Go " aq.

Para terminar esta introducciéon vamos a usar la suma directa para definir una familia
de anillos y modulos, los graduados, que también seran ttiles. Gracias a esta suma directa
podemos definir los anillos y médulos graduados, que ocuparan un lugar central en la teoria de
la homologia persistente.

Definicién 1.19. Sea T un subconjunto de R. Un anillo T-graduado es un anillo R que es
suma directa de grupos R = @ier Ry, y el producto cumple que si a € Ry y b € Ry entonces
a-b & Rsiy. Un elemento e € R, se dice homogéneo de grado dege = t. El grado de un elemento
no homogéneo es el mayor de los grados de sus componentes homogéneas. El 1 tiene grado 0, y
el 0 tiene cualquier grado.

Dado un anillo no graduado R, su anillo de polinomios R[x] es un anillo N-graduado donde
los elementos homogéneos son los monomios, que son polinomios con un unico coeficiente a; no
nulo.

Definicién 1.20. Sea R un anillo T-graduado. Un R-maédulo T-graduado M es un R-mddulo
dado como suma directa M = @©ierM; donde el producto por escalares verifica que sir € Ry y
m € M; entonces r-m € Myy;. La definicion de elemento homogéneo y de grado en un maodulo
graduado es andloga a la de un anillo graduado.

Para que estas definiciones y toda la teoria que veremos después funcionen es necesario
imponer que 7' sea un conjunto cerrado para la suma, como sucede con N, Z o R que son los
conjuntos de indices mas usados.

Definicién 1.21. Sea R = ®ier Ry un anillo T-graduado y sea el R-modulo T-graduado M =
BrerM;. Se dice que N = ®yer Ny es un submaodulo de M si Ny es submddulo de M; para todo
t €T y ademas dados r € Ry y m € Ny su producto satisface v -m € Ngiy.

Las ultimas definiciones que vamos a dar son generales y nos valdran para grupos, anillos,
cuerpos, moédulos y espacios vectoriales. Para escribirlas en su forma mas general, vamos a usar
las palabras “estructura”, “homomorfismo” y “subestructura”. En todas las estructuras habra
una operacion suma y su elemento neutro sera el 0.



14 CAPITULO 1. NOCIONES ALGEBRAICAS PREVIAS

Definicién 1.22. Sea f : X — Y un homomorfismo entre dos estructuras. Definimos los dos
conjuntos:

» ker f = {z € X|f(x) =0}, llamado el nicleo de f.
s Imf={yeY|IxeX con f(x) =y}, llamado la imagen de f.

Para cualquier tipo de estructura, tenemos que ker f es una subestructura de X e Im f es
una subestructura de Y.

Definicién 1.23. Un homomorfismo biyectivo f : X — Y entre dos estructuras se dice iso-
morfismo, y las dos estructuras X,Y se dice que son isomorfas.

Ahora que ya hemos definido todos los conceptos algebraicos que nos van a hacer falta,
cerramos esta seccion con un par de resultados clasicos que seran utiles en adelante.

Proposicién 1.1 ([1], pg. 413). Todo grupo abeliano G tiene una inica estructura de Z-mddulo.

Esto es facil de demostrar si consideramos que la suma del Z-moédulo es la misma que la
suma del grupo y definimos el producto por escalares segin las formulas 0-a = 0, (=1)-a = —a
yn-a=a+ " 4 para n > 0. A partir de esta conexién podemos tomar las definiciones
de generacion, base, modulo libre y modulo de torsion que dimos para médulos y extenderlas

a grupos.

Otro resultado importante es el siguiente, que nos ayudara a clasificar completamente los
R-médulos y, en virtud de la proposicién 1.1, los grupos.

Teorema 1.1 (teorema fundamental de los médulos finitamente generados, [10], pg. 462). Sea
R un dominio de ideales principales y sea M un R-mddulo finitamente generado. Entonces M
es isomorfo a una suma directa:

M= R’ o @ R/d;R, (1.8)

j=1

donde [ es un entero no negativo llamado nimero de Betti y los d; son elementos no nulos y
no unidades de R tales que d;|d;+1 para todo j. Esta suma directa es unica salvo multiplicacion
de los d; por una unidad de R.

Como este isomorfismo es tnico, todos los R-mdédulos finitamente generados se pueden clasi-
ficar en funcion de su nimero de Betti 8 y sus coeficientes de torsion dy, - - - , d,,. El submédulo
R’ es el submédulo libre de M, y @7, R/d;R es su submédulo de torsién T(M). Cuando el
anillo considerado es un cuerpo F', no existen elementos no nulos que no sean unidades, por lo
que no hay coeficientes de torsion y la descomposicion sélo tiene la parte libre. Entonces los
F-espacios vectoriales finitamente generados son siempre libres, y quedan caracterizados por
su rango 3.

Por tener los grupos estructura de Z-moédulo, también podemos aplicar el teorema 1.2 con
R = Z, dando lugar al teorema fundamental de los grupos.

Teorema 1.2 (teorema fundamental de los grupos finitamente generados, [10], pg. 158). Sea
G un grupo finitamente generado. Entonces G es isomorfo a una suma directa:

G=7'oPz/nL, (1.9)

J=1
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donde B es un entero no negativo llamado nimero de Betti y los n; son enteros mayores o
iguales que 2 tales que njn;i1 para todo j. Esta suma directa es unica.
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CAPITULO 1. NOCIONES ALGEBRAICAS PREVIAS



Capitulo 2

Homologia Persistente

En este capitulo introduciremos los conceptos mas generales de la homologia persistente, una
herramienta de la topologia algebraica y la topologia computacional que nos permite estudiar
las propiedades de un espacio topoldgico que se va construyendo paso a paso.

En la seccion 2.1 explicamos el concepto de homologia para un espacio topologico. En la
seccion 2.2 introducimos el concepto de homologia persistente y analizamos qué condiciones
deben darse para que su calculo y su clasificacion sean posibles, aportando ademés invariantes
completos y estables. Al final de esta seccién iniciamos el estudio de soluciones alternativas
cuando estas buenas condiciones no se dan. Finalmente, en la seccién 2.3 presentamos los
espacios topolégicos que usaremos como ejemplo para explicar los conceptos que veremos en
los capitulos siguientes.

2.1. Homologia

La homologia es una teoria que sirve para clasificar distintos espacios topolégicos asignando-
les una sucesion de grupos. Estos grupos estan disenados de tal forma que si dos espacios to-
poldgicos son homeomorfos entre si (es decir, que existe una deformacién continua que convierte
al uno en el otro) entonces esos grupos son isomorfos. Decimos entonces que esos grupos su-
ponen un invariante topolégico. Gracias a la proposicién 1.1, sabemos que los grupos tienen
estructura de Z-modulos y por tanto la teoria de homologia se puede ampliar cambiando los
grupos por R-moédulos siendo R un anillo cualquiera. Los casos que mas usaremos a lo largo
de este trabajo son R = Z, que es el caso tradicional, y R = F', con F' un cuerpo. En este caso
la homologia no es mas que un F-espacio vectorial, y queda univocamente determinado por su
rango.

Todas las definiciones y proposiciones que demos en toda esta seccién se haran en términos
de R-mdédulos para englobar todos los casos diferentes, y se pueden consultar en [14], cap. 2. Si
algin anillo concreto presenta particularidades interesantes se senalaran separadamente.

2.1.1. Complejos de cadenas

El primer objeto algebraico que necesitaremos para definir la homologia son los complejos
de cadenas.

Definicién 2.1. Un complejo de cadenas C es una sucesion de R-modulos {Cy}pez junto con
una sucesion de homomorfismos d = {d, : C, — Cy_1}pez, satisfaciendo la condicion de que

17
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A D F I
[ y [ [
[ H K
]
E G J
B ] [ 4 [ 4

Figura 2.1: A la izquierda tenemos el conjunto de simplices formado por los cinco puntos
A, B,C,D, E, las seis aristas que los unen y los dos triangulos ABC' y C'DFE. Este conjunto
satisface la definiciéon de complejo simplicial y lo llamaremos L. En cambio a la derecha, el
conjunto formado por los puntos F, G, H, I, J, K, las aristas F'G, FH, FH,IJ, I K, JK y los dos
triangulos FGH, IJK no es un complejo simplicial porque la interseccién de los triangulos es
el punto H, que es cara de FGH pero no de IJK.

para todo p € Z, d,od,11 = 0. A la sucesion de homomorfismos d se le llama la diferencial del
complejo de cadenas, y la condicion de que dy o dy.1 =0 Vp se simplifica diciendo que la doble
diferencial es nula o bien que d*> = 0. Los complejos de cadenas se representan con diagramas
como el siguiente:

dp+1 dp
. Cp+1 Op

Cpg —— - (2.1)
donde el subindice de la diferencial d, se puede omitir cuando no sea necesario especificarlo.

Definicién 2.2. Sea C un complejo de cadenas.

» A un elemento de C,, se le llama p-cadena.
s A una p-cadena tal que su diferencial es nula se la llama p-ciclo.

» A una p-cadena tal que es imagen por d,1 de una (p + 1)-cadena se la llama p-borde.

Los complejos de cadenas aparecen de forma muy natural en la topologia algebraica, siendo
los complejos simpliciales los objetos més sencillos y conocidos a los que se les puede asignar
un complejo de cadenas.

Definicién 2.3. Un n-simplice 0 en R? (n < d) es la envoltura convera de n + 1 puntos
afinmente independientes {vo,- -+ ,v,} C R Si tomamos un subconjunto de {vg,--- ,v,} con
m —+ 1 puntos (m < n < d), su envoltura convexa es una cara de o con dimension m.

Definicién 2.4. Un complejo simplicial K es una coleccion de simplices en R? tal que cualquier
cara de 0 € K esta en K y la interseccion de dos simplices de K es o bien vacia o bien una
cara comun. La dimension de un complejo simplicial es el mdximo de las dimensiones de sus
simplices.

A la izquierda de la figura 2.1 podemos ver un ejemplo de complejo simplicial, al que
llamaremos L, que usaremos para ilustrar las definiciones que vayamos dando.
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Definicién 2.5. Dado un complejo simplicial K en RY, su espacio subyacente |K| es el espacio
topoldgico formado por todos los puntos de R? que pertenecen a algin simplice de K, con la
topologia euclidea heredada de RY.

Gracias al complejo de cadenas que vamos a definir sobre el complejo simplicial K, vamos
a poder extraer propiedades topoldgicas del espacio subyacente |K]|.

Sea un complejo simplicial K de dimension m y supongamos que sus vértices tienen una
ordenacién (llaméandolos por ejemplo z1, z9, z3, - - ). Si los puntos vy, vy, - - - , v, son vértices de
un simplice de K, al simplice que generan lo llamaremos [vg, vy, - -+ ,v,]. A partir de K es muy
sencillo definir un complejo de cadenas C(K).

Definicién 2.6. Sea K un complejo simplicial. Definimos C,(K) como el R-mddulo libre (con
submddulo de torsion nulo) generado por los p-simplices de K, donde una reordenacion de los
vértices en el p-simplice vy, vy, -+ , v, es equivalente a un cambio de signo si la permutacion
es impar y no afecta nada si la permutacion es par.

Por ejemplo en el complejo simplicial L para R = Z y para p = 2, tenemos que Cy(L) es un
Z-médulo generado por los 2-simplices [A, B, C| y [C, D, E]. Ahora para completar el complejo
de cadenas nos faltaria definir una diferencial.

Definicién 2.7. Sea K un complejo simplicial. El operador borde p-ésimo es un homomorfismo
de R-mddulos 0, : Cp(K) — Cp_1(K) que opera sobre sus simplices de la siguiente forma:

p

ap[UOv U ’Up] = Z(_l)i[vm R UTEEE 7Up]7 (2'2)

=0

donde v; indica que el vértice v; se ha eliminado del simplice. 0, se extiende al resto de cadenas
compuestas por linealidad.

Por ejemplo, en Cy(L) tenemos que:

0[A,B,C| =[B,C| - [A,C] + [A,B] = [B,C] + [C, A] + [A, B]
0,|C,D,E)=[D,E] - [C,E|+[C,D] = [D,E]+ [E,C] + [C, D]

Este operador le asigna a cada p-simplice o los (p — 1)-simplices que definen su borde
topolégico 0|o|. Por ejemplo en |L|, al calcular 0y sobre el tridangulo [A, B, C] tenemos como
resultado las tres aristas que lo bordean e indicando ademas en qué sentido se recorren: empieza
en B, de ahi va a C', de ahi a A y se vuelve a B.

Es fécil probar que 0,1 0, =0 Vp € Z. Por ejemplo,

0105|A, B, C] =0,[B, C] + 8,[C, A] + 1| A, B]
=[B] - [C]+[C] = [A] + [A] - [B]
=0

Dicho de otra forma, todos los p-bordes son p-ciclos en un complejo simplicial. Por tanto
podemos afirmar que el diagrama

0—— o (K) =224 Crpp 1 (K) —— -+ - —— O (K) —2 Co(K) —— 0 (2.3)
es un complejo de cadenas al que llamamos C(K). Otra estructura menos rigida donde se pueden
definir complejos de cadenas es en los complejos celulares. Un complejo celular X se construye
de forma inductiva:
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°
°
—h

(a) X© (b) Xtu x© () X =X2uxtux®

Figura 2.2: Construccion inductiva de un complejo celular. Las flechas describen las aplicaciones
" y por tanto los operadores borde 0.

1. Empezamos con un conjunto discreto de puntos X, llamado 0-esqueleto de X y a cuyos
elementos llamaremos 0-células.

2. Inductivamente, creamos X™ a partir de X"~ ! como X" = X" ' I, e, donde €” es un
subespacio topolégico de R? homeomorfo a D™ y cuyo borde estd contenido en X!
segin una cierta aplicacién ¢! : S"~1 — X1 A los discos €” se les llama n-células.

3. Definimos el complejo celular X como X = U, X™.

Dado un complejo celular X es sencillo definir un complejo de cadenas C(X) donde C,(X)
es el R-moédulo libre generado por las p-células de X y cuya diferencial asigna a cada p-célula las
(p—1)-células que estén en su borde con un coeficiente de R que depende de las aplicaciones 7
antes descritas. Véase el ejemplo de la figura 2.2. Las flechas dibujadas indican que la 1-célula
e comienza en A y acaba en B, la 1-célula f empieza y acaba en A y se recorre en sentido
antihorario y la 2-célula S se pega por su borde con f teniendo ambas el mismo sentido de
orientacion. Por tanto el operador borde seria:

(9le:B—A
08 =f

Para mas detalles sobre la construccion de complejos celulares y su diferencial, consultar el
libro de Hatcher [14], cap.0.

Si los complejos simpliciales o celulares tienen un nimero finito de elementos, daran lugar
a un tipo de complejo de cadenas mas sencillos que se llaman de tipo finito.

Definicién 2.8. Un complejo de cadenas C se dice de tipo finito si la cantidad de R-modulos
no triviales es finita y todos ellos son finitamente generados.

Para definir un complejo de cadenas sobre un espacio topoldgico con estos métodos es
necesario que éste se pueda descomponer en simplices o células. Para espacios topologicos mas
generales existen otras construcciones como los complejos de cadenas singulares, que preferimos
no incluir por no sobrecargar la teorfa. De todas formas, de ahora en adelante no nos importaran
tanto los métodos para crear complejos de cadenas como sus propiedades y toda la teoria que
se puede desarrollar en torno a ellos.
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2.1.2. Homologia de un complejo de cadenas

Sea R un anillo fijado. Cuando el complejo de cadenas viene dado por un complejo simplicial
o celular X, cada C,(X) es un R-médulo libre. El subconjunto ker 9, = {¢ € C,(X)|0,(c) = 0}
es un submdédulo libre que contiene a todos los p-ciclos y el subconjunto Imd,.; = {c €
Cp(X)|ec = 0pt1(b) paraun b € Cpi1(X)} es un submédulo libre que contiene a todos los p-
bordes.

En un complejo de cadenas C, la condicién de que d?> = 0 implica necesariamente que para
todo p € Z, el submddulo Imd,;; estd contenido en el submédulo kerd,. Por tanto, tiene
sentido definir para cada p el R-mdédulo cociente:

ker d
Hp(c) = .

N Im dp+1

(2.4)

A H,(C) se le llama p-ésimo R-médulo de homologia de C, y cuando no sea necesario
especificarlo se omitird de la notacién el complejo de cadenas C. Los elementos de H,(C) se
llaman clases de homologia de dimensién p y se escriben entre corchetes por ser elementos de
un cociente de médulos.

Cuando el complejo de cadenas C(X) proviene de un complejo simplicial o celular X, este
cociente indica cuantos ciclos de dimension p tiene X que no sean el borde de una p+ 1-cadena.
Por eso a las clases de homologia se las suele asociar intuitivamente con “agujeros” en X. Por
ejemplo, las clases de homologia de dimensién 0 indican componentes conexas de X y las de
dimensién 1 indican caminos cerrados sobre X que no se pueden contraer a un punto. En la
segunda imagen de la figura 2.2, la circunferencia dada por f define un ciclo que no es borde,
porque 01 f = 0 y no hay 2-células. Por tanto en este estado de la construccién hay una clase
de homologia de dimensién 1 generada por f. En cambio al anadir S en la tercera imagen, f
sigue siendo un ciclo pero ahora es también un borde porque 055 = f. Entonces f pasa a estar
contenido en el cociente de H; y ya no genera nada.

Segun el teorema 1.1, estos R-mddulos quedan descritos por su rango y sus coeficientes de
torsién. Ahora vamos a ver cémo se calculan.

2.1.3. Computacién de la homologia

Si el complejo de cadenas es de tipo finito, existe un método para la computacion de los
modulos de homologia H,. Para ello debemos calcular el nicleo y la imagen de cada operador
borde d,,. Como son operadores lineales entre R-mddulos, se pueden representar a través de una
matriz M,, donde las columnas representan una base de C, y las filas una base de C),_;. Por
ejemplo, para el complejo celular X descrito en la figura 2.2 las matrices M y M, serian:

e f S
M1: Al -1 0 M2: el 0
Bl 1 0 fl1

Calcular el niucleo y la imagen de 0, equivale a calcular el espacio nulo y el espacio de
columnas de la matriz M, respectivamente, y ambas cosas se pueden conseguir llevando M, a
su forma normal de Smith.
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Decimos que una matriz esta en forma normal de Smith si tiene la forma:
a1
0 (2.5)
Qr
0 10

donde a; divide a a;;; para todo 1.

Para llevar a M, a su forma normal de Smith se le pueden aplicar las siguientes operaciones
elementales:

1. Multiplicar una fila (columna) por una unidad de R.
2. Intercambiar dos filas (columnas).

3. Sumar a una fila (columna) un multiplo de otra.

Estas operaciones elementales hacen un cambio de base en los grupos libres C, y C,_4, de
forma que las bases nuevas simplifican la expresién de d,. Los elementos de la nueva base de
C, con columna nula forman una base de ker d,, mientras que los elementos de la nueva base
de C,_; con fila no nula multiplicados por su correspondiente a; forman una base de Imd,.
Repitiendo esta reduccién sobre las matrices de todas las diferenciales no triviales, podemos
calcular todos los R-mddulos de homologia de C.

Cuando R es un cuerpo F, el submédulo de torsién es trivial y por tanto H,, es simplemente
un espacio vectorial sobre F' cuya dimensién se obtiene con la férmula:

dim H, = dim C,, — rank M,, — rank M, 1, (2.6)

En este caso los calculos son mucho mas sencillos pues ni siquiera es necesario llevar las
matrices a su forma normal de Smith, sino que basta con llevarlas a una forma escalonada por
columnas para calcular el rango. Por contra, la informacion que se obtiene es mucho menos
rica que la que obtendriamos poniendo los coeficientes en Z porque no da informacion sobre la
torsién del espacio topoldgico. Por ejemplo, en la botella de Klein K, que es el complejo celular
que describimos en el apartado 2.3.1, la homologia de dimension 1 seria:

R Hi(K)

Z | ZoZ)2Z

R R
7727 | 227 & Z)2Z

2.2. Homologia Persistente

La homologia persistente se crea con la intencién de analizar no un complejo de cadenas
sino todo un conjunto de complejos de cadenas ordenados segin un criterio y relacionados entre
ellos segin una serie de morfismos. El campo donde mas éxito esta teniendo esta herramienta
es en el analisis de datos. Aqui el objetivo es aproximar la topologia de un conjunto de datos
creando sobre ellos un complejo simplicial o celular con métodos como Vietoris-Rips, el método
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witness o por conjuntos de subnivel de una cierta funcién. Estos métodos dependen de uno o
varios parametros y su eleccion condiciona el complejo resultante. Lo que hace la homologia
persistente es combinar la homologia de todos estos complejos en un unico objeto, donde se
ve la evolucion de este invariante en funcién de los parametros. Esto permite dar un analisis
de los espacios topoldgicos a varios niveles de precision, sin tener que decantarse por ninguno
concreto. Ademas, bajo ciertas condiciones tiene invariantes completos y estables que se pueden
calcular en tiempo cibico sobre el tamano del conjunto de datos [25].

2.2.1. Complejos de cadenas filtrados y médulos de persistencia

El primer paso para definir filtraciones es extender la nocion de homomorfismo a complejos
de cadenas.

Definicién 2.9. Sean C y C' dos complejos de cadenas. Una aplicacion de cadenas f :C — C’
es una sucesion de homomorfismos f, : C, — C, tales que conmuta el siguiente diagrama:

dp

dpt1
Cpi1 = C, Cpg — - (2.7)

wl e e

! CII /
+1 —1
Pt dy pooa, P

Definicién 2.10. Sea T un subconjunto de R. Un complejo de cadenas filtrado es un conjunto
de complejos de cadenas {C'}ier tal que para todo par de indices s,t € T con s <t entonces
se verifica que C, C C’; para todo p € 7 y por tanto se puede definir una aplicacion de cadenas
it . C5 — C! inducido por la inclusién entre complejos de cadenas. Estas aplicaciones de
cadenas deben verificar que i** = Idee para todo t € T (donde Idg es la aplicacion identidad
sobre el conjunto S), y ademds si r < s <t entonces i"' = i*' o i"*.

Un método para crear complejos de cadenas filtrados es a través de filtraciones de complejos
simpliciales o celulares, que no son mas que un conjunto de complejos { K*}icr tales que si s < ¢
entonces K* C K'. Esto es de hecho lo que se puede ver en la figura 2.2. También se pueden crear
otro tipo de filtraciones mas generales, donde el conjunto de indices T' no sea uniparamétrico
(dando lugar a lo que se llama homologia multipersistente) o donde pueda haber algin par s < ¢
con K* D K" (a esto se le llama persistencia en zigzag, y ya hablaremos de ella en préximos
capitulos), pero ninguna de las dos entra dentro de los objetivos de este trabajo.

Las elecciones habituales para el conjunto de indices 7" seran Z, N o R. Por ejemplo, para
T = 7Z, un complejo de cadenas filtrado se puede representar mediante el diagrama conmutativo:
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(2.8)

0 1 2
CP-H 0,1 CP-H 1.2 Cp—l-l

d° dt d?
0 1 2
Cp 40,1 Cp 1.2 OP
d° dt d?
0 1 2
Cpfl 40,1 Cp 1 .12 Cpfl

donde hemos omitido los subindices de los homomorfismos por no sobrecargar la notacién
siendo claro cudl es el conjunto de partida en cada caso. En este diagrama las columnas son
complejos de cadenas, mientras que las filas son lo que a partir de ahora llamaremos méodulos
de persistencia.

Definicion 2.11. Un R-mddulo de persistencia M es un conjunto de R-mddulos {M"}ier junto
con un conjunto de homomorfismos { f*' : M* — M'|s < t} llamados aplicaciones de estructura
de forma tal que 4 = Idye y tal que f5t o % = frt sir < s <t.

Cuando el conjunto de indices es natural o entero, los moédulos de persistencia se suelen
representar con diagramas como éste:

]\/[0 fo1 M1 fL2

M2 (2.9)

Los modulos de persistencia que usaremos nosotros son los de tipo finito, donde los calculos
son mucho més sencillos.

Definicién 2.12. Un R-mddulo de persistencia M con aplicaciones de estructura {f5'}s<; se
dice de tipo finito si todos sus R-mddulos M son finitamente generados y existe un indicer € T
tal que sir < s <t, entonces fs’t es un isomorfismo.

Y en analogia con el resto de estructuras que vimos en el capitulo 1, definimos una estructura
inferior a los R-mdédulos de persistencia.

Definicién 2.13. Dado un R-mddulo de persistencia M con aplicaciones de estructura { f*'}s<,
un submddulo de persistencia N es otro R-mddulo de persistencia donde N* C Mt Vt € T y don-
de f*'(N®) C N* para cada par s < t. Las aplicaciones de estructura de N son las restricciones
correspondientes de las de M.

Definicion 2.14. Sea un complejo de cadenas filtrado {C'}ier con las aplicaciones de cadenas
dadas por la inclusion {i*'}s<; y sea un entero p. Definimos los siguientes tres mddulos de
persistencia:

1. El médulo de p-cadenas, dado por el conjunto de R-modulos {C’;}t y los homomorfismos
st Cy — C).
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2. El maodulo de p-ciclos, dado por el conjunto de R-mddulos {ZI’; = ker d;}t y los homomor-
fismos z'f;t\kerd;. Es submodulo del modulo de p-cadenas.

3. Bl modulo de p-bordes, dado por el conjunto de R-mddulos {B; =Im d;H}t y los homo-
morfismos i;’thmd;H. Es submaddulo del modulo de p-ciclos.

Definicién 2.15. En las misma condiciones de la definicion anterior, definimos el maodulo
t

de homologia persistente p-ésimo, dado por el conjunto de R-modulos {H; = %} y por los

vt

homomorfismos pf;t :Hy — H; inducidos por la inclusion, es decir:

o] € Hy 5 g3 ([a]) = [i3"(a)] € H] (2.10)

Los médulos de homologia persistente seran el objeto central de nuestro trabajo, que integran
en un solo objeto todos los R-mdédulos de todas las etapas de la filtracién. Volviendo a la
filtracién de la figura 2.2, tenemos que HY = {0}, H{ = ([f]) y HZ = {0}, siendo todas las
aplicaciones de estructura nulas. Nuestro objetivo sera el de estudiar, clasificar y dar invariantes
para la homologia persistente.

Cuando partimos de una filtracién de complejos simpliciales o celulares finitos, los médulos
de persistencia de las definiciones anteriores son de tipo finito, facilitando los célculos.

2.2.2. Correspondencia entre médulos de persistencia y moddulos
graduados

La definicion formal de la homologia persistente es poco 1til para la computacion porque
depende de una gran cantidad (no numerable cuando 7' = R por ejemplo) de R-médulos de
homologia conectados entre ellos por homomorfismos. Para poder trabajar adecuadamente con
los médulos de persistencia vamos a dar una relacion entre los R-médulos de persistencia y los
R-modulos graduados que explicamos en la definicién 1.20. Esta relacion se define en términos
de categorias, que intuitivamente son estructuras abstractas que engloban objetos conectados
por morfismos. Para més informacién sobre categorias, ver el libro [2].

Teorema 2.1 (de correspondencia, [25]). Eziste una equivalencia « entre la categoria de los R-
mddulos de persistencia de tipo finito y la categoria de los R[x]-mddulos graduados finitamente
generados, dada por:

a(M) =P M, (2.11)

teT

donde el homomorfismo f° se corresponde con la multiplicacion por el monomio x*".

Entonces todo R-mddulo de persistencia se puede interpretar como un unico modulo gra-
duado sobre el anillo de polinomios R[x| y por tanto todos los resultados que se conozcan para
una categoria son automaticamente ciertos en la otra.

Al igual que en homologia, el anillo de coeficientes escogido para el médulo de persistencia
cambia sustancialmente los calculos y el resultado final. Pero en este caso la diferencia va mas
alla, pues la eleccion del anillo condiciona si los calculos van a ser en general factibles o si
existen invariantes computables y completos. Empezamos comentando el caso mas sencillo y
mas estudiado en la bibliografia: el caso en que los coeficientes estan en un cuerpo F.
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_ ™3 2
M=R [688]R T R R (2.12)

Figura 2.3: Ejemplo de R-médulo de persistencia de tipo finito indexado por N.

2.2.3. Homologia persistente con coeficientes en un cuerpo

Cuando los coeficientes estdn en un cuerpo F', los M! son F-espacios vectoriales y el anillo
de polinomios k[x] es un dominio de ideales principales, lo cual hace que la teoria sea més
sencilla y haya sido estudiada mas. Tanto es asi que la gran mayoria de los autores definen
los modulos de persistencia solo en estos términos, sin considerar la posibilidad de usar anillos
méas generales. La principal ventaja de los médulos de persistencia sobre F' es la existencia de
teoremas de clasificacién. Esta clasificacion [25] pasa por separar los médulos en partes més
pequenas y requiere definir un par de conceptos antes.

Definicién 2.16. Un maodulo de persistencia M se dice descomponible si tiene dos submodulos
no nulos N y L tales que M' = N*® L' ¥Vt € T. En este caso, se dice que M es la suma directa
de los sumandos N y L y se escribe como M = N @ L. Si no eziste esta suma directa, se dice
que M es indescomponible.

Para clasificar los médulos de persistencia sobre F' tenemos que expresarlos como suma
directa de indescomponibles. Para garantizar que esta descomposicién es un buen clasificador,
necesitamos el teorema de Krull-Schmidt.

Definicién 2.17. Sea M un R-mddulo.

» M satisface la condicion de cadenas ascendentes (CCA) si toda secuencia creciente de
submddulos:
0=NoCNiCNyC--- (213)

se hace constante partir de un cierto momento.

» M satisface la condicion de cadenas descendentes (CCD) si toda secuencia decreciente de
submaodulos:
M=NyDN DNy D--- (214)

se hace constante partir de un cierto momento.

Los F-modulos de persistencia de tipo finito siempre satisfacen ambas condiciones. Una
idea informal para entender por qué es que dado un M! cualquiera, éste es isomorfo al espacio
vectorial k™ para algin n y los tinicos submodulos posibles para un espacio vectorial son subes-
pacios isomorfos a k™ para algin m < n. Entonces las cadenas ascendentes y descendentes
de submoédulos se pueden traducir en términos de sucesiones numéricas que son monotonas y
acotadas, y por tanto convergentes. Gracias a esto, podemos aplicar el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Krull-Schmidt, [17], pg. 83). Si M es un mddulo no nulo que satisface tanto
CCA como CCD, entonces se puede descomponer como suma directa de submddulos indescom-
ponibles. Ademds, esta descomposicion es unica salvo isomorfismo y salvo reordenamiento de
los indescomponibles.
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M = Ryp00) ® Rio,1) & Rjo,1) & Ry ) (2.17)
Figura 2.4: Descomposiciéon de M como suma de indescomponibles.

Lo tnico que nos faltaria para completar la clasificacién seria describir completamente el
conjunto de los moédulos de persistencia indescomponibles. La clave esta en lo que vamos a
llamar moédulos intervalares:

Definicién 2.18. Sea T' C R. Un subconjunto I C T es un intervalo si es no vacio y para
cualesquierar < s <t €T conr,t € I tenemos que s € I.

Un intervalo I se denota tradicionalmente con un par de puntos s,t € T' que representan
sus extremos y van entre paréntesis o entre corchetes en funcién de que los extremos estén en
I o no. Por ejemplo, el intervalo I = [s,t) contiene a todos los puntos que estédn entre s y t,
contiene a s por llevar el corchete pero no contiene a t por llevar el paréntesis.

Definicién 2.19. Sea I un intervalo del conjunto de indices T'. El modulo intervalar k; es un
modulo de persistencia dado por los F-mddulos:

o { F sitel (2.15)

0 cc

y las aplicaciones de estructura:

0 cc (2.16)

ldr sis,tel
fs,t:{ r

Teorema 2.3 (Gabriel, [12]). Los mddulos intervalares F; son indescomponibles y ademds son
los unicos F-maodulos de persistencia indescomponibles que hay.

Corolario 2.1. Todo F-modulo de persistencia se puede descomponer de forma unica salvo
1somorfismo y reordenamiento como suma directa de modulos intervalares.

Gracias al teorema 2.1 de correspondencia, podemos traducir el dltimo corolario en términos
de F[z]-médulos graduados. Por ejemplo, consideremos un cuerpo F' y el conjunto de indices
T = N. Dado un intervalo infinito I = [n, 00), el médulo de persistencia F; se corresponde con
el F[x]-m6dulo graduado generado por el monomio z", también denotado X" F'[x]. Esta tltima
notacién indica que ese médulo es isomorfo a F[z] pero su generador tiene grado n. Ahora dado
un intervalo finito J = [n,m), el médulo de persistencia F; se corresponde con el F[z]-médulo
graduado generado por z" pero que se anula a partir del grado m, denotado X" F[z]|/(x™ ™).
Entonces, combinando el teorema de correspondencia con el corolario 2.1, tenemos que todo
F-médulo de persistencia tiene asociada una tnica suma directa:

@Z‘”F[x] ® @zwm /(x™), (2.18)

Cuando hablamos concretamente de un médulo de homologia persistente, esta descompo-
sicién se puede calcular con la forma normal de Smith gracias a que F[z] es un dominio de
ideales principales. Las entradas de la matriz del operador borde son monomios de F'[z], cuyos
coeficientes se asignan de igual forma que en la homologia clasica y cuyo grado se asigna segin
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M = ¥°R[z] & E°Rz]/(z) & Z°Rz]/(z) & S'Rz]/(x) (2.19)
Figura 2.5: Descomposicién de M visto como médulo graduado sobre R[z].

la regla: deg M,(i,j) = dege; — degé;, donde e; pertenece a la base del R-médulo de cadenas
Cp v & pertenece a la base del R-mddulo de cadenas C),_;. Ademés en este caso la reducciéon
es mucho més sencilla porque cualquier monomio no nulo de F[z] divide a cualquier otro con
un grado igual o mayor. De hecho no es necesario llegar a la forma normal de Smith, sino que
basta con ordenar adecuadamente las filas y las columnas de la matriz M, y llevarla a una
forma escalonada por columnas. A partir de estas matrices transformadas podemos deducir
en cuantos submodulos indescomponibles se puede descomponer cada modulo de homologia
persistente, qué grado tienen, cudles son libres, cudles tienen torsion y a partir de qué grado la
tienen.

Esta clasificacién, que sélo aplica cuando el anillo de coeficientes es un cuerpo, nos da n
submédulos libres y m submaddulos de torsion. Para dar una representacién mas sencilla y visual
de esta descomposiciéon, definimos los cédigos de barras.

Definicién 2.20. Sea M = @;_, X% F[z] ® @]_, ¥ F[z]/(2") un mddulo de persistencia
finitamente generado sobre Flx|. Por cada submddulo X% F[z]| consideramos el intervalo semi-
infinito [, 00) y por cada submddulo X% F[x]/(x"™) consideramos el intervalo finito [y, v;+mn;).
Definimos el cddigo de barras B(M) como el multiconjunto de estos n + m intervalos.

El cédigo de barras se define como multiconjunto porque algunos intervalos podrian tener
multiplicidades. Gracias al teorema de estructura, podemos decir que el cédigo de barras es
un invariante completo para los modulos de persistencia y aportan una parametrizacion que es
unica salvo isomorfismo.

Los intervalos del c6digo de barras permiten interpretar la evolucion de la homologia en una
filtracién de complejos simpliciales o celulares. Sea una filtraciéon y consideremos el codigo de
barras de su homologia persistente p-ésima. Un intervalo semiinfinito [y, c0) representa una
clase de homologia p-ésima que aparece por primera vez en el complejo K y sigue apareciendo
en todos los complejos que siguen (se dice que esta clase “persiste” infinitamente). Un intervalo
finito [v;,v;+n;) representa una clase que nace en el complejo K% pero s6lo persiste n; etapas,
porque en el complejo K7™ aparece una nueva (p + 1)-cadena que tiene a su representante
por borde, haciendo que éste vaya al denominador del cociente y se anule.

Cuando la homologia persistente se aplica al analisis de datos, los intervalos largos se sue-
len asociar con caracteristicas topoldgicas importantes del conjunto de datos mientras que los
intervalos cortos se suelen asociar con errores o ruido dados por el muestreo. De hecho exis-
ten técnicas de inferencia estadistica para contrastar si una determinada barra del cédigo es
significativa o por contra se puede ignorar.

Una alternativa equivalente a los codigos de barras son los llamados diagramas de persisten-
cia. Esta representacion visual de los modulos de persistencia, mas geométrica que los cédigos
de barras, nos permite definir de una forma sencilla una medida de similitud entre modulos de
persistencia, que serd ttil para conseguir resultados de estabilidad.

Definicién 2.21. Sea M un médulo de persistencia sobre F' y sea B(M) = {[b;,d;) }; su cddigo
de barras asociado. Definimos el diagrama de persistencia de M como D(M) = {(b;,d;) €
[0, 00)?|[b;, d;) € B(M)} Ud,, donde dy es la diagonal dy = {(z,x)|r € Ry},
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Figura 2.6: Cédigo de barras y diagrama de persistencia del médulo M. Noétese que en el
diagrama de persistencia el punto (0,1) es doble.

Death

Birth

Figura 2.7: Tridngulos 7% para el médulo M. Segtin el lema 2.1, contando cudntos tridngulos
se superponen sobre un punto (p,[) sabemos el rango de f'?

Por construccién, todos los puntos no diagonales del diagrama de persistencia se encuentran
en el primer cuadrante del plano real extendido, y por encima de d, . En esta representacion, los
puntos mas alejados de la diagonal se corresponden con las clases de homologia méas persistentes,
mientras que los puntos cercanos a ella se corresponden con clases de corta duracion.

Este diagrama no solo explica completamente cuando nace cada clase de homologia y cuando
desaparece, sino que ademas nos da informacién sobre todas los homomorfismos ¢; ; mediante
el siguiente lema:

Lema 2.1 (de los tridngulos, [11]). Sea M un mddulo de persistencia sobre F' y sea D(M) su
diagrama de persistencia. Por cada punto (b,d) € D(M), se define T®? como el tridngulo dado
por las desigualdades:

T = {(z,y) € [~o0, 0’|z > b, y < d, y > x} (2.20)

El niimero de tridngulos T que se superponen sobre el punto (I,p) coincide con el rango del
homomorfismo fiP.

Este invariante describe completamente a los modulos de persistencia sobre F, y ademaés,
dada su naturaleza geométrica, nos permite dar una medida de distancia entre modulos, lo cual
nos sera util para probar teoremas de estabilidad.

Definicién 2.22. Sean dos diagramas de persistencia D y D'. La distancia bottleneck entre D
y D' es:
dp(D, D') = inf sup ||z — 6(2)]] (2.21)
¢€® zepD
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donde ® es el conjunto de todas las biyecciones entre D y D'. En ambos casos, si no existe el
infimo, se dice que la distancia entre D y D' es infinita.

A la hora de calcular estas biyecciones, hay que tener en cuenta que d, también es parte
de D, que algunos puntos pueden ser multiples y otros pueden estar en la recta del infinito.

El teorema de estabilidad que vamos a explicar estd enfocado al analisis de datos, donde
es usual separar los datos con funciones de filtro. Por ello, necesitamos explicar como se puede
crear una filtracién a partir de una funcion real.

Definiciéon 2.23. Sea F' un cuerpo. Una funcion continua f : X — R se dice tame si, al variar
a € R, el F-espacio vectorial de homologia H,(f'(—o00,a]) siempre es de dimension finita y
solo cambia un numero finito de veces.

Dado un espacio topolégico X y una funcién tame f : X — R, se puede definir una
filtracién indexada en R dada por: X! = {x € X|f(x) < t}. Este procedimiento se puede
ampliar para filtrar un complejo simplicial o un complejo celular. Con este método, se puede
probar el siguiente teorema:

Teorema 2.4 (de estabilidad para diagramas de persistencia, [8]). Sea X un espacio triangula-
ble y sean f,g: X — R dos funciones tame. Supongamos que se construyen sendas filtraciones
por conjuntos de subnivel de f y g y sean D,(f) y D,(g) sus diagramas de persistencia de
dimension n asociados. Entonces los diagramas de persistencia satisfacen la desigualdad:

dp(Dn(f), Dn(9)) < [If = 9l (2.22)

Es decir, que una pequena perturbacién en la funcién de filtro induce un cambio pequeno
en la estructura de nuestros médulos de homologia. Mientras que una pequena perturbacién en
la funcién de filtro puede cambiar sustancialmente la homologia simplicial de un complejo X*
concreto, la homologia persistente de la filtracién se mantiene bajo control.

Este resultado es el inicio de toda una teoria sobre la estabilidad en médulos de persistencia,
sin tener que cenirnos al analisis de datos ni a un tinico método para construir los modulos de
persistencia. De momento preferimos dejarlo en este caso particular para centrarnos en ella en
proximos capitulos.

2.2.4. Problemas de clasificacién para moédulos con coeficientes en-
teros

Los médulos de persistencia sobre un cuerpo F' son facilmente computables y tienen muchas
buenas propiedades, pero ofrecen una informacién muy pobre cuando intentamos analizar la
homologia persistente de un objeto topoldgico con torsién como un plano proyectivo o una
botella de Klein. A nivel de homologia, la mejor eleccién posible es tomar los coeficientes enteros
porque es la que mejor explica la relacion entre ciclos y bordes de un espacio mientras que los
coeficientes en un cuerpo sélo nos dan una aproximacion. Por eso lo ideal seria conseguir una
teoria similar a la antes explicada que nos permitiera clasificar los Z-moédulos de persistencia
y asignarles invariantes completos, computables y estables. No obstante, esta tarea no va a ser
posible y tendremos que conformarnos con soluciones incompletas [25].

Lo primero que falla para que no podamos clasificar completamente los médulos de per-
sistencia sobre Z es que el teorema de Krull-Schmidt no se puede aplicar. Sea por ejemplo un
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moédulo de persistencia M con T' = N donde el tnico grupo no nulo es M° = Z, dado por el
diagrama:

Z 0 0 (2.23)

Podemos crear una sucesion descendente de submodulos, donde N; tiene todos sus grupos nulos
excepto N = (2) C Z. Esta cadena descendente no se estabiliza nunca, y por tanto no se
verifica la propiedad CCD. Como esta propiedad no se verifica en general no se puede usar el
teorema de Krull-Schmidt y no sabemos si un Z-médulo se descompone de forma tinica como
suma de indescomponibles.

Ademas, en este caso el conjunto de indescomponibles no estd tan acotado como en el
anterior, pues si bien los médulos intervalares Z; son indescomponibles no son los tinicos que
existen. Por ejemplo, el médulo de persistencia

Idz ;o7

0——7Z/22—57/22. ——0 (2.24)

también es indescomponible, al igual que el médulo

0——2Z—172/22——0 (2.25)

donde f : Z — 7 /27 es un homomorfismo tal que f(1) = [1]. Por otra parte, si intentaramos
calcular una homologia persistente, la reduccién de matrices también es problematica porque
el anillo de polinomios Z[x| no es un dominio de ideales principales. Por ejemplo, sea el ideal
(2t,t?). El maximo comun divisor de los generadores es 1, pero no podemos generar el 1 como
combinacion lineal de estos dos por la graduacion del anillo. Esto implica que al intentar reducir
no siempre podremos calcular el maximo comuin divisor de dos elementos y no siempre podremos
conseguir ceros donde queramos.

Entonces, con los resultados tedricos de que disponemos a dia de hoy, no podemos dar una
clasificacion completa de los mdédulos de persistencia sobre Z pero si podemos estudiar sus
propiedades para buscar invariantes que aunque no den toda la informacién posible si sean
computables y estables.

2.2.5. Calculo de grupos persistentes

El primer intento por estudiar la homologia persistente sobre Z se hizo en el articulo [25]
de Carlsson y Zomorodian, donde solo se considera el conjunto de indices T' = N. El invariante
que se propone es el conjunto de todos los grupos de persistencia H;;j , con férmula:

- A
HY = — P__ (2.26)
BynZz;

Cuando los coeficientes estan en un cuerpo, este invariante nos permite reconstruir el dia-
grama de persistencia y el codigo de barras gracias al lema de los triangulos. No disponemos
de un resultado similar cuando los coeficientes son enteros pero al menos disponemos de un
invariante para los modulos de persistencia sobre Z.

El algoritmo que se propone para calcular los grupos H;’j se basa en la definiciéon dada por
el cociente y requiere hacer hasta cuatro veces una forma normal de Smith por cada par i < j.
No es muy eficiente pero es la primera soluciéon que se propuso para estudiar la homologia
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Figura 2.8: Botella de Klein

persistente sobre Z y merece la pena comentarla. No se conocen resultados sobre la estabilidad
de este invariante, aunque si para su versién para coeficientes en un cuerpo [6].

En los préximos capitulos presentaremos otros enfoques que han dado otros autores pa-
ra estudiar este problema y analizaremos sus ventajas y desventajas e intentaremos buscar
conexiones entre ellos para dar resultados nuevos.

2.3. Ejemplos para el calculo de la homologia persistente

En esta seccién vamos a presentar los tres complejos celulares que usaremos de ejemplo
para ilustrar las definiciones y los resultados que veremos en los proximos capitulos. En todo
momento, cuando escribamos G., estaremos denotando un grupo isomorfo a G generado por
un unico elemento que es la clase de homologia [e].

2.3.1. Botella de Klein

La botella de Klein K es un espacio topoldgico clasico, y es uno de los ejemplos més conocidos
de objeto con torsiéon. Aunque es una superficie y por tanto tiene dimensiéon topoldgica 2, no
existe forma de hacer una inmersion de la botella de Klein en el espacio euclideo tridimensional
sin que la superficie se corte a si misma. Entonces vamos a usar otra forma de representarla
visualmente. En la figura 2.8 podemos ver una representacién plana de este objeto. Para formar
la botella de Klein a partir de este rectangulo, hay que identificar los cuatro vértices en uno
solo al que llamaremos P, y luego identificar los dos pares de aristas a, b segun el sentido que
indican las flechas. El interior del rectangulo S se queda como esta.

Este complejo celular K se va a filtrar de la siguiente forma:
1. Se incluye el vértice P.

2. Se incluye la 1-célula a, cuyo borde es dya = P — P = 0.
3. Se incluye la 1-célula b, cuyo borde es 0;b =P — P =0

4. Se incluye la 2-célula S, cuyo borde es 0bS =a+b+a— b= 2a
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Figura 2.9: Sombrero bobo

Segun esta filtracion, las matrices M; y My que tendriamos que reducir a su forma normal
de Smith para hacer la clasificaciéon son:

a b S
MlZ(%W) My=| a|22°
bl O

Donde el monomio 222 indica que S aparece por primera vez dos etapas mds tardes que
a y que su borde es 2a. Este es un caso concreto de filtracion donde si podemos llevar a las
matrices a su forma normal de Smith aunque Z[z]| no sea un dominio de ideales principales.

Consideremos la homologia de dimensién 1 en cada etapa de la filtraciéon. Por comodidad
no escribiremos mas veces la dimensién de la que estamos hablando. En ese caso tenemos que
H{(K) = {0} porque ain no hay 1-células en el complejo, H(K) = Z, porque a es un ciclo
que no es borde de ninguna 2-célula, H}(K) = Z, @ Z;, porque el nuevo ciclo b no es borde de
ninguna célula, y H}(K) = Z /27, ® Zy, porque al aparecer S en el complejo, la cadena 2a pasa
a ser un borde y se anula en el cociente.

La aplicacién p;? es nula porque H!(K) = {0}. La aplicacién p}° es una inclusién trivial,
donde a — a. La aplicacion pi”ﬂ‘ también es bastante sencilla de describir. La clase [a] que
genera el submdédulo Z, C H{(K) va en la clase [a] que genera el submédulo Z/2Z, C H} (K),
pero hay que tener en cuenta que por ejemplo pi*([2a]) = [2a] = [0] € H}(K). Por otra parte,
PP ([b]) = [b] € H{*. Vamos a poner toda esta informacién junta en el siguiente diagrama:

1 10
01z, blz oz ﬂjzmza Y/ (2.27)

En este diagrama las matrices indican cémo se relacionan los generadores de unos grupos con
los de otros.

2.3.2. Sombrero bobo

El sombrero bobo L es otro espacio clasico donde la homologia de dimension 1 tiene torsion.
En la figura 2.9 podemos ver una representacion plana del mismo. AL igual que antes, los tres
vértices del triangulo se deben identificar como uno solo al que llamamos P, y las dos aristas
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llamadas b se identifican segin el sentido de las flechas. El orden en que creamos esta filtracién
es el siguiente:

1. Se incluye el vértice P.
2. Se incluye la 1-célula a, cuyo borde es 0ja = P — P = 0.
3. Se incluye la 1-célula b, cuyo borde es )b =P — P =0

4. Se incluye la 2-célula S, cuyo borde es 0S5 =a+b+b=a+ 2b

Segun esta filtracion, las dos matrices que habria que reducir a su forma normal de Smith

SOon.
a b S
MlZ(%W) My=| a|a®
b | 2x

Los exponentes de los monomios se explican porque S aparece dos etapas después de a y
una después que b. En este caso no podemos llevar a la matriz M, a una forma diagonal porque
el ideal (2z,2?) C Z[x] no es principal.

Calculamos los grupos de homologia de dimensién 1 en todas las etapas de la filtracion de
L. Tenemos que H{(L) = 0 porque atin no hay 1-células en L. Razonando igual que para la
botella de Klein, tenemos que H(L) = Z, y H}(L) = Z, ® Zy. El célculo de H{(L) es més
complejo, y vamos a detallarlo. En la etapa 4 de la filtraciéon todas las 1-cadenas son 1-ciclos
porque estan generadas por a y b, que son 1l-ciclos. Entonces ker 9, = Z, & Z; y nos faltaria
calcular los 1-bordes de Im 0, en la etapa 4. La matriz de J; en la etapa 4 seria:

S S
My=|al1 | =22 521
b2 b |o

Lo que hemos hecho al llevar esta matriz a su forma normal de Smith es cambiar la base del
grupo de 1-ciclos, que dijimos que era Z,®Zy, y escribirlo de forma equivalente como Z, o, B Zy.
Entonces, tenemos que:

B ker 0, - Ligrop B Ly _
B Im a2 B Za-‘,—?b B

H{(L) L,

Ahora nos falta ver como son las aplicaciones de estructura. Las aplicaciones p}’2 y pf’?’ son
iguales que en la botella de Klein. Veamos cémo actiia p>*. Dada una clase de H?(L), tomamos
su representante, que es un 1-ciclo, y lo llevamos al grupo de 1-ciclos de la etapa 4 por inclusién.
Alli expresamos este representante en términos de la nueva base calculada al hacer la reduccién
de antes, y eliminamos la parte correspondiente al cociente. Queda mejor explicado viendo lo
que le pasa a la clase [a] € H}:
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e

Figura 2.10: Complejo 4-2-1

pi([a]) =[i}"(a)] (por definicién de p2*)
=la] (por definicién de i)
=[a + 2b — 20 (hacemos el cambio de base)
=[—20] (porque [a + 2b] = [0])
= —2[)]

Siguiendo el mismo razonamiento, es claro que p3*([b]) = [b]. Por tanto, ya tenemos descritas
las aplicaciones de estructura y nos queda el diagrama:

(0] 5] [—2 1]

0—Z,——Zg DLy —— Ly — -+ (2.28)

2.3.3. Complejo 4-2-1

Este es otro complejo celular de invencion propia que hemos disenado para ver qué sucede
cuando tomamos una misma clase de homologia y le aplicamos distintas torsiones sucesivas a
lo largo de la filtracion. Se puede consultar su representacién plana en la figura 2.10, aunque
es bastante mas complejo que en los dos ejemplos anteriores.

El orden en el que filtramos este complejo es el siguiente:

—_

. Se incluye el vértice P.

(\)

. Se incluye la 1-célula e, con borde d1e = P — P = 0.

3. Se incluye la 2-célula A, con borde 0, A = 4e.

=~

. Se incluye la 2-célula B, con borde 0, B = 2e.

5. Se incluye la 2-célula C', con borde 0,C' = e.
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Este orden en la filtracion es el motivo por el que lo hemos llamado complejo 4 — 2 — 1,
porque la homologia de dimension 1 se tuerce primero por un factor 4, luego por un factor 2 y
luego por un factor 1. Las matrices que habria que llevar a su forma normal de Smith son:

B e B ‘A B C
Ml_(P 0) Mz_(eélac 212 x3)

M, tampoco se puede llevar a su forma normal de Smith porque el ideal (4z, 222, 2%) C Z|x]
no es principal y por tanto no podemos hacer ceros en esa fila.

Calculemos los grupos de homologia de dimensién 1 en todas las etapas de la filtraciéon. A
partir de la etapa 2 el grupo de 1-ciclos siempre esta generado por e, y no hacen falta calcular
cambios de base como antes. En la etapa 2 no hay 2-células, entonces H? = Z.. En la etapa 3,
el grupo de 1-bordes estd generado por 4e, por lo tanto H} = Z/47Z,.. En la etapa 4, el grupo
de 1-bordes esta generado por 4e y 2e, que es lo mismo que decir que esta generado solo por
2e. Por tanto, H} = 7Z/2Z.. En la etapa 5, el grupo de los 1-bordes contiene a e, por lo tanto
H? = 0. Las aplicaciones de estructura son triviales, quedando el diagrama como:

[0] ]

0%z, Mynuzg, Mgpr O o (2.29)



Capitulo 3

Grupos BD

En este capitulo presentaremos algunos invariantes que se han propuesto para estudiar la
homologia persistente con coeficientes enteros y profundizaremos en algunas de sus propieda-
des. También buscaremos conexiones entre estos invariantes y otros que originalmente fueron
propuestos para el caso con coeficientes en un cuerpo, en un intento por unificar ambas lineas
de trabajo. Mas tarde, en el capitulo 4, trataremos de ampliar la teoria a un marco méas general
donde se puedan probar resultados de estabilidad para Z-mddulos de persistencia.

A lo largo de este capitulo vamos a suponer que R = Z, por lo que los R-mddulos que
iremos definiendo seran realmente grupos, y asi los llamaremos por simplicidad. También vamos
a suponer que tenemos un complejo K (simplicial o celular) finito que se construye en m etapas
perfectamente diferenciadas, dando lugar a una sucesion de complejos:

p)=K'cK'cK*Cc---CK"=KCK""c... (3.1)

Como este complejo se construye en m etapas, K! = K™ para todo [ > m. Dado un entero
n, esta sucesion de complejos anidados define un complejo de cadenas filtrado indexado por
T = N, y por tanto un médulo de homologia persistente

m—1,m m,m-+1

0 _ HD p'(r)fl Hl 0711’2 H2 03173 Pn Hm n
= HO (3.2)

n n n

donde H! es el grupo de homologia n-ésima del complejo K; y la aplicacién de estructura p%+!
es el homomorfismo inducido por la inclusién entre los complejos de cadenas C(K*) y C(K'™).
Este médulo de persistencia verifica que H! = H™ para todo | > m, por lo que simplemente

se puede representar como:

170 P%’l 1 P}L’Q 9 P%’g Pn m
0=H" H H (] (3.3)

3.1. Definiciéon y propiedades de los grupos BD

Toda la teorfa de esta seccién se puede consultar en el articulo [21], que aunque no ha llegado
a publicarse ha sido citado en otras publicaciones ([15], [16], [20], [13]). Este articulo contiene
un buen nimero de definiciones y resultados nuevos, pero apenas tiene demostraciones porque
en general los autores las consideran faciles o incluso elementales. Nosotros en cambio vamos
a incluir todas las pruebas que sean necesarias para la correcta comprensién de los resultados
que se afirman.

37
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Esta aproximacion al problema se basa en el estudio de intervalos. Las definiciones y propie-
dades que se dan en el articulo [21] estédn hechas para analizar intervalos infinitos, y se ven en el
apartado 3.1.1. Después, en el apartado 3.1.2 daremos unas definiciones de creacién propia que
generalizan estos resultados para el estudio de intervalos infinitos. Finalmente, en el apartado
3.1.3 combinamos todo lo anterior para definir una alternativa que generalice los codigos de
barras que vimos en la definiciéon 2.20.

3.1.1. Grupos BD para intervalos finitos

El primer tipo de grupos que vamos a definir estd inspirado en uno que ya se definié en el
capitulo anterior.

Definicién 3.1. Los grupos persistentes son las imdgenes de los homomorfismos phJ :

H" =Tmphl = pbd(H') C H para todo 0 <i<j<m (3.4)

Los autores de [21] usan para esta definicién la misma notacién que usaron los autores de
[25] para la ecuacién 2.26, pero son grupos distintos. El grupo H%’ que se define en el capitulo
anterior es un subgrupo de H!, mientras que nuestro grupo H%/ que acabamos de definir ahora
es un subgrupo de H;. No obstante, ambos grupos tienen un significado similar: representa las
clases de homologia n-ésima que estaban vivas en la etapa ¢ y siguen vivas en la etapa j. La
diferencia esta en cudl de los etapas usas como referencia para hacer los cédlculos, pero ambos
grupos son isomorfos.

Proposicién 3.1 (original). La definicion 3.1 y la ecuacion 2.26 dan la misma informacion,
es decir, existe un isomorfismo de grupos:

Zy o iy 6j ( TT6
Tz = P’ (Hy,) (3.5)

Demostracién. Recordemos en primer lugar que Z es el grupo de n-ciclos que hay en el com-
plejo K' y BJ es el grupo de n-bordes del complejo K’. Entonces podemos escribir H%
como phi(Z¢/B!). Entonces la aplicacién que va a dar el isomorfismo de grupos serd f :
ZL/(BinNZ.) — H) = Z1/BJ, con férmula:

Z,

Bnz f(la]) =[5/ (a)] = [a] € Z}/ B} (3.6)

[a]
En primer lugar vemos que la aplicacién esta bien definida, pues si a € Z', entonces f([a]) =
la] € ZJ ysib e BINZ!, entonces f([b]) = [b] € BJ y por tanto f([b]) = [0]. Esto nos garantiza
que la aplicacién no depende del representante escogido, es decir, que si [a] = [b], entonces
f(la]) = f([b)).
Ademds tenemos que Im f = p'(H%7) porque realmente p%’ opera igual que f sobre los re-
presentantes pero sobre un cociente distinto. Entonces, todos los representantes de un grupo
coinciden con los representantes del otro.

Veamos ahora que f es inyectiva. Sea una clase [a] € Z! /(BJ N Z!) tal que f([a]) = 0 € HJ.
Esto quiere decir que a € B, y por tanto se puede decir que a € B N Z¢, es decir, que
la] =0€ Z. /(BN Z!).

Por ser f inyectiva, es un isomorfismo sobre su imagen y tenemos el resultado deseado. O]
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Ya dijimos que en el caso con coeficientes enteros estos grupos no bastan para describir
la homologia, como si bastaba en el caso con coeficientes en un cuerpo. No obstante nos van
a ser utiles para crear otros grupos que complementen la informacién sobre el médulo de
persistencia. Para poder definir y entender correctamente esos nuevos grupos, antes hemos de
probar un pequeiio lema sobre los H%.

Lema 3.1 ([21]). Fijado un j, los grupos persistentes HJ satisfacen la siguiente cadena de
contenciones: ' ' ‘ N '
0=H»CH»YCcHcC---CHY=H (3.7)

Demostracion. (original) Lo que debemos probar en esta cadena de contenciones son las dos
igualdades de los extremos y las contenciones intermedias. En primer lugar, por ser H® = 0 es
claro que H)7 = p)7(0) = 0. Ademds, por la definiciéon de médulo de persistencia, p/ = Id,;,
por lo cual tenemos que H}7 = pld(H}) = Id; (H}) = HJ.

Sea ahora un ¢ < j — 1. Por ser la homologia un médulo de persistencia, se cumple que
pid = pitld o g1 Por tanto, Hi — pid(HL) — pifl (o1 (H1)) = pitLi(HE). Por la

n
definicién 3.1, se tiene que H>' C H' y por tanto pit17(HL*) € pttbi(HEMY) ) que es lo

mismo que decir que H> C HI. O

Sea por ejemplo un médulo de persistencia creado en cinco etapas, es decir:

0=H° H! H? H3 —— HY— H5 (3.8)

n n n n n
. En virtud del lema 3.1, podemos tomar H? y crear la cadena de contenciones:

0=HCHYcCH»CH»=H (3.9)

Ahora definiremos los grupos H:*J que son un poco més complicados que los grupos H:7.
Definicién 3.2. Dados 0 < i < k < j < m, definimos el grupo H-%I como:

Hikd = [k ()= (1) ¢ fJ* (3.10)

Segtin los propios autores del articulo [21], el grupo H:*J contiene las clases de H* que
estan en H. V% v ademas a las clases de H* que nacen justo en H! y mueren al entrar en HJ o
antes. Estos grupos nos serviran para dar una filtracién més fina de los grupos H?, como puede
verse en este lema.

Lema 3.2 ([21]). Fijados i,k, los grupos H:** satisfacen la siguiente cadena de contenciones
entre Hi=1k o Hik.

H7W = HpMY c M HRR c o JYR C HE (3.11)

Demostracion. (original) Todos los grupos de la cadena estdn contenidos en H* porque la
propia definicién 3.2 nos dice que HF es la interseccién de H-* con otro grupo. Con respecto
a la primera igualdad, si aplicamos la definicién escribiendo k en el lugar de j tenemos que
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HERE = HAFO (pBF) =L (HE1F). Por ser pl* = Idjyx, tenemos que HM = HFNId (H’ Lk) =
H** N H=L* v por la proposicién 3.1 tenemos que H:"v C H. Por tanto, H}lkk Hi~bk,

Ahora falta probar que dado un r con 7 < m — 1, se da la contencién H2*" C Hikr+l,
El término H* es comiin a ambos grupos, por lo que basta probar que (pf")~'(HI=b") C
<pk: 7"+1) (Hi—l,r—H)

n n :

Sea x € (phm)~1(HI~1"). Esto quiere decir que pF"(z) € Hi75" = pi=tr(Hi=1). Si a este elemen-
to pPr () le aplicamos p/" 1, tenemos que pl" 1 (ph" () € prmH (pim b (HET1)), que es lo mismo
que decir que pFrl(z) € pﬁl Lrel(gi=1) = Hi=Lm+l vy por tanto que z € (pPr+1)~1(Hi-Lr+1),
Con esto queda completada la prueba. O

Volviendo al moédulo de persistencia con cinco etapas de la ecuacién 3.8, si combinamos los
lemas 3.1 y 3.2, podemos refinar la cadena de contenciones de la ecuacion 3.9, dando lugar a:

0=H =H}**c H*" C H\* C HY® = H>*? C (3.12)
2,3,4 2,3,5 2,3 __ 3,3,3 3,3,4 3,3,5 3,3 __ 3
CH> CH?””CH”=H;>>CH>” CH> CH;”=H, (3.13)

Otro lema que nos serd util para usarlo en pruebas de teoremas mas importantes es el
siguiente, que nos muestra cémo se relacionan los grupos H*J mediante las aplicaciones de
estructura.

Proposicién 3.2 ([21]). Dados 0 <i < k < j <m tales que k < j — 1, se cumple que:
k:k:—l—l(Hz k,j) — Hi,k—l—l,j (314)

Demostracion. (original) El primer paso es descomponer pk FL(HERT) como: phk+Ht(HERT) =
PERFL(HERO (pb D)"Y HEL)) = phk L (HER) N phk+L((pkd)=L(HE=13)). Con respecto a la primera
parte de la interseccion, es claro que p* k“(HZ F) = bkt (phk(H)) = pbs k“(Hi) Hik+1 Con

n
respecto a la segunda, tenemos que pfi = phtli o pFE+Hl v por tanto (pk7)~! (pr k+1) o
(pF+19)~1. Entonces,

P (o) (1)) = g ()7 () L (HET)) = () ()

. Intersecando ambos grupos, se llega a que pBF L (HIkI) = Fik+LI ]

Habiendo visto estas definiciones y estos lemas, ya estamos preparados para introducir el
elemento central de este capitulo: los grupos BD.

Definicién 3.3. Sea el intervalo entero I = [i,j) con 0 < i < j < m. Dado k € I, es decir,
i <k <j—1, sedefine el grupo BDL* como:
Hz’ k,j

I, k o n
BD = i (3.15)

Este cociente tiene sentido porque segtin el lema 3.2, H-%=1 C Hi*J. Segin los autores
del articulo, el grupo BD!* debe interpretarse como el grupo de clases de homologia de HF
que nacieron justo en H! (born en inglés) y mueren justo al entrar en HJ (dead en inglés).
La primera pregunta que nos planteamos es: si queremos saber qué clases nacen justo en H' y
mueren justo al llegar a H7, jcémo afecta la eleccién del indice k € [i,j) en estos calculos? La
respuesta es que no afecta en nada, como probamos en el siguiente teorema.
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Teorema 3.1 ([21]). Dados k, k" € I = [i,j) con k < k', existe un isomorfismo de grupos:

BDL* = BpDI¥ (3.16)

Demostracion. (original) Realmente vamos a probarlo para el caso k' = k+1, pero si probamos
que este isomorfismo existe para dos indices consecutivos, por transitividad se extiende a todos
los indices del intervalo 1.

El isomorfismo que vamos a dar entre los grupos cocientes BDLF y BDI*+1 viene inducido por

la aplicacién de estructura pP*! vy tiene por férmula:
1,k,J 1,k+1,j
—k,k+1 Hn Hn
Pn

T TR W
n n
ke k
[a] = o™ (a)]
En primer lugar veamos que esta aplicacién estd bien definida. Sean dos elementos a,b € H5kJ
que representen la misma clase, es decir, tales que b—a € H>*=! o dicho de otra forma [a] = [b].
Segtin la proposicién 3.2, pPA T (HERITY) = HiFLIZL v por tanto

P ([0]) = o ((a]) = o (b — a]) = [ (b — )] = [0]

Entonces el resultado no depende del representante escogido. También es un homomorfismo
porque pFFF1 1o es y los cocientes preservan la linealidad. La sobreyectividad se deduce de que
también por la proposicién 3.2, phrF+H(HikI) = LRI,

Veamos ahora que es inyectiva. Lo que hay que probar es que la clase nula de BDI* es la

tinica que va a la clase nula de BDL*+1 por pFA+1 Dicho de otra forma, hay que probar que si
a € HYbI y phktl(g) € HiFLI71 " entonces a € HY* 1. Sea

PRI (@) = b @ HERLI=Y = ikl (a1 =1 (privlisly
Como b € (pFt1i=h)=1(Hi=1i=1) tenemos que:
EHI7I(B) = 191 (R (0)) = i1 (a) € L

Entonces, a € (pFi=1)~1(Hi=1~1). Como ademds por estar a € H¥*J se tiene que a € HY

entonces se cumple que a € H-%I~1 y esto concluye la prueba. O

Como el resultado es el mismo independientemente del punto donde se hagan los calculos,
la notacién original del articulo ni siquiera considera nombres distintos para estos grupos, sino
que define directamente:

BD = Hi,?,jq — Hi,?ﬂd'*l — = Hi;ﬂﬁjfl = Hz?iufl (3.17)
n n n n
Noétese que en la notacién original no se nombra al intervalo I = [i, ) sino a sus extremos,

y tampoco se especifica en qué punto k se hacen los cédlculos. Estos cambios en la notacion
se han introducido para poder adaptar de una forma mas cémoda estos conceptos al lenguaje
mas usado en la teoria de modulos de persistencia y presentar de una forma méas cémoda los
distintos teoremas que iremos probando.
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Segtin los autores del articulo [21], en el caso con coeficientes en un cuerpo los grupos H%’ nos
permiten conocer los grupos BDL* y viceversa. No obstante, en el caso con coeficientes enteros
la situacién no es tan favorable. Conocer solo la estructura de los grupos H:J, H%%J no basta
para determinar los BDI* porque podrian haber problemas para determinar los cocientes. Por
ejemplo, el cociente entre Z /27 @& Z/4Z y 7./27 podria ser o bien Z /47 o bien Z /27 & 7 /27.
Sin conocer la relacion entre los generadores de ambos grupos no se puede saber cudl es la
opcién correcta. Reciprocamente, conocer solo la estructura de los grupos BDLF tampoco nos
dice nada sobre los grupos H%/ y los H*J. Por tanto, segtin los autores, para comprender
completamente la homologia persistente de un complejo K es necesario calcular separadamente
los grupos H%, Hi*J v BDLE,

Realmente no estamos de acuerdo al cien por ciento con esta tltima afirmacién porque,
tal y como estdn definidos los grupos BDL* hay informacién que no se da. El grupo BDEk
nos dice qué clases de homologia nacen en H' y mueren al entrar en HJ pero, {qué sucede
con las clases de homologia que nacen en H' pero no mueren nunca? Habria que ampliar las
definiciones para contemplar el estudio de intervalos infinitos, pues recordemos que a partir de

H" el médulo de persistencia continia aunque se mantenga estable.

3.1.2. Grupos BD con intervalos infinitos

Como todos los grupos de homologia a partir de H," son isomorfos, decir que una clase
nacida en ¢ no muere nunca es lo mismo que decir que llega viva al grupo H;". Por eso tiene
sentido dar la siguiente definicién.

Definicién 3.4 (original). Sea el intervalo entero I = [i,00) con 0 < i. Se define el grupo BD}
como:

HE™
BD} = T (3.18)

Este cociente es facil de interpretar: son las clases de H™ que estaban vivas en H’ pero no
lo estaban en H'~! vy por tanto nacieron justo en H!. Esta definicién es sencilla de calcular y
entender pero tiene el inconveniente de que sigue una férmula distinta a la usada para intervalos
finitos. Para poder dar una definicién que siga la misma féormula como cociente de dos grupos
HikJ | necesitamos truncar el médulo de persistencia:

m—1,m m,m-+1

0,1 1,2 2,3
0=HO™ gl tn g2, 0 gmin gl . (3.19)

cambiando todos los grupos H! con [ > m + 1 por el grupo trivial 0, quedando:

m—1,m

Lo AR A T o 0
0=H'™ > H " L gm 200, (3.20)

En este mddulo de persistencia truncado, las clases que llegan vivas a H' mueren necesa-
riamente al entrar en H™!. Por tanto, decir que una clase persiste infinitamente en el médulo
original es lo mismo que decir que muere al entrar en H™"! en el mddulo truncado. En este
contexto podemos dar el siguiente resultado:

Proposicién 3.3 (original). Sea el intervalo entero I = [i,00) con 0 < i. Dado cualquier k
con i < k <m, tenemos un isomorfismo:

i,k,m~+1
Hn

I
BDTL Hi,k,m

12

(3.21)
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donde BD! estd calculado en el médulo de persistencia original y el cociente HFm+1/ FEkm
estd calculado en el modulo truncado.

Demostracion. En el médulo truncado también es cierto que todos los grupos BD sean iso-
morfos si variamos el k, por tanto podemos probarlo solo para el caso k& = m. En ese caso,
Himmtl = fim o (pmemt D=1 (fri=lmtly — frim q (pmmt1)=1((0) - Como la aplicacién pm™ ! es
nula, tenemos que (p" 1) ~1(0) = H™, y por tanto H-™™*1 = H“™ Ademés por el lema 3.2
tenemos que H:™™ = Hi=1™ vy el isomorfismo queda claro. O

Cuando trabajemos con nuestros complejos de ejemplo, usaremos esta segunda forma de
calcular los grupos B D! sobre el médulo truncado pero se podra ver claramente que el resultado
es el mismo de las dos maneras.

3.1.3. Cddigos de barras enteros

Habiendo definido todos estos grupos, los autores proponen dos formas diferentes de definir
un cédigo de barras “entero” que generalice los cédigos de barras vistos en la definicion 2.20.
La primera de ellas se encuentra en el articulo [21], y la segunda se puede leer en [24], que
es pocos meses posterior. Nos centraremos en esta segunda definicion porque no solo es mas
sencilla sino que ademas consideramos que es mas adecuada para hacer esta generalizacion.

Lo que se hace es considerar los intervalos I (finitos o infinitos) tales que sus grupos BDZLF
son no triviales. Para cada uno de estos intervalos, se toma cualquiera de los k € I posibles
(pues ya dijimos que esta eleccién no afecta) y consideramos la descomposicién dada por el
teorema 1.1:

BDY~7fpz/diZ® - - ®Z)dZ

A partir de esta descomposicion, dibujamos 5+ [ barras que tengan los mismos puntos de inicio
y fin que el intervalo I. Las primeras 3 barras se etiquetan con el grupo Z, y las [ siguientes
se etiquetan con los correspondientes grupos Z/d1Z,7Z/dsZ, - - - ,Z/d,Z. En las figuras 3.1, 3.2
y 3.3 se pueden ver tres ejemplos de codigos de barras enteros, basados en nuestros complejos
de ejemplo. Cuando se usan coeficientes en un cuerpo F', no hay partes de torsion y todas las
barras tendrian la etiqueta F'. En ese caso, no harian falta las etiquetas y el resultado seria el
mismo que los cédigos de barras de la definicién 2.20.

3.2. Computacion de los grupos BD

Ahora nos enfrentamos a la tarea de obtener computacionalmente los grupos H%, Hi*J y
BDZI* para la homologia persistente de un complejo. El método que ofrecen los autores de [21]
es a través de secuencias espectrales, una herramienta clasica de la topologia algebraica. Para
entender estas definiciones, necesitamos saber que un médulo bigraduado no es mas que un
moédulo graduado como los de la definicién 1.20 pero con el conjunto de indices T' = Z2.

Definicién 3.5. Sea R un anillo. Una secuencia espectral E = (E",d"),>1 es una sucesion
de R-mddulos bigraduados E" = {E] }p ez, donde cada E" cuenta con una diferencial d" =
{dy, + B}, — B, .1} satisfaciendo d . .., ,od =0y donde existen isomorfismos
H(E",d") = E™. Como cada E;’ng es un cociente calculado a partir de E ,, podemos definir

E>, como los R-mddulos que resultan tras haber calculado todas las homologias.
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Como la definiciéon puede ser un poco confusa, vamos a intentar explicar lo que es una
secuencia espectral con un poco mas de detalle. La secuencia espectral que vamos a definir
se crea a partir de una filtracién de complejos simpliciales, y todos los R-médulos Ej , serdn
o submoddulos de cadenas o cocientes de submoédulos de cadenas. Dado un R-médulo Ej , el
superindice 7 indica en qué término E" de la secuencia estamos, el subindice p en nuestro caso
va a indicar en qué etapa de la filtracion aparece la cadena y la suma p + ¢ indica la dimension

de la misma.

En el término 0 de la secuencia, los R-modulos Egjq y las diferenciales d]g,q forman un
diagrama como el siguiente, donde la flecha que parte de E‘,f,)’q representa la diferencial dgg.

(3.22)

En este diagrama todos los R-médulos que se refieren a una misma dimensién irian dis-
puestos en una misma linea diagonal. Segin la definicién 3.5, cada una de las lineas verticales
unidas por flechas forma un complejo de cadenas, y tiene sentido calcular la homologia en cada
uno de ellos. Entonces, podemos definir el término 1 de la secuencia mediante los R-mddulos
cociente:

ker d°
| D —L 3.23
i Im d27q+1 ( )

y unas diferenciales d}, , adecuadas. Entonces, el término E' se puede ver como el diagrama:
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(3.24)
1 1 1 1
E1,1 E2,1 E3,1 E4,1
1 1 1 1
E1,0 Ez,o Es,o E4,0
ce—— R E} E}Y +——F! ...
1,-1 2,—1 3,—1 4,1
ce—— R E} E}Y S +—FE! S —0 ...
1,-2 2,2 3,—2 4,-2

)

Nuevamente, cada linea horizontal unida por flechas forma un complejo de cadenas y se
puede calcular la homologia en cada uno de ellos. Entonces podemos definir el término 2 de la
secuencia mediante los R-mdédulos cociente:

1
2 ker dp’q

Pa 1
Im dp+1,q

(3.25)

y unas diferenciales df, , adecuadas. El término E? se verfa entonces como el diagrama:

,\\ : (3.26)

Eil%E&l

2 2 2
1,—-1 2,—1 3,—1 4,—1

Ei ., Bl  Ei, = B,

Este proceso se puede repetir sucesivamente hasta que finalmente la secuencia converge, es
decir, que a partir de un cierto s, todos los términos £* tienen los mismos médulos Ej , aunque
las diferenciales vayan cambiando. A estos R-mddulos que forman el limite de la secuencia, es
a los que se les llama £ .

Lo que hacen los autores de [21] entonces es definir una secuencia espectral muy concreta, a
partir de la cual pueden calcular los grupos H:9, H%J y BDI* usando un médulo del programa
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Kenzo. El funcionamiento de este programa y del correspondiente médulo se pueden consultar
en [23], y el c6digo se puede descargar desde [22].

Teorema 3.2 ([21]). Sea C' un complejo de cadenas filtrado. Eziste una secuencia espectral
E=E(C)=(E",d")> definida por los R-mddulos:

r -1
ET‘ _ Zp:q + C;;"‘q (3 27)
g d erl Cpfl :
a1 (Zpir1.q-ri2) T Chig

donde C* es el R-mddulo formados por las n-cadenas que hay en la etapa k de la filtracidn,
77 . es el submddulo 7] . = {a € C}, |dpiq(a) € CF0 1}, y donde la diferencial d, , : E7 . —
B, ir1 €s el homomorfismo inducido por dyy g : Cpyq — Cpig1 sobre el cociente que define
a B} ,. Ademds, a partir de esta secuencia espectral existen isomorfismos:

= —I;f 1 (3.28)
Hp+q (C)

Los programas que usan los autores para definir esta secuencia espectral se basan en diago-
nalizaciéon de matrices. Mas concretamente, lo que hacen es calcular por separado los términos
p—1 r r—1 . 1%
Chiar Zpa V Aprqr1(Z) 1 4 ri2) Para luego calcular el cociente de la ecuacién 3.27. Adaptando
las funciones del programa Kenzo, estos términos se pueden usar para computar los grupos H, ;,

H; ;v BDyy, como afirma el siguiente teorema:

Teorema 3.3 ([21]). Sea C un complejo de cadenas filtrado y sea n la dimension de la homologia
que queremos calcular. Dados i < k < j, los grupos HI, HY*J y BDLf’j)’k se pueden expresar
en términos de secuencias espectrales como:

ij _ Zii,n—l
' dn+1(Z§,;ij+1)
ks _ Zitnin  dnnt (25 )
' dnr(Z],0511)
Bl — dns1(Z]5050) + O

n j—i—1 i—
dn-&-l(Z]j'fl,nfjJrZ) + Cn !

Los teoremas 3.2 y 3.3 tampoco vienen con demostracién en [21], pero no va a suponernos
un problema porque no nos interesa tanto la computacion como las propiedades tedricas de los
grupos BD. De hecho no hemos usado este programa en ningtin momento y los ejemplos que
veremos a continuaciéon, al ser de pequeno formato, hemos podido calcularlos manualmente.
Para ejemplos con complejos mas voluminosos si seria necesario aprender a trabajar con el
programa Kenzo. Por otra parte, estos programas no estdn adaptados para calcular grupos del
tipo BDI porque esta teoria no se hizo pensando en este tipo de intervalos infinitos.

3.3. Grupos V y su relacion con los grupos BD

La udltima pregunta que vamos a plantearnos en este capitulo es si realmente los grupos
H  HU%3 v BDIF nos sirven para generalizar la homologia persistente con coeficientes en
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un cuerpo. Es decir, si calculdramos los grupos BDL* sobre un F-mdédulo de persistencia,
,obtendriamos los mismos resultados que aplicando los algoritmos de reduccién de matrices
que vimos en la seccién 2.2.37 jSerfa el cddigo de barras el mismo? Segin los autores de [21]
esto es asi, pero tampoco aportan prueba alguna al respecto y nuestro objetivo va a ser el de
detallar esta demostracion.

Lo que debemos probar es que si la homologia tiene coeficientes en un cuerpo F', la dimensién
de cada F-espacio vectorial BDLF es la que debe ser. Pero en el capitulo 2 no se explica ninguna
forma de calcular cuantas clases estan vivas a lo largo de un intervalo, y mucho menos se explica
como hacer esos calculos en un punto interno del intervalo. Por ello vamos a necesitar basarnos
en otras referencias donde si se aborde el problema desde esta perspectiva.

3.3.1. Definicién de los grupos V!*

La teoria que vamos a usar para intentar responder esta pregunta es la de los modulos zigzag,
desarrollada en [5]. Un mdédulo zigzag es una generalizacién de los médulos de persistencia
indexados por T' = N donde las aplicaciones de estructura pueden ir en mas de un sentido.
Por ser una generalizacién, los resultados que son ciertos para modulos zigzag son igualmente
ciertos para modulos de persistencia pero para poder usar estos resultados necesitamos traducir
la notacién de este articulo en términos que conozcamos mejor.

Definicién 3.6. Un mddulo zigzag V es un conjunto finito de F-espacios vectoriales VY, V2 ... V"

formando un diagrama:
1 2 n—1

Vi Vel &y (3.29)

donde &> puede indicar o bien un homomorfismo f* : V" — V"L o bien un homomorfismo
g" Vit 5 Vo A la secuencia de simbolos f,g que se pueden leer en este diagrama de
1zquierda a derecha se le llama el tipo T de V.

Un F-médulo de persistencia de tipo finito encaja perfectamente en esta definicién si escri-
bimos siempre f*"*! en el lugar de p”, siendo 7 = ff--- f el tipo del médulo zigzag.

Definicién 3.7. La filtracion derecha R(V') de un mddulo zigzag V' con tipo T es una tupla
R<V) - (Roa Rl7 ) Rn) (330)

donde los R son subespacios vectoriales de V™ tales que R® C R para todoi=1,--- ,n—1.
La filtracion derecha se construye inductivamente como sigue:

Caso base

S1 V' sdlo tiene un espacio vectorial, R(V) = (0, V).
Suponiendo que ya tenemos R(V) = (R°,R',--- ,R").

R(V 5 V) = (f/(RO), f"(RY), - f(B), V™)

R(V & V) = (0, (g") (R, (") 1R, -+, (97) 7 (R)

Veamos ahora como seria la filtracién derecha para un moédulo de persistencia.
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Lema 3.3 (original). Sea el mddulo zigzag V = V! v I 75" yn con tipoT = f v f
(es decir, V' es un mddulo de persistencia). Su filtracion derecha es:
R(V) — (}%07 }%17 RQ’ . ’Rn) _ (0’ Im fl,n’ Im f2,n’ L. ,Im fn,n _ Vn) (331)

Demostracion. En el caso base, donde V' solo tiene un espacio vectorial, tenemos que R(V) =
(0, V1. Supongamos que el resultado es cierto para un médulo de persistencia con n espacios.
Al anadirle V™!, aplicando la definicién 3.7 tenemos que:

R(V fn_n;rl Vn+1) fn n+1(R0) fn n—l—l(Rl) fn n—l—l(RQ) . fmn—l—l(Rn)’ Vn—i—l)
fn n+1 (0) fn n+1 (Im fl n) fn n+1 (Im f2 n) . an,n+1(vn)’ anrl)
(0),

=(
(
(fn n+1 0 fn n+1<fl n( ))’ fn n—i—l(f? n(v2))’ . ’fn,n—l—l(‘/n), Vn—i—l)
(
(

fn n+1( ) 1, n+1(V ) f2 n+1(v2)’ . ,fn’n—H(Vn), Vn+1)
0 Im fl ,n+1 Im f2 n+1 . ,IH] fn,n+17 VnJrl)

O

Ahora veremos cémo seria para un modulo zigzag donde todas las flechas vayan hacia la
izquierda. Esto nos serd 1til mas adelante.

3,2 n,n—1 n—
Lema 3.4 (original). Sea el mddulo zigzag V = vy 22 e con tipoT =g - - g

(es decir, V' es un mddulo de persistencia visto de derecha a zzqmerda). Su filtracion derecha
es:

R(V)= (R, R',R? --- |R") = (0, ker f™" ! ker f™"2 ... V") (3.32)

Demostracion. En el caso base, donde V' solo tiene un espacio vectorial, tenemos que R(V) =
(0, V1. Supongamos que el resultado es cierto para un médulo de persistencia con n espacios.
Al anadirle V"*!, aplicando la definicién 3.7 tenemos que:

RV T V) 20, (£ T R, () TR, (F) TR e () (R)
=(0, ()T 0), (£ her £, (£ ke ) (£ (V)

Por definicién, (f"*1")~1(0) = ker f**1". Dado un ¢, (f**")~!(ker f™"~*) = ker f**1"~* por-
que si un elemento de V"*! va dentro de ker f"~% al aplicar f**1", entonces se anula al aplicar
frrbn=i = frn=ig fntln Pipalmente, (f*")~1(V") = V"1 Entonces,

gt

R(V 7"+ V™) = (0,ker fth" ker fothrn—t ...yt

]

Ahora veremos lo que son los indices de nacimiento, que en el teorema final nos serviran
para indicar el principio y el final de los intervalos.

Definicién 3.8. El indice de nacimiento b(T) de un médulo zigzag V' con tipo T es una tupla
b(T) = (blv b2a T 7bn) (333)

donde los b; son enteros entre 1 yn. El indice de nacimiento se construye inductivamente como
Sigue:
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Caso base
Si 'V sdlo tiene un espacio vectorial, b(1) = (1).
Suponiendo que ya tenemos b(1) = (by,ba, -+ ,by).
b(Tf) = (b17627”' 7bn7n+ 1)
b(Tg) - (n + 17b17627 e 7bn)

1,2 2,3 n—1,n
Lema 3.5 (original). 1. Sea el mddulo zigzag V = V! v 0 T v con tipo
T=f v f. Su indice de nacimiento es:
, . f2’1 f3’2 n,n—1 . n—1 , .
2. Sea el médulo zigzag V =V %= V24 ... < V" con tipoT =g --- g. Su indice de
nacimsiento es:
b(r) =(n,n—1,---,1) (3.35)

Demostracion. En ambos casos en el caso base, donde V' solo tiene un espacio vectorial, se tiene
que b(7) = (1). Supongamos que el primer resultado es cierto para un médulo de persistencia

con n espacios. Al anadirle EN Vntlaplicando la definicién 3.8 tenemos que:

b(Tf) :(blab27"' 7bn’n_|_ 1)
=(1,2,---,n,n+1)

Supongamos ahora que el segundo resultado es cierto para un moédulo de persistencia con n
espacios. Al anadirle <- V"1 aplicando la definicién 3.8 tenemos que:

b(Tf) :(n+17b17b27"' 7bn)
=n+1,nn—1---1)

]

Ahora presentamos la filtracién izquierda de un médulo zigzag, que se parece a la filtracion
derecha pero se apoya en el espacio V! y no en el V™,

Definicién 3.9. Sea V' un mddulo zigzag. La filtracion izquierda de V' es una tupla de subes-
pacios crecientes en V1 definida como:

L(V) = R(V) (3.36)
donde V es el modulo inverso de V, con V' = V=i fi = gnt—i g gi = gn—t,

Es decir, el médulo inverso no es mas que otro médulo que tiene los mismos espacios vecto-
riales pero puestos en orden inverso y que por tanto tiene las flechas invertidas. Nuevamente,
traducimos céomo es una filtracion izquierda para un médulo de persistencia con el siguiente
lema:

1,2 2,3 n—1,n n—
Lema 3.6 (original). Sea el mddulo zigzag V = V1 oy 0 S v con tipor = f - - f

(es decir, V' es un mddulo de persistencia). Su filtracion izquierda es:

L(V)= (L L' L? - L") = (0,ker f'? ker f1*, ... ker f1" V1) (3.37)
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Demostracion. Es aplicacién directa del lema 3.4 sobre el médulo inverso V' dado por el dia-
grama:

Vn fnfl,nvnil o f2,3

o (3.38)
0

v2

El dltimo paso antes de dar el teorema principal es ver cémo apoyar filtraciones izquierdas
y derechas sobre un espacio intermedio V.

1 2 n—1
Definicién 3.10. Sea V = V' & V2 & ... "o V™ un mddulo zigzag. Dado un entero
1 < k < n, podemos definir la filtracién izquierda y la filtracion derecha sobre V*:

k—1

ROVILK) =R(V' & 76 VE) = (RO, R, RY)
L(V[k,n) =L(VF & ... 75 vy = (L0, LY - L)
Ademds podemos definir los indices de nacimiento y muerte sobre V*:

b(r[L, k]) =(b,- -+, b")
d(rlk,n]) =(d", - ,d""*) = n+1 - b(7[k,n])

fnfl.,n

1,2 2,3
Proposicién 3.4 (original). Sea el mdédulo zigzag V = V! oy 0 7S v con tipo

-1 . . . .
T=1Ff f f (es decir, V es un mddulo de persistencia). Dado un entero 1 < k < n, los
conceptos de la definicion anterior quedan como:

u RO = LU = O
s RF = [ntl-k — Vk
» R =1Im fF para todo 0 <i < k

L7 = ker f*** para todo 0 < j <n+1—k

b; =1 para todo 1 < i <k

dj=j+k—1paratodol <j<n+1-k

Demostracion. Los cuatro primeros puntos son aplicacion directa del lema 3.3 para el modulo de

X . 1 f1,2 fkfl,k: k , . . k fk:,k+1 fnfl,n
persistencia V' — .- " — V" ydel lema 3.6 para el médulo de persistencia V% * — ... " —

V™. Los dos ultimos son aplicacion directa del lema 3.5 para esos mismos médulos. O

Dicho de otra forma, tenemos que:

R(V[1,k]) =(R°,R',--- | R¥) = (0,Im f**, ..., V")
L(V[k,n]) =(L° L', - | L") = (0, ker fHF+1 ... V)
6(7[17 k]) :(bla b27 Tt abk) = (17 27 U 7k)
n]) =(

= dl’d27'.. 7dn+1—k)) :(kik_{—l?'.. 7n)
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Con esto ya estamos listos para ir al teorema que nos dice cémo calcular la multiplicidad
de un intervalo para un médulo zigzag. Este teorema se puede consultar en la seccion 5 del
articulo [5]. Primero lo presentamos tal cual viene en este articulo, para luego ver como quedaria
traducido para el caso concreto de modulos de persistencia.

1 2 n—1
Teorema 3.4. Sea un mddulo zigzagV =V & V24 ... V™ y sea un 1 < k < n. Dadas
las filtraciones izquierda y derecha sobre V¥, y dados los indices de nacimiento y muerte sobre
Vk, tenemos que la multiplicidad del intervalo [b;, d;] en la descomposicidn de V es igual a:

cij = dim(R'N L) —dim(R' N L) — dim(R"™' N L7) + dim(R"'n 771 (3.39)

0, equivalentemente:

rob ) (3.40)

;= di , . . ,
A ((Rl NLI~1) + (RN L)

Usando todos los lemas que hemos ido probando a lo largo de esta seccion, este teorema
queda traducido a modulos de persistencia queda como:

n—1,n

1,2 2,3
Teorema 3.5 (original). Sea el mddulo de persistencia V = V* N e y sea
un 1 <k <n.Dados1<i<kyk+1<j<n, lamultiplicidad del intervalo [i,j) es igual a:

cij =dim(Im f** Nker %) — dim(Im f** N ker f*7°1)
— dim(Im fi5% N ker f]”) + dim(Im 5% N ker fk’j_l)

0, equivalentemente:

o — dim Im fo% N ker f&J
L/ (Im fz',k N ker fk,j—l) 4 (Im fz‘—l,k N ker fk,j)

Demostracion. El intervalo [i,7) es lo mismo que el intervalo cerrado [i,j — 1] que, visto en
términos de indices de nacimiento y muerte sobre Vj, es igual a [b;, d;_x] segtn la proposicién 3.4.
Entonces no tenemos mas que aplicar el teorema 3.4 sobre el intervalo [b;, d;_j] intercambiando
los términos R?, R*~', L7, L7=! segin las férmulas dadas por la proposicién 3.4. O

Ahora que ya sabemos cual debe ser la multiplicidad de un intervalo, ya podemos comprobar
si los F-espacios vectoriales BDLF tienen la misma dimensién. Pero antes de ello vamos a dar
una ultima definicién que nos sera 1til tanto en este capitulo como en el siguiente.

m—1,m

0,1 1,2 2,3
Definicién 3.11. Sea el Z-mddulo de persistencia H? ™ H ™% H2 ™ ...7" & H"  sea un
intervalo I = [i,j) y sea un k € I. Definimos los siguientes submddulos de H":

Lk __ ik k.j
w = Impp" N ker pp”

= VP = (Im piF Nker pf=1) + (Im pf V% N ker pd)

. - Ik Ik , . .
Ademds, por estar contenido V,,” en V', podemos definir el mddulo cociente:

Lk _ y/Lk Lk
VIk=v e/ vt
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Estas definiciones no vienen tomadas de [5], sino que estdn basadas en el articulo [9] y se
pueden aplicar para médulos de persistencia con coeficientes en cualquier anillo R. Realmente
estas definiciones se dan con una notacién méas compleja, porque se estudia un problema donde
los médulos de persistencia estan indexados por conjuntos 1" més generales que N, pero ésta
serfa la adaptacion a nuestro problema. Ya en el proximo capitulo veremos la definicién original
de estos submodulos.

3.3.2. Relacién entre BD!* y VI* con coeficientes en un cuerpo

Con esta terminologfa, si los coeficientes estdn en un cuerpo F, la dimensién de V./* nos dice
cuantas veces aparece el intervalo I en el codigo de barras del médulo de persistencia. Ademas,
al igual que sucede con los grupos BDL* el punto k donde hagamos los calculos no afecta a la
dimensién de V.I*. La prueba de esta afirmacién se encuentra en [9], y de hecho nuestra prueba
del teorema 3.1 se basa en ésta en cierta medida. Entonces pasamos a hacer la pregunta que
deciamos al principio de esta seccion: si usamos coeficientes en un cuerpo F', jes la informaciéon
que me dan los F-espacios vectoriales BDL* la misma que me dan los F-espacios vectoriales
VIF? La respuesta es que si, tal y como probamos en el siguiente teorema.

m—1,m

1,2 2,3
Teorema 3.6 (original). Sea un mddulo de homologia persistente H! ™ H? ™ .. NN H™,
sea un intervalo I = [i,j) y sea un k € I. Si los coeficientes de la homologia estin en un cuerpo
F, existe un isomorfismo:

BD!F >~y Lk (3.41)

Demostracién. Al ser BDL* v VI* dos F-espacios vectoriales, no hace falta dar la expresién
explicita del isomorfismo entre ellos sino que basta con comprobar que tienen el mismo rango
o dimension, es decir:

dim k 5 -1, ) = dim ik Fej—1 1k
Hi ( w1 (T (Im pr” Nker pp? ™) + (Im pl N ker pi?)
(3.42)

o equivalentemente:

dim(BD%*) = dim(Im p-* Nker pf7) — dim(Im p%* N ker p&7—1)
— dim(Im p'm*F N ker pf7) + dim (Im p% % N ker pF771)

El primer paso es Comprobar que Hi=bk c HbkJ . En primer lugar HE-5F ¢ HY* por el lema 3.1.
Por otro lado, (phd)~1(HE 1) = (o)~ (k9 (piy WF (HE 1)) = (ph9) 1 (oo (HE4)) S HE M,
Los mismos argumentos son vélidos para probar que H:~'* C HU*J=1 Por estas contenciones

de subespacios, y por ser todos estos espacios vectoriales de dimensién finita, tenemos que:

Hy 0 (py?) " (H, )

HiRI = =tk g TR (3.43)
Por estar contenido H:"V* en (p79)~1(Hi=17)  podemos decir también que:
o ‘ ik (ka1 il
Hzl,k,] ~ H:L—l,k D n (pn ) ( n ) (344)

Hy 0 (pn?) -1 (Ha )
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Analogamente para H*/~! podemos dar la suma directa:

HyF 0 (o)~ H(H
A A )
La dimensiéon de cada uno de los dos espacios es:

dim(Hy") = dim(H, M%) + dim(H,° 0 ()7 (Hy ) — dim(Hy 0 0 (7)™ (H, )
dim (HE1) = dim(H ) + dim (HE* 0 (97 (HE974) = dim(HEH 0 (o) (2970

n

Hiki—l o =l g (3.45)

y por tanto la dimension de su cociente es:
dim(BDL*) =dim(H %) — dim(H ™71
= dim(H;" 0 (o) (H,H) — dim(H, 0 (o) THH))
— dim(H# 1 (A9 7 ) o dim (G O () (1)

Vayamos ahora al primero de los cuatro sumandos. Por estar ese espacio contenido en una
antiimagen por p®7, podemos definir el homomorfismo restringido p7 : HikN(pkd) =L (HIZLI) —
H=13. Por un resultado clésico del dlgebra lineal, tenemos que dim(HEF N (pkd) =1 (HiZ17)) =
dim(ker p7) + dim(Im pF7). Veamos qué es cada sumando por separado. Por un lado tenemos
que

ker g’ ={a € Hy* 0 (pp?) " (H, )|y (a) = 0} = {a € H|p}7 (a) = 0}

=H"" N ker pF¥ = Im p“* N ker pt
o9 =k () 09 () (9)) = B9 1 7 = a0

Combinando ambos resultados:
dim(H>* N (pB) =N (HIH)) = dim(Im p5F N ker pF9) 4 dim (H2 1)
Aplicando el mismo razonamiento sobre los otros tres sumandos tenemos las sumas:
dim(H M 0 (pb) T (HE)) = dim(Im g, N ker pf) + dim(H )
dim(H* N (pH=H =Y (HY 7)) = dim(Im p5F N ker pP71) + dim(HEH 7
dim(HfL_l’k N (pfb’j_l)_l(HfL_l’j_l)) = dim(Im p%_l’k N ker pr’j_l) + dim(H

Y por tanto, sumando y restando estos términos llegamos a lo que queriamos probar. O]

3.3.3. Relacién entre BD!* y VI'* con coeficientes enteros

Entonces cuando usamos coeficientes en un cuerpo F', obtenemos la misma informacién con
los VI* que con los BDL*. La pregunta que nos planteamos ahora es: pasarfa lo mismo si
usaramos coeficientes enteros? Porque si fuera asi, realmente no habria hecho falta definir los
grupos BDI* y podriamos usar simplemente los V./¥ que ya estdn mds estudiados.

El teorema 3.6 (al menos en la forma en que hemos hecho la demostracién) depende de
que los coeficientes estén en un cuerpo, y no se puede extrapolar a coeficientes enteros porque
por el camino usa la propiedad de que dado un espacio vectorial V' de dimensién finita y un
subespacio U, se tiene que V' y U@ V/U son isomorfos. Esta propiedad no se cumple con grupos
(o Z-médulos) porque, por ejemplo, Z no es isomorfo a 27 & Z/27.

Nosotros particularmente no hemos conseguido encontrar ni una demostracién ni un con-
traejemplo que nos permitan dar una respuesta clara, pero tenemos la intuicion de que la
respuesta es afirmativa y por eso planteamos la siguiente conjetura con la esperanza de que se
pueda resolver en un futuro.
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m—1,m

1,2 2,3
Conjetura 3.1. Sea un mddulo de homologia persistente H) o, H? (IO H', sea un
intervalo I = [i,7) y sea un k € I. Si los coeficientes de la homologia estin en Z, existe un
1somorfismo:

BDLk =y 1k (3.46)

Creemos que el motivo por el que los autores de [21] recurren a esta nueva definicién de los
grupos BDfL’k es para poder usar directamente sus programas para secuencias espectrales, sin
tener que idear un método de calculo para los grupos Vn{ V Z, pero no lo sabemos realmente.
En cualquier caso, aunque no hayamos conseguido probar la relacién entre estos dos grupos
cociente, si hemos encontrado una relacién entre sus numeradores y sus denominadores que
podria dar una intuicién sobre lo que ocurre aqui.

Proposicién 3.5. Sea un mddulo de homologia persistente H}! pl> H?2 ™= oy oy H",
sea un intervalo I = [i,j) y sea un k € I. Los grupos cocientes BDka = Hiki | HikI= o Y
V Ik = anf/VIf estdan relacionados mediante las contenciones:

1,k ik, j
1.V, C HyM

Ik P e
2. V' HiR!

Demostracion. En el prlmer punto hay que probar que Im p&*Nker pfd C HW* N (pkd) =L (HI19).
Por definicién, Im p&* = HY*. Por otro lado, ker p®7 = (p%7)=1(0) y como 0 € Hflk’], tenemos
que ker p%7 C (pk7)=1(H=19) v el primer punto queda probado.

En el segundo punto, hay que probar que (Im p%* Nker pF=1) + (Im pi=1* N ker pf9) € HE* N
(pBI=1=Y(HI=19=1). Para ello hay que probar que Im p&*Nker pki=1 C Hi*F(pkd=1)=t(Hi-1i-1)
y que Im pi—tFnker pfd € HA*N(pkd=1)=1(Hi=1971) por separado. La primera de las dos pruebas
es analoga a la del primer punto poniendo j — 1 en el lugar de j. La segunda también es facil
porque si tomo un elemento x € Hi~ 1% = Im pi~bF(Hi~1) | ya sabemos que x € HEF por el lema
3.1 y al aplicar pf~! tenemos que p*~1(z) € Tm pFi=1 o pi=tk(Hi=1) = Hi=1i=1 y por tanto
v € (phi ) (HE L), .

3.4. Ejemplos de calculo de los grupos BD

En esta seccién vamos a calcular los grupos Hy?, H™, BD;" y Vi para las filtraciones
de ejemplo que presentamos en la seccion 2.3, aunque no entraremos en gran detalle sobre los
calculos porque son tantos que no vale la pena verlos todos. El resto de dimensiones distintas
a 1 las obviaremos. Ademés acompanaremos los calculos con los cédigos de barras enteros que
resultan. En los tres ejemplos hemos truncado los médulos para poder calcular directamente

Ik . . .
los grupos BD;" con intervalos infinitos.

3.4.1. Botella de Klein

En la pagina 57 hemos puesto el resultado de calcular manualmente todos los grupos H kg
posibles en el médulo de persistencia truncado. Recordemos que segun el lema 3.2 H, -1 =
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Z o o
2/2Z o
Z @
0 1 2 3 2 5 00

Figura 3.1: Cédigo de barras entero para la botella de Klein

H {J 7y por tanto no nos hemos dejado ningin grupo atrds. Veamos cémo hemos calculado por
ejemplo el grupo H12 34 La férmula de este grupo es:

HE = 0 () (3.47)

Segun el diagrama de la ecuacion 2.27, la aplicacién pf’g manda al generador de H? = Z, en el
primer generador de H? = Z, ® Z, y por tanto H.® = Zy = Zy ®0 C Zy ® Zy. Por ser H} = 0,
tenemos que H,"* = p;*(0) = 0y por tanto lo que nos falta calcular es (p>*)~1(0) = ker p>**. La
aplicacion ,0:13’4 manda al primer y segundo generador de H} = Z, @ Zj, en el primer y segundo
generador respectivamente de H{ = Z/2Z, & Zy. Los tnicos elementos que se anulan por esta
aplicacién son los multiplos de 2[a], es decir, (p>*) "' (H}"") = Zy, y por tanto

HY = HP 0 (03 Y HP) = Za N Zoo = Loy (3.48)

Realizando calculos como éste para todos los indices posibles, se obtienen todos los grupos
o
H}™ manualmente.

: e I.k . .
A la vista de estos grupos que salen como resultado, los tinicos grupos BD;" no triviales
son los siguientes:

F224 234
[2,4) P —gas ¥ — g =L
..H']‘,7 Hl,

H12’2’5 H12’3’5 H12,4,5
[2,00) = 224 17234 — 14 Z[2Z
H; H; H,

335 p3as
[3,00) o —ggg = — 5 =L
le ) le

Con estos grupos, nos sale el codigo de barras entero de la figura 3.1. También se puede
comprobar que lo que se afirma en la proposicion 3.3 se cumple.

Separadamente hemos calculado también a mano los distintos grupos Vllf, VI_]~C y Vll’k.
Sélo presentamos los que se refieren a los intervalos [2,4), [2,00) y [3,00), pero en todos ellos
se observa que no solo BD{’k = Vll’k para todo intervalo I y todo k, sino que ademas las
contenciones de la proposiciéon 3.5 se cumplen con igualdad en todo caso.
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Grupos Vll’k para [ = [2,4)

12
vi2 iy _ Za ~7
1 ‘/1]2 0
3
VI,.?) ‘/v].,'i‘ — ZQa g Z
1 ‘/1[_3 0
Grupos V" para I = [2, 00)
Vit oz
Vi? =2t = 2 2707
1 ‘/1]72 ZQ@ /
Vi3 7
VP =t = 2t 707,
1 Vlji, ZZa /
A ADY/
e oo
Grupos V¥ para I = [3,00)
1 L3 Z.
g4 _Vik _ 22,97
ooyl Z/2Z,
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0= ooH
0= yoH 0= gl 0= goH
0= gpiH 0= gpiH 0= goiH
0= qH 0= o H 0= yoiH
CLIT = oyl L= g = gl = oH
CLIT = ol L= gl 0= o H 0= gl
VAV m{m.m L= gl = ol = gl
ZOTLIZ=  eH L= pegH L= pocH 0= il
ZOCLIT= gy H ZO L= gpeH L= gplH = gl
0=¢H +— Z®"Z/Z= H «— "ZO®"Z= ¢H +— "Z= ¢H <— 0= {H — 0=4H

Uty op e[e3oq e ered 1 uorsuowirp op ¥y sodnin
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Z.
Z o o
Z/2Z o -
0 1 2 3 4 5 B

8¢

Figura 3.2: Codigo de barras entero para el sombrero bobo

3.4.2. Sombrero bobo

Al igual que hicimos para la botella de Klein, calculamos a mano todos los grupos Hi’”
posibles y presentamos los resultados finales en la pagina 60. En base a estos grupos H i’k” , los
Unicos grupos BD{ * no triviales que hay son:

2,25 2,3,5 2,45
) H2,2,4 H12’3’4 H11,4
3,3,4
[3,4) »—5g =7
1
H3’3’5 H3’4’5
[3,00) bty & L __ 2> 7,/27,

Estos grupos dan lugar al cédigo de barras entero de la figura 3.2. Nuevamente calculamos
todos los grupos Vllf, VI_k y Vll’k y comprobamos que efectivamente en todos los casos siempre
coinciden ambos cocientes. Presentamos sélo los resultados para los intervalos [2,00), [3,4) y
[300). El intervalo [3,4) es el méas interesante de los tres y hablaremos un poco méas de él més
abajo.

Grupos V¥ para I = [2, 00)

WTyET g o
A/

13 _ 1+ a ~

A
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Grupos Vll’k para [ = [3,4)

1,3

I3 _V1,+ . Lg12p ~

1 7,13 0 -
Viz”

Este es el caso mas interesante de los que hemos visto hasta ahora porque es el tinico donde
los grupos B D{’?’ y \/1]’3 son isomorfos pero los grupos que definen el numerador y el denominador
del cociente no lo son. De todas formas, la proposicién 3.5 que habla sobre contenciones entre
los numeradores y los denominadores se sigue cumpliendo.

Grupos V;"* para I = [3,0)

‘/11,5) _ Za ¥ Zb
‘/1{8 Za S5 Za+2b
v14 7

vit =t = 2 v 797
1 fo ZQb /

VP = >~ 7,/27.
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0= ooH
0= yoH 0= pgrH 0= goH
0= m{mm 0= mhmqﬁm 0= mfﬂm
- EC..N 0= m;ﬁm 0= im,mm
7 = m"w,mm - w“m&c@ 0= QNJHE - w%@
z= w,mm "z = m,mbmﬁm 0= NJHE 0= N{TQ
7= m"w,mm "z = mmm 0= mrmmm - m{wm
7= yeH CLOL = pggH 0= yoqeH = il
L= apqH ZOL= gl L= ggo 0= ol
0=¢H < Z= g < 972®"7= [H < "z= [H +— 0= {[H +— 0= /H

0|0 OIRIqUIOS [0 eIvd T UOISUSWID OpP E@ﬁ sodnix)
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— o
2/2Z o
Z/2Z o o

% 7 2 3 2 5 ar”

Figura 3.3: Cédigo de barras entero para el complejo 4-2-1

3.4.3. Complejo 4-2-1

Al igual que en los dos casos anteriores, calculamos a mano todos los grupos H;"™ y pre-
. . 1.k o« e
sentamos los resultados en la pégina 63. Los unicos grupos BD;" no triviales que nos salen
son:

H
2,3) b —ts 27
H?
H2,2,4 H2,3 4
[2,4) i—>H12’273 = HILS >~ 7,/27.
1 1
H2,2,5 H2,3 5
1 1

Con estos grupos, obtenemos el coédigo de barras entero de la figura 3.3. Calculamos separa-
damente los grupos Vlj’k y nos sucede lo mismo que con la botella de Klein: no solo todos los
cocientes son iguales sino que todos los denominadores y todos los numeradores que los definen
son iguales también. Presentamos los resultados para los intervalos [2,3), [2,4) v [2,5).

Grupos V¥ para I = [2,3)

1,2
L Ny Zae 7
Grupos Vlj’k para [ = [2,4)
Vit oz
vz _ 1;; A
‘/17’7 4e

Vi _ 2z/4z.)

1,3
Vi3 =
1

vi? 0

= 7./27
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Grupos V;"* para I = [2,5)

|/
1,2 1,4+ e
2oLt _ 2 >~ 797,
‘/1 ‘/1]2 Z2e /
VI3
yis ik _BHL g 0g
vI®  2(z/4Z,)
(A0
Vit =—t == 2727

CAPITULO 3. GRUPOS BD



63

3.4. EJEMPLOS DE CALCULO DE LOS GRUPOS BD

O —
(°zv/Z)e =
WilVAS
WAlVAS
WidVAS
WidVAS
WidVAS
WidvAS
WidVAS

ot
w"m,mﬁm
m“m,mﬁm
Qm,mﬁm

m,mﬁm
whmmm
m,mmm
@nmmm

eH —

mmm

mrmmm

wmmm

mvm,mm

e )
¢cH <— 0=1H

"T-z-F oforduwoo 1o exed 1 uorsuowirp op 4“7 sodnin
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Capitulo 4

Estabilidad de los grupos BD

Los F-mdédulos de persistencia, siendo F' un cuerpo, cuentan con teoremas de descomposicion
unica mediante médulos intervalares, mientras que los Z-modulos de persistencia no los tienen
y necesitan otros enfoques para su estudio. En el capitulo anterior hemos presentado una serie
de grupos, los grupos BDL* que también intentan estudiar los Z-mdédulos mediante intervalos.
Aunque no dan una descripcién completa de los Z-mdédulos de persistencia, hemos probado que
son una buena generalizacion al caso entero porque si los calculamos sobre un F-médulo de
persistencia si nos dan toda la informacién necesaria. Entonces nos planteamos si estos grupos
tienen mas propiedades que hagan deseable su estudio y su uso en la practica.

En este capitulo, cuyos planteamiento y resultados son totalmente originales, nos vamos
a centrar en la estabilidad, es decir, queremos comprobar si los grupos BD* se mantienen
bajo control cuando hacemos pequenas modificaciones sobre el moédulo de persistencia. Esto es
importante porque en la practica, los datos reales pueden tener errores de muestreo y necesi-
tamos que estos errores no cambien sustancialmente los resultados. Pero para poder estudiar
la estabilidad de los grupos BDI* necesitamos antes generalizar los conceptos ya vistos, pues
todo lo que hemos hecho en el capitulo anterior se hacia bajo el supuesto de que los médulos
de persistencia estaban indexados sobre T'= N y esto no es suficiente.

En la seccién 4.1 vamos a redefinir los conceptos estudiados en el capitulo anterior para que
se puedan aplicar en modulos indexados por conjuntos de indices T' mas generales. Después, en
la seccion 4.2 usaremos estas nuevas definiciones para probar algunos resultados de estabilidad
parcial para los grupos BDF v los grupos VI

4.1. Grupos BD con parametro general

El Z-mo6dulo de persistencia con el que vamos a trabajar en este capitulo se llamara H,.
Estd indexado por T' = R, y estd formado por los grupos de homologia n-ésimos {H! };cr vy
las aplicaciones de estructura p®' tal y como dice la definicién 2.15. Por hacer mas llevadera
la notacién, que se ird complicando a lo largo del capitulo, vamos a optar por no escribir la
dimensién n, mientras que lo que habitualmente se escribe en los superindices se escribira en
los subindices. Asi, el grupo H! pasard a escribirse H; y la aplicacién de estructura ps' pasard
a escribirse p; ;. Igualmente, los grupos BDLF y VIF se escribiran BDyy, v Vi Esto facilitard
la lectura de los resultados y las pruebas que iremos dando.

Lo primero que necesitamos es ver como vamos a trabajar con los intervalos I C T' que vimos
en la definicién 2.18, pues vamos a tener que aproximarnos a sus extremos tanto por dentro
como por fuera (algo asi como calcular limites) y necesitamos explicar bien cémo hacemos

65
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estas aproximaciones. Cuando 7' = N no hacia falta esto, pues para analizar lo que pasa en los
extremos del intervalo [i, j) bastaba con ver qué pasaba en i — 1,7,5 y j + 1. Con conjuntos
de indices mas generales como T = R no podemos limitarnos a una cantidad finita de casos
particulares, y vamos a necesitar el concepto de corte.

Definicién 4.1. Sea T C R. Un corte de T es un par de subconjuntos ¢ = (¢~,ct) tales que
T=c Uct ys<tpara cualesquiera s € ¢~ , t € c*.

Esta definicién no excluye la posibilidad de que ¢~ o ¢ sea vacio. Un ejemplo de corte de
R serfa el dado por ¢ = {z € Rjz < 0} y ¢ = {z € Rz > 0}. Dado cualquier intervalo
I C T, siempre existen dos cortes [, u tales que I = [t Nu~, y todos los cdlculos que hagamos
en torno al intervalo I se hardn apoyandonos en los cortes [ y u. Una alternativa a los cortes
para describir los intervalos son los puntos decorados, descritos en [7].

Las dos definiciones siguientes son las que nos van a decir como aproximarnos a los extremos
de un intervalo, concretamente a partir de imagenes y nucleos de las aplicaciones de estructura
de un médulo de persistencia.

Definicién 4.2. Sea el Z-mddulo de persistencia H,,, sea c un corte de T y seat € ¢t. Definimos
los submddulos Im_, C ImJ, C Hy segin las formulas:

Im,, = U Im pg ¢

Im:t: ﬂ Im p,

sect,s<t

Definicién 4.3. Sea el Z-maodulo de persistencia H,, sea c un corte de'T' y seat € ¢~ . Definimos
los submddulos ker,, C ker:t C Hy segun las formulas:

kergt = U ker py

rec t<r

ker;t = ﬂ ker py

rect

Por convencion, Im_, = 0 si ¢™ es vacio y ker:ft =V, si ¢t es vacio.
En el caso con T'= N, un intervalo I = [i, j) se definiria mediante los dos cortes:
Im={neNn<i-1}
I* ={n € Njn >}
u ={neNn<j—-1}
ut ={n € Njn > j}

y dado un k € I, las definiciones 4.2 y 4.3 se traducen en:

Im;, =Im p; 14 (4.1)
Im;, =1Im p; (4.2)
ker, , =ker py j 1 (4.3)
kery , =ker py; (4.4)
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Es decir, los grupos Im;, y ker, ; nos dan una aproximacién por la izquierda de lo que sucede
en los limites del intervalo I mientras que los grupos Im;, y ker;, nos dan una aproximacién
por la derecha.

Definicién 4.4. Sea el Z-mddulo de persistencia H,, sean | y u dos cortes de T y sea I el
intervalo dado por la interseccion I =1 Nwu~. Definimos los siguientes submddulos de Hy:

+ Tt +
Vl,t = Iml,t N keru,t

Vft :(Im;t N kerj;t) + (Imzrt N ker;t)
Ademds, dado que Vi, C Vft, podemos definir el modulo cociente:

Vie =Vii/Vi, (4.5)

Esta es la definicion original de los grupos V;, Vf; y Vi+ de la que habldbamos en el capitulo
anterior. Usando las ecuaciones 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 se ve que en efecto la definiciéon 3.11 es la
adaptacion correcta al caso con 7' = N.

En [9] se prueba que dado un intervalo I C T'y dados dos puntos s,t € I los grupos V; ,
y Vi son isomorfos. Realmente se prueba suponiendo que los coeficientes estan en un cuerpo
y por tanto Vi y Vi, son espacios vectoriales, pero la prueba se puede utilizar tal cual para
coeficientes en cualquier anillo R, en particular para coeficientes enteros.

Ahora nuestro objetivo es el de tomar la definicién 3.3 para los grupos BDLF (que aho-
ra llamamos BDj ) que proviene del articulo [21] y solo valia para médulos de persistencia
indexados por T' = N, y extenderla para que se pueda usar en cualquier tipo de moédulos de
persistencia. Como la férmula que dimos en el capitulo anterior para los grupos BDy, era:

Hiy
Hi g

BDjij = (4.6)

parece que lo que habria que hacer es encontrar la forma de traducir los grupos H; ; ; al lenguaje
general para luego definir simplemente BD; ) como su cociente. Sin embargo, cuando usamos
un 7' general el numerador y el denominador de este cociente se van a tener que traducir de
forma diferente. Esto es asi porque dado un intervalo I, lo que va a hacer el numerador es contar
las clases de homologia que estdn muertas mas alld de I, y por tanto necesita una aproximacion
por la derecha al extremo derecho de I mientras que el denominador lo que va a hacer es contar
las clases de homologia que mueren antes de acabar I, y por tanto necesita una aproximaciéon
por la izquierda. Por tanto, en la traduccién que proponemos para el grupo BDy j el numerador
y el denominador van a tener formulas diferentes, al contrario que en el capitulo anterior donde
si se podia usar una férmula parecida para ambos.

Definicién 4.5 (original). Sea el Z-mddulo de persistencia H,, sean | y u dos cortes de T y
sea I el intervalo dado por I™ Nu~™. Dado un k € I, definimos el grupo BDyy como:

Imlfk N ﬂt6u+ pl;%(lm;t)

ImlJ,rk N Ukﬁt,tEu* P;Z% (Im;t)

BD;, = (4.7)

Proposicién 4.1 (original). La definicion 4.5 es una buena generalizacion de la definicion 3.3,
es decir, si tomamos T =N eI =i, j), BD;y = H; . j/H; k-1
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Demostracion. Tal y como decimos un poco més arriba, cuando 7' = N, el intervalo I = [, j)
se define mediante los cortes [~ = [0,7 — 1], T = [i,00), u= = [0, — 1] y u = [, 00). Segin la
definicion 4.2, tenemos que:

Im;fk = m Im p 1,

selt s<k

Por el lema 3.1, sabemos que si s < s entonces Im p, ¢ C py ;. Entonces la interseccién de todos
los grupos Im ps,; es igual al menor de todos ellos, que se da en s = i porque es el menor s € I
tal que s < k. Entonces, cuando T'= N, Im;", = Im p; , = H; .
Ahora debemos probar que si ¢ < ¢/, entonces p;;(Im;,) C p,p(Im;,). Sea un a € p;;(Imy,),
es decir, sea un a € V4 tal que py(a) € Im;;. Dado que

Im;t = U Im ps

sel—

esto significa que existe un s € [~ tal que pgi(a) € Imp,,. Y al aplicar p,y tenemos que
pro(psi)(a) = psp(a) € pry(Impsy) = Im ps . Por tanto a € pgj, (Im ps ) paraun s € [~ y por
tanto a € g (Im; ).

Esto quiere decir que la interseccion de todos los pl;%(lml_,t) entre todos los t € u™ se produce
yendo al menor ¢ posible, que en este caso es t = j y por tanto (),c,+ p,;%(lmlft) = p,;;(lml_j) y
segtn la ecuacion 4.1, esto es igual a p,;}(lm Pic1j) = p,;}(HZ-_Lj).

Por otra parte, la unién de todos los p,;i(lm;t) entre todos los t € u™, k <t se produce yendo
al mayor ¢ posible, que es t = j — 1y por tanto <, ;c, - p,;%(lm;t) = p,;;_l(lm’ prj—1) Y segun
la ecuacion 4.1, esto es igual a PE,}A(Im Pic1j) = P;;},l(Hi—l,j—l)- Queda probado entonces que
cuando T' =N,

HixN P;;}(Hi—m)

H;y
BDZ . 7]{; — — = J 48
[9) H; N Pk,}—1(Hi—1,j—1) Hijj- e

[]

Ya hemos visto que la definicion 4.5 coincide con la definicion 3.3 cuando T' = N. Ahora
vamos a comprobar si también satisface las mismas propiedades. Lo primero que vamos a dar es
una version del teorema 3.6 para pardmetro general. La prueba seguird una estructura similar
pero requerird un par de detalles técnicos adicionales.

Teorema 4.1 (original). Sea H, un F-mddulo de persistencia indexado sobre T, sean | y u
dos cortes de T y sea I el intervalo dado por T Nwu~. Dado un k € I, tenemos existe un

1somorfismo:
BDyy = Vig (4.9)

Demostracion. La prueba va a ser muy similar a la del teorema 3.6. Al ser ambos espacios
vectoriales, basta comprobar que:

dim ( T 0 sy Pia (Tmyy) )) — dim ( ( I ke, ) (4.10)

1 — — _
Im;’rk N ngt’t@r it (Iml,t Im;, N ker;t) + (Iml“ft Nker, ;)
o equivalentemente,

dim(BDy ) = dim(Im}, N ker;,) — dim(Im;, Nkery,)
— dim(Im;, Nker,,)) + dim(Im;, Nker, )
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Ya sabemos que Im;; C Imlfk. Ahora queremos ver que Im;, C [),c,+ p,;%(lm;t) y Im;; C
Ur<tscu- p,;i (Im ;). Para ello basta ver simplemente que dado cualquier t > k, Im;;, C p,;%(lml’t)
Siae Im,,, existe un s € [~ tal que a € Impgy. Al aplicar py;, tenemos que pri(a) €
pr+(Im pg ) = Im psy y por tanto a € p;’i(lm pst) Paraun s € [, es decir, a € p;j(lml_’t).

Entonces, Im;,C estd contenido tanto en el numerador como en el denominador de BDyy, y
por ser todos F-espacios vectoriales de dimension finita, podemos decir que:

I N o T — Iml—t—k N mt€u+ P;Z,i (Iml_,t) _ Iml—fk N mteu+ PE,zle (Iml_,t>
Im;3 N ﬂ Pr (Imy ) = Imy, & T =Im,, @I - e
teut my m ;1 MNicut pk,t( mu)
E igualmente con el denominador:
-1 _ -1 _
I A 1) 2 T Imlfk N Uter,kgt Prt (Iml,t) e Imlfk N Uter,kgt Pt (Iml,t)
my g U pk,t( mz,t) =1m,; , ® T = 1y g @I — A T
my 5 my 5 Uteuakgt pk,t( ml,t)

teu— k<t
Juntando todo esto, tenemos que:

dim(BDyy) :dim(ImIfk N ﬂ p;%(lmft)) - dim(hmljl,€ N m p,;%(lmft))

teut teut

— dim(Ierk N U p,;%(lmft)) + dim(Im,, N U p,ﬁ (Im;,))

teu— k<t teu— k<t

Vayamos al primer y segundo sumando. Ya hemos visto antes que, cuanto menor sea el
t, mas pequenos seran el subespacio p;%(lml_t) y el subespacio ker py ;. Por ser Vj un espacio
vectorial de dimensién finita, tiene que haber un ¢ € u™ tal que p,;%,(ImZt,) sea el menor
posible y ker py » sea el menor posible. Con respecto al tercer y cuarto sumando, por el mismo
razonamiente debe haber un ¢ € u~,¢" > k tal que p; ;,(Im; ) sea el mayor posible y ker py, 4
sea el mayor posible. Entonces, podemos decir que:
dim(BDy ) = dim(Im;, ﬂp,;%,(lm;t,)) — dim(Im;, ﬂp,;i,(lml_’t,))
— dlm(ImZ_k ﬂp,;ju (Iml_,t//)) + dlm(:[ml_’k ﬂp];%n (Im;t//))
En el primer sumando, podemos aplicar el homomorfismo restringido pj ;s : ImﬂC NPyt (Im ) —
Im, ;,, cuyo nucleo y cuya imagen son:
ker pj. p ={a € Im}, |prw(a) = 0} = Im;, Nker pyp = I, Nkery
m py; v =pre (Tn,) N prw (ppp (Imy,)) = Imyfy, N Imy,, = Imy,
Entonces, por una propiedad elemental del dlgebra lineal,
dim(Im;}, Npjp (Im; ) = dim(ker pj, /) + dim(Im _k, ')
= dim(Im;, Nker, ;) + dim(Im;,)

En el segundo sumando usariamos el mismo argumento también con pj ,,, y en el tercero y el
cuarto usarfamos el mismo argumento con el homomorfismo restringido py 4, obteniendo:

dim(Tm, ﬂp,;j;, (Im; /) = dim(Im; , N kery ) + dim(Tm, /)
dim (Tm;, ﬂp,;i,, (Im,)) = dim(Im;, Nker, ;) + dim(Im;,)
dim(ImZk ﬂp,;i,, (Im;t,,)) = dim(Iml_’k N ker; p) + dim(ImZt,,)

Haciendo las sumas y restas adecuadas, llegamos al resultado que queriamos probar. O



70 CAPITULO 4. ESTABILIDAD DE LOS GRUPOS BD

Al igual que nos pasé con el teorema 3.6, la forma en que hacemos la prueba depende de
que los coeficientes de la homologia estén en un cuerpo y no hemos encontrado ni una prueba
ni un contraejemplo que nos digan si ocurre lo mismo cuando los coeficientes son enteros. Por
tanto sélo podemos plantear la siguiente conjetura esperando poder resolverla en un futuro.

Conjetura 4.1. Sea el Z-modulo de persistencia H,, sean | y u dos cortes de T y sea I el
intervalo dado por ™ Nu~. Dado un k € I, tenemos existe un isomorfismo:

BDyy = Vi (4.11)

4.2. Estabilidad frente a pequenas perturbaciones

En esta tultima seccién estudiaremos qué sucede con los grupos BD;; v los grupos Vi
cuando introducimos una pequena perturbacién en el médulo de persistencia H,,. Este seria el
primero de los pasos para un estudio completo de la estabilidad de la homologia persistente,
que en el caso con coeficientes en un cuerpo queda completamente descrito en el libro [7]. En
este libro, se estudia la categoria de los F-moddulos de persistencia indexados por T' = R, se
define una nocién de diagrama de persistencia mas general que la vista en la definicién 2.21 y
se introduce nuevamente la distancia bottleneck, que ya vimos en la definicién 2.22 y mide la
similaridad entre dos médulos de persistencia. Después se introduce la distancia interleaving,
que compara dos médulos de persistencia mediante el uso de un functor (algo asi como una
aplicacién entre categorias) llamado 1.. Finalmente, el teorema de isometria prueba que la
distancia interleaving entre dos médulos de persistencia es igual a la distancia bottleneck entre
sus diagramas de persistencia.

Nuestro objetivo es el de extrapolar toda esta teoria a los Z-moddulos de persistencia, pero
no vamos a poder llegar tan lejos. Unicamente arafiaremos la superficie, y estudiaremos qué
sucede en un médulo de persistencia cuando le aplicamos el functor 1., dando asi un pequeno
paso en esta linea.

Seguimos trabajando en todo momento con el médulo de persistencia H,,, con aplicaciones
de estructura ps ;.

Definicién 4.6. Sea ¢ = (¢, c¢t) un corte de R. Dado un € € R, definimos ¢+ ¢ como el corte
dado por los conjuntos (c+¢)” ={a€Rla—c€c}, (c+e)t ={a €Rla—c € c}.

El functor 1. convierte un médulo de persistencia en otro, transformando tanto sus grupos
como sus aplicaciones de estructura segin las formulas que se dan en la siguiente definicion.

Definicién 4.7. Sea el Z-mdédulo de persistencia H, y sea € € R. Definimos el modulo de
persistencia 1.(H,) como el médulo dado por los grupos 1.(Hy) = pssie(Hs) y las aplicaciones
de estructura 1.(pst) = Pstette

Ps,s+s(HS)

Lo que hace este functor es tomar cada grupo H,, mandarlo en H,,. mediante la aplicacion
de estructura ps 51, transformandolo en Hy . = pssic(Hs) y poner esa imagen en la posicién
s del nuevo médulo de persistencia. Las nuevas aplicaciones de estructura no son mas que
las restricciones correspondientes a las antiguas . Por comodidad notacional, en los proximos
resultados llamaremos H, al médulo de persistencia 1.(H,), siendo sus grupos H. = 1.(H,)
y sus aplicaciones de estructura p, = 1.(ps;). En general todo lo que esté denotado con un
apdstrofe hara referencia al médulo H), = 1..

Veamos en primer lugar qué relacién hay entre las imagenes y los nicleos de las aplicaciones
de estructura de los médulos de persistencia H,, y H) .
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Lema 4.1. Sea el Z-mddulo de persistencia H,, sea e € R y sea H], = 1.(H,).
= Sean s,t € R con s <t. Entonces:
Poi(Hy) = psive(Hs) (4.12)
s Sean t,r € R cont < r. Entonces:

ker py, = prve(Hi) N ker prycyie (4.13)

Demostracion. (original) Ambos puntos son sencillos de probar usando la definicién 4.7. En el
primero, cambiamos pf, y H{ por su definicién y nos sale que:

pls,t(H;) = p5+57t+5’p.s,s-!—s(Hs)(p575+5(H3>)> = ps,t-i-E(HS)

Con respecto al segundo punto, cambiando p; . por su definicién nos sale que:

ker pz/t,r = ker pt+€,7‘+5|pt,t+a(Ht) = prire(He) N ker peie e (4.14)
[

Lema 4.2. Sea el Z-mddulo de persistencia H,, sea e € R, sea H, = 1.(H,,) y sea ¢ = (¢”,c")
un corte de R. Dado un t € ¢*, tenemos las igualdades:

I+ _ +
Imc,t - Imc,t—i—a

I— —
Imc’t = Imcﬁt ‘e

Demostracion. (original) Por definicién,

+ / /
Imc,t - mS€C+75§tps,t(Hs)

Usando el lema 4.1, esto se puede cambiar por

Im,;;, = m ps,t—i-s(Hs)

s€ct,s<t

Ya sabemos que si r < s, entonces p,;1. C psite. Entonces la interseccion se produce tomando
el menor valor posible, y ampliar el conjunto {s|s € ¢*,s < t} por la derecha no cambia el
resultado de la interseccién. Entonces podemos decir que:

Im/c—; = m Psire(Hs) = [mthrs

K
sect,s<t+e

Con respecto a la segunda igualdad, usando otra vez el lema 4.1,

]m; = U p;,t(H;) = U Ps,t+s(Hs) = Im(:_,t+€

sec™ sec™
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Lema 4.3. Sea el Z-mddulo de persistencia H,, sea € € R, sea H!, = 1.(H,) y sea ¢ = (¢”,c")
un corte de R. Dado un t € ¢, tenemos las igualdades:

+_ +

kerc,t =piere(H) N kerc+e,t+a
/— —

kerc,t :pt7t+€<Ht) N kerc+€,t+€

Demostracion. (original) Por definicién,
kery; = U ker py
rect
Usando el lema 4.1, esto se cambia por:
kerf, = ﬂ Prire(Hy) Nker pyic e
rect
Como el término p;s4.(H;) no depende de r, es comin a todos ellos y se puede poner fuera de
la interseccion, quedando:
ker’c = prite(Hi) N ﬂ ker pyie e
rect

La condicién r € ¢ es equivalente a pedir que r+¢ € (¢+¢)". Haciendo el cambio de variables
p =r + &, podemos escribir entonces:

ker’c = prite(Hy) N ﬂ ker pryep = prise(Hy) N kerc—l—a tte
pE(cte)t

Con respecto a la segunda igualdad, podemos usar los mismos razonamientos y tenemos que:

— /
ker,, = U ker p; .

rec,r>t

= U Prive(Hy) Nker prie e
rec—,r>t

=prtre(Hy) N U ker piyerie

rec—,r>t

=prire(Hy) N U ker piiep

pE(cte) ™ ,p>tte

=prte(H) N kerc_—i-s,t—l-s
O

Los grupos BD;y y Vi se definen en términos de las imagenes y ntcleos antes descritos.
Por tanto, apoyandonos en estos tltimos tres lemas, podemos ver la relacién entre los grupos
Vi, del médulo de persistencia H,, y los grupos Vy, del médulo de persistencia H),.

Teorema 4.2 (original). Sea el Z-mddulo de persistencia H, y sea ¢ € R. Sea H = 1.(H,),
sean | y u dos cortes de R y sea I = 1" Nw~. Dado unt € I:

v7¢ ::LQ¢+6 (4.15)

donde J es el intervalo dado por J =17 N(u+¢e)~.



4.2. ESTABILIDAD FRENTE A PEQUENAS PERTURBACIONES 73

Demostracion. Por definicion,

v 1% Im)* N ker:jt
L= VI'; N (Imft N kerijt) + (Imfg N ker;ft)

Usando los lemas 4.2 y 4.3, tenemos que esto es igual a:

ImlJ,rt-i-a n pt,t+€(Ht) N ker:ﬂ-:,tJrs
(Im;t+s N pree(Hy) N kerIJrE,ths) + (ImlJ,rt-m N Prare(H) N ker;+e,t+s)

!
It

Ahora debemos notar que tanto Imf?t . como Imy,, _estan contenidos en pr.i+e(Hy) porque dado
cualquier s < ¢, se tiene que pg 4. C priqe. Entonces simplemente podemos escribir:

+ + +
, Imp Nker, .. B Ve

It — — + + — - _
(1 My yye N keru+e,t+e) + My yye N keru+s,t+5) VJ,t+5

= VJ,t+a
]

Tratemos de explicar lo que quiere decir este teorema de una forma mas sencilla. Sea el
modulo de persistencia H,,, y supongamos que hay un intervalo J que tiene una longitud mayor
que € tal que el grupo H, es no trivial para todo r € J. Digamos por ejemplo que ese intervalo
es J = [s,t+¢). Al aplicar el functor 1. sobre H,, ese intervalo se recorta y pierde un trozo con
longitud ¢, y se convierte en I = [s,t), de forma tal que los grupos Vj,,. y V;, son isomorfos.
Es decir, que los grupos Vi del médulo de persistencia H,, y los de H, se parecen mucho,
siendo la unica diferencia el pequeno trozo que se le recorta a los intervalos.

De igual manera, podemos probar un resultado anédlogo para los grupos BDy .

Teorema 4.3 (original). Sea el Z-mddulo de persistencia H, y sea ¢ € R. Sea H = 1.(H,),
sean | y u dos cortes de R y sea I =1 Nw~. Dado unt e I:

BD}, = BDy.. (4.16)

donde J es el intervalo dado por J =17 N (u-+¢)".

Demostracion. Por definicién, tenemos que:
jan /—1 ’—
Iml,t N n,,«equ Ptr (Iml,r)
[ /—1 —
Iml,t N UtST,TEu* pt,T (Iml,r)

Usando el lema 4.1 y el lema 4.2, esto se convierte en:

BD’” =

ImlJ,rt+a N mr@ﬁ (pt+6,r+s |Pt,t+5(Ht))71 (Im;r+a)
Im;:t—i—a N Utﬁr,rEu* <pt+577"+5 |Pt,t+s(Ht))_1 Chnljr—&-a)
Iml—i,_t—i-s N mr€u+ pt,tJrE(Ht) N p;rle,r+5 (Iml_,r-i-e)

Iml—i_t—l—s N Utgr,reu* pt,t+€(Ht> N p;rls,r+s (Iml_,r—i-s)

BD’Lt =

Como el término p;+4-(H;) no depende de r, se puede sacar fuera de la interseccion y, como ya
dijimos durante la prueba del teorema 4.2, Im;,“t +e C Prite(H;) Entonces:

Iml—t_t—i—a mpt,t—}—a(Ht) N mrEu"’ pt_—l-la,r+€ (Iml_,r—i-a)
Iml—t_tJrE mpt,t—f—a(Ht) N UtST‘,TEu_ pt_—i—lé,r-l-E(Iml_,?"Jra)
Imlft—i—a N ﬂrew p;+1€,r+s(1m;r+s>

Iml,t-‘,—a N UtSr,rEu* pt+€,7'+€(1ml,r+€)

BD;, =
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Haciendo de nuevo el cambio de variable p = r + €, nos queda que:

-1 _
ImlJ,rt—i—a N npe(u+5)+ pt+e,p(1ml,p>

+ -1 -
Iml,t+s N Ut+e§p,pe(u+s)* pt+s,p(1ml,p>

BD'Lt = =BDjye

]

Este teorema se puede interpretar de forma similar al teorema 4.2. Esto implica que si
tomamos un maédulo de persistencia H,, le calculo su cédigo de barras entero y le aplico el
functor 1., el cédigo de barras de H, va a ser casi igual salvo que los intervalos pierden por la
derecha un trozo de longitud . Es decir, que si inducimos una perturbacion de £ en el modulo
de persistencia, el cambio en los grupos BDy, es pequeno y se puede medir en funcién del
propio €. Lo cual nos da a entender que estos grupos son algo estables y puede tener sentido
estudiar mas a fondo la estabilidad de los Z-moddulos de persistencia, al estilo de como se hace
en el libro [7].



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Como hemos podido ver en los capitulos 3 y 4, que no podamos dar una descripcion com-
pleta de los Z-modulos de persistencia no significa que no podamos estudiarlos con un enfoque
basado en intervalos. Ademdas hemos comprobado que este enfoque basado en los grupos BD
es una buena generalizacion de los resultados clasicos de la homologia persistente en tanto que
obtendriamos los mismos resultados si usaramos coeficientes en un cuerpo y en tanto que pre-
servan al menos parcialmente las buenas propiedades de estabilidad. No obstante, ain queda
mucho en lo que trabajar para asegurar que esta teoria se pueda usar en los mismos campos
en los que ya esta teniendo éxito la homologia persistente con coeficientes en un cuerpo, como
el anélisis topolégico de datos [4], andlisis de imégenes digitales [24], anélisis de series tempo-
rales [19], medicina [18], etc. Hacemos un resumen a las principales trabas que encontramos de
momento en esta teoria con la esperanza de que en trabajos futuros se puedan resolver.

La primera traba que nos encontramos es la de la interpretabilidad de los resultados. Los
grupos BD nos ayudan a detallar lo que pasa dentro de nuestra filtracién asignando un grupo
a cada intervalo, pero atin no tenemos una interpretacion clara para los grupos que se obtienen
ni para los cédigos de barras que podemos crear con ellos. En el caso con coeficientes en un
cuerpo esta interpretacién era muy facil: un intervalo [s,t) representa una clase de homologia
que aparece por primera vez en la etapa s de la filtracion y se anula al llegar a la etapa t. Cada
clase de homologia p-esima que aparece en el proceso genera un unico intervalo, lo que hace que
todos los intervalos de un cédigo de barras se puedan interpretar de forma independientemente.
Por contra, cuando los coeficientes de la homologia son enteros no podemos considerar todos
los intervalos de forma separada. Vayamos por ejemplo al apartado 3.4.3, donde haciamos los
calculos de los grupos BD para el complejo 4-2-1. A lo largo de toda la filtraciéon sélo hay un
generador para la homologia 1-ésima, que es el ciclo e, pero en cambio el cédigo de barras de la
figura 3.3 tiene tres barras distintas. Ademas, es dificil interpretar qué sucede en el médulo de
persistencia solo con estas tres barras. Por ejemplo, en la tercera etapa de la filtracion teniamos
que H} = 7/A7Z, pero esto no queda reflejado en ningiin momento en el cédigo de barras. Esto
es algo que ya notaron los autores del articulo [21], y lo achacan al problema de la extensién de
grupos. La solucién que aportan los autores es la de no solo usar los grupos BDXF sino también
todos los H7 y los H:*J pero tampoco dan una explicacién de cémo interpretar correctamente
todos estos resultados combinados. Por tanto, encontrar un método para interpretar qué sucede
en el espacio topoldgico durante la filtracién usando solo los grupos H%7, H2*J v BDLF es una
cuestién aun abierta y de capital importancia para poder plantearse usar estos grupos para
aplicaciones practicas.

Otro problema que aunque ya esta resuelto podria tratar de mejorarse es el del cdlculo de
los grupos BD con ordenador. Actualmente estos calculos solo se pueden hacer mediante el
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software Kenzo [23], que requiere usar secuencias espectrales y tiene un problema que ralentiza
considerablemente el tiempo de calculo. El algoritmo que calcula la homologia persistente con
coeficientes en un cuerpo nos da todos los intervalos a la vez en tiempo cibico, mientras que
el software Kenzo no puede calcular los grupos para todos los intervalos a la vez, sino que
necesita calcular qué pasa en cada intervalo independientemente. Esto se puede comprobar en
la seccién 7 del articulo [21], donde se exponen ejemplos de las funciones y se ve que hay que
hacer una llamada para cada intervalo y dimensién de la homologia. Cuando usamos filtraciones
que duran pocas etapas como los que hemos usado de ejemplo esto no es un problema, pero el
nimero de intervalos a calcular crece de forma cuadratica con respecto al nimero de etapas de
la filtracion y esto si supone un problema para filtraciones de gran formato. Por otra parte, no
sabemos si este software estd preparado para calcular grupos BDI* con un intervalo I infinito.
Disenar un nuevo software que pueda calcular de forma maés directa y eficiente los grupos BD
para cualquier tipo de intervalo queda como un problema abierto que de ser resuelto haria mas
apetecible el uso de la homologia persistente con coeficientes enteros.

Por otra parte, hemos conseguido probar que los grupos BDLE y VI* son isomorfos cuando
usamos coeficientes en un cuerpo, pero solo hemos logrado probar resultados parciales para el
analogo con coeficientes enteros. Queda por tanto como trabajo futuro buscar una prueba o un
contraejemplo para las conjeturas 3.1 y 4.1. Realmente bastaria con la segunda de ellas, pues
ya hemos visto que la primera es un caso particular cuando el conjunto de indices es 7" = N.
Si probaramos que esas conjeturas son ciertas, tendriamos una definicién alternativa para los
grupos BD y podria intentar buscarse un método para su cédlculo sin tener que recurrir a las
secuencias espectrales, usando solo las imagenes y los ntcleos de las aplicaciones de estructura.

Con respecto a la estabilidad de los grupos BD, ain queda mucho en lo que trabajar. Ya
hemos visto cémo se modifican los grupos BD!* cuando perturbamos la homologia persistente
con el functor 1., pero esto es solo el primer paso para encontrar un andlogo al teorema de
isometria del libro [7]. Para ello tendriamos que definir los diagramas de persistencia para
coeficientes enteros, dar una medida de similaridad entre esos diagramas que generalice la
distancia bottleneck , y definir una distancia que generalice la distancia interleaving. Toda esta
es una tarea que esta sin hacer, pero creemos que podria ser interesante que se estudie en un
futuro, pues la estabilidad frente a pequenas modificaciones es fundamental en las aplicaciones
practicas donde estén involucrados datos con posibles errores de muestreo.

Una vez que se hayan estudiado estas cuestiones, podremos decidir si toda la teoria desa-
rrollada en esta memoria tiene una aplicabilidad en la practica o por contra se queda como
una contribucion tedrica al poco estudiado campo de la homologia persistente con coeficientes
enteros.
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