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Resumen.- En este trabajo se presenta la ecuacidn general para el estudio de la dinamica de

rotores, incluyendo los términos correspondientes al efecto giroscopico, la deformacidn por
cortante, la inercia al giro de las secciones y varios tipos de amortiguamiento. Se indica

un procedtm|ento de discretizacidén, empleado en la implemenacién de un programa de ordena--
dor para su resolucién. También se han determinado analiticamente las frecuencias naturales
y de rescnancia para modelos concretos en los que se incluye alguno de los términos indica-
dos anteriormente, analizandose el efecto de cada unc de ellos. separadamente,en las frecuen

cias obtenidas,
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en funcidén de la relacidn entre la longitud y el radio del rotor.



: Tiempc adimensional.

¢ . Giro de la seccidn del eje en el plano -
b
yX.
¢Z . Giro de la seccidn del eje en el plano -
- 3
iw : Frecuencia compleja o autovalor.
1 . Velocidad de giro del eje.

1. Introduccidn

La necesidad del conocimiento de los modos
y frecuencias de vibracién de un eje en el and
lisis de ciertos problemas relacionados con la
dinidmica de rotores, como el cdlculo de la res
puesta o el equilibrado de rotores flexibles,
plantea la duda de cuan exactos son los resul-
tados obtenidos cuando se utiliza un modelo ex
cesivamente simplificado para calcular los mo-
dos y frecuencias que van a ser la base de los
cdlculos posteriores.

En este trabajo se han estudiado varios ca
sos, con objeto de dar una idea del error que -
se comete cuando se omiten ciertos efectos gque
tradicionalmente se aceptan como despreciables
o de escasa relevancia. Para ello se han formu

lado las ecuaciones de movimiento de un rotor
que descansa sobre dos o mas cojinetes.

2. Ecuaciones del movimiento

Las ecuaciones linealizadas de movimiento ~
para un rotor con simetria de revolucidn y que
gira a velocidad angular constante {2 en torno
a su eje, son las siguientes [2], [3]
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En ellas se han omitido las deformaciones debi
das a la torsidén y a los esfuerzos axiles, ast
como los efectos gravitatorios.

El sistema de fuerzas ici es debido a los

cojinetes, y constituyen las condiciones de --
contorno del problema. Estas fuerzas pueden --
ser representadas para cada cojinete de forma
satisfactoria mediante relaciones del tipo:
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Los coeficientes mij’ Cij y ij que aparecen -

en la ecuacidn (2.2) definen las propiedades -
inertes, amortiguadoras de rigidez, respecti
vamente, del cojinete GT

Los coeficientes Coy Mpy Cor My en la ecua

cién (2.1), introducen un efecto de amortigua-
miento viscoso interno y externo, el primero -
proporcional a las velocidades relativas vy el

segundo a las absolutas, y tratan de explicar
el comportamiento de los rotores reales. En --
vez de o junto con este efecto, se puede obte-
ner un modelo mads o menos parecido a la reali-
dad introduciendo un amortiguamiento de tipo -
histerético. mediante las relacicnes [5, 7, 8):
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Donde los valores de £ varian normalmente en--
tre 0.0007 y 0.0016 para el acero [S] Ecuacio
nes que para £=0 conducen a las conocidas relg
ciones entre el momentc y la curvatura de la -
Resistencia de Materiales.

3. Resolucién de las ecuacienes de movimiento

Las ecuaciones (2.1) se han resuelto dis--
cretizando el rotor mediante ''matrices consis-
tentes' [h] Como funciones de forma es usual
tomar aguellas que representan la deformacidn
que se produce en una viga simple, cargada en
sus extremos, debida a la accidn del flector.
En el caso presente se han incluido en ellas -
1a deformacién debida al cortante para poder -
introducir este efecto en la formulacidn. En -
la tabla 1 se presentan estas funciones de for
ma .

Las matrices consistentes, junto con las de
los cojinetes de ecuacion (2.2) se pueden mon-



Tabla 1.

FUNCICNES DE FORMA DE DESPLAZAMIENTO

FUNCIONES DE FORMA DE GIRD —I
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tar en tres matrices globales para conseguir la
relacién final:

m%+c(ﬂ)c.|+l<($2) q = F (3.1)

Y Y Y v wext

Donde g contiene los grados de libertad,tantode
v

giro como de desplazamiento, considerados.

Para calcular las frecuencias propias de Vi

bracidn, asi como los modos correspondientes a
éstas, es conveniente transformar (3.1) a la --
forma [1]
A(R) X = X (3.2)
" a A
Con
e - k(@)
AV VIRV
A(R) = |, (3.3)
"
| 0
4y Ny
Y
q
"
X= | (3.4)
9
vl
Ensayando la solucion X = % e'Mt, la ecua--
cién (3.2) se convierte en:
AR) 2 = w2z (3.5)
a, A "

Problema general de autovalores que hay que re-
solver. En el programa de ordenador implementa-
do se ha optado por el método de transformacién
QR [1] para 1a resolucién. Ademds del calculo -
de las frecuencias naturales, es interesante,

en algunos casos, el de las FrecuenC|a5 de reso
nancia, Siendo éstas aquellos valores de w cuya
parte real coincide con la velocidad de rota---
cion &, cuando el fendmeno excitador tiene tam-
bién esta frecuencia. Las primeras dependen de
{2y se obtienen de la resolucién directa del --
problema (3.5). Para obtener las segundas es ne
cesario resolver la ecuacidn:
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Re {wi =0 (3.6)

previo cilculo de wi(Q) en la ecuacién (3.5). -

La resolucion grédfica se muestra en la figura 1.
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Figura 1.

De esta misma figura se cbtiene el limite -
de estabilidad para el rotor, viniendo éste da-
do por aquel valor de I para el cual la parte -
imaginaria de algidn autovalor se hace nula, va
que un instante después se hard negativa e im--
plicard oscilaciones indefinidamente crecien---
tes. En la Figura 1 esto se verifica para { =
= {

e.

b, Andlisis de la influencia de los diversos —--
factores

Por el procedimiento numérico anteriormente
descrito, pueden obtenerse las frecuencias natu
rales, las de resonancia y los modos de vibra--
cién correspondientes de un rotor con cuales---
quiera condiciones de apoyo e incluyendo varios
efectos.

Se plantea ahora el interrogante de hasta -
que punto es necesario complicar la formulacion
y cuando.

Se responderd en parte a esto analizando el
error que se comete en el cdlculo de la frecuen
cia de resonancia, cuando se dejan de lado algu-
no de los efectos incluidos en el sistema de --
ecuaciones (2.1). No se analizaran los errores
introducidos por una mala modelizacién de las -
condiciones de contorno.



Si inicialmente no se incluye el efecto del
cortante, se pueden sustituir las dos Gltimas -
ecuaciones de (2.1) en las dos primeras, previo
el cambio:

b= g, mg (W)

que garantiza la ausencia de deformacién por --
efecto del cortante.

Introduciendo los pardmetros adimensionales

£ = E—; T = %—; n = % ;T = %—, suponiendo un -
rotor biapoyado uniforme, de longitud L y toman
do por conveniencia T = ’é¥L z , las dos pri
T
meras ecuaciones conducen a:
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Con las condiciones de contorno adimensionales:
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Se obtienen asi la siguiente serie de para-
metros adimensionales gobernantes del fendmeno:

Amortiguamiento viscoso:

c. = i e s M. i e
L VoR ET; Y BT,
b
ci L2 mi (4.4)
Ci=——— : Mi=w
VPA EIT VA E|T
Efecto giroscopico:
|
6. =5 (4.5)
AL

Inercia al giro de las secciones:

o
H=— (4.6)
AL’

Histéresis:
£ (4.7)
Ensayando en (4.2) las soluciones:

r=Bsen A5 ePt : n==CsenAf
n n

>

elpT

(4.8)

que satisfacen automaticamente las condiciones
de contorno con An =n m,ysiendop la frecuen--

cia adimensicnal wT, cuya parte real en el caso
de rescnancia es idéntica a T, se obtiene:
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La exigencia de solucién distinta de la trivial
para B y C conduce a la ecuacién de frecuencias.
Haciendo participar en ella un sélo efecto, para
obtener una solucidén simple, se podra determi--
nar el error que se comete al ignolarlo en el -
cilculo de la resonancia, en funcidn de su para
metro caracteristico. r

L.1. Giroscdpico e inercia al giro de las sec--
ciones

La resolucién de la ecuacidn de frecuencias
para el caso de que sélo H vy Gr intervengan,

representa la evolucion de las frecuencias natu
rales en funcidén de la velocidad de giro:



N M@ 126+ 201 + 1 A%
p(“) _ n n i
n 201 + H Ai)z
MaTe ‘0Tl . B(1 + H A% IT/Z
E i 0
Y.
n

Donde las P, son siempre reales, como cabia es-
perar, ya que no se han incluido efectos disipati
vOs.

Aplicando la ecuacidn (3.6}, se obtienen --
las siguientes frecuencias de resonancia:

Ab
(0 T2 = L 5
R 1+ (6 +H) A
r n

" (4.1.2)

2 !
(2 T, = . >
1 - (G - H) X
r n

Como en (4.1.1), las frecuencias naturales apare
cen desdobladas. Esto es debido a los dos sent]
dos posibles de precesién. En uno de ellos, la
precesion inversa , el giroscdpico contribuye a
la deformacidon, flexibilizando por tanto al ro-
tor y disminuyendo la frecuencia de resonancia
respecto a laesperadaen su defecto. En la prece
sion directa, el efecto es justamente el contra
rio. De la segunda ecuacién (4.1.2) se puede sa
car la conclusidon de que el rotor no entrara en
resonancia en precesibn directa para aquellas -
frecuencias en que se verifique:

1
G - H > = (4.1.3)
n

En las figuras 2 y 3 se representan las relacio
nes entre las frecuencias sin y con el efecto -
considerado, frente al pardmetro caracteristico
de éste.

La condicién (4.1.3) se da a partir de la -
septima frecuencia. De este modo no existen mas
curvas que las representadas en la figura 3, No
sucede asi para la figura 2, donde existen una
infinidad de curvas ademds de las dibujadas.

L.2. Amortiguamiento viscoso externo e interno

Aunque quizads no tenga excesivo sentido fi-
sico, en este apartado se vera independientemen
te la influencia del término estabilizante de -
los amortiguamientos considerados, dejando para
el siguiente el andlisis del que introduce la -
inestabilidad. La solucién de la ecuacién de --
frecuencias,considerando sélo Cie y Mfe distin-

tos de cero,es la siguiente:
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r/L 0.

0.1 0.055 01
Fig. 2.- Efecto del Giroscépico e Inercia
de las Secciones. Precesidn Inver
sa.
0 | '
AZ
n
Q- T
n

£ T
0.1 0.055 r/L 0.01
Fig. 3.- Efecto del Giroscdpico e Inercia

de las Secciones. Precesidon Di--

recta.
inmediatamente:

22
my

Las de rescnancia se obtienen

C. + M. A
(4.2.2)

El efecto amortiguador viene reflejado por la -
parte imaginaria positiva de P

4.3. Amortiguamiento viscoso interno. Término -
desestabilizador

Las frecuencias naturales vienen dadas por:
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El término negativo en la parte imaginaria de -
P, indica que el efecto considerado introduce -

siempre inestabilidad. Ademds, se observa que -
ésta aumenta con la velocidad de giro {I. Esto -
comprueba que la eleccidn de un determinado ---
amortiguamiento interno permite hacer que el ro
tor sea inestable para una cierta velocidad Qe.

De la condicidn de resonancia, se obtiene:

/ ) C. + M A% 2
ﬁnT = \f An + (————Tf—————) (4.3.2)
L. L, Histéresis

Frecuencias naturales:

et 7
v 2 v 2
2 i1+ -1 . 2 T 1+e” 4+ 01
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v/ v 2 / S 7
2 l+s:2 ! 2 I+e2
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Resonancia: ;

2 146 4 1 '
QT =2 _ (4.4.2)
n n r-—-—-—-—z
2 1+

Los tres Gltimos casos analizados, para los ran
gos usuales de variacidon de los parametros, no
introducen errores importantes en el cdlculo de
la frecuencia de resonancia, aunque pueden in--
fluir en la estabilidad y son esenciales para -
simular el amortiguamiento.

L.5. Cortante e inercia al giro

La deformacidon por cortante viene regida --
por las conocidas formulas:
dz

vo=B s dy iy =By -2

Y o y  9x z o z 99X (4.5.1)

con o = 1.33 para secciones circulares [3].

Sustituyendo (4.5.1) en la ecuacidn (2.1),
eliminando los efectos no deseados e introdu---
ciendo de nuevo los parametros adimensionales,
se puede obtener:

2 | 2 b I 4
Rt A - R L g
aT AL at AL 9E"aT
IR
Gl
+ =0 (4.5.2)
ae®

Ecuacidn igual a la de movimiento en el plano -
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zx sin mas que cambiar C por m.

De este modo se hallan los parametros adi--
mensionales del efecto cortante:

| 2 |
of 2 _ oE T . QE . _oF g
TH =5 = sgH=% =

5 (4.5.3)
AL AL

pT

Ensayando C = B e sen An £ en la ecua---

cién (4.5.2), de nuevo se satisfacen las condi-
ciones de contorno con ln =n Ty se obtiene la
ecuacion de frecuencias:

{ph L

: (e na? (0 E]p% s M1e =0

(4.5.4)

Las expresiones analiticas de las frecuencias -
naturales y de resonancia coinciden, pero son -
complicadas y no se reproducen aqui. Las figu--
ras 4, 5 y 6 muestran el error que se comete al
omitir la deformacidn por cortante, la inercia
al giro y la unién de ambos efectos, respectiva
mente. En ellas se ha simplificado el campo de

variacidén del parametro adimensicnal, fijando el
material.

0.01

0.1 0.055 r/L

Fig.4.- Efecto de la Deformacidm por Cor-
tante.

5. Combinacidon de varios efectos

Finalmente se resuelve numéricamente median
te el método expuesto en un apartado anterior,
el problema de calcular las frecuencias de reso
nancia de un rotor uniforme biapoyado con las -
siguientes caracteristicas:

7’.938.10]D Nm/m2

= 0.5 m. G =

A = 3.1&16.10'4 i a = 1.33

.= 0.785.10'8 i e =0

) -8 4

| =1.57.10 " m C =m =20

P 3 e e 2
o = 7800 Kg/m Gy = 0.1 Nw.seg/m
E = 2.058.101] Nw/m2 m, = 0.1 Nw.seg/m



Discretizado en 10 etapas de 1=0.05 m.

2 T
AZ
n
QT
n
15 & 7
1 ) T s
0.1 0.055 o 0:01
Fig.5.- Efecto de la lnercia al Giro de
. las Secciones.
2 T '
\
A?_
n EnY
QT L
n
1.5 + i
ye .
\\\
By
3* "~

1 s -
0.1 0.055 F/L 0.0]

Fig.6.- Efecto Conjunto del Cortante e
Inercia de las Secciones.

En la Tabla 2 se comparan las frecuencias -
obtenidas numéricamente, incluyendo efecto gi--
roscépico, inercia al giro,cortante y amorti---
guamiento interno, con las que se derivan de la
resolucidn analitica del problema considerando
sGlo la inercia al desplazamiento y la rigidez
a la flexién.

En la solucién numérica se ha podido compro
bar también que se produce inestabilidad en el
primer modo a partir de una velocidad ( = 4017

Rad/sg.

6. Conclusiones

De los resultados presentados, obtenidos --
analiticamente, para el caso de un rotor biapo-

Tabla 2.

FRECUENCIA 1

2 32 X 5 SaAAT
SOLO INERCIA AL

DESPLAZAMIENTO ¥ 1013.92 | 4055.69 | 9125.31 16222.8 | 2534B.1 | 36501.2
RIGIDEZ A FLEXION

VARIOS EFECTOS

PRECESION |NVERSA 1010.48 | 4005.63 | 8889.58 | 15539.6 | 23B4k.2 | 33732.9

YARNDS EERETOR 1012.46 | 4036.42 | 9038.75 | 15985.8 | 24869.1 | 35728.4

PRECESION DIRECTA

yado, uniforme, puede deducirse de forma aproxi
mada para otros casos mas complejos, la influen
cia que tiene cada uno de los términos conside-
rados en la ecuacidn general, en funcidn de las
dimensiones del sistema. Como criterio genérico
puede decirse que los efectos: giroscépico, de
la inercia al giro de las secciones y de la de-
formacidn por cortante; deberan considerarse =-.
cuando la relacidn r/L sea grande y las veloci-
dades de giro sean préximas & superiores a las
frecuencias de resonancia correspondientes al -
segundo modo. En caso contrario, los efectos --
tendran menor influencia, como puede apreciarse
en los resultados obtenidos numéricamente inclu
yendo los efectos indicados, comparados con los
que se producen sin incluirlos, para r/L = 0.02.
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