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Resumen. Se presenta aqui un tratamiento analftico de la evolucién de una cadena de barras —
en el plano, estudi&ndose conjuntamente la deformacién elistica y el movimiento camo s6lido

rigido. El problema queda descrito en t&rminos de una serie de ecuaciones de vibracién forza
da en medio continuo. Las ecuaciones obtenidas componen un sistema de ecuaciones en deriva—
das parciales que es posible convertir en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

mediante un estudio modal del problema. El contenido fisico del problema queda caracterizado
por una gama de grupos adimensionales que controlan el movimiento.

1. INTRODUCCION

El procedimiento mis comin de estudio acopla
do movimiento-deformacién en mecanismos planos —
flexibles es la generacifn Lagrangiana de ecua—
ciones a partir de un esquema de elementos fini-
tos |3 . 4| . Un enfoque mis directo es expresar
la condicién de equilibrio de un diferencial de
longitud de barra genérico, atendiendo a la pres
cripcién de compatibilidad de deformaciones y a
la ley de comportamiento del material. Este dlti
mo método ha sido aplicado Gltimamente, sin lle—
gar a una formulacidn general, para casos de me-—
canismos simples con una sola barra flexible ]‘I|

2| . Se pretende a continuacién extender esta —
técnica a el caso general de un mecanismo plano
con barras flexibles.

2. ECUACIONES DE LA BARRA

Sea una barra i de directriz recta, cuya re-
ferencia de deformacién esti definida por una —
orientacién Bi y la posicitn de su origen A. Sea
un punto P en”la posicién x, de la barra someti-
do a una deflexidn transversal v, Y axial u, -

la posicidn, velocidad y aceleracifén absolu-
tas de P se miden sobre unos ejes fijos en cada
momento que por conveniencia son paralelos a la
referencia rigida de la barra y pasan por el ori
gen absoluto.

Una wvez obtenida la aceleracifén absoluta de
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Fig. 1: Barra genérica deformada
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el equilibrio de la rebanada P bajo una distribu
cidn de cortantes Q, axiles N y flectores M, se
expresa como:

q +NJ.'_=m.5C (2)

q.. + Q! Qm. Y (3)
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"i + 91 (4)

Fig. 2: Acciones scbre el elemento.

donde (qi_x'
la barra i, my
tud en el punto P, p es la densidad del mate——
rial y I la inercia geométrica de la seccifn -
en P. Hadiendo uso de las leyes de comportamien
to

qiy) es una carga distribuida scbre

es la masa por unidad de longi--—

= FA u' , M=EI V" (5)
se obtiene
9, + A uf = my (§A+ﬁi—zéi{ri—
-8, v, - éi (%, +u,)) (6)
q, - B viV e m v - My, + Vg 4
+ 28, ﬁi + 81 (xi + ui) - éjz_ Vi) (7)

A continuacién se evalua la frecuencia de -
excitacién w, se elige una longitud de referen-
cia ]‘o en el sistema y se adimensionaliza:

li Xy u;
T=uwt , O"'i =i l" ’ t:l = pR r cl = 1. ’
o] i i
v . de, a%e
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51 i i 2 2
ml., w m.1l. w m. 1, w
i 454, i7i
» EIi B Ul
Hi = T3 ¢ PyT
m.1l, w i
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Se llega asi a las ecuaciones adimensionales de
la barra i

Ao+ By = lxgly vey =28 0y -0y -
.2
- 8% gy v ) (8)

26

v PR ¥
-y Ny o+ A N g5+ vy = 9515 + 55 +

+ 20,

s2
i + Ci) - @5 Ty (9)

g+ ¢i(€i

|%, |4 _
donde |EA|:L = | A1l es la aceleracién absolu

AR
ta de A con la referencia y adimensionaliza—
cién propias de la barra i a la que pertenece.

Es f4cil ver que, siendo (0, 1,...,3...,1)
una cadena de barras articuladas y siendo A. -
el punto inicial de la barra j (su articula=—

cién con la j-1), la expresifn de ]rAili es de
la forma:
o (8 _wi 8 Boa
] i g ed e e
BRI [ e B e el -
3 8
52
- ¢ (1
%( o (10)
2 A
¢j ny
donde

coslej—ei) - sen(ej—ei)

sen(ej—el) cos(ej-ei)

I |
%

incorporando (10) a (8) y (9) se cbtiene una -
pareja de ecuaciones derivadas parciales por -
barra.

Es preciso afiadir tantas ecuaciones de cie
rre come lazos independientes tenga el sistema,
del tipo:

1+ . K
ras Ry |, = 4 (1)
.
Ay K,

donde K es un vector constante. Si alguna unién

1+E.
intermedia es deslizante se sustituye | | -
n.
*.
B.+C. 4
por | 9, 7| siendo B; la longitud variable de -
n.
e B J * *
a barra .= T ne = Re) s
X% J‘B_' 3 J’B.
] J

Si el guiado del mecanismo es cinemitico —
hay que afiadir la prescripcién de posicifn para
la barra de entrada.

3.1. Condiciones de contorno

Es preciso especificar dos condiciones para
cada funcién axil Ly Y cuatro para la transver-
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sal
S0:

n- El origen de estas condicicnes es diver

a) Eleccién de la referencia de deformacifn. Da
lugar a dos condiciones para n; ¥y otra para L.

ulo)=0
V(9 =0
v'i=0

v o=0 -
\f,..gs Y; 20

-1

Fig. 3: Condiciones de referencia y momen-—
to nulo.

b) Condiciones de momento nule en las articula—
ciones intermedias. Si el guiado del sistema es
din&mico, se conoce el momento aplicado a la en-
trada y puede afiadirse una condicién mis
M_ = EI v" (12)
o o :
¢) Ecuaciones de equilibrio de las articulacio—
nes intermedias. Su expresién adimensional es:

~

Ny G
& 1 By e e o
T N 5 " [] 1
M M5 * 2 Bie Ni
Dl
) Ay &4
= o R . (13)
1 ’\;l- U“. DI Dl
“Hg T he 55 Mg
0
donde ¢ = i &=L .
£<0 £=1

Se dispone pues de un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, acoplado -
con un conjunto de ecuaciones algebraicas de cie
rre que se completa con las correspondientes c.on
diciones iniciales en posicién y velocidad, y ——
las de contorno gecmétricas y dindmicas (unplic:.
tas) .

4, CONVERSION EN UN SISTEMA DE ECUACIONES DIFE-
RENCIALES ORDINARTAS

Es preciso en primer lugar eliminar el cardc
ter mixto algébrico diferencial del sistema ante
rior, lo cual se consigue sustituyendo las ecua—
ciones de cierre en posicién por sus derivadas -
segundas en el tiempo.

A continuacién se pretende eliminar la varia
ble espacial. Para ello se aplica la técnica de
los residuos ponderados, expresandc las funcio—
nes de deformacidn camo el producto escalar de -
un vector de funciocnes de forma por un vector de
funciones del tiempo. Sustituyendo estas expre—

siones en la ecuacién de equilibrio (8)-(9) e
integrando con respecto a la variable espacial
sobre la longitud de la barra, se reduce el -
prcblema a un sistema diferencial ordinario cu
yas incSgnitas son las variaciones temporales
de las amplitudes.

= ¢(&) £(1)
%T(E) g(r) . Para poder ponderar los resi--

Sea, para una barra genérica, ¢

yns=

duos hace falta que las funciones de prueba ¢ y
w satisfagan todas las condiciones de contormo.

Dado que no es posible disponer a pr10r1 de fun
ciones de forma que satisfagan las condiciones
implicitas (13), para generar funciones de for-
ma manejables se sustituyen estas condicicnes -
por condiciones homogéneas, es decir, de esfuer
zos nulos. Posteriormente se introducen las —
reacciones entre barras como acciones aplicadas
exteriormente.

Para incluir en la formulacién las fuerzas

puntuales se define
B =B(E,T) + L B(1) & (14)
Y = v(E,T) + L Tp(1) & (15)
donde &, es la funcidn delta de Dirac aplicada

en EK. Ponderando e integrando con respecto a
£ el sistema’ (8-9) se cbtiene:

(Bl + BB 0|+ BHRAT)E = |%,] (¢,1) +

5

E6,0) - 280,409 - 86,47 g -

(16)

#2((0,8) + (6,0) £)

+

L
B $|€K + AP, (0" g £ -
wT

(v,p)

Hy,Y = |9, o)+ w8+
v Y] v

W06 +28 £ 0 + Wy g -
Y NN Lt

+

2 T
W g (17)

la notacidn ( ) indica productc expandido se-
guido de integracién.

v dg
A

Se dispone de un sistema diferencial que hay —
que integrar en el tiempo a partir de unas con-

dicicnes iniciales
T=0,f=fo,g=go,f=fo
2%

4.1. Evaluacién de reacciones

S6lo una parte de las reacciones vinculares
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precisa ser calculada. En efecto, una eleccidn -
adecuada de la referencia rigida pemmite que la
deformada pase por cero en al menos una de las -
uniones, por lo que las reacciones en tales pun-—
tos no interesan ya que su trabajo es nulo.

Como ejemplo, en la barra de Fig. 4 pueden -
adoptarse dos modelos diferentes:

Fig. 4: Reacciones que dan trabajo no nulo.

a) Sélo la reaccién horizontal en B da lugar a —
un trabajo. Segln el resto de las reacciones, el
desplazamiento es nulo.

b) No hace falta conocer ninguna reaccidn. Esta
simplificacién conlleva sin embargo, la pérdida

de acoplamiento eldstico rigido ya que se pres— '

cribe una longitud invariable de barra.

Para proceder a la evaluacién de las reaccio
nes necesarias, aparecen dos vias:

1) Las reacciones actuantes sobre la barra i se

deducen de las deformaciones en las barras conti
guas aplicando la ley de comportamiento en las -
uniones y después la ecuacidn de equilibrio (13).

2) Mediante equilibrio glcbal de las barras con-
currentes en la unién seguido de equilibrio lo—
cal de la unidn se determinan todas las reaccio-
nes en ella.

Ia principal limitacién de 1) estriba en que
dado que la funcién de forma reproduce s6lo —
aproximadamente la deformada real, al derivar va
rias veces para cbtener los esfuerzos locales en
la unién los errores se acentfian hasta valores -
inaceptables. Es por ello preferible hacer uso -

del segundo procedimiento.
5. ESTUDIO CUASIESTATICO

La solucifn permanente o cuasiestitica es la
respuesta a la que se llega cuando existe amorti
guamiento interno tras un nfimero suficiente de -
ciclos. Corresponde a una sucesién de posiciones
de equilibrio en que este se alcanza sin oscila-
ciones adaptindose en cada momento a las cargas
de inercia actuantes.

A partir de la formulacién de (16)-(17) pue-
de generarse la componente estdtica haciendo ce-
ro todas las velocidades y aceleraciones de de—
formacién £, g, ¥, g. Surge asi un sistema alge-
braico compuesto por:

a) Ecuaciones de deformacién de las barras:

(B,8) + 2By 8| + 20" 0E = [iy" 0,1 o
3 |

50,00 g - $2((5,0) + (6,0)6) (18)
ooy

+

e
A
(%:Y) + z FK %\EK + (%r}{{ )% +
T . *
L AE(, 6 ) g = [yl e 4
i 2 T

+@H%a+f%ww—$(%gg (19)

donde

Sl = 15

fi'gi'fi'gi =0

b) Ecuaciones de cierre en posicién, velocidad
y aceleracién. lLas incSgnitas son las amplitu-
des de deformacidn y la posicisn, velocidad y

0 .
aceleracién de las barras ¢j, rbj y qt:j. Es sin -

embargo, mis cémodo sustituir directamente en -
a) los resultados de un andlisis camo mecanismo
rigido. Se obtiene asf un sistema cuasilineal -
de facil resolucidn iterativa

% Ely) (20)

BTV

Ay

=B
LV VRV

y es el vector de amplitudes de deformacién.
-5

Es importante destacar camo desde la forma
inicial del problema, sistema mixto algebraico
diferencial en derivadas parciales con condicio
nes de contorno implicitas, se llega a esta ex-
presitn sencilla que en gran parte de los casos
da resultados altamente satisfactorios.

6. EJEMPLOS

Se ilustra seguidamente la Teoria anterior
mediante la resolucidn numérica de tres ejem—
plos de los que se disponen resultados |4T obte
nidos mediante otras técnicas. Ver la referen—

cia citada para conocer los datos..

6.1. Mecanismo biela manivela

Se trata de una biela manivela sin excentri
cidad cuya manivela es infimitamente rigida y -
su acoplador es flexible longitudinal y trans—
versalmente. Se desprecia el amortiguamiento in
ternc. La manivela gira a velocidad angular —
constante w. Se desprecia la masa de la desliza
dera.

Los nameros adimensionales de rigidez son,
para los datos del ejemplo:

A = 18246. u = 0.495

Se hace uso de un sSlo nodo pafa la deforma—
da transversal y longitudinal del acoplador, que
es modelado como viga biapoyada deslizante en B

£(1) ¢(€) n = glt) (&)

z

sen m/2 & Y =sen m & |

<
1]
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V/L # 10°

-4,

ANG. ENTRADA { RAD)
1 Z. 3. & 5. G. F

o
)

G.3. Respuesta estitica de la D.T.

Fig. 5: Mecanismo biela-manivela. Modelo de
la biela.

Ia seccién longitudinal en B, tGnica que trabaja,
puede evaluarse por equilibrio de la unidn B una
vez conocida la reaccidn transversal en dicho —
punto, que a su vez se determina a través de la
ley de comportamiento o bien por equilibrio de -
momentos con respecto a A.

Se presentan los resultados de la deflexién
transversal y alargamiento de la biela para los
dos primeros ciclos de excitacién asi como la —
respuesta estitica obtenida.
Y
@
ANG. ENTRAD A (RAD)
1: % 3. 4, 5. 6. B
<] : G.4. Alargamiento adimensional del mecanismo
(A.A).
<°
P
* 7
]
<
ui.
1
o ANG. ENTRADA (RAD)
7 1, 2. 3, 4. LA C. 3
G.1. Deflexién transversal (D.T).
= 3t G.5. Segundo ciclo del A.A.
1 ANG. ENTRADA (24D)
o] T 7. 3. 4. 3 é. i
- o~
o <
s
~t
q‘J “9s
' *
=
-5.- .
1 i
2 ANG, ENTRADA ( EAD) .
¥ 1 2. 3. 4 5 6 z ' G.6. Respuesta estatica del A.A.

G.2. Segundo ciclo de la D.T. . i v

29
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6.2. Mecanismo cuatro barras &
El cuadrilstero articulado de la Fig. 6 — 74
consta de tres barras flexibles. La manivela gi e
ra a velocidad angular constante. Se adimensio- 25
naliza con la frecuencia y longitud de la mani- "
vela. o
S".'J
ANG: ENTRADA (RAD)

. 2. a 4. 5. 6. *
G.9. Deformacién angular en el extremo de la
manivela (D.A.).

o
=¥
g
I ~
&
Fig. 6: Cuatro barras. Modelos empleados. ""é:
La manivela es modelizada como un voladizo y kh
las dos barras restantes como vigas biapoyadas.
Se presenta la componente horizontal absolu-— b G.10. Respuesta estdtica de la D.A.
ta de la deflexién en A y el &ngulo de deforma—
ANG. ENTRADA (RAD)

cidén en A, contrarestando la sclucion dindmica — - : =i 3 . E
con la estdtica. L. 2 3. 4. x :.

N

6.3. Mecanismo biela manivela invertido

01
‘ll
nl il . El biela manivela invertido de la Fig. 7 —
4 iy consta de dos barras flexibles. Se tiene en —
o 1" il cuenta la masa localizada de la deslizadera. La
{’ | manivela gira con una velocidad angular constan
~ 1 i | il te.
0 I I :
'o
bl /
NEs =
— 15 .

-%

-1z,
S

ANG. ENT2A DA (RAD) ,

1 z. I 4 5. ¢, %
G.7.Deflexién horizontal del extremo de la
manivela (D.H.).

q(puls)
4.

0.

Fig. 7: Biela manivela invertido.

El modelo adoptado para la manivela es un vola-
dizo y el usado para la barra acopladora, una -
viga biapoyada de distancia variable entre apo-

yos.

iﬂaﬁ uw

=4,

- ?.

Este dltimo modelo obliga a modificar el es
quema de separacifén de variables seguido. Se de
fine en efecto

ANG. ENTRADA (RAD) (g = g(1)
Lo TR R e n = guiv = BIE,B)

B(T)

~12,

G.8. Régimen estético de la D.H. 8

30
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:E‘ig. 8: Modelo de la barra acoplada.

apareciendo con ello una nueva formulacién de -
las ecuacicnes obtenidas mediante residuos pon-
derados.

Se muestran los dos componentes de deforma-
cidn del extremo A de la manivela, seglin y per-—
pendicularmente a la biela. En este caso no se
aprecian diferencias entre la respuesta estiti-
ca y la din&mica.

0. ms‘u“di Pil) 2,

ANe. ENTRADA (RAD)
; .

i z. 3, 4. 5. Y E
G.11. Deflexidn seglin la direccién de la barra
de salida del extremo de la manivela.

ANG. ENTRADA (RAD)
4. 2. 3. 4, 5. & Z

G.12. Deflexi6n perpéndicular a la barra de
salida del extremo de la manivela.

7. CONCLUSIONES

Se ha presentado una forma general de las —
ecuaciones que rigen la dindmica de un mecanismo
flexible. Queda abierta la posibilidad de una re
solucifén numérica directa del sistema en deriva-
das parciales original. Se desarrolla un proceso
que conduce a formas sucesivamente mis simples -
del problema, cuya resolucifn numérica queda por
tanto considerablemente facilitada. Es particu—

31

larmente Gtil la forma cuasilineal de las ecua
ciones del problema cuasiestitico. Los, nfimeros
adimensionales permiten confrontar componentes
de la respuesta y suministran un orden de mag-
nitud de las amplitudes y frecuencias de vibra
cién,
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