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1. Introduccidn

El objetivo de este proyecto es realizar un estudio sobre las transiciones de fase cuanticas en
un modelo de dos niveles. Se trata de describir por mecanismos cuanticos la coexistencia de un gas
de atomo-diatomo a temperatura absoluta cero utilizando un modelo de dos niveles que se resolvera

con el programa MATLAB (apéndice E).

1.1 Fases y transiciones de fase

En un sistema fisico, podemos definir fase como aquella en la que el sistema posee unas
caracteristicas uniformes. Por tanto, se puede asociar “fase” con un cierto comportamiento
homogéneo del sistema, esto es, no solo su composicion quimica sino su estado fisico. Sin
embargo, si cambian las condiciones que rodean al sistema de forma adecuada, este
comportamiento homogéneo puede cambiar drasticamente. Se dice entonces que tenemos una
transicion de fase. NoOtese que esta definicion es deliberadamente ambigua. Es s6lo en casos
concretos cuando se adquiere cierta rigurosidad. A continuacion, particularizamos este concepto

para diversos sistemas fisicos.

1.2 Transiciones de fase clasicas

En una descripcion clasica; por ejemplo, en el caso de estados de agregacion de la materia, es
sencillo determinar qué es una fase. Las caracteristicas uniformes vienen dadas por parametros
como la densidad o la capacidad calorifica y las condiciones que rodean al sistema vienen a ser
parametros como la presion y la temperatura. Se define como parametro o variable de control de
una transicion de fase como aquella que “controla”, que determina, en qué fase se encuentra el

sistema [1].

En este proceso, dada una presion y una temperatura, podemos saber en que fase nos
encontramos. Otros ejemplos de transiciones de fase comunes son los cambios de conductor a
superconductor o de paramagnético a ferromagnético. La fase vendria dada por la conductividad y
por la imanacion espontanea respectivamente y el parametro de control por la temperatura en

ambos casos [2].

Ya que la idea fisica de una transicién de fase es un cambio abrupto en sus propiedades, debera

haber alguna magnitud fisica, de la que estas dependan, que sufra también un cambio repentino.



Esta es la idea detras de la teoria de Ehrenfest [3], que explica las transiciones de fase clasicas

como reza a continuacion.

Las transiciones de fase clasicas son aquellas que ocurren entre dos estados termodindmicos
y estan gobernadas por una competicion entre la energia libre del sistema y la entropia asociada a
las fluctuaciones térmicas [4]. Podemos definir entropia desde la mecanica estadistica mediante los
conceptos de microestado y macroestado [5]. Un microestado es una configuracion microscépica
de un sistema termodinamico, es decir, un punto su espacio de fases. Por el contrario, un
macroestado es una descripcion macroscépica, en la que existe al menos una magnitud extensiva,
compatible con una ecuacion de estado. La entropia se define como una funcion de estado que
caracteriza el numero de microestados compatibles con el macroestado de equilibrio. En una
descripcién termodinamica en la linea de Ehrenfest, la definicion de entropia [6] se realiza en base
al calor intercambiado en un proceso reversible y en base a la temperatura a la que sucede este

intercambio:

0

T >proceso reversible

ds = ( (1.1)

En un sistema clésico, esta competicion no existe en el cero absoluto, ya que no hay entropia

definida en él.

Paul Ehrenfest clasificd las transiciones de fase clasicas por primera vez introduciendo el
concepto de orden de transicion, que va ligado al concepto de energia libre de Gibbs. La energia
libre de Gibbs, G, es un potencial termodinamico que se puede usar para calcular el trabajo maximo
en un proceso reversible isotérmico e isobarico de un sistema. El orden de una transicion para
Ehrenfest es la derivada de menor orden de la energia libre de Gibbs respecto a una variable
termodinamica que presenta discontinuidad. Asi, una primera derivada discontinua es indicativo
de una transicién de primer orden y una derivada discontinua de segundo orden lo es de una

transicion de segundo orden [7].

En nuestros ejemplos, las transiciones de primer orden serian las dadas por cambios de estado
de agregacion de la materia, ya que hay cambios discontinuos en la densidad, que tiene que ver con
el inverso de la derivada de la energia libre respecto a la presion. Las derivadas primeras relevantes

son.



(g—fi)p = -5, (g—g)T = V. (1.2)

Para las transiciones de segundo orden estamos hablando de transiciones de fase
ferromagnéticas. La primera derivada de la energia libre respecto al campo aplicado es la
magnetizacion, que crece continuamente hasta alcanzar la temperatura de Curie, y decrece para
temperaturas superiores. Sin embargo, su segunda derivada presenta una discontinuidad. Sea el
calor especifico a presion constante Cp, la compresibilidad isotérmica B vy, el coeficiente de
compresibilidad isotermo k;, podemos dar expresiones de las segundas derivadas que

mencionabamos [6]:

026\ G %6\ _, %6\ __,
aTZ ) - TI aT ap . - ﬁT' aPz . - KT' (1'3)

Existe un pardmetro introducido por Ehrenfest, Ilamado parametro de orden, que se comporta como

la energia libre de Gibbs. EI parametro de orden es una medida del grado de orden del sistema. En

una transicion de fase, normalmente varia entre 0 y un valor distinto de cero [8].

Aunque esta clasificacion es muy Util, no sirve para clasificar por completo las transiciones de
fase, puesto que no toma en consideracion aquellas transiciones en las que la derivada de la energia
libre diverge. Esto ocurre con nuestro tercer ejemplo, en las transiciones ferromagnéticas, cuya
capacidad calorifica diverge. Este fendmeno también es relevante en transiciones de fase a

superconductor, cuya importancia no ha hecho mas que aumentar en las ultimas decadas. [9]

Una clasificacion mas moderna distingue entre dos tipos de transiciones, en honor a Ehrenfest,

de primer orden o discontinuas y las transiciones continuas.
Las transiciones de primer orden, o discontinuas, son las que involucran un calor latente [6]:

L =TAS. (1.4)
En estas transiciones el sistema absorbe o emite una cantidad (normalmente grande) de calor por
unidad de volumen. Durante este proceso, la temperatura del sistema se mantiene constante y el

parametro de orden cambia discontinuamente en el punto critico.

En cambio, en las continuas, aparece una discontinuidad en la entropia, por lo que no podemos

definir un calor latente [10] y el parametro de orden cambia continuamente.



1.3 Transiciones de fase cuanticas

Las transiciones de fase cuanticas son aquellas que ocurren a una temperatura absoluta nula.
Por lo tanto, las transiciones no ocurren por fluctuaciones térmicas, sino por fluctuaciones

cuénticas.
1.3.1 Incompatibilidad con los conceptos clasicos

Ya que la temperatura es nula, no se puede definir un calor latente que nos clasifique la
transicion. Es mas, ni siquiera podemos definir una energia libre que analizar. Como consecuencia,
ninguno de los dos criterios de clasificacion es aplicable. A lo que si tenemos acceso es al
hamiltoniano cuantizado que describe el sistema. ¢Puede un hamiltoniano describir una transicién

de fase?

En un problema clasico sencillo como puede ser un vaso de agua que se evapora, el
hamiltoniano no puede describir la transicion de fase de liquido a vapor. ¢ Ddnde esta la temperatura
en un hamiltoniano? Y es que un hamiltoniano no es una energia libre. En cierto modo, un
hamiltoniano no es mas que un modelo que cuenta interacciones. No obstante, a veces uno puede
disfrazar una energia libre de hamiltoniano. Por ejemplo, para un sistema de particulas de

posiciones relativas r;;, momentos lineales p; y cargas eléctricas q;:

E

2
i qi q;
H= E — + :
— 2m; L ATE Ty (1.5)
i i#j

En el vacio € = ¢,, pero en la materia € = €(T). En cierto modo, resolver el problema para
una permitividad eléctrica esté& incluyendo la informacion de la temperatura. Pero esto no siempre

(casi nunca) es posible.

Para terminar, estamos obviando el problema mas grave: segun el tercer principio de la

termodindmica, el cero absoluto es inaccesible.



1.3.2 Redefinicion de fase y transicién de fase

Todo esto quiere decir que las transiciones de fase cuanticas no serian un analogo de las
clasicas. Esto no se trata de la cuantizacién de un problema clasico en el que la temperatura caiga
a cero. Si Ky la constante de Boltzmann y # la constante reducida de Planck, lo que sucede es que
las fluctuaciones térmicas, del orden de KzT, compiten con las fluctuaciones cuanticas,
provenientes del principio de incertidumbre, del orden 2w, donde w es la frecuencia del oscilador

cuantico equivalente [11].

Para temperaturas lo suficientemente bajas, los efectos cuénticos dominan a los
termodinamicos y son los responsables del comportamiento del sistema. Se habla entonces de fases
y transiciones de fase cuanticas. La teoria es la siguiente: sea un sistema descrito por la cuantizacion
de un hamiltoniano, una transicion de fase ocurre cuando hay una discontinuidad en la derivada
del hamiltoniano respecto a parametros del sistema, como pueden ser la presion, el potencial

quimico o el campo magnético.

Existe un tercer dominio, y seria aquel denominado punto critico cuantico, en el que las
fluctuaciones cuénticas son del orden de las termodinamicas. En este caso la descripcion cambia
mucho en funcion de las condiciones del problema concreto y es en general el mas complicado.
Este tipo de transiciones de fase son Utiles en astrofisica, por ejemplo, para la teoria de agujeros

negros, o para ciertos resultados de la magnetohidrodinamica relativista.

La idea fisica que se pretende corroborar en este texto es que, en ausencia de temperatura, un
hamiltoniano cuéntico describe por completo al sistema fisico. Por esto, un cambio abrupto en las
propiedades fisicas de un sistema va acompafiado por discontinuidades en derivadas del
hamiltoniano, al igual que ocurria con la energia libre en el caso de transiciones de la fisica clésica.
Esto tiene cierto sentido, ya que en fisica clasica son los conceptos termodindmicos los que definen
las fluctuaciones termodinamicas y es el hamiltoniano cuantico el que nos puede dar informacion
sobre las fluctuaciones cuanticas. Y son unas Yy otras fluctuaciones en cada caso las responsables

del fendmeno de las transiciones de fase.

Esto nos permite redefinir el concepto de fase como aquel delimitado por un subconjunto
conexo en el espacio funcional de las magnitudes que dependen de la energia y sus derivadas:

Ilamémoslo espacio energético.



Sea un sistema en un estado A y sea el mismo sistema en un estado B, si existe al menos un
proceso en el que puede evolucionar de A a B de forma que las funciones del espacio energético

son analiticas, continuas y derivables, se dice que A y B estan en la misma fase.

Esta definicién delimita un subconjunto conexo por caminos en el que no aparecen cambios
de fase. Es decir, delimita una fase. Notese que en ningin momento hemos pedido que el estado
esté dado por variables macroscépicas, conceptos estadisticos o que sea un estado cuantico. Se
entiende por estado de un sistema a lo que determina a dicho sistema, y ya esto sera una cosa u otra
segun la rama de la fisica desde la que se realiza su estudio.



2. Modelo de dos niveles

En fisica cuantica un sistema de dos niveles (o dos estados) es un sistema que es compatible
con una funcion de onda que se puede escribir como cualquier superposicion de dos estados

cuanticos independientes y distinguibles fisicamente [12].

El ejemplo mas comun es el de un sistema de particulas de espin %, por ejemplo, electrones,
que interaccionan con un campo magnético externo. El estado de este sistema es una combinacién

lineal de estados con proyeccion de espin +% y proyeccion de espin —%.

En esta seccién vamos a introducir nuestro modelo de dos niveles desde un punto de vista
tedrico-practico. Es decir, vamos a explicar qué operadores, magnitudes y método de resolucion

vamos a usar.

2.1 Introduccion teorica a los operadores del hamiltoniano
En primer lugar, vamos a introducir los operadores de creacion y destruccion de bosones. Sean
a® y a dos operadores (uno el conjugado del otro) que cumplen la relacion de conmutacion

[a,at] = 1. Definamos el problema de autovalores de su producto:

ata|ng) = ng Ing), (2.1)

donde n, es el autovalor y |n,) es el autovector. A partir de su conmutador:
[a, aT]lna) = aa-l_lna) - a-l-alna>;
1lng) = aa””a) — g Ing),

aa’|ng) = (ng + Dling)- (2.2)
Como conclusion, a™ y a cambian el estado cuantico de forma contraria de un autoestado del
operador ata a otro del mismo operador. Esto es debido a que aplicar ambos operadores en
cualquier orden dejan al estado (salvo constante) sin cambiar. Por tanto, hay constantes asociadas
a cada operador. Si realizamos unas sencillas comprobaciones, nos damos cuenta de que solo es

consistente que:

atlng) = Jyng + 1 |n, + 1), (2.3)
a |na> = \/n—a |na - 1). (2.4)



Es decir, solo asi se cumplen las reglas de conmutacion y el problema de autovalores. En
mecanica cuantica se conoce a at como operador de creacion de particulas y a como operador de
destruccion de particulas. Este nombre se debe a que los autoestados |n,) son los estados que
caracterizan a un sistema de bosones. Estos estados también son los que dan los distintos niveles
de energia del oscilador armoénico, ya que los estados energéticos del oscilador arménico se pueden
escribir como un conjunto de fonones (cuya descripcion es bosonica). Sea el hamiltoniano
armonico cuantizado:

P? 1

H=__1° 2y2 2.5
2m+2ma) , (2.5)

H P? 1

= — X2,
hw 2mhw + thw

H_([mey |1 p /m‘”x+' L op) it xpiipx
o \N 2R " 2mhoe 2h Y 2mhw o) PR

H 1 1 1

— —qagtg—i—_ —atag—i—— ip =T _

po=adla-i [X,P] =aa thlfl aa+2.

Por tanto,
1
H = hw (§+aTa); (2.6)
1

E = (ng|H|n,) = hw <§+na>. (2.7)

Por esta razon estos operadores reciben el nombre de operadores en segunda cuantizacion. No
es que estemos cuantizando de nuevo el hamiltoniano clasico, sino que estamos reescribiendo la
“primera” cuantizacion. El operador afa sera, por tanto, el operador niimero de particulas. Por
ultimo, cabe destacar que existe un estado fundamental sin particulas: el estado vacio [0). Si

tratamos de destruir una particula en un estado en el que no hay ninguna, no obtenemos nada.

al0) =0, (2.8)
Por supuesto, se trata de estados normalizados, y, ademas, los autovectores correspondientes a

autovalores distintos son ortogonales,



(nalng) = 8y nt- (2.9)

2.2 Hamiltoniano del problema

Suponemos un cierto sistema aislado a temperatura absoluta cero, en el que coexisten &tomos
y didtomos. Los niveles accesibles por las particulas del sistema ser&n un nivel de energia inferior
y energia w ocupado por didtomos y un nivel superior de energia w, ocupado por atomos. Esto
puede verse en la Fig. 1.

b ) J

Fig. 1: Diagrama esquematico de un modelo de dos niveles 4&tomo (nivel superior)-diatomo (nivel inferior).

Podemos llamar Aw = w, — w a la diferencia de energia entre los dos niveles. Estas energias
estan dadas en unidades arbitrarias. Cabe destacar que no se trataria de, por ejemplo, hidrogeno y
helio. En este sistema hay enlace quimico, no fusién. Es decir, en este ejemplo, tendriamos
hidrogeno monoatémico H, e hidrogeno diatdbmico H,. Vamos a considerar un numero par de
atomos para que pueda existir un estado en el que todos ellos estén enlazados sin que se quede

ninguno sin enlazar.

Si consideramos un sistema de coexistencia &tomo-diatomo en el que N es el numero total de
atomos, libres o en forma molecular, el hamiltoniano que describe el sistema en funcién de un

parametro de control A que gobierna la interaccion atomo-diatomo es:

1 A
H=-wy,ata+ wbth+ —(btaa + bata®). 2.10
> @o m( ) (2.10)



Los operadores aty a son los operadores de creacion y destruccion de atomos y bty b de
didtomos (diatomo). Ambos operadores son independientes, ya que actlan sobre espacios de
particulas distintos. Cabe destacar que la suposicion de sistema aislado, hace valida la conservacion
del nimero de particulas totales. Como consecuencia, cuando se crea un didtomo, se deben destruir
(deben desaparecer) dos atomos. Asi mismo, cuando se destruye un didtomo, deben crearse dos

atomos. Estos son los términos bfaa 'y ba'a' respectivamente.
Como vemos, el hamiltoniano puede ser dividido en tres términos,

H =Ha+Hb +AHab' (211)
H, y Hj, son los términos del hamiltoniano que cuentan la energia debida a la existencia de &tomos
y diatomos respectivamente. Mientras que A H,,, es la parte del hamiltoniano que regula, segun el

valor de 4, la energia de enlace o rotura de atomo a diatomo.

2.3 Solucidn exacta del modelo

En esta seccion vamos a explicar qué son y como se calculan las magnitudes que queremos
obtener para estudiar este problema. Estas tendran distintos valores segun el estado cuantico en el
que las calculemos, que con los métodos explorados en esta seccién puede ser cualquiera. No
obstante, es de interés para nosotros calcularlas en el estado fundamental. Esto se debe, no sélo a
que la interpretacion fisica de los resultados es inequivoca, sino que ademas es este estado en el

gue esperamos que ocurra una transicion de fase cuantica.
2.3.1 Energia

Para determinar la energia del sistema, debemos resolver la ecuacion de Schrodinger:

H ) =E [y), (2.12)
que es un problema de autovalores y autovectores. Si bien los estados bosonicos |n,) son
autovectores de H, y los estados |n;,) son autovectores de Hj, ninguno es autoestado de H,;,. Por
tanto, para resolver el problema tenemos que pasar a la representacion matricial del hamiltoniano
y hacer el problema de autovalores y autovectores desde la descripcion de Heisenberg de la
mecénica cuéntica. Para ello, vamos a usar la base dada por el producto directo de estados

bosoénicos:

10



Ing) X Iny) = Ingny). (2.13)
Esta eleccién se debe a que es una base completa de todo el espacio y que sabemos como actla el
hamiltoniano sobre ella. Los elementos de la matriz del hamiltoniano escritos en cualquier base

son.

H;; = (ilH[j). (2.14)
Donde en este caso |i) y |j) son |ngn,) y [ng'n,"). Considerando que un condensado de moléculas
diatomicas es menos energéticos que un sistema con todos sus enlaces rotos, la base es el orden

creciente de energia:

{ON/2))12(N/2=2)),14(N/2 =4),...,IN 0)}. (2.15)

En el apéndice A se desarrolla este procedimiento para un nimero pequefio de particulas.

Una vez resolvemos matricialmente el problema de autovalores en funcion de A, obtenemos
los niveles energia E,, (1) asociados a autovectores |,,)(1). Para hacer la construccion de la matriz
del hamiltoniano y la posterior diagonalizacion con la consecuente obtencion de autovalores y
autovectores, hemos construido un cédigo en MATLAB. Dicho cddigo nos permite obtener todos
los autovalores y autovectores en la base que usemos. En particular, nos permite obtener el estado

fundamental del sistema, que seré el de autovalor menor.

Notese que usamos el indice n para denotar los autoestados. Como el estado fundamental se

corresponde con n = 0, habra D — 1 autoestados, donde D es la dimension de la matriz del

hamiltoniano. Esta dimension es igual a (g + 1). Para N particulas podemos tener de ninguno a g

., N , , . o P
didtomos. Contando con el cero,(g + 1). Notese que como N es un namero par, la dimension esta

bien definida.
2.3.2 NUumero de particulas en cada nivel

Otra variable con dependencia en A de interés sera el valor esperado del nimero de particulas
monoatémicas (o diatdmicas, da igual, su suma es constante). Se define el valor esperado del
operador numero de particulas, definido al final de la seccion 2.1, como:

N = (i, |atalip,). (2.16)

11



Una vez més, nos interesa el estado fundamental, n = 0. Por simplicidad, definamos en el

estado fundamental N = N,.

N, = (Yolatalwy). (2.17)
Esa magnitud se calcula escribiendo el operador que cuenta particulas en forma matricial. Es decir,

2
Ny = w—0<¢oIHAI¢o), (2.18)

lo cual es simplemente un producto de vectores con una matriz. El autovector del estado

fundamental depende de A, por lo tanto N, también lo hara.

2.3.3 IPR

Se define IPR, inverse participation rate, o coeficiente de participacion inversa [13] como:

1
—_—
k
Zife("|
Se trata de un concepto que mide la deslocalizacion del estado cuéantico en una base concreta. Los
(k)

i

— p(k) —
IPR = P® = (2.19)

coeficientes ¢, son los del desarrollo de dicho estado (indexado con la letra k) en la base en la

que esta escrito. En nuestro caso son las componentes de los autovectores.

Como sabemos, cualquier estado se puede expresar como combinacion lineal de elementos de

una base. Si en esta combinacion participa principalmente s6lo uno de los elementos, esto significa
*) determinado sera la unidad mi | an d iabl
que un ¢;" determinado sera muy cercano a la unidad mientras que el resto seran despreciables.
Si ese es el caso:

1 1
= = 1.
C(k)|4 O+ --+14+--40 (2.20)
i

IPR i =
2

Si, por el contrario, el estado cuantico es una contribucion equitativa de todos los estados, la

2
condicion de normalizacion Zi|ci(k)| = 1 se reescribe de la siguiente forma:

12



Z|Ci(k)|2 =D |ci(k)|2 = 1.
i

Donde recordamos que D era la dimension de la matriz. Por tanto, despejando,

|| = (2.21)

1
DJ

Sl

y el IPR en este caso seria:

1 1 1

—p=241
T =P=5+1L (2.22)

IPR,,, = = _
k 1
2| Zipr Do

El IPR serd un valor comprendido entre 1 yg + 1. No tiene por qué llegar a estos valores, depende

del problema, pero este es el rango de valores posible.

En nuestro caso, tendremos un IPR = 1 si los autovectores del hamiltoniano son los del
oscilador armdnico, cosa que solo es posible para A = 0, porque solo en este caso el hamiltoniano
ya es diagonal en la base del oscilador armonico. Para A lo suficientemente pequefio, habra un
coeficiente muy préximo a la unidad y otros cercanos a cero, que, al elevarlos a la cuarta, se hacen
despreciables. Por tanto, para A pequefio o cero, esperamos que el /PR sea un valor cercano a la

unidad o la unidad y se espera que para A mayor el valor crezca hasta un valor indeterminado.

Este coeficiente puede escribirse para cualquier autovector, asi que lo particularizaremos para

el estado fundamental, en funcién de A.
2.3.4 Entropia de Renyi

En teoria de la informacion, una entropia cuantica es una medida de la aleatoriedad e
incertidumbre de un sistema. Entre las diferentes entropias cuanticas que se pueden definir, vamos

a trabajar con la entropia de Rényi por su importancia en el campo [14].

Como recoge el distinguido profesor José C. Principe, de la universidad de Florida, Alfred
Rényi tenia como objetivo encontrar la definicion mas general de medicion de informacion. Para

ello analizo la entropia que habia desarrollado Shannon anteriormente.

Tanto Rényi como Shannon, partieron de la ecuacion funcional de Cauchy, que dice que, si

consideramos eventos independientes p; y p,, de probabilidades I(p,) y I(p,), la probabilidad

13



I1(p1p2) = 1(p1)I(p,). Esto es consistente con la entropia de Hartley, que consideré que I(p) =
—Inp.

Ahora bien, la informacion total sera el valor esperado de esta variable. Asumamos que
tenemos M eventos con probabilidades P = {py, p, ... pm}- Si I = [(py),

M
I(P) = z - (2.23)
k=1

Esto puede ser definido como la entropia de Shannon. En nuestro caso, estamos sumando
sobre una variable continua, la posicion, de modo que debemos extender el sumatorio como una
integral. La probabilidad estaria dada por el médulo cuadrado de la funcion de onda. Por tanto, la

entropia de Shannon, S es:

S = —fp(q) Inpdq, (2.24)

donde q representa a las coordenadas generalizadas del problema, en nuestro caso, las posiciones

x e y. La densidad de probabilidad esta dada por p = p,, = |y,,(x,vy)|?. Por tanto,

5= f G, )1 Il G )12 dxdly . (2.25)

Sin embargo, Rényi, razond que habia una suposicion implicita en la ecuacién de Shannon, y
es que usa la media lineal, Y., py I, la cual no es la tnica posibilidad. En la teoria, la informacion

deberia cumplir una propiedad matematica que implica que existe una funcién g invertible tal que:

M
I(P)=g" (Z Dk g(lk)) (2.26)
k=1
Lo cual tiene dos soluciones:
gx) =cx, (2.27)
g(x) = c720-®x, (2.28)

La primera, la ecuacion (2.27), lleva a la forma lineal de Shannon mientras que la segunda, (2.28)

nos conduce a:

Ia(P) =

1 Sy
——In (Z pe ) (2.29)

k=1
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para « positivo y distinto de la unidad. Haciendo el mismo paso a la integral, obtenemos la

expresion para la entropia de Rényi [15]:

1
R* = T aln]p“(q) dq Va€[0,1)U(1,00). (2.30)

En nuestro problema, esto se traduce a:

RS =

T i alnj [, (x, y)|?* dxdy Va € [0,1) U (1, 0). (2.31)

Para resolver la integral, debemos calcular la representacion en el espacio de configuracion de
los autovectores que vienen de resolver la ecuacién de Schrodinger. Para pasar de un vector a una
funcion dependiente de las coordenadas espaciales, vamos a escribir esta iy como combinacion

lineal de autofunciones del oscilador armonico.

En el apéndice B detallamos como podemos hacer esto con los célculos y explicaciones
pertinentes. En resumidas cuentas, nuestra matriz estaba escrita en la base del oscilador armdnico.
Por tanto, la matriz de cambio de base que nos lleva de la base del oscilador armonico a la base
propia, (la que diagonaliza al hamiltoniano), sera la de autovectores puestos por columnas. Es la
matriz que hemos calculado con MATLAB. Por tanto, las autofunciones del hamiltoniano son una
combinacidn lineal de autofunciones del oscilador arménico (que sabemos cdmo son en el espacio
de configuracion) y los coeficientes de esta combinacion lineal son las componentes de los

autovectores. Es decir,

2 2

YoCoY) = D) Cuny Mo, Hi, () ex (— %) Py Hiny () €x (— %) (2.32)

Ng Np
Solo quedaria sustituir esta expresion en la entropia de Rényi para calcularla y resolver la

integral aplicando los métodos correspondientes en MATLAB.

2.4 Teoria de Campo Medio

En teoria de campo medio (TCM) se estudia el comportamiento de modelos estocasticos de
un namero elevado de grados de libertad. Para ello, resuelve un modelo méas simple que el original
en el que se reducen los grados de libertad. En la TCM, el efecto de cada uno de los elementos de
un sistema es sustituido por la media de sus efectos. Pasariamos de un problema de muchos cuerpos

a un problema reducido, normalmente de 1 cuerpo o 2.
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Modelar nuestro problema con la teoria de campo medio nos permite, reescribiendo el
hamiltoniano, aproximar nuestro problema por dos osciladores armadnicos. En el apéndice C esta
realizado el célculo pertinente con mas detalle. La idea fundamental es reescribir el hamiltoniano
de forma que podamos tener términos del estilo del oscilador armoénico con resultados

aproximables para N grande. En primer lugar, definimos los siguientes operadores:

1
K, = 5 ataft, (2.33)
1
K_= 3 aa, (2.34)
1 1
K, = 3 (aTa + 5) (2.35)

Introducimos también las relaciones de Holstein-Primakoff. Estas son:

1 1/2
K,=ct (E + c*c) , (2.36)
1 1/2
K_= (E + CTC) C, (2.37)
1
K, =CtC+-. (2.38)

4
Con estos cambios, y las reglas de conmutacion demostradas en el apéndice C, obtenemos el

hamiltoniano escrito de la siguiente forma:

2 1
H=w,CC+ wb’rb+\ga <(§+CTC)

Como haciamos en el caso del oscilador armoénico, vamos a pasar al espacio de posiciones y

1/2

1 1/2
bt C+bcCt (E + c*c) ) (2:39)

momentos (adimensionales). Sean (x,p) posiciones y momentos de atomos libres y (y,q) los

correspondientes a moléculas diatomicas:

x+1i x—1
c=yN X% ct =y 222
y\-/Eiq y\—/iiq (2:40)
b:\/ﬁ ] b-l-:\/ﬁ "
V2 V2

Por tanto, el hamiltoniano quedaria como:

H=Hy+HY +H%

int int*

(2.41)
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Donde estos operadores son:

N N
Hy = oz (& +pH) + 0 = O* +¢%), (2.42)
N_ 1 N
Hint = 7 4 \/5 +2 (e +p?) Gy +pq + ipy — igx), (243)
N 1N
Hint = \E A(xy +pq —ipy + qu)\/i += 2 +p?). (244)

Ahora bien. Nuestra idea es que la descripcion cuantica tiende a la clasica para un nimero

elevado de particulas. Es facil ver en este supuesto que el término en (2.43) y (2.44) de

\/% +g (x?2+p?) = \/% (x2 + p?). Siendo esto igual para un nimero infinito de particulas.
Con esta aproximacion, podemos dividir por el nimero de particulas. Sean las cantidades
por particulas las dadas por (2.45):

hl h—HO
= 0=

Podemos escribir la ecuacion (2.41) dividida por el nimero de particulas como:

(2.45)

A
h=h,+ 3 (\/x2 + p? (xy + pq + ipy — igx) + (xy + pq — ipy + igx)/x? + pz). (2.46)
Si bien cuanticamente no podemos conseguir energia igual a cero, podemos ver qué ocurre cuando

no hay energia cinética y todo es energia potencial, es decir, sea V(x,y) = lim0 h(p,q),
p.q-

V=D a2y @y 47
(x,y) 2x+2y+ X°y. (2.47)

Ademas, el operador que nos cuenta particulas, ata + 2bTh escrito con las mismas relaciones y

dividido por el numero de particulas totales N da como resultado:

x2+p?+ yi+q2=1. (2.48)
Esta es una condicion de conservacion de la energia asociada a la conservacion de las particulas.
En nuestro caso de limite a energia potencial, x? + y2 = 1. Es decir, podemos hacer un cambio

de variables a polares.
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© Wy—w
V() = >+ OT cos? 0 + A cos® O senb. (2.49)

Si derivamos respecto a 8 y calculamos los minimos de energia, obtenemos que segun los
valores de A, habra un valor minimo posible distinto. Como esta demostrado en el apéndice D, el

A a partir del cual podemos encontrar un valor de minimos de energia distinto sera el valor critico:

Wy — W
Ae = : (2.50)
2
Por tanto, la energia minima en funcién de A es:
w
V.(A) = o) + (A, + Asen@,) cos? @.. (2.51)
Donde,
Vs
(2k+1)§ vk € Z para A < A,
0.(1) = —Aw + [(Bw)? + 1222 (2.52)
arcsen 3 para A > A,

La fraccion de particulas monoatomicas es x = cos 6. En el estado fundamental sera x =

cos 6. Es decir,

0 para A < A,

= —Aw + +/(Aw)? + 1242
*e(4) cos (arcsen( vz \/(6;)) )) paral > A, (2.53)

Podemos saber qué transicién de fase tendriamos segun la teoria de campo medio. Para ello,
vamos a usar A, = 0.5. Para distinguir el orden de transicion, lo que debemos hacer es calcular la
primeray la segunda derivada de la energia y estudiar su continuidad. En la figura 2, representamos
el valor de la primera derivada de la ecuacion (2.51) frente a A.
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Derivada primera

A

Fig. 2. Primera derivada de la energia minima frente a A para 4, = 0.5.

No existe ninguna discontinuidad en la primera derivada. Por lo tanto, no debe ser una

transicion de primer orden. Pasamos a representar frente a A la segunda derivada en la figura 3.

0.2 T T

Derivada segunda

A

Fig. 3. Segunda derivada de la energia minima frente a A para 1. = 0.5.

Como aparece una discontinuidad en la segunda derivada, se trata de una transicion de

segundo orden.
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3. Resultados

Si este hamiltoniano puede modelar un sistema cuantico en el que hay una transicion de fase,
las magnitudes que hemos ido definiendo, deberian sufrir cambios drasticos a partir de ciertos

valores del parametro A.

Sin embargo, A no es lo Unico que afecta al valor de estas magnitudes. Tenemos otras variables
como el nimero de particulas N, que era importante en la deduccién de 4., y el valor de w y w,.
Para analizar los resultados, vamos a fijar el valor de w y w,, lo cual nos da un valor critico del
pardmetro de control, A, si lo que acabamos de demostrar teGricamente es correcto. Estudiaremos
el valor de las magnitudes definidas anteriormente en funcion de A para distintos valores de
N. Luego, para un valor “apropiado” de N (veremos qué significa esto), probaremos a cambiar el
valor critico A, cambiando los valores de w y w,. A partir de ahi concluiremos si los resultados son

consistentes con la teoria.
3.1 Dependencia con N
En esta seccién vamos a establecer w = 1y w, = 2y, por tanto, 1, = (wy — w)/2 = 0.5.

En la figura 4, vamos a representar la energia del estado fundamental frente a A para distintos

N, desde un valor bajo a un valor alto.

300 . .
N=40
N=200
250 N=500 |
200 - ~ -
L~ 1501 ~ 1
100 - i
50 -
D 1 1
0 05 1 15

Fig. 4: Energia del estado fundamental E, frente a A para A, = 0.5.
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Como cabia esperar, tenemos mas energia cuantas mas particulas hay. Ademas, efectivamente
se observa que la energia sufre un cambio brusco a partir del valor que esperabamos de 1.. Mientras

mas particulas tenemos, mas pronunciado es el cambio en la energia fundamental.

En la figura 5, vamos a hacer lo mismo con el valor esperado del nimero de atomos libres. Es

decir, vamos a representar N, en frente a A.

300 . .
N=40
N=200 |
“Z N=500 | |
200 .
< /
150 / 1
100 - 7
50 _
0 L '__________n
0 05 1 15

Fig. 5: Valor medio de N, frentea A para 1, = 0.5.

Este valor es cero o practicamente cero cuando el sistema se encuentra en una fase y su nimero
se dispara hasta alcanzar el equilibrio con el nimero de moléculas diatdbmicas, a cuyo valor medio
podemos llamarle (siendo coherentes con la notacion) N . Y es que el valor de N, tiende a ser dos
tercios de N, mientras que Ny tiende a ser un tercio del mismo numero. Esto es visible en la figura
6 si representamos hasta A mayores el valor de N, por particula (fraccion de atomos libres) para N
grande (N = 500).
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control, A.

0.7 . -
0.6 —
0.5

0.4 /

NA/N

031 |

02r |

A

15

Fig. 6: Valor medio de N, /N frentea A, para A, = 0.5y N = 500.

Como conclusion, habria el mismo ndmero de ndcleos sin enlazar, que enlazados. Una vez
analizados los observables fundamentales, energia y valor medio de atomos libres N4, vamos a
analizar otra magnitud que esperamos que nos pueda marcar la presencia de una transicion de fase.
Vamos a continuar con el IPR, que definimos en la seccién (2.3.3). Se recuerda al lector que se
trata de un valor que pide la polarizacion de un estado, en este caso el fundamental, en la base. En

la figura 7 se representa el IPR para el estado fundamental del sistema frente al parametro de

30 T T
N=40
- N=200
25T N=5001] 7
20 1
Y "
D_ 15 | 1
10 | 1
| —
5f , 1
—— — ——""/
D 1 1
0 0.5 1 15

Fig. 7: IPR frente a A para A, = 0.5.
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Como preveiamos, el IPR comienza siendo cercano a la unidad, y crece drésticamente hasta
saturar en un valor. Sin embargo, este no es el valor maximo que podria alcanzar. Esto es indicativo
de que el sistema parte del equilibrio en el estado es el de mas baja energia del oscilador arménico,

y llega a otro estado de equilibrio que es una combinacién de varios autoestados del hamiltoniano.

A la vista de esto resultados, cuando A es lo suficientemente pequefio, tenemos un condensado
de bosones diatomicos. Por tanto, el nimero de atomos libres N, es practicamente cero y el estado
cuantico tiene pocas contribuciones de la base. Realmente sélo una significativa, la del estado

|0 N/2 ) que es un estado compatible con 100% de didtomo.

A partir del valor critico de A, que en este caso es 0.5, la energia del cambio de atomo-didtomo
se hace relevante. Entonces, el nimero de atomos libres aumenta (creandose una mezcla atomo-
didtomo), la energia disminuye y contribuyen los estados compatibles con la mezcla. Entonces, se
tiende a un valor constante de atomos y del IPR. Estamos entonces en el caso de coexistencia

atomo-diatomo en equilibrio.

Este estado de equilibrio en coexistencia serd combinacion de un nimero de autoestados del
hamiltoniano en el que podamos encontrar valores los nimeros de particulas que corresponden. Es

por esto que el IPR no llega a su valor maximo, pero si satura.

3.2 Dependencia de A,

Una vez hemos comprobado la dependencia con N, vamos a hacer uso de una magnitud mas

significativa del sistema, la energia del estado fundamental por particula.

Veamos si el valor de A, es consistente con lo predicho en la teoria. Vamos a darle varios
valores a w, y w. Siempre respetando que w, > w, ya que es la forma en la que los dos niveles
energéticos estan definidos. Como el modelo que nos predice A, funciona mejor para un nimero
grande de particulas, vamos a representar las magnitudes anteriores para distintos valores de w, —
w, con N constante y grande, 700 particulas, por ejemplo. Usamos unos valores recogidos en la
Tabla 1.
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W w A,

2 1 0,5

55 2,5 1,5

Tabla 1: Valores de las energias del modelo de dos niveles y su A, correspondiente

Los colores que se recogen en la tabla 1 son representativos de los colores de las curvas

de cada representacion gréfica de esta seccion.

Para la energia del estado fundamental, en la Fig. 8 se representan los distintos valores de las

energias para aquellos valores de los dos niveles dados por la tabla 1.

1.6 T T T T T T T
. A =05
A =1
1r * A =15 T
#  Valores criticos
— 0.5 *—__ ]
T— kx-ﬂ.x
i ™
D - H""H-\._Lh_x -
H‘“‘xﬁx.
H""'\-\..
o
~_
D561 . .
-,
T
_1 1 1 1 1 1 1 1
] 05 1 15 2 25 3 3.5 4

Fig. 8: E,/N frente a A para N = 700y los valores de A, de la Tabla 1.

Estan marcados con asteriscos los valores correspondientes a A, sefialados en la tabla 1, para
que sea apreciable que, efectivamente, el valor critico A, va cambiando de la forma predicha.

Ademas, la energia para A < A, es distinta para cada curva.

Esto se corresponde de una forma razonablemente buena con la expresion aproximada dada

por la ecuacion (2.51) en el modelo de la teoria de campo medio:
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Si A < 4, entonces (1, + Asen8,) > 0, al igual que cos? 8, = 0. En ese caso, la energia
minima es w/2. Es decir, el coseno se anula, como ya hemos discutido. Efectivamente, mirando la
tabla 1, w/2 valdria 0.5, 1y 1.25. Una vez 1 > A, entramos en los valores ya comentados de 6,

que hacen disminuir la energia.

En la figura 9 se presenta el comportamiento de la fraccion de d&tomos frente a A para

distintas energias de separacion entre los dos niveles del sistema.

0.7 - - . - . - -
A =05

06 '\::1 ]
,\c=1.5

0.5 - = Valores criticos | 7

0.4 — -

NA/N

0.3 ,' .

02 |

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Fig. 9: Ny /N para para N = 700y los valores de A, de la Tabla 1.

El valor de N4 /N sigue la tendencia prevista, y efectivamente el valor de A en el que cambia
drasticamente su valor concuerda con los de A, de la tabla 1. Como ocurre con la energia, también
se ajusta a su ecuacion predicha por el modelo de campo medio, (2.52). La fraccion de particulas
monoatomicas vale cero para un parametro de orden menor que el critico y, al superarlo, aumenta

hasta aplanarse en un valor.

Por ultimo, podemos representar el IPR para estos valores de las energias en unidades
arbitrarias y comprobar si es consistente con lo obtenido para el resto de magnitudes. Lo vemos en

la figura 10.
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IPR

07T 7

Fig. 10: IPR para N = 700 vy los valores de A, de la Tabla 1.

En dicha figura observamos que, al cambiar el equilibrio de energias, cambia A, sin embargo,
el comportamiento a izquierda y derecha es el mismo. Partimos de una fase de condensado de
diatomos con una sola contribucién de la base y acabamos en una fase de coexistencia con las

contribuciones que son adecuadas para mantener el equilibrio.

Analizando estos resultados, podemos comprobar que efectivamente el valor critico del
parametro de control es consistente con la expresion gque hemos deducido para un nimero grande

de particulas. Por tanto, queda bien definido A..

3.3 Teoria de campo medio

Si representamos por particula tanto la energia del estado fundamental como el valor esperado
de atomos libres para distintos valores de N, obtenemos practicamente la misma curva, aunque si

es cierto que existen pequefas diferencias, como vemos en las figuras 11y 12.

La aproximacion de campo medio es valida para un nimero infinito de particulas. Se espera,
por tanto, que pueda funcionar cuando su nimero es grande y que haya diferencias considerables
cuando tengamos pocas. Si representamos V.(4), la energia minima en funcién de los valores de

A,y x(1) podemos comparar los resultados del problema exacto con el modelo de campo medio.

En primer lugar, vamos a visualizar en la figura 11 la energia por particula para valores de N

grande, N pequefio y lo vamos a comparar con el valor del modelo de campo medio.
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T~ N=700
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Fig. 11: E,/N frente a A para valores extremalesde N y 1, = 0.5.

Ademaés, vamos a hacer lo mismo con la fraccion de particulas libres en la figura 12.

Comentaremos ambas figuras conjuntamente, debido a que manifiestan el mismo comportamiento.

0.6 T T

0.3

NAIN

0.2r

01r

Fig. 12: N, /N frente a A para valores extremales de N y A, = 0.5.

27



En las gréficas 11 y 12 confirmamos que para N pequefio existen notables diferencias con el
modelo del campo medio, mientras que para N mas grande, estas apenas son apreciables a esta
escala. Cabe destacar que es cerca del punto critico, donde hay una singularidad en el
comportamiento, donde se aprecian mas diferencias con el modelo de campo medio. Al fin y al
cabo, estamos modelando un comportamiento con discontinuidades (derivadas infinitas) en un
problema que tiene solucidn exacta. No existe una transicion de fase en el universo que ocurra a

velocidad infinita ni existe un nimero infinito de particulas.

Una buena medida de la validez de la aproximaciéon de campo medio es representar lo que
difieren ambas curvas para distintos valores de N. Para medir de alguna manera esta magnitud,
vamos a calcular el error relativo término a término para cada valor de A entre los puntos obtenidos
resolviendo el problema exacto y lo predicho en el modelo de campo medio. Los datos obtenidos
resolviendo el problema de forma exacta son los valores reales y los datos obtenidos por el modelo
de campo medio son los aproximados. Cabe destacar que este error relativo depende de cuantos
puntos representemos en la grafica, no es universal, pero es una buena medida comparativa entre

valores del nimero de particulas.

|campo medio(A) — calculo exacto(A)|

0, =
€(A) (%) calculo exacto(A)

- 100%, (3.1)

donde campo medio y calculo exacto son dos vectores cuyas componentes se corresponden con

distintos valores de A. Por tanto, un error por cada valor de A. Su media sera el error relativo:

Amax lmax
%) z ) 1 |campo medio(A) — calculo exacto(A)| 100%
€ = € = y . .
0 max 4 Amax ~ calculo exacto(A) 0 (3.2)

Si representamos la magnitud definida en (3.2) frente a valores de N discretos, obtenemos la
figura 13. A partir de ella, podemos comprobar si las diferencias entre el valor de campo medio

van disminuyendo con N.
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N

Fig. 13: Error relativo de E, /N frente a N discreto para 1, = 0.5.

Efectivamente, como esperabamos, lo que difieren las curvas disminuye conforme aumenta el
numero de particulas. Esto es lo que esperabamos desde el marco tedrico y es un resultado

satisfactorio.

En cuanto a la fraccion de atomo, N, /N, tenemos la dificultad de que hay valores exactos que
son nulos y que, por tanto, no pueden formar parte del error relativo. Aunque no sea tan
representativo de la diferencia entre las dos curvas en (%), vamos a representar el valor absoluto
de lo que difiere cada punto de cada curva y ver la dependencia con N, que es lo que queremos

demostrar.

Amax

desviacion(N) = z |campo medio(A, N) — calculo exacto(A, N)|. (3.3)
=0

De este modo, como deciamos, podemos ver al menos si tenemos una mejor o peor validez de
la aproximacion respecto a N. Esto es visible en la figura 14, donde representamos la desviacion

frente a un conjunto discreto de valores de N.
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desviacion

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700

N

Fig. 14: Desviacion de N, /N frente a N discreto para A, = 0.5.

Obtenemos en la figura 14 exactamente la misma dependencia con N que en el caso de la

energia.

Como conclusion, hemos probado que el modelo del campo medio funciona razonablemente
bien sélo cuando tenemos un ndmero muy elevado de particulas. Es decir, si N es lo
suficientemente grande, con muy buena aproximacion, podemos predecir el comportamiento del

sistema sin resolver el problema exacto.

Una vez hemos confirmado la validez de la teoria de campo medio para un numero alto de
particulas, podemos darles veracidad a las predicciones realizadas por la teoria de campo medio
para este problema. Una de ellas era acerca del orden de la transicién: no s6lo tendriamos una

transicion de fase (cosa que de momento es indiscutible) sino que, ademas, seria de segundo orden.

Sin embargo, aunque la TCM lo sugiere, no hemos demostrado en el problema exacto que la
transicion de fase sea compatible con una de segundo orden. Esto seria posible mediante el
concepto de entropia desarrollado en la seccion 2.3.4. Si la teoria de la informacion en fisica
cuantica ha capturado bien el concepto de entropia, deberiamos ser capaces de determinar el orden

de la transicién estudiando su continuidad.
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3.4 Entropia

Para calcular la entropia s6lo es necesario resolver las integrales (2.25) y (2.31). Esto, una vez
mas, lo debemos programar con MATLAB.

La entropia ha sido calculada para N = 100, puesto que una menor dimension agiliza la
integral a resolver. La entropia no es un concepto que hayamos predicho por la TCM, asi que un
nimero N pequefio o grande es irrelevante para lo que tratamos de confirmar. Es mas, lo que
precisamente nos interesa es aquel comportamiento que difiere significativamente del modelo de
campo medio.

Lo que esperamos obtener si representamos una entropia frente a A, en un comportamiento
que nos permita distinguir dos fases bien diferenciadas. Podemos comenzar con la primera entropia

que hemos definido, la entropia de Shannon, representada en la figura 15 para 1, = 0.5.

4.6 T T T T T T

4.4 I| \\
43} |

4.2 |

39F / ]

38 -

3.7 '
0 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09

Fig. 15: Entropia de Shannon frente a A para A, = 0.5y N = 100.
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En esta, vemos dos fases diferenciadas caracterizadas por dos valores de la entropia. Hay un
maximo en la transicion de fase debido al enorme cambio de probabilidades, al cambiar los
autoestados relevantes del sistema. La entropia deberia ser menor en la fase de condensado de
moléculas diatomicas, por la localizacion del estado cuéntico y mayor en la fase de coexistencia.

Efectivamente, concuerda con el resultado obtenido.

Sabemos que la entropia de Rényi, R* en (2.31) tiende a la de Shannon cuando a — 1. Lo que

tenemos que determinar es qué sucede paraa > 1y paraa < 1. En primer lugar, podemos escoger

un valor de @ entre 0 y 1, por ejemplo @ = 1/2. Si calculamos el valor de la entropia de Rényi para
este valor, R'/2 en funcion de A, obtenemos la figura 16.
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Fig. 16 Entropia de Rényi paraa = 1/2, N =100y A, = 0.5.

Es una figura con cierto parecido a la de Shannon, con dos fases diferenciadas por diferentes
valores de la entropia, menor y mayor para las fases mencionadas con anterioridad. Atendiendo a
la ecuacioén (2.30) o a la (2.31), para @ — 0 la entropia pesa a todos los eventos de forma mas
igualitaria independientemente de su densidad de probabilidad, dada por [, (x, y)|?. Por tanto,
obtenemos un valor parecido al que obtenemos con la expresion de Shannon, pero la diferencia
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entre las entropias a izquierda y derecha es menor. Por tanto, lo contrario deberia ocurrir si

aumentamos «. En la figura 17 representamos la entropia de Rényi para a = 2.
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Fig. 17 Entropia de Rényi paraa = 2, N = 100y A, = 0.5.
En este caso, podemos apreciar incluso méas claramente un comportamiento de transicion de

fase. Ademaés, con cambio bastante brusco, considerando el bajo valor de N. No s6lo se cumple lo
anterior, sino que la diferencia entre los valores de la entropia de cada fase es mucho mayor. Este

comportamiento de la entropia es analogo al que se da en una transicion de segundo orden al que
nos apuntaba el modelo de campo medio. La clasificacion de esta transicion de fase esta dada ahora

tanto por la resolucion exacta del problema como por su aproximacién en el modelo de campo

medio.
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4. Conclusiones

Hemos modelado un sistema de dos niveles mediante un hamiltoniano en segunda
cuantizacion y hemos resuelto su problema de autovalores y autovectores. A partir de estos, hemos
calculado magnitudes relevantes, definidas en la seccién 2.3, que pudiesen poner de manifiesto que

ocurre una transicién de fase cuantica para el nivel fundamental.

En las secciones 3.1, 3.2 y 3.4 hemos comprobado que para distintos valores de N y de las
energias de cada nivel, siempre existe para el estado fundamental un comportamiento diferenciado
en dos fases: una fase con moléculas diatomicas y otra con coexistencia atomo-diatomo. En estas
fases tenemos propiedades diferenciadas: la energia, el valor medio de las particulas en cada nivel
energético, el IPR y la entropia. En la seccién 3.3 hemos comprobado que este comportamiento
tiende a lo predicho por el modelo de campo medio para un numero lo suficientemente elevado de

particulas. Por tanto, no seria necesario resolver el problema exacto bajo estas condiciones.

Por tanto, hemos comprobado que efectivamente un sistema descrito por un hamiltoniano de
estas caracteristicas podria en su estado fundamental estar en dos fases cuanticas diferenciadas y
que realizaria una transicion de una a otra cambiando bruscamente sus propiedades. Es decir, que
existiria una transicion de fase cuantica tal y como hemos postulado en la introduccion, para un
sistema de dos niveles. También hemos comprobado por el modelo exacto y el modelo de campo

medio que la transicién de fase seria de segundo orden o continua.

Cabe destacar que esto no prueba la existencia de transiciones de fase cuanticas. Como
comentabamos en la seccion 1.3.1, un hamiltoniano no es mas que un modelo, como todo
tratamiento en fisica. Es tarea de la disciplina experimental comprobar para qué sistema real, si
alguno, se tiene un comportamiento que se corresponda con muy buena aproximacion con un
hamiltoniano de estas caracteristicas. Es decir, lo que hemos demostrado no es que existan las
transiciones de fase cuanticas, sino que para un sistema cuantico que se describe como en nuestro

modelo, existiria una transicion de fase cuantica.

No obstante, dado que modelos tan idilicos y simples como el oscilador armonico, la particula
libre o el gas ideal funcionan razonablemente bien en determinadas circunstancias, seria légico que
se puedan dar nuestras hipdtesis en un sistema real. Al fin y al cabo, s6lo estamos considerando

que el hamiltoniano de un sistema de dos niveles esta dado por la energia debida a las particulas
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que hay en cada nivel y por una interaccion simple de paso de un nivel a otro. La Unica hipdtesis
adicional que puede chocar con un problema real es que nos hemos restringido a un sistema con
un namero par de particulas. Si bien es cierto que esto puede suponer diferencias en los resultados
para un valor de N muy pequefio, las propiedades de un sistema de muchas particulas no van a
cambiar de forma significativa por afiadir o eliminar una. Es decir, N + 1 = N. De hecho, el
modelo de campo medio (que considera N — o) no tiene este problema. Ademas, hemos
demostrado que este modelo de TCM funciona de forma suficientemente parecida a resolver el
problema exacto, que tiene su restriccion de N par. Por lo tanto, se confirma que N par es sélo una
condicion para hacer méas ventajoso el célculo, sin que esto altere significativamente las

propiedades del sistema [5].

Por todo esto, si hay un sistema real descrito por este hamiltoniano, se cumplirian las
definiciones de fase y transicion de fase en la seccion 1.3.2. Es un hecho que en la naturaleza se
observan cambios bruscos en las propiedades de los sistemas a partir de valores criticos de
parametros que gobiernan sus comportamientos. Y ya sea en fisica clasica o en fisica cuantica,
estos cambios bruscos se traducen en comportamientos en ciertas magnitudes que se pueden
modelar como discontinuos. En todos los fendmenos conocidos, dichas magnitudes estarian
relacionadas con conceptos energéticos. Por lo tanto, damos por satisfactoria la redefinicion de

transicion de fase y su descripcion cuantica.
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6. Apéndices

A continuacion, presentamos aquellos calculos que se han omitido por no ser relevantes para
el informe cientifico, pero que complementan la informacion que se da en el mismo. Asi mismo,
presentamos el codigo realizado en MATLAB con el que hemos conseguido toda la informacién

relevante.

6.1 Apéndice A: resolucion matricial del problema

En esta seccién vamos a ilustrar cbmo se resolveria el problema exacto. Comenzamos

representando las matrices:

Al ser base propia de H, y H,, estos son diagonales y en la diagonal aparece el nimero de
bosones monoatdémicos y diatomicos respectivamente que hay en cada estado. H,;, tiene ceros en
la diagonal y términos distintos de cero con coordenadas H;;yq Sin exceder los limites de la
dimension de la matriz. Para un sistema con 6 particulas la base viene dada por los siguientes
vectores: {|03),]2 2),|4 1),]6 0)}.

(03|atal03) (03|atal22) (03|atal41) (03|atal60)
1 [ (22]a*a|03) (22|atal22) (22|atal41) (22|ata|60)

H, © S wy . (6.A4.1)
2 7| (41]|atal03) (41|ata|22) (41|atal41) (41]aTal60)
(60latal03) (60|atal22) (60|atal41) (60|atal60)

Como hemos introducido, el operador ata cuenta el ndmero de particulas n,, y como los

autovectores de un oscilador arménico son ortonormales:

) 0 0 00
0 2 00
Ha<—>§a)0 00 4 0 (6.4.2)
0 0 0 6
De forma analoga:

(03|pthl03) (03|b*h|22) (03|bTH|41) (03|bTh|60)
(22|pthl03) (22|b*b|22) (22|bTb|41) (22|bTh|60)
H, o w )
(41|pthl03) (41|b*b|22) (41|bTH|41) (41|bTh|60)
(60|pthl03) (60|b*h|22) (60|bTH|41) (60|bTH|60)
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3 00 0
Hy & w 8 (2) 2 8 (6.4.3)
0 0 0 O
Una vez mas, aplicamos los operadores para H:
0 V1v2 V3 0 0
AH, o [VIVEVE 0 VEVZVE 0
@ V26 0 Va V2 V3 0 V1 V5 V6
0 0 V1 V5 V6 0
0 v6 0 0
2(v6e o 2v6 0
AH,, & — . 6.A.4
@ zlo 2v6 0 V30 ( )
0 0 V30 o0

Evidentemente, obtenemos una matriz H hermitica.

Usamos el simbolo < para denotar que un operador “se corresponde” con una matriz. Lo cual es conceptualmente
distinto a que el operador sea una matriz. Un operador existe como elemento abstracto en un cierto espacio vectorial y

una matriz es una representacion en una base concreta de dicho operador.

6.2 Apéndice B: autofunciones en el espacio de configuracion

En esta seccidbn vamos a ver como se representan en el espacio de configuracion los

autovectores obtenidos de resolver la ecuacion de Schrodinger (2.12).

Recordamos que para construir el hamiltoniano en forma matricial habiamos escrito sus

componentes en (2.14)
Hy; = (i|H]j). (2.14)
Donde los vectores |i) y [j) son los autovectores de un problema del oscilador arménico. Al

diagonalizar el hamiltoniano, lo que estamos haciendo es “girar” los vectores con una matriz V

definida como:

Vi) = |i). (6.B.1)
Es relevante comentar que operador se define por como actia sobre una base completa.
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Sea D la matriz del hamiltoniano escrito en su base propia (por lo tanto, diagonal):
Dy; = (i'|H|j"y = (i{lV~" H VIj) = (iIDl)).
Por tanto,

V-'H V=D. (6.B.2)

Y esta matriz IV que diagonaliza el hamiltoniano es la matriz de los autovectores puestos por
columna, como sabemos de diagonalizacion de matrices. Es decir, la matriz de cambio de base que
me lleva de la base del oscilador armonico a la base propia del hamiltoniano es la que hemos
calculado al resolver el problema de autovalores. Una matriz de cambio de base tiene por columnas
las coordenadas de la base nueva en funcion de la base antigua. Sea [i,,) una autofuncion del

hamiltoniano, podemos escribir el cierre:

) = > > Inamy) (namp ), (6.B.3)

Ng Np

donde (n,n,|y¥,) es un escalar C,, ,,. con el que hacemos la combinacion lineal de elementos del

ambp
oscilador armdnico. Son las coordenadas de la base nueva respecto a la antigua. Es decir, como
acabamos de razonar, estos coeficientes son las componentes de los autovectores que hemos

obtenido matricialmente:

[¥n) = z CAy IMamy). (6.B.4)

Ng Np
Los coeficientes C,(lzzlb seran distintos para cada estado |y,,). Vamos a suponer que estamos

trabando con |y,), el estado fundamental, por simplicidad en la notacion. En este caso, como con

N, en la ecuacion (2.17), prescindiremos de la etiqueta para las Cy, », .

o) = Z Z Crgny IMaMp)- (6.B.5)

Ng MNp

Multiplicamos por el bra (xy| para proyectar nuestra autofuncion en el espacio de posiciones

Yo(x,¥) = (xylho) = Z Z Crany (XY INgNp). (6.B.6)

Ng MNp

Las autofunciones de un oscilador armonico vienen dadas por:
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X

2
(xIn) = @, (x) = N, Hp(x) exp <_ 7) (6.B.7)

Conv, = /m Como la base |[n n,) = |ng) X |ny), entonces (xy|n,n,) =
(x|ngXyln,) = ¢nanb(x' y):

d)nanb (x: Y) = Nna Hna(x) exp(—xz/Z) Nnb Hnb (Y) exp(—yz/Z). (6.B.8)

Como conclusidn, recuperamos la ecuacion (2.32):

ll}o(x: y) = Z Z Cnanb Nna Hna(x) exp(—xz/Z) Nnb Hnb (y) exp(—yZ/Z).
6.3 Apéndice C: Reescritura de la energiaen TCM

En esta seccion vamos a ver como reescribimos el Hamiltoniano en la teoria de campo medio.
El hamiltoniano podia ser redefinido utilizando las relaciones (2.33) a (2.38). Comenzamos con las

relaciones (2.33) a (2.35). Recordamos que estas eran:

K_lJrJr K_l K—l(T+1)
+_Zaa, __Zaa, O_Zaa 5]
Cuyas relaciones de conmutacion son:
[Ko, Ki] = 1K, (6.C.1)
[K,,K_] = —2K,. (6.C.2)

Vamos a demostrarlo:

[ata,aTal].

[Ko, K] = E (a*a +1> - (a*a*)] =%

2)'2
Donde hemos aplicado que una constante conmuta con cualquier operador. Operamos usando las
propiedades de los conmutadores: [4, BC] = B[A, C] + [A, B]C.

1 1 1 1
(Ko, K.] = Za* atla,at] + Za*[a,a*]a* + Za*[aJr ,atla + 7 [aT,aT]a al.

Como cualquier operador conmuta consigo mismo, [a®,a’] = 0 y ademés [a,at] = 1:

1 1 1
Ko, K.] = Za* at + Za*a* = Ea* at = K,.
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Anélogamente:

[Ko, K_] = E <aTa +%),% (a a)] = %[a*a,a al.

Resolvemos el conmutador:
1 1 1 1
[Ko, K_] = Za* ala,a] + Za*[a,a]a + Za[a*, ala + 7 [af,a]a a.

Una vez mas [a,a] = 0, pero en este caso [at,a] = —[a,a’] = —1.

1 1
(Ko, K_] = —Zaa—zaa = —Eaa =—-K_.

Que son efectivamente las expresiones en (6.C.1). Por ultimo, vamos a demostrar la relacion
[K,,K_] = —2K,:

1 1 1 1 1 1
K., K_] = [E a*a*,z a a] = Za*a[a*, al + Za*[a*, ala + Za[cff,a]aJr +7 [af,a]aTa,

1 1
[K,,K_] = —Z(aTa +ata+aa’ +afa) = —E(aTa +aab).
Como queremos algo que se parezca a Ky, usamos las reglas de conmutacién aplicadas en (2.2):
1 1
K., K_] = —E(aTa +ata+1)=- (a*a + E) = —2K,.

Que es efectivamente la relacién (6.C.2). Reescribimos el hamiltoniano utilizando estas

definiciones anteriores:

1 2
H = wo Ko =7 wo + wb*b+j;/1(b*1(_+b1<+). (6.C.3)

Las relaciones de Holstein-Primakoff recogidas en (2.36) a (6.38) son:

f(L, e\ L e Ky = C1C 4
K+:C <§+C C) ) K_:(E-FC C) C, 0 — 4

Las relaciones de conmutacion, segun lo que acabamos de ver, son:

[C,cT] =1, [b,bT] = 1. (6.C.4)
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Las relaciones para los operadores de creacion y destruccion de pares son iguales a las de particulas

individuales, como es logico. La escritura quedaria hasta este momento como:

2 1
H=w,CtC+ wb*b+\[;l <bT(§+C+C)

El operador b conmuta con C y CT puesto que se refiere a particulas distintas (actdian sobre

1/2

1 1/2
c+b6+<§+c+c) > (6.C.5)

espacios distintos). Por tanto, podemos escribir el hamiltoniano como en la relacion (2.39) con la
que trabajamos en la seccion 2.4. Por Gltimo, ya que N = n, + 2n,, si escribimos el operador N,

que cuenta las particulas totales que hay (N):
—~ 1
N =a'a+2bTh = 2K, — 3 +2bth =2 (CTC + b'h),

si dividimos por N, tenemos el operador identidad, que es isomorfo de la unidad. Ademas, si
escribimos estos operadores en el espacio de configuracién utilizando las relaciones en (2.40),

obtenemos lo siguiente:
1
1:2§(x2+p2+ y2+q¥) = x> +p?+ y?+qg>=1.

Que es la ecuacion (2.48).

Reescribiendo el hamiltoniano por particula y tomando el limite para energia cinética nula, y
realizando el cambio de coordenadas a polares tal y como se explica hasta la ecuacion (2.49).

- W

5 cos? 0 + A cos? B sen®.

w w
V() =5 +—

5.4 Apendice D: célculo de A, para la TCM

En esta seccidn, vamos a realizar el calculo de A.. Este se consigue usando una condicion de

minimo:

dv(0)
a0 | = 0. (6.D.1)
6.
0)0 ]

2cosf.senf, —A2cosf.sen?B, + A cos3 0, = 0.
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Independientemente del valor de A, siempre vamos a tener como solucién

T
cosQC=O=90=(2k+1)E. (6.D.2)
Puede haber otra solucion si

(UO_(L)

2senf, —A2sen?f, + A cos?6, =0,
—Awsenf, —A12sen?d, + A (1 —sen?6,) =0,
31 sen?0,+ Awsenf, — 1 =0,

—Aw + /(Aw)? + 1242
61 '
Existen dos soluciones para el seno siempre, ya que el radicando es estrictamente positivo. A

(6.D.3)

senf, =

continuacién, trataremos de encontrar una cota para el valor de A tal que sea posible encontrar una
2

solucion. Sea A’ = ™ el parametro de control reducido:
1 [(-1+y1+12(1)?
=— . .D.4
sen 6, T ( c ) (6 )
La condicién que debe cumplir la funcién seno es que
—1<senf. <1. (6.D.5)
O lo que es lo mismo:
1 (=1+/1+12(1)2
— <1, 6.D.6
= ( - < (6.D.6)
1({-1-1+12 )2
7 6 > -1 (6.D.7)

De la primera ecuacion (6.D.6):

J1+12 ()2 <61 + 1.

La raiz es positiva y es la cota inferior de 64" + 1, que entonces es positivo también. Si elevamos

al cuadrado dos nimeros positivos se sigue cumpliendo su desigualdad:
1+12(A)?% < (614 +1)?,
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1+12 ()% <36(1)% + 121 + 1,

24(A)*+ 122 =0,

N>t = (6.D.8)

lo cual no nos dice mucho. Esto ya lo podiamos prever porque A’ > 0. La inecuacién (6.D.6) no

presenta ningun problema de continuidad. Se anula sélo en el origen y no llega a superar el valor

del seno.
i 1 (ZLHY1+12@0%) 1J12()? V12 43 -1
AT 6 Taee I 6 6 3
1 [(-1+J14+12(1)2 1 /12 (V)2 V12 V3
lim — = - = =—— > 1,
y U 6 AMo—0o A 6 6 3

1 [—1+y1+12(1)? 0 _ 122
lim — =— (Ind) = lim =0
-0 A 6 0 A-0 g /1 +12 (/11)2

Sin embargo, la segunda inecuacion, (6.D.7) si nos permite conocer el A" a partir del cual existen

soluciones para la ecuacién de la energia, cuyo valor sera el A’ critico.

1 —1—1+12 (X)2
= 00

Ar—0 A’ 6

Lo que quiere decir que para cierto valor proximo a cero se espera el valor critico La inecuacion

es.

~J1+12()2 > -62 + 1. (6.D.9)

. Al elevar

=

A la izquierda tenemos un namero negativo, que es la cota superior. Por tanto, ' >

al cuadrado se cambia la desigualdad de sentido
1+12 ()% < (—61 +1)?,
14+12()%2 <36(1)% —121" +1,

24(1)2 — 121 > 0,
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/1,>12_
=24 2’

es decir, el valor minimo de A" a partir del cual puede encontrarse un minimo distinto en la energia

(6.D.10)

del estado fundamental sera 0.5. Este cambio en el comportamiento de la energia del estado

fundamental nos marcaria un cambio de fase. Si deshacemos el cambio,

d=— =2 (6.D.11)

6.5 Apéndice E: Cédigos de MATLAB

En esta seccidn se escribiran los diversos codigos, complementarios entre si, que hemos escrito
para conseguir lo expuesto en la seccion 3 (resultados). El cddigo esta comentado adecuadamente
para ir siguiendo qué es lo que se hace en cada momento y por qué.

6.5.1 Programa principal

%% Modelo Exacto
% Tenemos el problema exacto, gque vamos a resolver paso a paso

o)

% Existen varias formas de configurar el programa en funcién de lo que
queramos concretamente

o)

% Esta es la versidén més general y adaptable a cada necesidad.

%% Parametros del problema

[o)

% Si queremos calcular la entropia de Rényi
Entropia value=false;

% Si gqueremos magnitudes por particula
Porparticula value=true;

% Podemos cambiar colores facilmente con la siguiente variable
stringer=['b' 'r' 'g' 'm' 'k']; % Debe tener al menos tanta longitud como N
% Si gqueremos calcular las magnitudes EO0 y NA en el punto critico

critico value=false;

% Si queremos una forma aproximada de la ec de autovalores. No tiene méayor
% interés

ajustepolinomico value=false;

o

En las primeras versiones del programa, se introducia "a mano" el wvalor
de N. La idea es no tener que ir a las primeras lineas continuamente para
ir probando distintos N.

Es posible sustituirlo simplemente por cualguier valor

o° o°

o\

o\°

Elegimos N. Puede ser un vector si queremos el mismo calculo para varios
N. No es aconsejable hacerlo para la entropia de Rényi.

o\
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N=input ('Elige numero de particulas N= ');
Nlength=length (N) ;

for kn=1:Nlength

Admitimos que N debe ser real, par y positivo.

Introducimos condiciones para arreglar los posibles valores ildégicos que
el ejecutante del programa pueda introducir

o o

o\

if imag (N (kn))~=0 % Correcidn para numeros con parte imaginaria
warning ('N debe ser real')
N (kn)=real (N(kn)) ;
fprintf ('N(kn)= Parte real de N: %0.3f \n',6N)

end

if round (N (kn))~=N(kn) % Correcidn para numeros con parte decimal
warning ('N debe ser entero')
N (kn)=round (N (kn) ) ;
fprintf ('N= parte entera de N: %0.0f \n',N(kn))

end

if N (kn)<O0

warning ('N debe ser positivo')

N (kn)=-N (kn) ;

fprintf ('N= valor absoluto de N: %0.0f \n',N(kn))
end

if mod(N(kn),2)~=0 % Correccidn para numeros impares
warning ('N=N+1 (debe ser par)')
N (kn) =N (kn) +1;
fprintf ('Valor de N= %0.0f \n',N(kn))

end

if N (kn)==
N (kn)=2*round (200*rand); % Numero aleatorio de particulas
fprintf ('Valor aleatorio de N= %0.0f \n',N(kn))

end

end

for kn=1:Nlength
%% Contruccidén de la base

o°

La base estd dada por v=[C Na Nb] que son:

C = constante que multiplica al ket. Si C=1, el estado estd normalizado
Na numero de particulas atdédmicas

Nb = numero de particulas diatdémicas

o° o

o

o°

Definimos los estados en los que puede estar el sistema, desde el nivel
fundamental [1 0 N], primero excitado: [1 1 N-2], etc.

o

Nb=linspace (0,N (kn) /2,N (kn) /2+1) ;
D=length(Nb); % Dimensidén de la base
Aux=zeros (1,D);
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Na=N (kn) -Nb*2;

oo

Vamos a almacenar cada vector de la base en una fila distinta
de una matriz. La dimensidén de la matriz serd D x 3.

o

base=ones (D, 3) ;
for i=1:D

base (D+1-1,2)=Na (i) ;

base (D+1-1,3)=Nb (i) ;
end
La base estéd ordenada. El autovalor con menor energia deberia ser el
primero que aparezca en la matriz diagonal. Si no nos damos cuenta de
esto, el programa se encarga de encontrar este valor mas adelante

o oo

oe

o°

% hamiltoniano adimensional actuando sobre vectores de la base

oo

Sin considerar las constantes delante de cada operador.
Tenemos 4 términos. Son, por orden, los del anunciado.
Definimos H | base > = E

o°

oe

Ea=zeros (D, 3) ;
Eb=zeros (D, 3) ;
Eabl=zeros (D, 3);
Eab2=zeros (D, 3);

oe

Las siguientes M-funciones estdn en otros ficheros. Son los operadores a,
a daga, b, b daga.

oe

for i=1:D

Ea (i, :)=adaga(a(base(i,:))):;

Eb (i, :)=bdaga (b (base (i, :)));

Eab2 (i, :)=(bdaga(a(a(base(i, :)))));

Eabl (i, :)=b (adaga (adaga (base (i, :))))

nd
Aqui tenemos cémo actua cada elemento adimensional del hamiltoniano sobre
cada elemento de la base, almacenado en matrices

o° (D

oe

Q

% Valor medio del hamiltoniano (contribuciones adimensionales)

o

o\

< base | hamiltoniano adimensional | base >

% < base | Matrices Ea, Eb... >
$ < CNa Nb | C'" Na' Nb'> (Donde C=1)
% Esto serad cero, {zeros(D,D)} a no ser que Na==Na' y Nb==Nb'.

o°

Por tanto: < 1 Na Nb | C' Na' Nb'> = C' o 0.

Ha=zeros (D, D) ;

Hb=zeros (D, D) ;

Habl=zeros (D, D) ;

Hab2=zeros (D, D) ;

% Cada 1f le pregunta a un hamiltoniano adimensional sobre lo anterior
for i=1:D
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for j=1:D
if base(i,2)==Ea(j,2) && base(i,3)==Ea(j,3)

Ha (i,]j)=Ea(3j,1);
end
if base(i,2)==Eb(j,2) && base(i,3)==Eb(j,3)
Hb(i,J)=Eb(j,1);
end

if base(i,2)==Eabl(j,2) && base(i,3)==Eabl (7, 3)

Habl (i,]J)=Eabl (j,1);
end

if base(i,2)==Eab2(j,2) && base(i,3)==Eab2 (3, 3)

Hab2 (i, j)=Eab2(j,1);
end

end

end

o©

Ahora solo tenemos que sumar las contribuciones con sus respectivas
% constantes, omega, omegal y lambda

%% Calculo de magnitudes

omega=1; omegal=2; % Podriamos cambiar estos parametros
omegalred=omegal/2;

critico=(omegal-omega)/2; % punto critico. Lo calculamos para graficarlo
también

Cn=1/sqrt (2*N (kn)) ;

oo

A continuacidén, calculamos la energia del estado fundamental para
% distintos valores de lambda que contienen al punto de interés.

if Entropia value==true
lambda=linspace (0,2*critico, 80);
else
lambda=linspace (0, 3*critico,1000); % lambda conteniendo el punto de
interés
end

o)

% el célculo para rényi es mucho menor para poder aligerar el programa.

L=length (lambda) ;
EO=zeros(1,L); % Agqui almacenamos la energia del estado fundamental

F ondalO=zeros (D,L); %Aqui almacenamos la F. de onda del estado fundamental
ValorMedioHa=zeros (1l,L); % Almacenamos aqui el valor medio

IPR=zeros (1l,L); % Almacenamos aqui los valores del IPR en funcién de lambda

Q

% en un unico bucle calculamos IPR,EQ0, NA y funciones de onda
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for i=1:L

H=omegalOred*Hatomega*Hb+ (Habl+Hab2) *lambda (i) *Cn; % Matriz Hamiloniano
[V,Diagonall=eig(H); % Resolucidén problema autovalores y autovectores
Autovalores=diag(Diagonal) ';

EO (1) =Autovalores (1) ;

% La base estd en orden para ahorrarnos el comando min (Autovalores)
F onda0O(:,1)=V(:,1);

% Calculamos el valor medio
ValorMedioHa (i) =F ondaO(:,1)"'*Ha*F ondal(:,1);

o\

IPR
IPR(i)=1/sum(V(:,1).%4);
end
if Porparticula value==true
EO=EO/N (kn) ;
ValorMedioHa=ValorMedioHa/N (kn) ;
end

o°

V = matriz autovectores

Diagonal = hamiltoniano diagonalizado

Autovalores = vector fila formado por autovalores
EO=energia del estado fundamental para cada lambda

o° oo

o

o\

Representamos las energias del estado fundamental frente a lambda
figure (1)

plot (lambda,EOQ, stringer (kn))

% axis ([0 3*critico min(EO0) max (E0)+57)

axis ([0 1.5 0 0.55])

title('Energia estado fundamental frente a {\lambda}','Fontsize',20)
xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize', 20)

ylabel (['E {' int2str(0) '}'], 'Fontsize',620);

hold on

% Para poner el * en el valor critico. EO para el lambda critico:
if critico_value==true
H=omegaOred*Ha+omega*Hb+ (Habl+Hab2) *critico*Cn;
[V,Diagonal]l=eig (H) ;

Autovalores=diag(Diagonal) ';

Ecritico=Autovalores (1) ;

% Y lo representamos en rojo

plot (critico,Ecritico, "*r'")

legend ('Energia fundamental', 'Valor Critico')

end

o

% Representamos ahora el IPR

figure (2)

plot (lambda, IPR, stringer (kn))

title('IPR frente a {\lambda} para N=500")
xlabel ("{\lambdal}"')

ylabel ('Coeficiente de participacidédn inversa')

o°
o°
=
b
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o

figure(3) % Lo representamos

plot (lambda,ValorMedioHa, stringer (kn))

hold on

subindex="A";

title('Valor medio de N A frente a {\lambda}', 'Fontsize', 20)
xlabel (' {\lambda}', 'Fontsize', 20)

ylabel ("N A', "Fontsize',20)

% Para poner el * en el valor critico

if critico value==true

F ondaOCritico=V(:,1); % En V estéd almacenado el valor critico
ValorMedioHaCritico=F ondaOCritico'*Ha*F ondaOCritico;

plot (critico,ValorMedioHaCritico, "rx")

legend ('Valor medio de Ha', 'Critico')

end

%% Si quisiesemos la ecuacidn de autovalores dependiente de lambda
if ajustepolinomico_value==true

cEO=polyfit (lambda,EQ0,D); % Me da la EO en funcidén de lambda

]

% Comprobacidén gréafica

EOpol=0;

for i=l:length (cEOQ)
EOpol=EO0pol+cEO0 (i) *lambda.” (D-i+1) ;

end

figure (1)

plot (lambda,EOpol, 'r'")

end

end

%% Entropia de Renyi

if Entropia value==true
alpha=1/2;

C _Ralpha=1/(l-alpha);
dosalpha=2*alpha;

% los numeros cuanticos son:
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na=base(:,2)"';
nb=base (:,3)"';

o\

% ENTROPIA DE RENYI
descomentar para Renyi:
limite=40;
pasos=0.1;

o oo

o\°

% Shannon
limite=13; % comentar para Shannon

[}

pasos=0.02; % igual

x=-limite:pasos:limite;
Y=X;
xlength=length (x) ;

I=zeros (xlength, xlength);
S=I;

Ralpha=zeros(1l,L);
Shannon=Ralpha;

nl=0:1:N(kn)/2;

n2=N(kn) /2+2:2:N (kn) ;

n=[nl n2];

nlength=length(n);
LordHermite=zeros (N (kn)+1,xlength);

Q

% Aqui calculamos los polinomios de hermite relevantes
for i=l:nlength
for j=l:xlength
LordHermite (n(i)+1,j)=hermite2 (n(i),x(j)) *exp (-
x(3)72/2)/sqrt (27 (n(i)) .*factorial (n(i)) *sqrt (pi));
end
end

o

% Aqui calculamos las entropias de Shannon o Rényi para cada lambda
for t=1:L
% Aqui calculamos el integrando de las expresiones correspondientes
for i=l:xlength
for j=l:xlength
IH=0;
for k=1:D

IH=IH+F onda0 (k,t)*LordHermite (na (k)+1,1) *LordHermite (nb (k)+1,7);
end

% I(i,Jj)=abs (IH)"dosalpha; % Rényi

% Entropia de Shannon:
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if IH~=0
IH=abs (IH) ;
S(i,j)=IH*log (IH);

end
% Fin de entropia de Shannon

end
end
% E integramos:
% Ralpha (t)=C Ralpha*log(trapz(y,trapz(x,I,2))); % Renyi
Shannon (t)=-trapz (y, trapz (x,5,2)); % Shannon

I=zeros (xlength, xlength);
S=I; % Shannon

end

o°

Rényi

figure (4)

hold on

plot (lambda,Ralpha)

o® o o° o

o°

xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize', 20)
ylabel ('"R"{1/2}"', '"Fontsize',18)

o\°

[o)

% Shannon

figure (5)

plot (lambda, Shannon)

xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize', 20)
ylabel ('S', "Fontsize',18)

hold on

end

6.5.2 Operadores de creacion y destruccion

En esta seccidn se exponen los 4 operadores relevantes. Estos son:

Operador de creacidn de particula libre

function[B]=adaga (A)

if A(l)==
B=zeros(1,3);
else
B(l)=A(1l)*sgrt (A(2)+1);
B(2)=A(2)+1;
B(3)=A(3);

Operador de creacion de particula diatbmica
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function[B]=bdaga (A)

if A(l)==
B=zeros (1, 3);
else
B(l)=A(1l)*sgrt (A(3)+1);
B(2)=A(2);
B(3)=A(3)+1;
end
end

Operador de destruccidon de particula libre:

function[B]=a (A)
if A(l)==
B=zeros (1, 3);
else
B(1)=A (1) *sqrt (A(2));
B(2)=A(2)-1;

end
end

Operador de destruccidn de particula diatomica:

function[B]=b (A)

if A(l)==
B=zeros (1, 3);

else
B(1)=A(1)*sqrt (A(3));
B(2)=A(2);
B(3)=A(3)-1;

end

end

6.5.3 Polinomios de Hermite

function [h] = hermite2 (n, x)
% h = hermite(n, x) devuelve el polinomio de Hermite de grado n evaluado en x

h = zeros(l,n+1);

n fact = factorial(n);

m = 0:floor (n/2);

h(2*m+l) = n fact .* (-1).”m ./ (factorial(m) .* factorial(n-2.*m)) .* 2.”(n-
2.*m) ;

if exist('x','var')
h = polyval (h, x);
end
end

6.5.4 Modelo de campo medio

% desviacion value sera true si queremos calcular la diferencia de lo
% calculado anteriormente por el modelo de campo medio.
desviacion value=false;
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o

t Derivadas de la energia
V=@ (lam) 0.5+ (0.5+lam* (-1-sqrt (1+12*1am”2))/ (6*1lam))*cos (asin((-1-
sqrt (1+12*1lam”2))/ (6*lam)))"2;
Vtheta=@ (theta, lam)
omegal/2*cos (theta) *2+omega/2*sin (
dv=@Q (lam) (2*lam* (((1l2*lam™2 + 1)"
)" (1/2) - (((l12*lam™2 + l) (1/2)
+ 1))/ (3*lam* (12*1lam”™2 + 1)"(1/2))

o
]

theta) "2+lam*cos (theta) "2*sin (theta) ;

(1/2) + 1)"2/(36*1lam™2) - 1))/ (1l2*lam"2 +

+ 1)"2/¢( 18*lamA3) - (2*((12*1lam™2 + 1)~ (1/2)
Y)Y*((12*1lam™~2 + 1)~ (1/2)/6 - 1/3)

dv2=@ (lam) (2*(((l2*lam™2 + 1)"(1/2) + 1)A2/(36*lamA2) - l))/(lZ*lamAZ +

1)~ (1/2) - ((12*lamA2 + 1)~(1/2)/6 - 1/3) (8* ((12*lam™2 + 1)~ (1/2) +

1))/ (12*lam”2 + 1)"(3/2) - ((l2*lam” 2 + 1)~ (1/2) + 1)"2/(6*lam™4) -

8/ (12*1lam™2 + 1) + (2*((12*lam™2 + 1)~ (1/2) + 1))/ (lam"2* (12*lam”™2 +

1)~ (1/2))) - (4*lam* (((l2*lam”2 + 1)~ (1/2) + 1)72/(18*lam”3) - (2* ((l2*lam"2 +
1)~ (1/2) + 1))/(3*lam*(12*lamA2 + 1)~ (1/2))))/(12*1lam”2 + 1)~ (1/2) -
(24*lam”2* (((12*lam”2 + 1)"(1/2) + 1)"2/(36*lam”2) - 1))/ (1l2*lam”2 + 1)"~(3/2)

% dV=@ (theta, lam) lam*cos (theta)”3 - cos(theta)*sin(theta) -
*lam*cos (theta) *sin (theta) "2;

% dv2=@ (theta,lam) 2*lam*sin(theta).”3 - cos(theta).”2 + sin(theta).”2 -
7*lam*cos (theta) .”2*sin (theta) ;

N

thetacritico=[asin(l) asin(-1) asin(1/3)]
EOteo=zeros (1,L);

dVc=EQOteo;

dv2c=EQOteo;

Nateo=EOteo;

thetalambda=asin ((-ones (1,L)-sqgrt (ones(1,L)+12*1lambda.”2)) ./ (6*1lambda)) ;
thetalambdamal=asin ((-ones (1,L)+sqrt (ones(1,L)+12*1lambda.”"2)) ./ (6*lambda)) ;
for i=1:L

if lambda (i)<0.5
EOteo(i1)=0.5;
% Nateo (i) =0;
else
dvc (i) =dV (lambda (1)) ;
dv2c (1)=dVv2 (lambda (i) ) ;
EOteo (i)=V (lambda (1)) ;
Nateo (i)=cos (asin((-1l-sqgrt (1+12*lambda (i) "2))/ (6*lambda(i))))"2;
end
end
figure (1)
hold on

plot (lambda,EOteo, '--g')
legend ('N=50"', '"N=700"', 'Campo Medio')

figure (3)
hold on
plOt (lambda, Nateo, ' —_gv )
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legend ('N=50", 'N=700", 'Campo Medio')

o\°

o\

figure (4)

plot (lambda,dvVc, 'm")

title('Primera Derivada de la energia minima')
xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize', 20)

ylabel ('Derivada primera', 'Fontsize',14)

axis ([0 1.5 -0.4 0.057)

figure (5)

plot (lambda,dv2c, 'm'")

title('Segunda Derivada de la energia minima')
xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize', 20)

ylabel ('Derivada segunda', 'Fontsize',14)

axis ([0 1.5 =2 0.21)

% Ejecutar sdélo tras el principal
if desviacion value==true

desviacionEO=zeros (1,Nlength);
desviacionEOlambda=zeros (Nlength, L) ;

figure (6)

hold on

xlabel ('{\lambda}', 'Fontsize',b20);
ylabel (' {\epsilon} (%)', 'Fontsize',20);
for i=1:Nlength

% desviacionEQ (i) =mean (abs (E0_ campomedio (i, :)-
EOteo) ./EO0_campomedio (i, :));

desviacionEOlambda (i, :)=(abs (E0_campomedio (i, :) -
EOteo) ./EO0_campomedio (i, :));

plot (lambda,desviacionEOlambda (i, :))

end

legend ('N=50", "N=700")
figure (7)

bar (N, desviacionEOQ)

o°

o°

oo

title ('Error relativo E 0/N frente a N', 'Fontsize',18)
xlabel ("N', '"Fontsize', 20)
ylabel (' {\epsilon} (%)', 'Fontsize',20);

o\°

o°

axis ([0 750 4*107-3 01])

o\°
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o\

figure (1)
legend ('N=50"', 'N=100"', 'N=200", '"N=400", "N=600")

oe

%% Campo medio (particulas)

desviacionNa=zeros (1,Nlength);
desviacionNalambda=zeros (Nlength, L) ;

figure (8)

hold on

for i=1:Nlength

% desviacionNa (i)=sum(abs (Na_ campomedio (i, :)-Nateo));
desviacionNalambda (i, :)=(abs (Na_campomedio (i, :)-Nateo));

plot (lambda,desviacionNalambda (i, :))
end
legend ('N=50", '"N=700")

o©

figure (9)
bar (N, desviacionNa)

o°

o©

title('Desviacion de N a/N frente a N', 'Fontsize',16)
xlabel ("N', "Fontsize', 20)
ylabel ('desviacién', 'Fontsize',16);

o°

o°

end
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