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Resumen

intervalares (tiles. Es decir, para un regresor x;, proveer del intervalo mas pequefio posible que
contenga a la salida y,, con una probabilidad especificada. Esta meta se apoya en dos pilares muy bien
diferenciados.

EI fin Gltimo de este trabajo consiste en desarrollar una metodologia que provea de predicciones

En primer lugar, se propone una familia de funciones de disimilitud con la que, estimando la funcion de
densidad empirica condicionada de una salida y,, se obtiene la funcién de distribucion en la que la nocion de
cuantil esté altamente relacionada con la de intervalos de confianza. Estas funciones de disimilitud miden el
grado de semejanza entre un vector z y un set de datos D, donde pequefios valores indican un alto grado de
similitud y grandes valores implican un alto grado de disimilitud. En concreto, la familia de funciones de
disimilitud propuesta consiste en un problema de optimizacion convexa invariante respecto a transformaciones
afines. También se ha previsto la inclusion de informacion local al algoritmo mejorando, en la mayoria de los
casos, considerablemente las predicciones.

El segundo pilar, (sin el cual el primero no sustentaria el fin Gltimo) aborda, con el método FISTA, el
problema de optimizacion que se plantea en la definicion de la funcion de disimilitud. Este algoritmo ha
probado tener una ratio de convergencia mucho mayor que los tradicionales gradient descent basicos. No
obstante, puede plantear algunos problemas practicos los cuales se resuelven con el método Restart.

En definitiva, estos dos pilares sustentan una serie de funciones en Python que computan los algoritmos
necesarios para las predicciones intervalares. Se plantean principalmente dos algoritmos: el primero obtiene
una prediccion intervalar dependiente de dos pardmetros (y y ¢). El segundo (basado en el primero) permite,
dada y, encontrar el ¢ éptimo que reduce al méximo el intervalo. Este algoritmo asegura que no se viole la
restriccion de que la salida y, pertenezca a dicho intervalo para una probabilidad dada.

Se ha buscado en todo momento la eficiencia tanto en los algoritmos como en la implementacion en el
cddigo Python. En el apéndice se incluyen instrucciones que permiten usar con comodidad la libreria de
funciones.
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Abstract

The ultimate goal of this work is to develop a methodology that provides useful interval predictions. That
is, for a regressor x, to find the smallest possible interval containing the output value y;, with a given
probability. This goal rests on two very distinct pillars.

Firstly, a family of dissimilarity functions is proposed with which to obtain conditional empirical
distribution functions where the notion of quantile is highly related to that of confidence intervals. These
dissimilarity functions measure the degree of similarity between a vector z and a data set D where small values
indicate a high degree of similarity and large values imply a high degree of dissimilarity. Specifically, the
proposed family of dissimilarity functions consists of a convex optimization problem invariant with respect to
affine transformations. Provision has also been made for the inclusion of local information to the algorithm
improving considerably the predictions.

The second pillar, (without which the first one would not support the ultimate goal) addresses with the
FISTA method the optimization problem posed in the definition of the dissimilarity function. This algorithm
has proven to have a much higher convergence rate than the traditional basic gradient descent. However, it can
pose some practical problems which are solved with the Restart method.

In short, these two pillars support a series of Python functions that compute the algorithms needed for
interval predictions. Two algorithms are mainly posed: the first one obtains an interval prediction dependent
on two parameters (y and c). The second one (based on the first one) allows, given v, to find the optimal c that
minimizes the interval. This algorithm ensures that the constraint that the output y_k belongs to the interval for
a given probability is not violated.

Efficiency has been sought throughout, both in the algorithms and in the implementation in Python code.
Instructions for convenient use of the function library have been included in the appendix.
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1 INTRODUCCION

Busca la sencillez y la eficacia

Ursula Morén Pachén

fundamentales en cualquier ciencia y/o aplicacion tecnolégica como la meteorologia, el control

automatico, ciencias biolégicas... Es facil comprender que obtener una estimacion fiable de un dato
desconocido es una ventaja. Estas herramientas han provisto, actualmente, gracias a los recursos de los que se
disponen hoy en dia, de avances esenciales en dichas materias, formando intrinsecamente parte de la busqueda
de soluciones de una gran generalidad de problemas. Ademas, gracias al aumento de la capacidad
computacional, han permitido el tratamiento y uso de una ingente cantidad de datos para la obtencion de
predicciones y resolucion de problemas de una manera eficaz. En general, la prediccion consiste en, partiendo
de unos datos pasados o de entrada, la obtencién de unos datos futuros o de salida, esperables.

Desde el inicio de su desarrollo, la prediccion y la ciencia de datos en general han sido herramientas

En este trabajo se pretende abordar las “predicciones intervalares” que consisten en determinar el
intervalo de confianza mas pequefio dentro del cual, para una probabilidad preestablecida, estan contenidas las
salidas futuras. Es decir, dada una entrada xy, se tratara de obtener el intervalo de menor tamafio que contiene
a la salida y;, con una probabilidad especificada. La consecucion de este objetivo se aborda con un problema
de optimizacion convexa definido por una familia de funciones de disimilitud propuesta por A. D. Carnerero,
D. R. Ramirez y Teodoro Alamo en [1].

Para finalizar, se han desarrollado una serie de librerias de funciones en lenguaje Python con las que se
obtienen predicciones intervalares y predicciones basadas en la regresion con funciones de disimilitud. Estas
librerias proveen de una gran cantidad de opciones que facilitan su manejabilidad sin mermar su robustez.



2 Introduccion

1.1 Motivacion

Las predicciones intervalares juegan un papel muy importante en el control de sistemas inciertos. En otros
ambitos como Zonotopes y DC Programming se obtienen intervalos de estimadores de estado ( [2] v [3]
respectivamente). Observadores intervalares para sistemas lineales variantes en el tiempo son propuestos en
[4] y [5]. La caracterizacion estadistica del ruido y las perturbaciones son usadas para mejorar el desempefio
del método de la estimacion intervalar en [6] y [7].

Como ya se ha mencionado, para la obtencién de estas predicciones intervalares hara falta resolver un
problema de optimizacion convexa. Tradicionalmente, métodos basados en gradient descent han sido muy
utilizados para minimizar problemas con una dimension elevada de variables, incluso siendo muy densos
matricialmente. No obstante, es conocida la lentitud de estos algoritmos a la hora de converger [8]. Por esta
razon, en este Trabajo de Fin de Grado (en adelante TFG) se plantea la resolucion de los problemas de
optimizacién convexa usando el método FISTA [8] (el cual es una mejora de su predecesor ISTA). También
se incorpora una modificacion al algoritmo original descrita en [9] que permite solventar un problema préactico
de este método.

1.2 Objetivos

El objetivo principal de este TFG es obtener predicciones intervalares minimizando la amplitud de un
intervalo que contenga una salida y,,, asociada al regresor x;, para una probabilidad especificada.

El segundo objetivo, derivado del anterior, seria conseguir estas predicciones intervalares de la forma mas
fiable y rapida posible. Para ello, puesto que las predicciones intervalares de este TFG se basan en la
resolucion de un problema de optimizacion convexa, se ha escogido un método con una ratio global de
convergencia superior a los métodos de gradient descent tradicionales.

Para implementar los dos objetivos anteriores se desarrollara una serie de librerias en Python que
computen los algoritmos necesarios. Consecuentemente con el segundo objetivo, la piedra angular del codigo
seréd la reduccion del coste computacional sin merma de su eficiencia y fiabilidad. A su vez, este cddigo
ofrecera opciones que facilitan su uso sin menoscabo de su claridad y robustez.

1.3 Organizacion de la memoria

En primer lugar, en el capitulo 2 Célculo de la Similitud y Disimilitud, se explican las funciones de
similitud y disimilitud, asi como su utilidad. Una vez comprendidas y definidas formalmente, se define una
familia de funciones de disimilitud usadas para las predicciones intervalares y la posibilidad de introducir
informacion local en los algoritmos que se usardn méas adelante. Finalmente, se muestra como aplicar esta
familia de funciones en el &mbito de la regresion para obtener predicciones.

En el capitulo 3 Optimizacion, se resuelve el problema de optimizacion convexa que permite obtener una
medida de disimilitud entre un punto y un set de datos. Se presenta el problema a minimizar asociado a la
familia de funciones propuesta en el capitulo anterior. Igualmente, se desarrollan las caracteristicas y el
planteamiento utilizado para su determinacion. Se introducen los algoritmos gradenciales tradicionales en los
que estéa basado el método FISTA utilizado en este TFG. Ademas, se presentara la implementacion en Python
del mismo. Para finalizar, se mostrara como el método FISTA supera con creces la ratio de convergencia de su
predecesor ISTA y se explicaran una serie de inconvenientes y como solucionarlos. Todo el capitulo contendra
secciones de cara a mejorar la eficiencia del codigo implementado.

En el siguiente capitulo 4 Predicciones Intervalares, convergen los dos capitulos anteriores permitiendo
definir la metodologia para la obtencion de las predicciones intervalares. Las funciones de disimilitud se
usaran para calcular la funcion de densidad empirica de la salida y, condicionada a xj. Partiendo de esta
funcion de densidad empirica condicionada, se introduce el Algoritmo 1 con el que se llega a una prediccion
intervalar en funcion de dos escalares, y y ¢ . Finalmente, para ser consecuente con el objetivo principal del
trabajo, el Algoritmo 2 es utilizado para optimizar el escalar ¢ de modo y forma que los intervalos calculados
sean lo més reducidos posible y contengan a la salida y, para una probabilidad especificada previamente.
Como en el capitulo anterior, todos los algoritmos tienen secciones especificas para optimizar la eficiencia y
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reducir el coste computacional.

En el ultimo capitulo 5 Conclusiones, se resumen todos los resultados alcanzados para las metodologias
propuestas exponiendo las ventajas de las mismas, asi como las dificultades encontradas.

Para terminar, en el punto 6 Libreria de Funciones Python se expone el codigo en Python y se explica el
uso de las librerias de funciones desarrolladas integramente por el autor. Se trata de proveer de un manual de
instrucciones para que cualquier interesado pueda hacer uso de ellas.






2 CALCULO DE LA SIMILITUD Y DISIMILITUD

Ser derrotada es, a menudo, una condicién temporal.
Rendirse es lo que lo hace permanente.

Marilyn vos Savant

base para sustentar todo el desarrollo de las predicciones intervalares y regresion con funciones de

disimilitud. Por ello, en este capitulo, se definird y se expondra la familia de funciones de disimilitud
gue sera usada. Una vez conocida esta familia de funciones, se mostrard como pueden usarse para la regresion
asemejandose a otros métodos de combinaciones lineales de salidas observadas [6].

D urante todo el TFG, las funciones de similitud y disimilitud tendran un papel fundamental. Estas son la

2.1 Introduccion a las funciones de disimilitud

La idea de las funciones de similitud y disimilitud, como su nombre indica, es la de medir el grado de
similaridad o disimilaridad entre escalares, vectores, y sets de datos. En este TFG se usaran para medir la
disimilitud entre un vector z dado con un set de datos D. En concreto, las funciones de disimilitud devuelven
grandes valores cuando z y el vector del set de datos D difieren en gran medida. En contraposicion, devolveran
pequefios valores cuando haya un alto grado de similaridad. Un ejemplo simple de funcién de disimilitud
podria ser la norma euclidea.

La funcidn de disimilitud sera definida de ahora en adelante como:

]d('i') : R"xD - [O' OO],

donde D serael set de datos tal que: D = {z; : i = 1, ..., N} c RV,

Es muy importante sefialar que partiendo de una funcién de disimilitud se puede obtener una funcion de
similitud J4(x, D). En concreto, se usara la siguiente relacion. Dado ¢ > 0:

Js(x,D) = e~¢Ja@P), (2-1)
Un ejemplo de uso de funciones de similitud podria ser el clustering, pues permiten agrupar conjuntos de

datos segun su similitud o disimilitud en el contexto del aprendizaje no supervisado.

En este trabajo se usaran en el contexto de la regresioén y para el célculo de funciones de densidad
empiricas condicionadas. Es decir, partiendo de los pares {z;, y;} y teniendo en cuenta la no similitud entre un
punto z; y su conjunto D se trataré de estimar y; como se explica en 2.3 Regresion con Jy (z, D).



6 Célculo de la Similitud y Disimilitud

2.2 Familia de funciones de disimilitud propuesta

La familia de funciones que sera usada a lo largo de todo el TFG fue propuesta en [1] y proporciona una
serie de caracteristicas mucho mas interesantes que la simple distancia minima a un conjunto:

z,D) = min||z — Z||,.
Ja(z,D) = min ||z - ]I,

Ademas, la familia propuesta tiene una serie de propiedades demostradas en [1] (propiedad 1) como la
invarianza respecto a transformaciones afines. Esta propiedad de invarianza implica que el analisis que se
realice basandose en esta familia de funciones no se vera afectado por la eleccion particular de un sistema de
coordenadas. De esta forma, ni el punto z ni el conjunto D deberan tener un tratamiento de datos previos de
normalizacién y aunque lo tuviera, el resultado del anlisis seria exactamente el mismo. Esta propiedad no es
comun en funciones de disimilitud. Como ejemplo, una funcion de disimilitud sobre la distancia minima entre
dos puntos depende directamente del sistema de coordenadas elegido.

2.21 Definicion formal

En primera instancia, se definira formalmente la funcién de disimilitud y después se explicard una
variante que seré usada en este trabajo.

Dado el conjunto de datos D = {z;: i = 1,...,N} ¢ R y el escalar y > 0 la funcién de disimilitud
Jy:R x RN - R esta definida como:

N N
Jy(z,D) = min A? +yZI/LI
-
i=1 i=1
N
stz =Z/1izi (2-2)
i=1
N
1= Zai.
i=1

Como se puede observar, el resultado de la funcion /, (z, D) necesita de la resolucion de un problema de
optimizacién convexa de una funcién de coste con dos restricciones de igualdad. Para resolver este problema
es necesario encontrar A = {A; : i = 1, ..., N} que minimice la funcién de coste cumpliendo las restricciones
de igualdad. Se busca por tanto A*. El problema de optimizacién sera tratado en detalle en el capitulo 3
Optimizacion. Si se considera al parametro y un parametro a sintonizar, se obtiene una familia de funciones
de disimilitud.

2.2.2 Ponderaciones en la funcion de coste

Una vez expuesta la funcién de coste que se quiere minimizar, se propone una variante a la que se han
afiadido pesos que ponderan la disimilitud de z con los datos de D. Especialmente Gtil para sistemas no
lineales.

N N
Jy(z,D) = AImalN Z wla? + Z wiyl/ll-l . (2-3)
i=1 i=1

El escalar y > 0, que se encontraba en la definicion formal, se sustituye por un vector ponderado
multiplicado por y pues se debe permitir la eleccion de pesos tanto en el término cuadrdtico como en el
término del valor absoluto. Asi pues, se define la matriz diagonal definida positiva:

I, € RNXN, I,=7: diag(wly, ...,W,]V/), Wl-y >0V {W}/ 1i=1, ...,N},
junto a otra matriz diagonal definida positiva para el término cuadratico:
H, € RN*N, H, = diag(wf, ..., w{), wht>ov{wlt:i=1,.., N}



Predicciones Intervalares Utilizando Optimizacion Convexa

2.2.3 Funcion de disimilitud para matriz de pesos

A la hora de introducir informacion local en la funcién de coste para ponderar de distinta manera los datos
de D se pueden proponer distintas soluciones. Una posibilidad es ponderar con mayor importancia un dato
reciente que uno menos actual, principalmente para series temporales. Otra sera usar una funcién de
disimilitud entre el dato i-ésimo de D con el punto z que se esta evaluando. En concreto, se tomara esta Gltima
opcion incluyendo la siguiente funcion de disimilitud para cada elemento de la diagonal de H,, y T, :

w; = J4(z,2) = e®llz=zills) (2-4)

definiéndose a, y @, como los parametros mayores o iguales a cero necesarios para controlar la informacion
local afiadida al funcional. En este caso, la funcion de disimilitud no es invariante respecto a cambios en los
ejes de coordenadas y es sensible a la posible no normalizacion de los datos de D. En esencia, si un vector z;
del set de datos D se aleja de z, la disimilitud w; sera grande. Esto provocara que la A; asociada a z; deba
disminuir considerablemente su valor para paliar el mayor valor de w;. Por consiguiente, la salida asociada a
z; seré tenida mucho menos en cuenta en la combinacion lineal de salidas para la solucion de y. Esto se vera
maés a fondo en la siguiente seccidn.

2.3 Regresion con Jy (z, D)

Sea D un conjunto de entradas y salidas de un sistema tal que: D = {Zi = [zl] =1, N} cY xX
L
con [y;, x;]7 los pares de datos de salida y entrada respectivamente. Dado un punto de entrada x; se puede
obtener una estimacion de ), de y;, minimizando la funcion de disimilitud J,, (B;:] ,D). Es decir:

Vi = argmin]y ([,?;] ,D), (2-5)

por lo que, teniendo el set de datos D, la entrada xj, el parametro y y las matrices de peso H,, y I},, la
estimacion de ¥, se obtiene de la minimizacion de:

N N
- h
ygun/mz wlA? + 2 wiyl/lil
i=1 i=1
N
Ykl _ Vi
i=1
N
1=>
i=1

i

A

De la restriccion de igualdad ( 2-6 ) se puede aislar la variable de decision buscada y; puesto que no
aparece ni en la funcion de coste ni en la restriccion de igualdad de la normalizacion a la unidad de los

escalares A;:
N
Vi = ZAiYi-
i=1

Es decir, el problema de minimizacion puede reducirse a:
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N N
min wla? + z w! |4
1A £ ¢
=1 =1
N
s.t. X = Z Aix; (2-7)
i=1
N
1= Z/L
i=1

Como se puede observar, el problema de optimizacién ignora la restriccion de igualdad en la que se
encontraba y,, de forma que cuando se obtengan los escalares A; la estimacion dptima de y;, sera:

N
Ik =Yk = Zﬂf}’i-
i=1

Por tanto, la estimacion de y,, serd una combinacion lineal de las salidas anteriores observadas y; : i =
1,..Ny con los escalares de la solucion dptima del problema A; : i =1,...,N. Esto coincide con los
resultados obtenidos en [6] donde la solucidn ptima de un problema de estimacién, para unos supuestos, esta
dada Unicamente por combinaciones lineales de las salidas observadas.

El problema de optimizacion y su implementacion en Python se veran en detalle en el siguiente capitulo 3
Optimizacion.

2.3.1 Demanda eléctrica espafola

En esta subseccion se aplica lo explicado sobre regresién con funciones de disimilitud a la prediccion de
la demanda eléctrica espafiola a siete dias vista (aunque es facilmente generalizable como se ve en el siguiente
apartado). Los datos se refieren a los afios 2014 — finales de 2019 y se han descargado de [10]. En total se ha
tomado la demanda de 2139 dias.

A la hora de predecir series temporales es necesario plantear una base de datos dindmica que olvide datos
pasados. También, debido a la gran cantidad de dias es necesario que el set de datos D se nutra de una base de
datos dinamica que se definird como BD = x; : i = 1, ..., dbd (con dbd: dias base de datos). Es decir, para
cada prediccion se debe olvidar el dato de demanda x,, que al ser antiguo no aporta utilidad real, e incluir el
mas actual a x,,, después de trasladar todos los elementos a una posicion anterior. Ademas, seria muy
costoso computar, para cada prediccion, toda la base de datos acumulada. Por consiguiente, el Gltimo elemento
de BD (el més actual) seria el dia desde el que se quiere predecir (suponiendo que el dato de demanda ya esté
disponible). El dia siguiente, se incluird como el dato mas actual y se trasladaran todos los elementos de BD a
una posicion anterior (olvidando el primer elemento, que es el mas antiguo).

X; .
Dado D = {[yl] :i=28,..,dbd — 7} y la base de datos: se ha montado el regresor X; € R*, referido a
i
la demanda correspondiente a siete dias més tarde y;:

- El primer componente de X; sera la demanda del dia i-ésimo de la base de datos: x;.

- El segundo componente de X; sera la demanda del dia anterior al dia i-ésimo de la base de datos:
Xi_1-

- El tercer componente de X; serd la demanda de hace siete dias desde el dia i-ésimo de la base de
datos: x;_-.

- El cuarto componente serda el dia de la semana de x; codificado como 1, 2...7 para lunes, martes...
domingo respectivamente definiéndose ds; : i = 1, ...,7.

De esta forma, la demanda y; sera en todo momento la demanda a siete dias vista desde x;.Es decir, se
cumple: Vy; | y; = xi47.

Por lo que la dimension de D sera: D € R5*(4bd-14) Es importante sefialar que en la medida en la que la
base de datos BD se actualice asi lo hara D.
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En definitiva, paraBD = x; : i = 1, ...,dbd:

Xi

D =<1Xi—7|:i=8,..,dbd — 7 ;. (2-8)
dSi
Xit+7

Como ya se ha mencionado, el Gltimo dato de la base de datos sera el méas actual, es decir, la demanda del
dia desde el cual se quiere predecir. Por lo que, si hoy se quiere predecir la demanda a siete dias vista, hoy
seria el dia dbd-ésimo de la base de datos.

No se tendran en cuenta las estaciones del afio, ni la meteorologia (si hace mucho frio o calor la demanda
sube) ni fiestas més alla de los fines de semana. En resumen, el regresor del dia desde donde se quiere predecir
seré:

Xdbd
Xdbd-1
Xdbd~-7

dSapa

X =

2.3.1.1 Prediccion sin informacion local en la funcion de coste

Para empezar, se usara la familia de funciones de disimilitud sin ponderaciones en el término cuadratico y
valor absoluto de la funcion de coste. La base de datos usada es de ciento veinte dias. A la izquierda de la
grafica superior se puede apreciar el tamafio de la misma respeto al resto de dias:

Demanda real y estimada. Error relativo = 5.01%

2 —o— Real
= 800000 1 —« Estimada
S
&
£ 700000 -
=1
(v}
<
3
T 600000 -
£
(7]
(=]

500000 4% , , , ,

0 500 1000 1500 2000
Dias

s —8— Real
£ 750000 - » — Estimada ‘ a ‘
© e -
: TR VATALA T A ¥ 19
E 700000 | . | | " |‘
=1 ‘ | 1 I | 1 [
< 650000 ' \ \ ! ' \ (S 1‘.
] 7 ! \ [ L \ r 9 \I \ ' \
E [ | Y b Y ‘ | | -
£ 600000 - | |
v
[=]

550000

T T T T T T T
1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820
Dias

Figura 2-1 Demanda Eléctrica estimadaparay =1, a, =0, a, =0

Se consigue una prediccion estable e invariante respecto a picos inesperados.

2.3.1.2 Prediccion con informacion local en la funcién de coste

En este caso, se sintonizan los tres parametros fundamentales de ponderacion: y, a, y aj,. Para ello, habra
que tener en cuenta las prioridades de la prediccion. Mientras que valores comoy = 0, a, =0, ay = 0.71
minimizan el valor relativo medio de la prediccién, no consiguen amoldarse del todo a la curva real ni a
cambios mas bruscos. Valores que dan mas importancia a dias pasados similares, comoy = 1,a, = 5,a), =

= 5, siguen mejor la curva real pero cometen mas fallos cuando hay un pico completamente inesperado.



10 Calculo de la Similitud y Disimilitud

Demanda real y estimada. Error relativo = 4.68%

—o— Real
800000 1 —«— Estimada

700000

600000 -

Demanda Acumulada(Mw)

500000 H

T T
0 500 1000 1500 2000
Dias

—e— Real

mooo | ‘.‘ P T o ok - Estimada - ) . 8 4 *
oo ] U] ] \.' ; \.h( ;\ ‘r"\ \. ‘\1 ,

Demanda Acumulada(MWw)

650000 I \ U \ ! \ A \
v ] \ \
\ i ‘ i ¢
600000 | \ ¥
\ \ \
\
550000 T : . ! ] . :
1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820

Dias
Figura 2-2. Demanda Eléctrica estimadaparay = 0, a, =0.71, a, =0
Al incluir informacién local Unica y exclusivamente en el término cuadratico de la funcién de coste y
reducir el método a minimos cuadrados (y = 0), se consigue un buen error relativo general pero la prediccién

parece un reflejo de la semana anterior en la mayoria de los casos. Es decir, esta prediccion se basa mucho en
lo que ocurrid la semana anterior.

Demanda real y estimada. Error relativo = 5.64%

800000 1

700000 -

600000 4

|
—8— Real

Demanda Acumulada(MW)

500000 - —— Estimada i
0 500 1000 1500 2000
Dias
=z —a— Real
=
= 750000 4 4 —— Estimada
ta&labatals ﬂ afala ’\
2 700000 " p " ‘ \
< 650000 1 f \ ‘“ ‘l J " \ .\ \
2 \ \ ‘ \ / | « \, h V
2 600000 - § \ " " v
o
a
550000 T T T T . . :
1700 1720 1740 1760 1780 1800 1820

Dias

Figura 2-3 Demanda Eléctrica estimadaparay = 1, ap, = 4.6, a, =5

Como ya se ha comentado, en este caso la prediccion tiene la capacidad de asemejarse a la curva real. El
mejor ejemplo sucede en la pendltima semana entre los dias 1803 y 1810. En la Figura 2-2 la prediccion de
esa semana es un reflejo de la anterior. En cambio en la Figura 2-3 queda plasmado que la curva de la
prediccion se parece mucho mas a la real. No obstante, cuando la curva real es inesperada el error cometido es
superior. Se podria decir que este segundo caso es mas agresivo. Estos picos podrian ser tratados a fondo con
un mejor estudio de eventos como dias festivos, temperatura, estaciones, etc.

2.3.1.3 Tabla de resultados

En la siguiente tabla se muestran los resultados més significativos de las 3 predicciones anteriores. En ella
se puede observar la relacion entre los parametros: y, a,, a,, y el comportamiento de la prediccion. Los
resultados que se han considerado son:

e ERM: el error relativo medio.
e EAM: el error absoluto medio.

e ¢ desviacion estandar.
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Tabla 1. Resultados de predicciones de la demanda eléctrica

Y ay a, ERM EAM o

1 0 0 5.0% 34138 | 46592
0 0.71 0 499% | 34069 | 46504
1 4.6 5 5.54 38054 | 52843

2.3.2 Prediccion de la evolucion del COVID-19

En esta subseccion se aplica lo explicado sobre regresién con funciones de disimilitud en un tipo de caso
distinto al de la demanda eléctrica: se predice la evolucidn de hospitalizados por SARS-CoV-2 en Espafia para
lo que se han descargado los datos de [11].

Como se menciond anteriormente, a la hora de predecir series temporales es importante plantear, la
mayoria de las veces, una base de datos dindmica. Esto es especialmente relevante para la regresion con
funciones de disimilitud ya que esta no funciona adecuadamente cuando los datos a predecir se alejan mucho
del dominio de D. Puesto que el nimero de hospitalizados por COVID-19 tiene una evolucion oscilante, el set
de datos D queda rapidamente desfasado si no se actualiza. No obstante, como se ejemplifica en los siguientes
apartados, para este método de prediccion y para este ejemplo, es preferible un set de datos D grande con
numerosas muestras a una base de datos dinamica.

Se han tomado 267 dias desde el 2020-04-12 hasta el 2021-01-4 y se quiere predecir para diez dias vista
aunque es facilmente generalizable definiendo dv: dias vista. En primer lugar, se tratara de predecir con una
base de datos fija del 20% de los dias totales: BD = x; : i = 1, ..., dbd (con dbd: dias base de datos) donde
x; contiene el numero de hospitalizados para el dia i-ésimo. Es un buen ejemplo de la debilidad de la regresion
planteada.

z‘] :i=14+dv,..,dbs — dv} donde y; sera el niamero de
l

hospitalizados diez dias més tarde del nimero de hospitalizados correspondientes a x;. Es decir, se cumple:

El set D introducido se define como D = {

VYyi | Yi = Xitav-

2.3.21 Prediccion con base de datos fija

Prediccion de la evolucion de hospitalizados por COVID-19

x Setde datos previos
* Prediccion
x Casos a predecir
300000
a
3 gf
¥ 250000 &£
2
0
=]
=
©
N
£
@ 200000 -
&
2 M
T
150000 1 //
T T

T T T T
4] 50 100 150 200 250
Dias desde 2020-04-12

Figura 2-4. Prediccion de hospitalizadoscony = 5, ay = 0, a,, = 0 con BDF 20-80
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Al dejar fija BD y tener tan pocas muestras, la prediccion no consigue seguir la naturaleza ascendente de
la evolucion de los hospitalizados. El error relativo es de 26.56%. No importa si se trata de mejorar la
prediccion con pesos aj, > 0 a,, > 0 pues el problema real reside en que al ser una base de datos fija hacen
falta muchisimas mas muestras. Se prueba a continuacion con una division entre los dias de BD y el set a
predecir de 70% y 30% respectivamente.

Prediccion de la evolucion de hospitalizados por COVID-19

350000

X Set de datos previos

+*  Prediccion

% Casos a predecir
300000 +
250000 fr‘
200000 1 ssﬁ'—'

150000

Hospitalizados por COVID

T T T T
1] 50 100 150 200 250
Dias desde 2020-04-12

Figura 2-5. Prediccion de hospitalizados cony = 5, a, = 0, a,, = 0 con BDF 70%-30%

En este caso se obtiene una clara mejoria pagando el precio de la necesidad de una base de datos grande.
Se prueba a afiadir informacion local en la funcion de coste consiguiendo una ligera mejoria:

Prediccién de la evolucién de hospitalizados por COVID-19

350000 -
x Set de datos previos

* Prediccion
x Casos a predecir
300000 4
250000 4 -i‘{;

4

200000

150000 | ‘f’;

T T T T T
0 50 100 150 200 250
Dias desde 2020-04-12

Hospitalizados por COVID

Figura 2-6. Prediccion de hospitalizadoscony = 5, ap = 1, a, = 1 con BDF 70%-30%

2.3.2.2 Prediccion con base de datos dinamica

Para montar la base de datos, se ha reducido el nimero de dias de la misma al 25% del total (67 dias). Se
sigue la misma linea que en la subseccion de la demanda eléctrica. Tras cada prediccion se olvidard el dato del
primer dia de BD: x; (el méas antiguo ) y se trasladaran todos los elementos a una posicion anterior afiadiendo
uno nuevo (el mas actual) a x5 4-
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Al igual que en el apartado anterior, se representard un ejemplo sin pesos y se comparara con otro ejemplo
con pesos afinados. El tramo azul representa la longitud del set de datos para la primera prediccion

Prediccion de la evolucién de hospitalizados por COVID-19

x

350000 4 *
X

300000 +

Set de datos previos
Prediccién
Casos a predecir

”~

*

.w';/

250000 4

200000 4

Hospitalizados por COVID

150000 +

T T T T T T
0 50 100 150 200 250
Dias desde 2020-04-12

Figura 2-7 Prediccion de hospitalizadoscony = 1, a = 0, a, = 0 con BDD 25%-75%

En primera parte de la prediccion, entre los dias 70 y 140, la evolucidn de los hospitalizados no se aleja en
gran medida del set de datos a diez dias vista. No obstante, comienza a predecir peor en cuanto en la base de
datos se incluye el salto discontinuo descendiente pasados 150 dias. Es 16gico que la prediccion baje también
inmediatamente después de este descenso a los dv dias mas tarde.

Debido a que a los 225 dias se da un salto ascendente inesperado, la prediccién falla completamente. En
cuanto los valores de este salto se incluyen en la base de datos, la prediccion da un salto también. Una vez se
introducen mas valores, en torno a los 245 dias, se normaliza y se estabiliza.

Se trata de mejorar la prediccion con los pesos sin cambios aparentes en los resultados mas alla de un
decremento en el error relativo de 0.2%.

Prediccién de la evolucion de hospitalizados por COVID-19

350000 A

300000 A

% Set de datos previos
+ Prediccion
®x Casos a predecir

P

+*

"’:_)/

250000

200000

Hospitalizados por COVID

150000 4

P

0 50 100 150 200 250
Dias desde 2020-04-12

Figura 2-8. Prediccion de hospitalizados cony = 10, aj = 3, a, = 0.5 con BDD 25%-75%

En la primera subseccion, la idea de una base de datos dinamica era Util pues BD contenia 120 dias de
demanda eléctrica por lo que en si misma eran suficientes muestras. No obstante, los 67 dias utilizados en el

caso de este apartado no parecen suficientes, lo que concuerda con la debilidad de esta metodologia de
prediccion.

Ademas, el regresor de la demanda eléctrica era superior al utilizado para el COVID-19 pues era
relativamente sencillo de montar. Como futura linea de investigacion, seria conveniente buscar otros
indicadores u otra forma de afrontar el problema como dividir la prediccion por provincias usando informacion
local sobre cada una de ellas (densidad de poblacion, colapso de los hospitales etc.).
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2.3.2.3 Tabla de resultados

En la siguiente tabla se muestran los resultados mas significativos de las cinco predicciones anteriores. En
ella se puede observar la relacion entre los parametros: y, a,, ay, y €l comportamiento de la prediccion. Los
resultados que se han considerado son:

e ERM: el error relativo medio.
e EAM: el error absoluto medio.

e o desviacion estandar.

Tabla 2. Resultados predicciones COVID-19

Y ap a, BD ERM EAM o

5 0 0 BDF 20-80 | 21.15% | 52803 48337
5 0 0 BDF 70-30 3.81% 11060 13742
5 1 1 BDF 70-30 3.31% 9376 12642
1 0 0 BDD 25-75 | 3.43% 8306 15336
10 3 0.5 BDD 25-75 | 3.44% 8231 14935




3 OPTIMIZACION

No corras méas que tu cerebro

José Francisco Torres Gonzalez

ste TFG esta fuertemente ligado a la resolucién de un problema estrictamente convexo de optimizacién.
EEsto implica que la solucion es tnica. En concreto, la minimizacion del funcional ], (z, D) descrito en

2.3 Regresion con Jy (z, D). Esta minimizacion proporciona los valores 6ptimos A que son la solucion
del problema de optimizacion. Como se vera, para atacar al problema, se debe dar un enfoque dual. Esto es asi
puesto que el Primal no es diferenciable y se atiene a unas restricciones de igualdad que no permiten el
cémputo directo del mismo. Ademas, la dimension de la variable dual serd, en la mayoria de los casos, menor
gue N que es el nimero de variables del problema primal.

En definitiva, se usara una evolucion de los métodos clasicos de gradient descent (método FISTA) y se
propondrd un algoritmo rapido y fiable. Todo lo desarrollado en este capitulo esta concebido para ser
implementado en un codigo de Python donde trabajar con el referido algoritmo descrito en 3.4.1
Implementacion de FISTA en Cadigo Python.

3.1 Problema a minimizar

Se trabajara con el siguiente problema de minimizacién. Cabe sefialar que, respecto al problema de
optimizacion original, la restriccion de igualdad de las salidas y; ya ha sido desacoplada. Definiéndose:

D={xy,..xy} wr=0v{w!':i=1.,N}, w=0v{w :i=1.,N}con ], : R xRN > R

N N
D) = min D wl ) wliad
i=1 i=1

Siendo /,, (x, D) la funcion de coste que se quiere minimizar cumpliendo las dos restricciones de igualdad.

Las mayores complicaciones que se presentan en este problema son la no linealidad del valor absoluto y las
mencionadas restricciones de igualdad que impiden una resolucion directa del problema primal.
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3.2 Restricciones de igualdad y enfoque dual

Para estas dos restricciones de igualdad se aplicara un enfoque dual que relaje las mismas. Para empezar
se “uniran” las dos restricciones de manera que matricialmente:

X1 Xg .
11..

donde n + 1 es igual al nimero de restricciones de igualdad. El problema se plantea de la siguiente forma:
* : T
Jy= Arglg,lv?t Hy A + |ITyAll,

RAi=r: R= [ 1”] eROFDN G4 A, . AWTERY, = [’16] € R™1,

s.t. RA=r,

donde H,, y T, seran matrices definidas positivas. Seran las matrices que permitan incluir ponderaciones de
los datos de entrada para afiadir informacion local tal y como se expone en el apartado 2.2.3 Funcion de
disimilitud para matriz de pesos.

Para trabajar las restricciones de igualdad del problema Primal se plantea un enfoque dual definiendo un
funcional distinto. Este funcional dual, con variable dual § € R™*1, sera:

@(B) = min ATH,A+|[TyAlly + BT (RA —1).
A€RN
La restriccion de igualdad se “incluye” en el funcional dual con BT(RA — r). Debido a este término, el

minimo obtenido sera siempre menor o igual que /; siendo A" la solucion optima del primal que satisface
RA* —r = 0. Por lo tanto:

9(B) = min AH, 2+ G All + BT(RA =) < ATH, A" + LAl + BTRA =1 = (31)

= XTH A" + 027Nl = J;
Es decir, debido al término BT(RA — 1), la solucion del funcional dual sera siempre menor o igual
que J,:
Iy = o(B), VA

Esto implica que se debe encontrar el valor 6ptimo de la variable dual g para el cual la solucion de
@(B*) es igual a J;. De esta forma, los dos problemas llegaran al mismo resultado (siempre que sean

estrictamente factibles). Llegados a este punto, la solucién del primal es separable en N problemas de
optimizacién con solucién expicita. Mientras que el problema de optimizacion Primal es convexo, el problema
dual es concavo puesto que se debe maximizar ¢ (). Se modificara  hasta que se cumpla ¢ (5*) = J; tal y

como se representa en la Figura 3-1.
\_._/

B —> —> B+Ap —> | —> B*

Figura 3-1. Aproximacion de ¢ (B) a J*

Dicho esto, dada una 8 € R™**, no es complicado encontrar A ya que el problema es separable como se
ha mencionado. No existen restricciones de igualdad en la optimizacién del funcional Dual por lo que la



Predicciones Intervalares Utilizando Optimizacion Convexa

resolucion para cada A};i estd desacoplada teniendo que resolverse N problemas escalares. Es muy importante
sefialar que la dimension de la variable dual es igual al nimero de restricciones de igualdad (n + 1) lo que en
la mayoria de los casos es mucho menor que el nimero de variables original del primal (1 € RV). Definiendo
cT = BTR, el funcional dual quedaria:

N N N
0(8) = min <Z whaE+ ) wliad+ ) m) —B"r
N A= i=1 i=1

Api = argﬁneiﬁw[’/llz +w/ 4l + ¢, i1, N (32)

Se omite el término —BTr puesto que no depende de A;. Debido al valor absoluto, que no es
diferenciable, el funcional sera cuadratico a tramos. Segun el signo de A; se dividira en:

arg min wl-h/ll2 + wiy/li +cA;  si ;>0
* AiER
Agi = N Y - (3-3)
’ argminw; A —=wi A+ st 4;<0.
i

Cada uno de los A; 6ptimos que minimizan el funcional se conseguiran simplemente igualando a cero la
derivada respectoa A; del caso A; > 0 y 4; < 0.Para4; > 0:

_(Wiy +¢;)
—
L

d * *
d_)Li(Wi}l)lzz+Wi]//1i+Ci/1i):0_’2Wihli+WiY+Ci:0_’/1i: W
Puesto que en este caso A; solo puede ser mayor que cero y los dos pesos w}?, wl.” provienen de matrices
definidas positivas, se debe cumplir —(w} + ¢;) > 0 - w/ < —c;. Esto determina que para A; > 0:
oWt
Ai = ! 7 ! Sl le < —C. (3_4)

2w;

Por otro lado, para 4; < 0:

Y

d w/ —c¢;
hq2 Y h qx* V4 * i 1
— (WA —w/ A +cdi) =0-2w A —w +¢;=0- ] = ——,
dll( L l i L L l) 1 L i L l 2Wlh
y para que se cumpla que A4; < 0 debe cumplirse asuvezy; —c; < 0 por lo que:
14
. W= _
A= lZW-hl si wl.y<cl-. (35)

i

El punto en el que se unen los dos tramos cuadraticos serd en A; = 0. Sera el intervalo en el que ni ( 3-4)
ni (3-5) pueden cumplirse. Este intervalo lo definiran los valores de c; y wl.” :
Yo,y
¢; € [—Wl- YW ]

El caso ( 3-4 ) termina en ¢; = —y; mientras que el caso ( 3-5 ) termina en ¢; = wl.” . Si ¢; esta
comprendido entre esos valores no se pueden cumplir las condiciones en ninguno de los dos casos anteriores.
El término positivo que multiplica el valor absoluto w} > 0 prevalece sobre cualquier valor negativo del
término que multiplica c;. Por ello, el Gnico minimo posible sera:

=0 si w =]l (3-6)

En las siguientes graficas de ejemplo se puede observar el comportamiento que tendria w*A? + wi” [A;] +
c;A; para los 3 casos definidos en (3-4), (3-5), (3-6).
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Paraw] < —c¢; , con minimo en

—w!+c) |

wh

154

1.0 4

0.5 4

0.0

— yi<-ci

Parac; € |

6

Y Y
Wi, W;

Figura 3-2.Caso 4; > 0.

], con el Unico minimo posible en 0:

10

— ]

Paraw < c; , con minimo en
t 2w

Y

l.

Wi —Cj
h

T
-0.5

0.0

T
0.5

Figura 3-3.Caso4; =0

T
10

T
15

— yi<d

Figura 3-4.Caso4; < 0

0
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En definitiva, la obtencién de cada uno de los escalares éptimos que conforman /1}} se resume en estos tres

casos, donde, como ya se ha mencionado, el caso A4; = 0 comprende el rango de valores de c¢; que no
permitirian cumplir ninguno de los dos casos:

14
—(w +¢
—( L hl) si g <-—w
Z'Wl'
Agi = 3 0 si ¢ € [-w,w . (3-7)
14
w! — ¢;
Zl—hl Si le <Ci
\ ‘W

i
Como puntualizacion, hay que recordar que para a, = 0, a, = 0 se cumple respectivamente:

wh=1v{w :i=1.,N, w/ =yVv{w :i=1.,N}

3.3 Algoritmo Gradencial

Una vez desacoplado el problema, se puede utilizar cualquier método gradencial para hallar la solucion
escalar Az ; e iterar modificando £ hasta alcanzar el maximo de ¢ () en @ (B) = J;. Es decir, un algoritmo
que en cada iteracion se acerque a la solucién en la direccion del gradiente de la funcion a optimizar. En
concreto se ha elegido el método FISTA (Fast Iterative Shrinkage-Thresholding Algorithm). Es una extension
del algoritmo gradencial clasico y, debido a su rapidez, es adecuado para problemas no estrictamente convexos
(como el problema dual) y es adecuado para resolver problemas con mucha densidad de datos. Por ello, se ha
considerado como éptimo. Ademas, su ratio de convergencia es, en general, varios érdenes superiores que su

predecesor ISTA (FISTA: 0 (k—lz) ISTA: 0 (i))
3.3.1 Gradiente del funcional dual

Como ya se ha mencionado, la minimizacion del funcional dual es un problema de optimizacion concavo
y, debido a que el primal es estrictamente convexo, se pueden utilizar los resultados presentados en [8] para
obtener la siguiente cota inferior de @ (8 + AB):

(B +1B) = ¢(B) + ABT(RAz — 1) — %ABTRH‘;lRTAB, (3-8)

donde —% - ABTRH,,*RT A es un término cuadratico negativo, (RA; — r) es el gradiente de ¢ (B) y Aj esel

valor éptimo de A para una 8 dada. Al contrario que el problema primal, el problema dual es diferenciable por
lo que diferenciando respecto a AS se obtiene el valor 6ptimo que maximiza la cota inferior de @ (8 + AB).
Esto es:

1
(RAz —1) — 7 RH,'RTAB* =0,
por lo que despejando el incremento de 3 6ptimo queda la siguiente expresion:
AB* =2 (RH,'R™)™*(RA; — ). (39)
Partiendo de ( 3-2 ) y ( 3-9 ) se pueden entrever los pasos de un algoritmo que llegue a la solucién
buscada. Teniendo en cuenta que la condicidn de salida o éxito del algoritmo consiste en cumplir la restriccion

de igualdad del primal: [|RA* —r]||, < €. Por debajo de este limite establecido €, se considerara que el
algoritmo ha convergido. Mientras que no se cumpla esta condicion, se debera recalcular (3-2) y (3-9).
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332 ISTA

Tal y como se ha mencionado, el método ISTA es el predecesor del FISTA. Por ello, se expondra el
método ISTA en primera instancia. Este se basa en una aproximacién gradencial a la solucién por lo que el
paso principal consiste en evaluar el gradiente en x;, y hallar x,,.,; sumando x; con la cota inferior maxima.
En la figura siguiente se toma § = x; y se calcula la cota inferior maxima AB* con Ag.

A
»

»
> *
X1 X Xket = B+ AR

Figura 3-5. Aproximacion de ISTA

El célculo de B, estaria dado por la union de ( 3-2) y ( 3-9) en la que cada vez que se obtiene un g, se
debe recalcular las componentes de /lgk = Ag,i : L =1,...,N. Es decir, se deben resolver N problemas de

optimizacién escalares:

* : h92 Y P
i = argﬂriléﬁwi A+ w4l + A i1, N,

3.3.3 Implementacion de ISTA en Cédigo Python

Esta implementacion se usara Unicamente para comparar en 3.5.1 ISTA frente a FISTA el
comportamiento y la rapidez de ISTA con el algoritmo de FISTA definido en la siguiente seccion.

ISTA
Serequiere: H,, € RNN, T, € RN*N r ¢ Rn+1 R € RN,

Se obtiene: [A%, x;].

)} Sea la tolerancia permitida e.
1) SeinicializaB, = 0, k = 0.
My  c¢=RTB.

V) i~ arg?}éﬁwih’llz +w/ |4l + ¢, i:1,..,N.
V) Sisecumple [R2g, — || < e EXIT.

V) Brwr =B +AB" = B + 2 (RHG'RT) Y (RAg, — 7).
VIl)  k=k+1,gotolll).

3.4 FISTA

La mayor diferencia entre el método FISTA y el ISTA es la eleccion del punto en el que evaluar el
gradiente de la funcion a optimizar. En el caso del ISTA, se calcula x,; considerando Unicamente el punto
anterior x;. No obstante, para el algoritmo FISTA, se toma un punto auxiliar cuidadosamente elegido y
calculado a través de una combinacion lineal de los puntos anteriores x;, x,_,. ES decir, en la siguiente
iteracion el gradiente se evaluara en un punto extrapolado 3.

Xer1 =B + AR

X1

Figura 3-6. Punto extrapolado
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Esta inclusion de un punto extrapolado fue propuesta por Nesterov’83. Para calcularlo hard falta

. . . - . - tr—1 - . P
introducir el término de momentum o de amortiguamiento: 8;, = (t" ) donde en cada iteracion t; variara de

k+1
.. 1 1 -z -

la siguiente forma: t, = 515 /1 + 4tZ_, . Por ello, la relacion entre los puntos anteriores y el punto

extrapolado serd: i, = xj + 0y - (X — X—1)-

Es importante sefialar que FISTA no es un método descendente (tal vez no se cumpla: J(xx) > J(xk+1))
y suele tener algunos problemas précticos de oscilacion o Rippling. En el punto 3.5 Optimizacion de la
Optimizacion se veran con mas detalle.

3.41 Implementacion de FISTA en Cédigo Python

Finalmente, en este TFG se ha decidido dividir el algoritmo FISTA en nueve pasos principales. Este sera
el algoritmo general. Variantes con la estrategia Restart se mostraran mas adelante como ya se ha mencionado:

FISTA
Se requiere: H,, € RN*N, T, € RN, r € R**1, R € ROHDXN . . € R,
Se obtiene: [1%, xx].
) Sea la tolerancia permitida €.

1)} Seinicializa g = 0; x¢, X1 = Xinit; to =0,k = 1.

) fe=3+ /1+4t,§_1.

tr—1—1
V) Br = xx + ktl (X — Xg-1)-

V) c = RTﬁk.

V1) i = argﬂriléﬁwfl% +w/ |4l + ¢, i+ 1, N.
VIl) - Sisecumple [|RAg, — ||, < e - EXIT.

VI xpyy = Bi + OB = Bi + 2 - (RHZ'RT) (R, — 7).

IX) k =k + 1, goto IlI).

Aungue el objetivo principal de este algoritmo es obtener el valor éptimo de A que minimice el funcional,
es muy interesante tener en cuenta el valor final de la variable dual 8, como se vera en 4.3.3 Eficiencia del
Algoritmo 1. Respecto al paso VII) se podria usar otro tipo de norma como ||-|[4, |||, €tC.

3.4.2 \Verificacion de la implementacioén en Python

Puesto que el grueso del TFG se basa en el buen desempefio de este algoritmo, se ha considerado
adecuado realizar una comprobacion de esta implementacion con la optimizacion cuadratica de MatLab
(quadProg). Para poder usar esta funcion de MatLab es necesario introducir un problema canénico cuadratico
con una restriccion de igualdad y otra de desigualdad:

1
; T T
min—-—x Qx+qg x
x€eRN 2 Q q

s.t. Ax =b; Cx <0,

por lo que hay que disefiar Q, x, A, b, C de modo y forma que el problema que resuelva quadprog sea idéntico
al planteado en este TFG. En primer lugar, la variable de decision serd x = [1,d]T € RN*2 donde d se define
para tratar con el valor absoluto, ya que este no es diferenciable. Se fuerza —d < A < d (siendo ésta la
restriccion de desigualdad de la normalizacion de la suma de 4;). El problema planteado en el TFG se expresa
en términos de [ 4, d]. Por todo esto:
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AMA+y1Td > x=[Ad),  xTQx=2-2T4,  q'x=y17d. (3-10)

Comenzando con la desigualdad, se debe conseguir que Cx < 0 sea lo mismo que —d < A < d. Esta
Gltima desigualdad puede expresarse de la siguiente forma:

—d A
=13
y pasando el mayor término de la desigualdad al otro miembro queda:

[—d—/l

A—d]SO' (3-11)

Por ende ( 3-11 ) cumple siempre las restricciones que Cx debe cumplir:
Al_[-d—-2 -1 -1
el =020 e=1

d A—d —Ir
La restriccion de igualdad debera ser la misma que el problema original por lo que:
A —-
Al)=r-a=ira)

donde 0 € RM*N, R € RM*N . De la misma manera se debe cumplir: ¢7x = y17d:
q"[4] =vid~q" =y [31],
donde 0 € RN, T € RN . Por Gltimo, se debe cumplir: xTQx = 2 - ATA:
(T dmle [
donde tanto en C como en Q, la matriz I € RN*N es la matriz identidad.

|=2-4"2-0= 2-[(’) !

Una vez el problema tiene el formato necesario para la funcién quadprog, se comprueba, con los mismos
valores de entrada, que la implementacion de FISTA es correcta obteniéndose la misma solucién A* en todos
los casos.

3.5 Optimizacion de la Optimizacion

Durante el desarrollo de cualquier cédigo en cualquier lenguaje de programacién, la optimizacion de este
y la reduccion de pasos e instrucciones innecesarias esta (0 deberia estar) siempre presente en la cabeza del
programador. En algunos programas no es tan necesaria una atencion constante a la eficiencia debido a un
pequefio coste computacional intrinseco o a que la diferencia entre tardar 0.1us 0 50ms no es relevante. En
este trabajo es de obligado cumplimiento bajar de esos 50ms a 0.1us y a mucho menos si pudiera ser.

Durante todo el TFG se ha procurado velar por la eficiencia del cddigo y sobre todo la eficiencia del
algoritmo de este capitulo. Esto se debe a que los demas algoritmos usados en 4 Predicciones Intervalares se
basan en repetir FISTA miles y miles de veces como se veré en 4.4.3 Implementacion del Algoritmo 2 en
Python. Las predicciones intervalares se consiguen anidando un algoritmo sobre otro. Y FISTA es la base.

3.5.1 ISTA frente a FISTA

Para empezar, se va a ejemplificar por qué se ha usado FISTA y por qué se ha asegurado que tiene una
ratio de velocidad de convergencia superior. Los dos algoritmos se usaran para resolver exactamente el mismo
problema y se mostraré una grafica iteraciones — log (||R2;, — r||2) que ejemplifique el acercamiento a la
funcion dptima por iteracion. Es decir, como de “eficiente” es cada iteracion y cuantas hacen falta para llegar a
una precision predefinida. La norma ||[RAj, — || serd una medida del grado de optimalidad de la solucién
actual, donde valores muy pequefios implican que los valores de A, obtenidos por el algoritmo estan muy
cerca del 6ptimo.



Predicciones Intervalares Utilizando Optimizacion Convexa

23

En otra gréfica se representara tiempo - log (||RA3, — r||2) para observar el acercamiento a la funcion

Optima por unidad de tiempo. El problema de optimizacion para testear los algoritmos sera el mismo que el
utilizado durante todo el trabajo sin pesos (por lo que las matrices H,, = I, T}, =y - I):

]y(xle)

S.t.

N N
min Z)LLZ +y2|/11|
172N £ .
=1 i=1
N
Xp = Zlixi (3-12)
i=1
N
1= ZAL
i=1

Asi pues, el problema a optimizar serd el mismo que en (2-2):

Jy = min 272+ ylI2ll,

s.t. RA=r,

donde el set de datos D = {x; : i =1,..., N} € X siendo N = 2000. Los N valores de D seran aleatorios
entre 1 y 0. Quiere decir que se resolverd un problema de minimizacion de 2000 variables A; aunque la
dimension de la variable dual sera 2, yaque n = 1.

109 4

Error condicion de salida [|R-|_opt - ]|

10-8

1072

107 A

10-6

Convergencia de ISTA

— ISTA

T
2000

T
4000

T
6000

T T T T T
8000 10000 12000 14000 16000
lteraciones

Figura 3-7. Convergencia ISTA

Se puede observar que ISTA ha necesitado 600 iteraciones para llegar a una precision de 10~3 y un poco
mas de 16000 para llegar a 10~°.

Error condicion de salida ||R-|_opt - r]|

Convergencia FISTA

10! q

10-1

103

1075

10-7 4

10-%

—— FISTA

T
1000

T T T T
2000 3000 4000 5000
keraciones

Figura 3-8. Convergencia FISTA



24 Optimizacion

En cambio, el método FISTA consigue unas precisiones de 10~3 con tan solo 232 iteraciones. Por su
naturaleza no descendente y el problema practico de Rippling antes comentado, se consigue una precision de
1.6 - 1072 a las 3900 iteraciones, pero casi 1000 mas en obtener 10~°. Esto indica claramente que hay un
gran potencial desaprovechado en este caso. ¢No se podria tratar de detener el algoritmo cuando llegue a un
maximo de precision como en 1.6 - 10~ y replantear el siguiente paso si este se aleja de la solucion dptima?
O ¢no se podria reiniciar el algoritmo cuando ya se ha conseguido una mejora en términos de optimalidad de
forma que se asegure la convergencia lineal? Esta Ultima pregunta se tratard en 3.5.3 Problema préctico
Rippling

Convergencia de ISTA y FISTA

— ISTA

—— FISTA
101 4

=
5
0
L

1073 4

105

10774

Error condicién de salida ||R-]_opt - r||

10-% 4

T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Iteraciones

Figura 3-9. Convergencia ISTA - FISTA

En definitiva, el método ISTA provee de una convergencia mas constante mientras que FISTA, a priori,
es mucho maés rapido, pero tiene mas posibilidades de problemas practicos como el que se puede observar.

Tiempo de convergencia

—— FISTA
— ISTA

25 A

20

15 A

Tis)

10

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
lteraciones

Figura 3-10. Tiempo de computo frente a iteraciones de ISTAy FISTA

El hecho de que las dos rectas de esta grafica estén tan pegadas indica que cada iteracion de ISTA y
FISTA tarda en ejecutarse un tiempo similar. Es decir, llanamente las iteraciones de FISTA son més eficientes
a la hora de acercarse a la solucién 6ptima y no implican un mayor coste computacional ya que los pasos 111) y
IV), que son los calculos de mas que tiene FISTA frente a ISTA, son despreciables respecto al total.

3.5.2 Eficiencia del codigo

A la hora de implementar FISTA en un codigo de Python se ha decidido realizar unos precalculos para
minimizar el coste computacional del paso VI1I1):

Xe+1 = B + AB = By + (RH,'RT) ' (RAp, — 1),

donde se realizan 6 multiplicaciones de matrices y dos inversiones cuando el término (RH,;*RT) les
constante para todas las iteraciones. Por ello se reorganiza y se calcula previamente:
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2(RH,;*RT) " 1r y 2(RH;*RT)71R.
Este precélculo se afiade como un paso previo al 1) de modo que el paso VIII) se reduce a una Unica
multiplicacion de matrices y sin inversiones:
VI Xg41= Br — 2(RHZ'RT)™'r + 2(RH,"R™)"'R2p,.

Se considera que la suma y resta de matrices no tiene impacto apenas en el tiempo de computo, por lo que

el coste de este paso se ha reducido considerablemente 1. Hay que decir que para el ejemplo siguiente se ha
reducido N de 2000 a 200 valores aleatorios pues no es necesario para representar el inmenso ahorro de

tiempo. Se han hecho 10 pruebas y la media ha sido de 0.53 s con modificacion y 82.6 s sin esta.

Tiempo de convergencia

—— Fista con moedificacion

102 4
—— Fista sin modificacion

10! 4

10° 4

T(s)

1071 4

1072 5
T T T
1000 1500 2000
lteraciones

10-3 4
1 T
500

0
Figura 3-11. Mejora del coste computacional

Ha sido necesario usar un eje de tiempo logaritmico para que se pudiera apreciar algo mas que una recta
horizontal roja en el eje X. Por supuesto, el tiempo de computo es dependiente del ordenador en el que se

ejecute el cddigo. No obstante, esta prueba representa el decremento de tiempo para un mismo ordenador, lo

que si es significativo.
3.5.3 Problema practico Rippling
Como se observa en la grafica de la Figura 3-8, el algoritmo FISTA tiene un comportamiento extrafio

respecto a otros algoritmos de gradient descent o el propio ISTA. Esto es debido a que FISTA no es un
algoritmo estrictamente descendente y/o el problema no es estrictamente convexo o bien condicionado, lo que
implica que por cada iteracion no siempre se obtiene un resultado mas cercano al 6ptimo y puede oscilar. El

momentum propuesto por [8] del paso 1) de FISTA decide en gran medida si el algoritmo oscila o no:

-1
k
Bi+1 = Xg41 + ( te )(xk+1 — Xi).
+1

Coeficiente "momentum”

(tk_1-1)/tk

0.8

0.6
s

Coeficiente

]
i
1

0.2 H
i

'

15 20 25 30 35 40
fteraciones

0.0
10

5
tp_1—1 . .
k tl frente a iteraciones

k

Figura 3-12. Evolucidn del coeficiente

! Los ejemplos mostrados en la subseccién anterior ya tenian esta modificacion afiadida. Tanto FISTA como ISTA
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Cuanto més se acerque el momentum a 0, es decir t, = 1, mas se parecera el algoritmo FISTA al
algoritmo ISTA. Es decir, B4+ = X441 enlenteciéndose mas la aproximacién. En cambio, cuanto mas se
acerque t, a 1, mas sobreestimado estard el momentum y mas posibilidades hay de que ocurran las
oscilaciones. Existe un punto intermedio entre 0 y 1 de momentum que es 6ptimo. No obstante, el célculo de
este dptimo esta fuera de los limites de este TFG por lo que se limitard a conocer la existencia del mismo y
asimilar que no podré usarse. Habra que proponer soluciones alternativas.

Durante el computo del algoritmo puede llegar una iteracion en la que este momentum se sobreestime. Por
ello, una de las soluciones més aceptadas para solucionar el Rippling consiste en reiniciar FISTA (Restart). Se
toma el mismo punto en el que se encuentra la variable dual B, y se toma como punto inicial x;,; en un
algoritmo FISTA reiniciado con t, = 1. Es decir, se reinicia el momentuma 0.

Definase, por comodidad, 6y, = tt"—_l En la siguiente grafica de la Figura 3-13, similar a la que aparece
k+1

en [12], se ejemplifica la sobreestimacion y subestimacion de 6,.,., sobre el pseudo-6ptimo 6%, que en este
caso concreto resulta ser 0.62-6; 4 1.

Variacion del mometum

101 i
10-1 A
_ 10734
ey
o
2
! -5 4
o 1o
x
- A ! - thetak_1
—— 0.8 -thetak_1
—— 0.62 - thetak_1
1p-2 { — 0.5 -thetak 1
0.3 -thetak 1
— 0
10711 T T T T
0

20 40 60 80 100 120 140
fteraciones

Figura 3-13. Variacion del momentum en torno al pseudo-6ptimo

Es decir, en determinados problemas de optimizacién, que no son suaves y convexos, puede ocurrir que el
momentum 6., de [8] no sea el adecuado como presenta la Figura 3-8. En estos casos, cuando FISTA
empieza a oscilar, se debe reiniciar tomando el momentum a 0. Otra posibilidad es, llegado a una mejora
predefinida en términos de optimalidad, reiniciar el algoritmo.

A continuacion, se presentara una estrategia simple de reinicio propuesta en [9] que permite hacer frente a
las complicaciones planteadas y asegura una convergencia lineal usando la segunda condicién de reinicio
comentada.

Sea j el contador de reinicios acometidos y sea z; la condicion inicial de cada reinicio. Definase ahora p;
como la norma del gradiente inicial de cada reinicio evaluado en z;, siendo este el gradiente del funcional dual
concretado en 3.3.1 Gradiente del funcional dual.

La idea principal del algoritmo es la de reiniciar FISTA cada vez que el gradiente disminuya e veces
respecto al gradiente inicial (siendo e el nimero de Euler). Esto es:

lgilla <2

Cada vez que se cumpla esta condicion, se guarda el punto extrapolado yj en z;,, y se actualiza la
condicion de salida a la vez que se reinicia el momentum con ¢, = 1:

Pj+1 = ||Q(Zj+1) ”2

Se podria decir que, en cada iteracion de reinicio, se “exprime” al gradiente hasta que se empequefiece.
Ademés, en [9] se demuestra que si la condicion de salida “espera” hasta que el gradiente se reduzca e veces,
la convergencia sera lineal. Tras varios reinicios, es facil entender que el gradiente se habra dividido e/ lo que
asegura la convergencia. Con estos pasos afiadidos a 3.4.1 Implementacion de FISTA en Caodigo Python se
monta el siguiente algoritmo:
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En primer lugar, definanse, por comodidad, un pequefio algoritmo que calcule AS y A para s, H,,,T,,, 7,y RT
llamado MaxCotInf:

MaxCotInf

Se requiere?: s, H,,,RT,r,T,,.
Se obtiene: AS, A;.
) c =RTs.
1)) Agi = argﬁrileiﬁwihﬂf +w/ |4l + ¢, i+, N,
1) AS =2 - (RH,*RT)"Y(RAL — 7).
V) Devuelve [AS, 23].

FISTA Based Restart
Se requiere: lo necesario para FISTA.
Se obtiene: [1%, xx].
) Sea la tolerancia permitida .
)] Seinicializaty =1,k =0, j =0, zy = Xi;.

)  [AZ,2;,] = MaxCotInf (zy, Hy, RT,7,T,,).
V) Po = ||R)l§0 - r||2.

V) Xo, Bo = zo + AZ.

V1) do

\Yi[)) k=k+1.

Vi) [AB, 3,] = MaxCotInf (B, Hy, R",7,T,,).

|X) X = ﬁk + AB
X) be=3 +5 [1+4t7,.
tg—1—1
Xl) Bre = xie + = (e — Xp—1)-
XII) Sise cumple |[RAg, — ||, <= hacer
X111y j=j+1.
XIV) Zj = Bk'tk =1.
XV) [AZ, AZ]_] = MaxCotInf(zj,Hw,RT, r, Ty )
XVI) p; = ||RA§]_ - r||2.
XV“) XKy ﬂk = Zj + AZ.
XVII)  Fin

XIX)  while p; > €;

XX)  Devuelve A;j, X

2 La matriz H,, y I, ya contienen los pesos asociados al término cuadratico de la funcién de coste y al valor absoluto respectivamente.
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Se recupera la Figura 3-8 en la que se apreciaban unas oscilaciones excesivas y se compara con el nuevo
algoritmo para una precision de 10~14,

Convergencia FISTA - FISTA Based Restart

107 —— FISTA
—— FISTA Based Restart

10-1 4

[
o
|
S
1
= ——

107 4

10-10

Error condicion de salida ||R:|_opt - r]|

1013

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
lteraciones

Figura 3-14. Convergencia FISTA — FISTA restart

Para este caso, es un acierto usar la estrategia de reinicio. Tal y como se aseguraba en [9], la convergencia
es lineal y la ratio de convergencia es muy superior a FISTA con rippling. Es interesante sefialar que el
periodo de las pequefias oscilaciones, que no es mas que el nimero de veces que sucede el reinicio, no
depende del tamafio de la norma del gradiente. Esto es asi porque los reinicios ocurren con una relacion fija

. 1 P , . e . .
entre gradientes de - Esto se ve aln mas claro al usar unos ejes logaritmicos y que la convergencia sea una
linea recta ya que la ratio de convergencia dependera de e/.

Tiempo de convergencia

— FISTA
14 1 — FISTA Based Restart

12 4

10 A

T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
lteraciones

Figura 3-15. Tiempo de computo por iteracion. FISTA - FISTA restart

Esta grafica es interesante ya que puede parecer que una iteracion de FISTA con reinicio consume mas
tiempo ya que llama a MaxCotInf hasta tres veces. Esto implica repetir tres veces el paso méas costoso de
todo el algoritmo. No obstante, MaxCotInf cuenta con los precélculos definidos en la subseccion 3.5.2
Eficiencia del cddigo por lo que su coste computacional es barato. Desafortunadamente, no siempre es
adecuado usar la estrategia de reinicio pues para problemas bien acotados en los que FISTA no oscila u oscila
poco pueden llegar a enlentecer el computo, por lo que seria necesario tenerlo en cuenta.
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La informacion es poder.

Ursula Morén Pachon

3 Optimizacion. Su objetivo es, en vez de obtener una prediccion numérica de una serie de salidas

como ocurre en 2.3 Regresion con Jy (z, D), obtener una prediccion intervalar de las mismas. Prefijando
una probabilidad para la cual una salida y,, pertenece un intervalo, se calcula dicho intervalo minimizando su
longitud. Es decir, se proveera de un rango de valores donde, con una probabilidad elegida, se encuentre y,.

En este capitulo se uniran los dos pilares desarrollados en 2 Calculo de la Similitud y Disimilitud y en

Haciendo uso de las funciones de disimilitud se obtienen las funciones de densidad empirica
condicionadas de cada una de las salidas que se quieren estimar. Teniendo la fdec, se puede obtener la
funcién de distribucion empirica condicionada con la que se podra calcular la probabilidad de que la salida se
encuentre entre dos valores superior e inferior. Se impondra esta probabilidad (normalmente: 0.9-0.95) y
encontraran los valores superior e inferior para los cuantiles superior e inferior de la probabilidad impuesta.

Por simplicidad en el desarrollo de los fundamentos de las predicciones intervalares, se omitird la
inclusion de informacion local (pesos) tanto en el término cuadratico del funcional /, (z, D) como en el valor
absoluto, por lo que H,, = I, T, =y - I. En las subsecciones 4.3.2 Implementacion del Algoritmo 1 en
Python y en 4.4.3 Implementacion del Algoritmo 2 en Python se volveran a incluir.

4.1 Funcién de Densidad Empirica

Calculando la disimilitud de un vector z respecto a un conjunto de datos D con lo definido en el capitulo 2
Calculo de la Similitud y Disimilitud se puede obtener una funcion de densidad empirica. Es decir, se puede
caracterizar la probabilidad de los valores de z € Z para un set de datos D (se debe tener presente la relacion
entre funciones de similitud y disimilitud de ( 2-1)).

Para ello se hara uso de la funcion de disimilitud descrita en ( 2-2 ). En esencia, la funcién de densidad
empirica se construye con la relacion entre la similitud de un vector dado z respecto a la integral de toda la
similitud del dominio Z. Formalmente:

Siendo el conjunto D = {z;, ..., zy} < Z con los parametros que definen la familia de funciones y >
0,c = 0, lafuncion de densidad empirica, fde, .(z, D), se define como:

exp (—c]y(z,D))
J, exp (—c]y(i,D)) s

fde,.(zD) =
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4.2 Funcién de Densidad Empirica Condicionada

Definida la funcién de densidad empirica para z; = [x;, v;], e puede obtener una estimacion intervalar de
la salida y, condicionada a un x; dado. Es légico plantear una funcion de densidad empirica condicionada
puesto que se quiere partir de una entrada x;, conocida para estimar un rango de valores de
V- Especificamente, siendo x,, € X, y, € Y < Rysiendo D:

Dz{ziz[ggi]:i=1,...,N}CX XY,

la funcidn de densidad empirica condicionada a x;, se define como:

exo (~o1, ([2]-2))
By o (o (] 2))s

Siendo y el parametro definido en el capitulo anterior y c el pardmetro dado para la relacion entre
funciones de similitud y disimilitud ( 2-1). De esta forma, (4-1) permite hallar la probabilidad de que se dé la
salida y siendo la entrada x;.. Por un lado, aplicando la regresion con funciones de disimilitud, se obtenia una
prediccion ¥, para x; . Por otro lado, con fec, ., se obtiene la probabilidad de que una salida y; ocurra dada
una entrada x;. Cabe sefialar que ( 4-1 ) provee de una familia de funciones de densidad empirica
condicionada que dependen de dos parametros: ¢ y y. Mas adelante se podra ver en detalle en que influye cada
uno de ellos.

fdec, (y,x,D) = VY ETY (4-1)

4.2.1 Discretizacion del conjunto Y

Puesto que la idea de calcular la funcion de densidad empirica condicionada es obtener una estimacién
intervalar dada una entrada x; con una probabilidad predefinida, se debe facilitar su computo.

Dicho esto, la mejor forma de aproximar la integral de ( 4-1 ) del dominio Y es con un sumatorio. Para
ello, se debe simplificar el conjunto de las salidas Y < R . Idealmente, los limites de la integral deberian ser
[—o0, +00] para contener todas las salidas posibles, lo que complica considerablemente el calculo numérico de
la misma. Es mucho més adecuado tomar Y como un set finito delimitado por el maximo y el minimo del set

dedatos D: Y = {74, ..., ¥u }-

Donde se cumple que ¥; < ¥j41 ¢ j = 1,..., M — 1. En definitiva, el set J se define como:

yi = Iin yi

Yu = Imax yi
_ Ym —Y1\,. .
yj=3'1+(M_1)(]—1),]=1,...,M. (4-2)

Esto es asi para asegurar que, con una probabilidad razonable, la salida y,, pertenezce a Y. Debido a esta
simplificacion y a la naturaleza de la regresion con funciones de disimilitud, la prediccion de valores muy
alejados del set de datos D se vera comprometida como ya se ha visto. Asi pues, se define la funcion de
densidad empirica condicionada discreta como:

(- (()9)
SH, exp (—C/y ([fi]”)»

fdecy (v, %, D) = (4-3)
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La aproximacion de la integral serd mejor cuantas mayores particiones M se tomen para crear el set Y .
Como es logico, también aumentaréa el coste computacional del que se trata de huir. En esencia, (4-3) calcula
la similitud del par [y, x;] y lo normaliza con la suma de todos los valores de similud posibles para el set Y. Al
normalizar entre 0 y 1y por construccién de cualquier funcién de distribucién se cumple:

M
> Fdety G D) =1 (44)
=1

4.2.2  Funcion de distribucion empirica condicionada discreta de fdec,,

De ahora en adelante, se definira la funcion de distribucion discreta de fdec, (v, x, D) como Probg,y, .
Mas concretamente, denotando y; como el elemento [-ésimo de Y (recordando: y;, < 744, [ = 1,...,M — 1),
la probabilidad de que la salida v, condicionada a x; sea menor o igual que y; sera:

M-

Proby, (y <y} = ) fdec, (7% D), (4-5)

-
Il
[y

de la misma manera, la probabilidad de que la salida y; dado un x;, sea mayor o igual a y; sera:

M
Probyy, {y = 71} = Z Fdec, (7, %, D). (4-6)
j:

o~

4.2.3 Cuantiles empiricos condicionados superior e inferior

Siguiendo con la funcién de distribucion descrita y teniendo en cuenta ( 4-5) y ( 4-6 ), se puede estimar
un intervalo superior e inferior donde se encuentre la salida y para para una probabilidad elegida. Mas
formalmente: dada una entrada x;,, los parametros que definen la funcién de similitud y = 0,c >0y t, se
define y;© (el T-cuantil condicionado superior T € (0, 1)) como el primer/menor valor de Y que cumple:

Proby {y<y/}=21-r7,

y de la misma manera, el T-cuantil empirico inferior denotado como y, se establece como el Gltimo/mayor
valor de Y que cumple:

Proby, iy =2y }=21-71,

por lo que se determina que el valor a predecir y;, se encuentra contenido en un intervalo [y;, v, ] para una
probabilidad mayor o igual a 1 — 27:

Proby {y € [yr, v} =1 -2t

La longitud media de los intervalos estara fuertemente ligada a la eleccion de t para los cuantiles
superiores e inferiores. Un menor valor de 7 implica asegurar que las salidas estan contenidas en el intervalo
con una mayor probabilidad y un mayor valor de T implica unos intervalos con mas violaciones en los que la
probabilidad de que la salida esté contenida en el intervalo sera menor.

4.3 Algoritmo 1. Estimacion Intervalar

Habiendo definido un método sencillo de obtener el conjunto discreto Y v las ecuaciones (4-5)y (4-6),
se pueden entrever los pasos de un algoritmo que permita la prediccion intervalar de la salida y,, dada una
entrada x;, con una probabilidad de 1 — 2. Este algoritmo estaré basado en el definido en [1]. Tal y como se
detallard mas adelante, se haran unas modificaciones a la hora de implementarlo en Python para minimizar el
coste computacional.
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4.3.1 Explicacion del Algoritmo 1

Partiendo de un valor de entrada x;, del cuantil T (superior e inferior), de los pardmetros y = 0,c¢ = 0,
del set de datos D y del conjunto discreto de salidas Y = {¥, ..., ¥y} creado a partir de (4-2 ), el algoritmo se
puede dividir en dos partes bien diferenciadas:

En primera instancia, se debe calcular la funcion de densidad empirica condicionada discreta dado x;, por
lo que para cada y;, j =1,..,M se debera calcular la funcion de similitud y dividir por el factor de
normalizacién. Con esta funcion de densidad se obtendra la funcién de distribucion condicionada.
Especificamente:

1. Se crea un vector S = [sy, ..., sy ] donde se guarda la similaridad de cada par [y;, x] con el conjunto D:

Sj = exp <—c]y ([Q],D)) (4-7)

2. En otro vector P = [py, ..., py] se guarda la probabilidad de cada par [¥;, x] usando (4-3):

- _ Sj
pj = fdecyc (¥} %, D) = o —
1=151

En segundo lugar, se realizaran dos sumatorios del vector P: partiendo desde el principio de Y hasta M y
partiendo desde M hasta el menor valor de Y. Ambos sumatorios se detendran en cuanto la suma acumulada
supere la probabilidad 1 — 7. Concretamente:

3. Se calculan los indices Lf y L7 referidos al -cuantil superior e inferior condicionado:

M
l7 = el mayor indice l con el que se cumple Z pj=1—-1.

j=l

l
+ z .

[7 = el menor indice l con el que se cumple Z pj=1—-1

j=1

4. Se guardan los valores inferior y superior del intervalo como y; = y,-, v = 3.

En definitiva, para una entrada x; el valor y, estard contenido en el intervalo [le— , y,;] con una
probabilidad de 1 — 27. Tal y como se ha implementado en Python (méas de esto en 6.2.3 ec_pdf), los dos
primeros pasos del algoritmo 1 se han simplificado en una funcion que devuelve la funcion de densidad
empirica condicionada. Se puede tomar el méximo de esta funcion como una prediccion de y,,. Dicho de otro
modo, la prediccion y para x;, podria calcularse como la salida condicionada y; con mayor probabilidad del
sety:

Partiendo de unset D = {[x;, y;]: i = 1,...,N} € X x Y con larelacion y; = x? donde X contiene
un conjunto de valores entre 0 y 10. Se quiere estimar el valor y para x = 6. Para el set Y se ha tomado y; =
0,yy = 100con M = 500.

Funcién cuadratica

100 { —#— Valor real a estimar

80

60

xF¥2

40 1

204

T T T T T T
4] 2 4 ] 8 10
Coniunto Y

Figura 4-1. Funcién cuadratica por estimar
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Haciendo uso de la primera parte del algoritmo se obtiene la funcién de densidad empirica condicionada.
Como cabia esperar, el pico de la funcion esta en torno a 36 siendo la marca roja donde deberia encontrarse
este maximo.

Funcién de densidad empirica condicionada. Gamma = 1.0, w = 0.1, ¢ = 1.0, tau = 0.05

—#— Valor real a estimar
—— Funcion de densidad empirica

0.020 4

ICa

0.015 4

0.010 4

0.005 4

Funcion de densidad empiri

0.000 1

T
) 20 40 60 80 100
Conjunto Y

Figura 4-2. Funcion de densidad empirica condicionada

Siguiendo con la segunda parte del algoritmo, se obtiene el cuantil maximo y minimo especificados por 7:

Funcion de densidad empirica condicionada. Gamma = 1.0, w = 0.1, ¢ = 1.0, tau = 0.05

—u— Valor real a estimar

—— Funcién de densidad empirica
—— Cuantil inferior

——- Cuantil superior

0.020 4

0.015 A

0.010 -

0.005 4

Funcion de densidad empirica

0.000 A

T
0 20 40 60 80 100
Conjunto Y

Figura 4-3. Prediccion intervalar de x* parax = 6

Teniendo en cuenta la propiedad de las funciones de distribucion de ( 4-4 ), si se hiciera el sumatorio del
area bajo la curva desde y,,; = 24,2 hasta y; = 0, es decir, un sumatorio a la inversa del usado para calcular
el cuantil inferior, el resultado deberia seria igual a 7. Es la probabilidad de que la salida y sea inferior a y; :

lz
Proby, {y<y;}= ) pj =2t (4-8)

j=1

De la misma manera ocurrird para el cuantil superior si se tomase el mayor valor de [ que cumpliera:

M
Proby, {y 2y} = Z pj = T.

j=tf

Puesto que el rango del intervalo es considerable, se aumenta el valor de ¢ disminuyendo el valor de la
similitud obtenido con ( 4-6 ). Esto reduce a su vez el rango de los intervalos centrandolos en el valor que mas
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disminuye la funcién de disimilitud:

Funcién de densidad empirica condicionada. Gamma = 1.0, w = 0.1, ¢ = 10.0, tau = 0.05
i

—»— Valor real a estimar

Funcién de densidad empirica
Cuantil inferior

——- Cuantil superior

0.05 +

0.04

0.03 A

0.02 1

Funcién de densidad empirica

0.01 A

|
1
1
1
1
1
0.00 A 1
1

T
0 20 40 60 80 100
Conjunto Y

Figura 4-4. Prediccion intervalar de x? para x = 6 con ¢ aumentada
4.3.2 Implementacion del Algoritmo 1 en Python

Como se indicaba al principio de este capitulo, se ha omitido en todo momento la opcion de afadir
informacion local a la funcion de coste de J, (z, D). Esto ha sido asi pues carecia de interés de cara a explicar
la prediccion intervalar. Entran en juego nuevamente como se vera en el paso 111) del algoritmo 1. Cabe decir
que se ha usado la funcion de disimilitud descrita en 2.2.3 Funcion de disimilitud para matriz de pesos. Es
necesario afiadir que la obtencion de Y usando ( 4-2 ) se ha resumido en una funcion aparte: Setg (D).

Antes de mostrar los diecisiete pasos usados para el Algoritmo 1, se deben recordar algunas nociones del
enfoque dual y las restricciones de igualdad utilizados en 3.2 Restricciones de igualdad y enfoque dual. En
esta seccion, se aislaba la variable de decision y de las restricciones de igualdad para después estimarla
obteniendo ¥ de la combinacion lineal:

y= Z iVi-

=1

Para el caso del algoritmo 1 no se desacoplara esta restriccion de igualdad puesto que no se quiere
calcular y. Se quiere calcular la disimilitud que tendra cada uno de los valores de Y para una entrada x;, y el
conjunto D € RN. Es decir, habra que resolver los M problemas de optimizacion siguientes:

=

N N
Yj _ ; hy2 14
s 2) = i, 0wt + ) i

N
il [P 49
s.t. xk] _z/y ] (49)
i=1
N
1 = Z/‘Ll .
i=1

Nuevamente, se “unen” las tres restricciones® de igualdad:

3 Puesto que y; es de dimension 1, la variable dual solo vera aumentada su dimension en 1 al igual que n.
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Y1 Y2 YN Vi
Ryxl = Tyx : Ryx = [xl Xy ...xN] (S R(n+2)XN, A = [Al Az e AN]T € RN, T'yx = | Xk € Rn+2 .
11..1 1
Jyj = minA"H, A+ |, All;
AER (4-10)

S.t. Ryyd =1y,

De cara a la implementacion del Algoritmo 1 se debe recordar que los parametros a;, y a,, caracterizaran
los pesos de la diagonal de las matrices H,, y T, respectivamente usando P(r,D,a) como la funcion de
disimilitud definidaen (2-4 ) y que x, € R™, sera la entrada que condiciona la salida .

Algoritmo 1
Se requiere: ¢ >0, y >0, x; € R", D € RN g, >0, o, >0, x/5™ e R™2, 7€ (0,1), M.

Se obtiene: [y, , y:'].

_ Y1 Y2 YN
I) y = Set@(D,M), ] = 1, Ryx = |X1 X3 -..XN],PTOb = 0, [=0.
11..1
1)} while j < M do
Yj
1)) Tyx = | Xk |-
1
V) H, = P(ryx,D,ah); Iy=v" P(ryx,D, ay).
V) [, xini] = FISTA(Ryx, Tyx, Hy» T Xini)-
Vi) Jaj = XTHRA + llvwd* 1.
Y1) si=exp(—clq;), j=j+1.
VIII)  Fin
IX) factor de normalizacion = Zﬂ‘-”zlsj.

X) while Prob <1—1t do
X1) Prob = Prob + L l=1+1.

factor de normalizacién’

Xll)  Fin
XII) If=1 1=0, Prob=0.

XIV) while Prob<1—1t do

XV) Prob = Prob + =t I=1+1.

factor de normalizaciéon’

XVI)  Finwhile, 7 = I
XV [ye, ¥ ] = Dz Vil

4.3.3 Eficiencia del Algoritmo 1

Los pasos X) — XII) y XIV) - XVI) se han programado de manera ligeramente distinta para mejora del
coste computacional. Estos cambios no se han afiadido directamente para una mejor comprension conceptual
del algoritmo.

Por cada iteracion de XI) y de XV) se realiza una division por el factor de normalizacion, por lo que al
final del algoritmo se han realizado un poco menos de 2 - M divisiones. En vez de esto, se guarda en una
variable lim la restriccion de desigualdad (1 — 7) - factor de normalizacién de manera que en los pasos
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XI) y XV) pasa a sumarse Unicamente s; y s,,_; respectivamente. Por consiguiente, en X) y XIV) se compara
con el limite guardado en lim. Para XI) - XV):

Prob = Prob + s;.
Si no se cumple: Prob > (1 — ) * factor de normalizaciéon — exit.

De esta forma se han ahorrado en torno a 2 - M divisiones innecesarias por cada vez que se usase el
Algoritmo 1. Puede parecer una nimiedad. No obstante, como se vera en el Algoritmo 2, la cantidad de veces
que es necesario hacer uso del Algoritmo 1 invita a mirar con lupa cada linea de codigo.

Al describir como se implementaria el método FISTA en 3.4.1 Implementaciéon de FISTA en Cédigo
Python se remarcd la importancia de devolver la variable dual £ obtenida para la A* solucion. Esto es asi por
la naturaleza del Algoritmo 1 donde para una sola prediccién intervalar se resuelven M problemas de
optimizacion (se recorre todo el set discreto de ). Cada uno de los problemas de optimizacion sera muy
parecido al anterior, por lo que tiene sentido aprovechar este conocimiento. Como ya se ha remarcado, el
algoritmo FISTA ser4 utilizado hasta la saciedad*.

Dadoy, : L =1,..., M, ladiferencia entre el problema de optimizacionde [ y [ + 1 es la siguiente:

] (yl”] )z min thAZ+ZWYIAI
VAL xk Ag,edy

s.t. ylﬂ] Za Vi (411)

N
!
i=1
Es decir, un pequefio cambio en una de las restricciones de igualdad. Sabiendo que por construccién de
Y el incremento entre y; Y ;4.1 €s pequefio (y M7y 1) puesto que se trata de asemejar al incremento de un
diferencial, se puede asumir con confianza que la solucion dptima para A; sera parecida a Ay ;.
A continuacion, se muestra la evolucion de variable dual para cada uno de los M problemas de
optimizacion de la division del set Y. Es decir, la variable dual solucién para cada y;. Se comprueba el

supuesto de que generalmente la solucién de la variable dual cambia muy poco de y; a ¥;,1. Para un problema
de optimizacion de 200 puntos donde la variable dual tendra dimension R3 y tomando M = 500:

Evolucion de la variable dual FISTA

1.5

0.5 - L

0.0 | %

—0.5 4 *

Solucion variable dual

—1.0

~1.54
® Componente 1 variable Dual
Componente 2 variable Dual

—2.01 ® Componente 3 variable Dual

T T T T T T
4] 100 200 300 400 500
Divisiones del set Y

Figura 4-5. Evolucién de la variable dual

4 En el Algoritmo 2 serd necesario calcular V-R + D predicciones intervalares donde V = dimension set de validacion, R = repeticiones hasta
obtener c,,; y D = dimension del set de datos del que se quiere obtener las predicciones intervalares. Es decir, Ngjsr4 = (VR + D) - M.
Demasiado como para no revisar con detalle el algoritmo FISTA.
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En general, la evolucion de la variable dual es casi recta y cambia suavemente salvo por un intervalo en
80-150 donde dos de sus componentes varian drasticamente. Una forma de aprovechar que la variable dual
cambia suavemente, en muchas ocasiones, es utilizar la variable dptima anterior como condicion inicial del
siguiente problema de optimizacion a resolver. Aplicando lo dicho, el nimero de iteraciones de FISTA
necesarias para alcanzar cada una de estas soluciones se reduce sensiblemente salvo en el tramo 80-150 donde
el algoritmo no se puede apoyar en la condicion inicial anterior. En la grafica de la Figura 4-6 se muestra lo
que se acaba de explicar. Donde la variable dual de y;_, no se parece a la dual de y, se necesitan méas
iteraciones. Queda reflejado el interés de la variable dual anterior para la dual inicial del siguiente caso.

Iteracicnes por cada solucion de FISTA

—— lIteraciones FISTA

250 A

200 A

1501

Iteraciones

1004

50 4

T T T T T
0 100 200 300 400 500
Divisiones del set Y

Figura 4-6. Iteraciones FISTA para cada una de las soluciones de y,

Finalmente, se presentan unas graficas comparativas para la resolucién de una misma prediccion
intervalar que muestran la diferencia de iteraciones totales necesarias con la ayuda de la variable dual anterior
y sin ella. La prediccion intervalar es:

Funcién de densidad empirica condicionada. Gamma = 1.0, w = 0.1, c = 1.0, tau = 0.05
0.0200 T

—a— Valor real a estimar

—— Funcion de densidad empirica
—— Cuantil inferior

=== Cuantil superior

0.0175

0.0150 -

0.0125 4

0.0100

0.0075

Funcion de densidad empirica

0.0050

0.0025 4 J
0.0000 H
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Figura 4-7. Prediccion Intervalar
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Figura 4-8. FISTA para distintas condiciones iniciales.
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4.4 Algoritmo 2. Valor 6ptimo de ¢

La prediccion intervalar obtenida gracias al Algoritmo 1 depende de los pardmetros y y c¢. Como se
observd en la Figura 4-3y en la Figura 4-4, mayores valores de ¢ ajustan y reducen el intervalo mientras que
pequenios valores de ¢ expanden dicho intervalo. Esto es debido a la relacion entre las funciones de similitud y
disimilitud definida en ( 2-1 ). Grandes valores de c reducen el intervalo centrado en el punto de mayor
similitud. Pequefios valores de ¢ devuelven una distribucion plana en la que cada elemento de Y tendra una

probabilidad parecida que tiende a % parac — 0.

Por un lado, al aumentar c, se consiguen intervalos mas pequefios. No obstante, esto provocara, como se
verd més adelante, que una mayor parte de las salidas no estén contenidas en el intervalo. Por otro lado,
disminuir ¢ y asegurar que mas salidas estén contenidas en [y, ,y;] implica intervalos mas grandes e
inespecificos, lo que carece de utilidad. En concreto, el Algoritmo 2 se centrara en, dada una y, obtener el
mayor valor de ¢, que asegure que el intervalo contiene las salidas con una fraccion de violaciones del

intervalo inferior a la probabilidad especificada.

441 Justificacion del Algoritmo 2

A continuacién, se mostraran varios ejemplos en los que, sin un conocimiento previo del problema, no se
puede proponer un valor de ¢ adecuado. Esta fuera de discusion la posibilidad de sintonizar manualmente el
parametro ¢ pues habria que contar el nimero de violaciones (salidas y;, que se salen del intervalo) y disminuir
0 aumentar aleatoriamente este valor de c.

Para el siguiente ejemplo se ha tomado una funcién ascendente simple con dos escalares aleatorios de
varianza 2 y 3. Cabe decir que el set de datos D no contiene al set de validacion V: DNV = @

Gamma = 1.0, w = 0.01, c = 10.0, tau = 0.05

—— Valor real a estimar
40 Intervale inferior X
—— Intervalo superior [\/

30 4

204

Salidas

10 A

T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Set de entrada

Figura 4-9. Prediccion intervalar con ¢ exagerada

Como cabria esperar, grandes valores de ¢ reducen el intervalo a costa de que una gran fraccion de las
salidas no estén contenidas en el mismo, lo que hace la prediccion inservible.
Gamma = 1.0, w = 0.01, c = 0.01, tau = 0.05

40 -

30 A

—— Valor real a estimar
Intervalo inferior
—— Intervalo superior

201

Salidas

10 -

T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Set de entrada

Figura 4-10. Prediccion intervalar con ¢ muy disminuida
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Valores muy pequefios de ¢ dan una prediccion intervalar plana en la que todo punto tiene practicamente
la misma probabilidad. Los intervalos resultan ser el maximo y el minimo de Y. No hace falta hacer un
Trabajo de Fin de Grado de predicciones intervalares para dar esta estimacion.

Gamma = 1.0, w=0.01, c = 0.8, tau = 0.05

—— Valor real a estimar
40 1 Intervalo inferior
—— Intervalo superior

30

20 A

Salidas

10 A

T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Set de entrada

Figura 4-11. Prediccion intervalar con ¢ plausible

Probando un valor de ¢ mas moderado se consigue un intervalo mas ajustado que en la Figura 4-10y sin
ser inservible como la Figura 4-9.

En definitiva, se puede apreciar como el valor 6ptimo de c,, no es trivial ni se puede calcular a priori. Por
esto se ve necesario un algoritmo que permita obtener ¢ 6ptimo para una y y t dados.

44.2 Explicacion del Algoritmo 2

Sin mas dilacién y teniendo en cuenta todo lo necesario para el Algoritmo 1, el Algoritmo 2 que se
plantea trata de encontrar el méaximo valor de ¢ que garantice que las salidas estén contenidas en los intervalos
obtenidos de forma que la fraccion de violaciones en el conjunto de validacién corresponda a la especificacion
probabilistica. El set de validacion del Algoritmo 2 seré:

V= { %’Z]s = 1,...,N,,},
Donde, haciendo uso del Algoritmo 1, se obtienen las predicciones intervalares de y; : s = 1, ..., N,, para una
y, T, ¢ Y X dadas. De esta forma, se calculan N,, intervalos. Para saber si la ¢ dada es demasiado grande se
cuenta el nimero de veces que la salida ¥, no estaba contenida en su intervalo I,. EI nimero de violaciones se
contara para cada cuantil (superior e inferior). Asi pues, si el nimero de violaciones es superior al nimero total
de salidas y; multiplicado por el cuantil T que cumple la especificacion probabilistica, significara que hay
demasiadas ¥, que no estan contenidas en . El intervalo I sera desechado junto a la ¢ usada:
. nt. n.,: . . .
Sise cumple: 22 > 7, 22 > ¢ — disminuir c.
NU NU

De esta manera se comprueba si es necesario disminuir o aumentar ¢ en la siguiente iteracion del
algoritmo. Si el nimero de violaciones es inferior al limite, entonces se aumentara c. En caso contrario, se
debera disminuir.

Para esta tarea, hace falta una c,,4, Y Una c,,;, de partida. Como es légico, c,,;, sera igual a 0. En las
iteraciones en las que no se supere el limite de violaciones se tomard la ¢ usada como una ¢ valida
guardandose en ¢, En las iteraciones en las que se supere el limite de violaciones, se descartard la ¢ usada
guardandose en ¢, 4, para probar de nuevo con una c entre ¢, qx Y Cmin- PUeSto que en algin momento habra
que finalizar el algoritmo, se define una precision € para la cual si se deja de cumplir ¢;;,0x — Cmin > &, S€ dé
por terminada a bisqueda de c,, 6ptimo.
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443 Implementacion del Algoritmo 2 en Python

Se debe tener en cuenta lo siguiente del Algoritmo 1 :

y >0, De RN o, >0, a, >0, x[;™ eR™2, 7€(0,1), M.
Algoritmo 2

Se requiere: lo necesario para Algoritmo L juntoa cgy =0, €>0, V = {[%s]s =1, ...,N,,} cX xXT.
S

. Iy
Se obtiene: [¢;, I,] - I, = {[li],s =1, ---:Nv}-
N

)] Cmin = 0.

1)} while ¢pax — Cin = € do

1) ¢ =0.5" (cmax + Cmin)-

V) ngio =0, Nyip =0, s =0.

V) while s < N,, do

VI) [I5, I3] = Algoritmol(D, X, v, ¢, x{; ™4, T, ap, ay, M).
VII) Sisecumple: Iy > ¥ = ngy, = ny;p + 1.

VIII) Sisecumple: I} >y, » nf, =nl, + 1.

IX) Si se cumple: % >1, %‘}" > T > Cpax = C, break.
X) s=s+1.

X1) Fin while

X1l Si se cumple %<r, %<T—>cmin=c.

X))  Finwhile
XIV)  Sisecumple ¢ == cpq, — NO se puede conseguir una c, paraestos &,y, a,, a, dados.

XV)  Sisecumple ¢ == ¢y = ¢y =c¢, I, =[I7,I7].

Es interesante sefialar un cambio respecto al algoritmo propuesto en [1] donde se calculan todos los
intervalos ([I5,1f],s:1,...,N,) de una sola vez dada una c. Tras esto, se comprobaba el nimero de
violaciones para cada j con su intervalo [I;, I ]. Sin embargo, es mucho mas eficiente calcular uno a uno el
intervalo I, = [I;,I}] y comprobar al mismo tiempo si . no esta dentro del mismo. De esta forma, si antes
de recorrer todo el set de validacion se ha superado el limite de violaciones, no hara falta calcular los intervalos
restantes con el Algoritmo 1.

Dado un set de validacién con N, = 20, y suponiendo que tras calcular el intervalo en s = 6 se ha
superado el limite de violaciones, se han ahorrado N, —s = 14 célculos de intervalos. Si ademés se afiade
que se han necesitado 10 aproximaciones para obtener ¢, el Coste Computacional Reducido seria:

10
CCR = Z N, — s9PTox, (4-12)

aprox=1

donde N, sera siempre el maximo nimero de intervalos posibles (nimero de salidas del set de Validacion) y
5PT0X eg g] indice cuando el bucle V) finaliza. Es decir, s%P7°* es el nimero de intervalos calculados para esa
aproximacion. En resumen, CCR sera el nimero de veces que no ha hecho falta llamar al Algoritmo 1 que,
COmMo Ya se Vio, tiene un coste computacional considerable.
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4.5 Alcance del Fin Ultimo

Llegado a este nivel, una vez expuestos los dos pilares fundamentales del TFG y planteados los dos
algoritmos que se apoyan en dichos pilares, se alcanza el fin Ultimo consistente en proveer predicciones
intervalares Utiles aplicadas a casos reales.

4.51 Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espafiola

En esta subseccion se muestran ejemplos de predicciones intervalares para la demanda eléctrica espafiola.
A su vez, se muestran los resultados de la prediccion de la media condicionada #,,, aproximada como el centro
del intervalo [vgs, Yos]-

En primer lugar, se establecen los pardmetros del Algoritmo 1y 2 que seran fijos para todos los ejemplos.
Para ello, es ldgico reutilizar los conceptos descritos en 2.3.1 Demanda eléctrica espafiola.

Se vuelve a utilizar el concepto de base de datos dindmica definiendo el mismo set de datos D que en
(2-8). No obstante, el tamafio de la base de datos BD = x; : i = 1, ..., dbd sera de dbd = 90 en lugar de
ciento veinte dias.

Para empezar, se debe encontrar el c,,,. por lo que se hace uso del Algoritmo 2 con un set de validacion
de dbd - 2 dias y con la siguiente configuracion general:

Precision € = 0.01 - divisiones del set Y: M = 300 - cuantil inferior T = 0.05 y cuantil superior T =
0.95 - tamafio del set de validacion N, = dbd - 2 — 14.

Se define una base de datos especifica para el set de datos de validacion: BD,, = x; : 1, ...,dbd - 2

Vs
o {[E] 5=

donde ; se define como la demanda dentro de 7 dias para la entrada X:
Ve ={xg414:5=1,...,Np,},

donde X, se define con la misma estructura de datos que el regresor que se presenta en 2.3.1 Demanda

eléctrica espafiola:
X7+s
- X6+
X = s :s=1,..,N, .

xS
dss

Tras usar el Algoritmo 2 y obtener ¢, para los cuantiles dados, se emplea al Algoritmo 1 con esta c,;
para predecir los 2049° intervalos de los 5 afios de demanda. Como se ve, es importante que el set de
validacion tenga un nimero representativo de datos pues la ¢, que se obtiene del Algoritmo 2 tendra que ser
adecuada para el resto de los dias.

Después de esta introduccion sobre los pasos que se han seguido, se muestran los distintos casos en los
que se trata de plasmar como la variacion de los parametros cyqy, v, @py @, esta relacionada con los

resultados.

Después de los ejemplos, se indicara un criterio para encontrar el parametro y optimo. Este consiste en
minimizar una funcion de coste Q,, que penalice la longitud media del intervalo y el error de la prediccion
respecto a la media tal como se especifica [1].

5 DiasTotales — dbd = 2139 — 90 = 2049 dias
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4511 Prediccion intervalar sin informacion local en la funcién de coste

A continuacion, se muestran los ejemplos de prediccion intervalar cony =1y aj, =0, a,, = 0 de tal
forma que el funcional no tendrd informacion local sobre la demanda pasada. Se vera que, en general, la
inclusion de pesos es aconsejable de cara a unos buenos resultados y ain méas siendo una serie temporal tan
dependiente de la demanda de dias pasados.

Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espanola

E 800000 q
=
=
o
2 700000 |
=1
%]
k4
5
2 600000
1]
£
7]
[m]
500000 L . : : :
0 500 1000 1500 2000
Dias
'g 800000 4
£
g 750000 4
r_; —8~— Demanda real
= 700000 | .. pemanda estimada
=1 - .
2 6500004 — Intervalo inferior
o —— Intervalo superior
E 600000 - ‘
7] J
& 550000
T T T T T
1340 1350 1360 1370 1380

Dias
Figura 4-12. Prediccion intervalar paray = 1, @, = 0,a, = 0,¢ = 1.797
Como se aprecia en Figura 4-12 y en la Figura 4-13, la prediccion intervalar es excesivamente

conservadora y provee de unos intervalos demasiado amplios como para ser Utiles. En algunos tramos es
practicamente el maximo y el minimo de Y como intervalo superior e inferior respectivamente.

Prediccidn intervalar de la demanda eléctrica espafiola

—8— Demanda real
800000 - —— Demanda estimada
— Intervalo inferior

Intervalo superior

750000 4

{ak
700000 4 '
[
650000 A

600000

Demanda Acumulada(Mw)

550000 4

T T T T T T T T
2060 2070 2080 2090 2100 2110 2120 2130
Dias

Figura 4-13. Prediccion intervalar paray = 1, ap = 0, a,=0, c=1.797

A continuacion, se prueba el impacto que tiene en los resultados disminuir y sin ponderacion ya que
existe la posibilidad de que la prediccién anterior no fuera aceptable por un valor de ¢ muy reducido.
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Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espafola

850000
800000
750000 -
700000 -
650000

600000 -

Demanda Acumulada(MW)

550000 -

500000 +

T T T T
0 500 1000 1500 2000

800000 —8— Demanda real

—— Demanda estimada
— Intervalo inferior
—— Intervalo superior

750000 +

700000

650000 -

600000 -

Demanda Acumulada(MW)

550000 +

1340 1350 1360 1370 1380
Dias

Figura 4-14. Prediccion intervalar para y = 0.1, a, =0, a, =0, ¢ = 7.58

Gracias a reducir y, la funcién de distribucion condicionada de cada intervalo se ajusta mejor a la
caracterizacion del set de datos D ya que se consigue un mayor valor de c. Es decir, el equilibrio encontrado
entre ¢ y y mejora los resultados como se vera en la tabla de 4.5.1.3 Tabla de resutados.

Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espanola

B
Z 800000 -
11}
o
o
3
£ 700000 A
3
1=
<
]
© 00000 -
[+
£
8
500000 - :
2000
z 800000+ Demanda real
s .
< 750000 - Demanda_ estlmada
9 Intervalo inferior
E 700000 A Intervalo superior
E |
£ 650000 - v
3 .
£ 600000
[+
§
& 550000 -
1340 1350 1360 1370 1380

Dias

Figura 4-15. Prediccion intervalar paray = 3, ap = 0, a,=0, c=0.625

Al incrementar y atres, los intervalos se ajustan mejor al comportamiento de la demanda (quecony = 1)
pese a que el valor de ¢ se reduce debido a una mayor tasa de violaciones. En resumen, a pesar de reducir y
hasta 0.1, se consigue un mayor valor de ¢ que permite ajustar mejor los intervalos. Al incrementar y hasta 3
se llega practicamente a la misma solucion debido al equilibrio que debe haber entre y y c.

Parece que, en general, no introducir informacion local al algoritmo tiene un limite claro de mejoria y mas
aun cuando solo hay un parametro a sintonizar (realmente c se escoge como el 6ptimo para un y dado).
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4.5.1.2 Prediccion intervalar con informacion local en la funcién de coste

Usando pesos que penalicen los datos pasados que no son similares se consigue que la prediccion
intervalar se ajuste mejor en general. En concreto los intervalos inferiores.

Prediccién intervalar de la demanda eléctrica espafiola

2 800000
T
=)
=
£ 700000
=3
[*]
<
[1°]
2 600000
[1+]
£
@
[a]

5000004 : : : :

0 500 1000 1500 2000
Dias

800000 A
=
Z 750000 -
m
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S 700000 4
E
2 650000 A
< —e— Demanda real
= ;
£ 600000 —— Demanda_estlmada
£ — Intervalo inferior
8 550000 { —— Intervalo superior

T T T T T
1340 1350 1360 1370 1380

Dias

Figura 4-16. Prediccion intervalar paray = 1, ap = 1.4, a, = 1.4, ¢ = 0.875

Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espafiola

800000 -

700000 +

600000

Demanda Acumulada(MwW)

500000 4

T T T T
0 500 1000 1500 2000

800000 -

750000 4

700000 4

650000 { —®— Demanda real
—— Demanda estimada
—— Intervalo inferior
ss0000 4 — Intervale superior

600000 +

Demanda Acumulada(Mw)

T T T T
1340 1350 1360 1370 1380
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Figura 4-17. Prediccion intervalar paray = 3, ap =3, a, =3, ¢ = 0.1875

Al igual que en los casos anteriores, aumentar la y junto a a, y a, puede llevar a una prediccion
excesivamente agresiva que obligue al algoritmo 2 a reducir enormemente el valor de c. A efectos practicos,
elevar excesivamente estos pardmetros es contraproducente reflejandose en que, para cumplir la restriccion de
los dos cuantiles, se debe “aplanar” la funcion de distribucion de cada punto. Es mejor encontrar el equilibrio
Optimo entre ¢ y aj, , @, de modo y forma que c tenga un valor mas elevado.

Para encontrar este equilibrio se ha planteado una funcién de coste que penalice la longitud del intervalo y
el error de prediccion. Esta funcion se define en 4.5.2 Funcion de coste @,,. A continuacion, se muestra la

grafica con los valores oOptimos de y,a,,a) referidos a los intervalos [0, 0.3], [0, 0.5] y [0, 0.5]
respectivamente.
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Prediccion intervalar de la demanda eléctrica espafiola
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Figura 4-18. Prediccion intervalar paray = 0.2, ap = 0.5, a, = 0.23, ¢ =4.76
Prediccién intervalar de la demanda eléctrica espafiola
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Figura 4-19. Prediccion intervalar paray = 0.2, a; = 0.5, a,=0.23, c=4.76
Esta prediccion es la mejor de todas las realizadas ya que obtiene los mejores resultados de error relativo y de
longitud media del intervalo. Esto es a gracias la funcion de coste Q,,.

4.5.1.3 Tabla de resutados

En la siguiente tabla se muestran los resultados mas significativos de las 6 predicciones intervalares
anteriores. En ella se puede observar la relacion entre los parametros y, a,, ap,, T 'y €l comportamiento de la
prediccion intervalar. Los resultados que se han considerado son:

e c: el valor 6ptimo de ¢ para una y dada.
e ERM: el error relativo medio.

o EAM: el error absoluto medio.

e LMI: longitud media de intervalo.

o desviacién estandar.
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Tabla 3. Resultados predicciones intervalares de la demanda eléctrica

Y ap a, T c ERM EAM LMI o
0.1 0 0 0.1 7.58 5.05% | 34372 57124 | 46456
1 0 0 0.1 1.79 527% | 36055 63271 | 47889
3 0 0 0.1 0.703 5.38% | 36870 66329 | 48668
1 14 1.4 0.1 0.859 528% | 36205 60517 | 47857
3 3 3 0.1 0.234 544% | 37155 54559 | 49185
0.2 0.5 0.23 0.1 4.76 5.04% | 34420 56342 | 46327

4.5.2 Funcion de coste @,

Como se ha podido observar en los ejemplos anteriores, sintonizar tantos pardmetros y esperar encontrar
la combinacién dptima es una tarea entre ardua e imposible. Por eso, en esta Gltima subseccidn, se plantea una
funcion de coste Q,, que penaliza tanto la longitud media del intervalo como la disparidad entre el valor real y
con su prediccion j;. Asi, para tres vectores de posibles valores de a, € A,,a;, € Ap,y €T se puede
encontrar la combinacion 6ptima que minimice Q,,. Esto es:

Ny

2 2
y‘r*' a;, a;; — arg amci;rlly E ((y‘:- (25: Y, a’y: An, CV) - y‘r— (555" Y, aY’ Ap, CY)) + (}75 - }’m(fs: Y, a)/' O, C]/)) )
‘Vﬁ ’
s=1

s.t. a, € 4, a, € Ay, y€er
donde vy, (%, v, an, a, cy) se ha obtenido como la media condicionada ,,, aproximada como el centro del

intervalo [ygs, va=]. No se debe confundir el vector de valores posibles de y (T') con la matriz de pesos
asociada al término de valor absoluto del funcional (T;,).



5 CONCLUSIONES
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intervalares Gtiles. Como se ha comprobado, el calculo de las predicciones intervalares conlleva un coste
computacional muy elevado por lo que, ademés de proporcionar predicciones intervalares, se ha tratado
de optimizar su obtencion.

EI objetivo de este trabajo ha consistido en desarrollar una metodologia que provea de predicciones

Para comenzar, se ha planteado una familia de funciones de disimilitud que consisten en un problema de
optimizacion estrictamente convexo dependiente del parametro y. Esta familia estima la funcion de densidad
empirica de las salidas y;, que se quieren predecir, condicionadas a una entrada x;. Para un caso particular,
donde y = 0, el método se reduce a la obtencién de la funcion de densidad normal multivariada. Esto implica
gue la regresion con esta familia de funciones es, en realidad, una generalizacion de los métodos clasicos de
prediccion.

También se ha visto que la estimacién con funciones de disimilitud ofrece una mayor garantia para casos
en los gue el set de datos D tenga una cantidad suficiente de muestras representativas. Sin embargo, la eficacia
de esta estimacion decae si la anterior condicion no se cumple ya que las salidas y, a predecir se salen
excesivamente del dominio de D provocando que el método no sea efectivo. Es decir, la metodologia tiene
ciertas garantias de funcionar sélo si la base de datos es suficientemente representativa.

Por otro lado, el problema de optimizacion convexa que plantea la familia de funciones de disimilitud se
ha abordado usando una formulacion dual que relaje las restricciones de igualdad convexas de dicho problema.
Esta formulacion dual tiene, entre otras, la caracteristica de que el nimero de variables a calcular se reduzca a
n + 1 variables de decision duales donde n + 1 es el nimero de restricciones de igualdad. Asi mismo, el
funcional dual es diferenciable en contraposicion del primal. Ademas, una vez resuelto el problema dual, las N
variables primales pueden obtenerse directamente resolviendo N problemas de optimizacion escalares.

Puesto que el problema dual no es estrictamente convexo, se ha aplicado un método gradencial acelerado
llamado FISTA. Este método ha demostrado tener una ratio de convergencia mayor que los métodos clésicos
de gradiente descendente. Sin embargo, carecia de sentido elegir un algoritmo de estas caracteristicas si la
implementacion préactica no fuera buena ya que, en ese caso, se limitaria sensiblemente su eficacia. Por ello se
ha tratado de optimizar su implementacion en el codigo.

Asi mismo, tal y como se ha advertido en las gréficas, el método FISTA no es un método de gradiente
descendente. Es decir, no se puede asegurar gque, en cada iteracion, el algoritmo se aproxime estrictamente a la
solucién dptima por lo que, dependiendo del problema, el algoritmo puede oscilar (rippling).
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Conclusiones

Para solucionar este inconveniente se ha seguido el planteamiento de reinicio propuesto por [9] que
consiste en reiniciar el momentum, propuesto por [8], a O ya que las oscilaciones ocurren cuando este se
sobreestima. En [9] se demuestra una convergencia lineal si se cumple que siempre que el gradiente se
reduzca e veces (siendo e el nimero de Euler) respecto a un gradiente inicial, se reinicie el algoritmo.

Lo anteriormente expuesto se ha comprobado aplicando esta estrategia de reinicio en todos los casos
estudiados en los que se presentaban oscilaciones, obteniendo una convergencia lineal y una rapidez muy
superior.

Finalmente, para obtener predicciones intervalares, se parte de las funciones de densidad empiricas
condicionadas que habian sido estimadas con las funciones de disimilitud. Se han usado principalmente dos
algoritmos: el primero calcula la funcién de densidad condicionada para una salida y; vy, con su funcién de
distribucion, se estima un cuantil condicionado inferior y un cuantil condicionado superior. Puesto que el
Algoritmo 1 depende de los pardmetros y y ¢ se ha necesitado de un segundo algoritmo para poder estimar el
Copt Paraunay dada.

También, se ha minimizado una funcion de coste @, que penalizaba tanto la longitud media de los
intervalos como la disparidad entre la estimacion J, y su valor real. Esta funcién de coste ha permitido
encontrar la sintonizacion adecuada de y (con su c,,,) para las predicciones intervalares. Sin ella, por lo que se
ha visto en los diferentes resultados planteados en el TFG, hubiera sido muy complicado obtener esos
pardmetros.

Por ultimo, en los casos presentados, ha sido mucho méas determinante el valor de ¢, que reduce y ajusta la
longitud del intervalo, que los deméas parametros a sintonizar referidos a la inclusion de informacién local de la
funcion de coste J(z, D). Es decir, en el equilibrio que debe haber entre los demas parametros a sintonizar y c,
es preferible una prediccion con a, y a;, relativamente bajos que permitan un valor de ¢ mas alto. Esta
configuracion es la que minimiza la funcion de coste Q, que ademas proporciona la y que mejor ajusta la
forma de la funcion de densidad. No obstante, el calculo de las predicciones intervalares y en concreto Q,, es
muy caro computacionalmente. De ahi la importancia de haber intentado conseguir un codigo lo mas depurado
y eficiente posible.



6 LIBRERIA DE FUNCIONES PYTHON

Carecer de libros propios es el colmo de la miseria

Benjamin Franklin

paralelo de Python en el maravilloso entorno de Pycharm. Este IDE (Integrated Development

Environment) facilita la vida a cualquier programador y supera con creces, sin menospreciarlo, el
entorno de MatLab. Permite autocompletar cddigo de manera inteligente salvandonos de innumerables errores
y ahorrandonos tiempo. Ademas de que permite que nos movamos por el cédigo de manera mucho mas
comoda.

Cada paso que hemos dado en este Trabajo de Fin de Grado ha sido gracias a desarrollar un cédigo

Asi pues, las funciones que hemos desarrollado durante todo el trabajo permiten, con bastante facilidad,
predecir con regresion de funciones de disimilitud y proveer de predicciones intervalares.

Sin mermar esta simplicidad de manejo, hemos incluido una bateria de opciones en 6.1 OPTIONS.py
necesaria para configurar cada una de las funciones de las dos librerias principales (disimilarity_regression.py
e Interval_Estimation.py). No importa si decidimos no incluir la clase OPTIONS ya que todas las funciones
tienen valores por defecto.

A parte de las dos librerias principales, se incluiran tanto los codigos de las predicciones como los codigos
‘laboratorio’ que nos han permitido avanzar en el desarrollo del TFG.

No hace falta remarcar que seria recomendable descargar una versién de Python para que hagamos uso de
estas librerias.
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6.1 OPTIONS.py

Es crucial que importemos esta libreria general para cada uno de los codigos que queramos hacer. Aungue
todas las funciones son autosuficientes, es 16gico (y necesario) que queramos cambiar los pardmetros con los
que se predice. Asi pues, si gueremos movernos por estas opciones tan solo habra que llamar al método
.mostrar() que no devolvera el estado de cada una de las variables junto a una pequefia explicacion de que hace
cada una.

No todas las opciones tienen un impacto en las funciones. Por ejemplo, si queremos estimar con funciones
de disimilitud usando 6.3 disimilarity_regression.py, carece de sentido que modifiquemos .tau ya que este
pardmetro define el cuantil inferior y superior de las predicciones intervalares.

Ademas de parametros que configuran el funcionamiento de las funciones, la clase OPTIONS nos permite
elegir si queremos que se impriman por pantalla las iteraciones medias, el tiempo de ejecucidn, los maximos
de la matriz de pesos...

numpy
OPTIONS:
init ( ) :
.max_iter = 50
.max error = 1
.M = 200
.tiempo_ computo
.iter =
.pond similitud
.pond agua pasada =
.per train val test =
.w =0
.gam w = 0
.tau = 0.05
Y =
.D dinamica =
.Norm =

mostrar ( ) 3
(f"Iteraciones maximas (.max iter): .max_iter}")
(f"Cota superior de error (.max error): .max_error}")
(f"Numero de intervalos discretos para el conjunto Y (.M): ME")
(f"Muestra el tiempo de cdémputo (.tiempo computo) : .tiempo_ computo}")
(f"Muestra las iteraciones medias y maximas a parte de graficas de convergencia
(.iter) : .iter}™)
(f"Informacién local segun similitud del punto a predecir (.ponderacion similitud) :
.pond similitud}")
(f"Ponderacion del dato en funcidén de si es reciente (.ponderacion agua pasada) :
.pond agua pasada}")
(f"Porcentaje de divisidén de los datos en Entrenamiento, validacién y
ensayo (.per train val test[train, val, test, True o False si se quiere usar]): "
£" .per_train val test}")
(f"Pardmetro para controlar la importancia de los p (.w): W)
(f"Define el cuantil superior e inferior del intervalo (.tau): .taul")
(f"Parametro para controlar la informacién local de de gamma (.gam w):
.gam w}")
de Y. None por defecto (.Y): LYE")
dinamica (.D dinamica) : .D dinamica}")
(f"Normalizacién de los datos (.Norm) : .Norm}")

”""Nos permite asegurar de que si los valores de los pesos se van de madre, se normalicen
para un
Paradmetro maximo que incluyamos”””
S similitud (H S
:].size

ize

= np.zeros
np.eye (N)
k (0, N):
R k[:, 0] = R[:
exp peso[0, k] w * np.linalg.norm(R k - z)

max peso 3
max exp = np.max(exp peso)
max exp peso = np.log(max p
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6.2 Interval_Estimation.py

Esta es la libreria principal que tenemos que importar si nuestra intencion es la de predecir
intervalarmente. Normalmente tendremos que llamar primero a algorithm2 para que nos devuelva el c ;.
Esta funcion tiene la posibilidad de dividir automaticamente el set de datos en set de validacion y
entrenamiento con los porcentajes definidos en opt.per_train_test. Si no fuera el caso, también se pueden
introducir por separado como argumentos los sets de entrenamiento y validacion. A parte de esta division, si
estamos trabajando una serie temporal en la que la base de datos es dindmica, lo l6gico es incluir los datos del
set de validacion en el set de entrenamiento conforme se vayan usando. Para ello se usa opt.D_dinamica =
True. Si en cualquiera de estas opciones se mete la pata, por ejemplo, si los porcentajes de la division no
suman 100, se corregird automaticamente.

Después de llamar al Algoritmo 2 y conseguir el c,,, para una y dada, tenemos que usar algorithm1 para
que nos devuelva predicciones intervalares. Existe la posibilidad tanto de que nos devuelva una prediccion
intervalar como de que nos devuelva el mismo ndmero de intervalos que la dimension de la entrada x;. En
general, si se usa una base de datos dinamica, lo ldgico es predecir intervalo a intervalo ya que set, y set,,
cambian. Si simplemente se tiene un set de entrenamiento set, y set,, y un set de validacion x; entonces se
devolveran tantos intervalos como columnas tenga x;.

Después, si queremos concretamente la funcion de densidad empirica de una salida y;, para x; en un set
de datos D, usamos ec_pdf. Y por Gltimo si por alguna razdn queremos saber como se ha dividido
internamente el conjunto de datos de discretos de Y usamos set_Yhat.

6.2.1 Importaciones necesarias

imilitud

"""Aqui vamos a tratar de mejorar as s/error FISTA usando el mismo funcional dual que
% dndrm

resolverlo con FISTA habra que ¢

non

de Y para un numero de c




Libreria de Funciones Python

6.2.3 ec_pdf

prnn

comprende los dos primeros pasos del algoritmo
y, xk, gamma, c, opt= DE
)
(opt, OPTIONS) :

("Debes usar la clase IntervalEstimation.OPTIONS () para modificar los valores
"por defecto")
("Prueba IntervalEstimation.OPTIONS.mostrar () para ver las opciones")

5 ()

set x[0, :].size
dim xk = xk[:, 0].size
dim vyj y[:, O0].size
H = 1*r

np.ndarray)) :
yl, yM

= opt.Y
= np.array([[Y[0, 0]11)
"""Tratamiento de s restricciones"""
R x = np.a
r xk np.

R yx np.append(set_y,

r yx np.append(yl, r xk, axis=0)
"""Matriz de Pesos"""
Hw = 1l*np.eye (N)
= 1*np.eye (N)
max Hw = 0
= np.zeros([dim xk + dim yj + 1, 1])

"""Tnicializacién del algoritmo"""

ecp = . Z€ s([1l, o
gamma w = gamma * np

x ini = . s([dim xk + dim yj + 1, 1])
convergencia

1 opt = np.z

max similitud

sum _iter = 0

max iteracion

Jj 0, opt.M):
r yx[0, : Y[O, J1
Inicio pesos = time.time ()
opt.pond similitud
Hw, max Aux = pe similitud R yx, r yx, opt.v
max Aux > max Hw:
max Hw = max Aux
opt.pond similitud:
Hgam w, max Aux = ¢ similitud(H, R yx, r yx, opt.gam w,
gamma w = gamma * np ([1, N]) @ Hgam w
T pesos = T pesos + time.time() - Inicio pesos

ini fista = time.time ()
[1, convergencia, iter, J yj, x ini] = FISTA.algorithm(R yx, r yx, Hw, gamma w, x ini,
opt.max iter, opt.max error)
T fis = T fista + time.time() - ini fista
sum iter = sum iter + iter
max iteracion < iter:
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max iteracion = iter
interd = j
convergencia:

[0, 0, O,
"""Similitud maxima y 1 opt"""
Js_yj = np.exp(-c * J yJj)
max similitud < Js_yj:
max similitud = Js_yj
1 opt =1
ecpl0, j] = Js_yj
integral Js = np.sum(ecp)

T total = time.time() - Inicio
opt.tiempo computo:
(f"Coémputo total: (T_total, 3)}s, fista: (100*T fista/T total, 3)

f"Caculo pesos: (100*T pesos/T total, 3)}%")
iter media =
opt.iter:

(f"Iteraciones medias: (iter media, 2) axima: {max iteracion} en
interJd}")

sum_iter / opt.M

[integral Js, ecp, Y, convergencia, max Hw, 1 opt, iter media]

6.2.4 algorithm1

"""Prediccidén intervalar 4 de un intervalo"""

algorithml (set x, set

(opt, OPTIONS) :
opt :

("Debes usar la clase IntervalEstimation.OPTIONS () para modificar los valores

defecto")
("Prueba IntervalEstimation.OPTIONS.mostrar () para ver las opciones")
opt = OPTIONS ()

"""Pasos I) y II) del algoritmo"""
integral, ecp, Y, convergencia, max Hw, 1 opt, iter media

convergencia:
[o, o, o, O,

"""pPasos III) y IV) del algoritmo"""
1 lower = 0

1 upper = 0

lower constrain = (1 - opt.tau)*integral
upper constrain lower constrain

median constrain = 0.5 * integral
median flag =
ec_distr = 0

3 ( (0, opt.M)):
ec_distr = ec distr + ecpl0, Jj]
(ec_distr >= median constrain) median_flag:
median flag =
y hatl = Y[0, j]
ec _distr >= lower constrain:
1 lower = Y[O0, Jj]

ec distr = 0
median flag =
Jj (0, opt.M):
ec_distr = ec distr + ecpl0, Jj]
(ec_distr >= median constrain) median flag:
median flag =
y hat2 = Y[0, Jj]
ec_distr >= upper constrain:
1 upper = Y[0, j]
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y hat = (y hatl + y hat2)/2

ecp/integral, y hat, 1 lower, 1 upper, Y, convergencia, 1 opt, iter media

6.2.5 algorithm2

PTETED

"""Valores 6ptimos para c y gamma
"""Se da la opcidén de dar una serie de valores set val y calcular los intervalos para estos
se haga una divisidn

(a partir de set x y set y )automatica entre set de entrenamiento y validacidén usando

opt.per train test"""

setx val, sety val, gamma, cmax, tol, opt=

Y r

et x, set

(opt, OPTIONS) :

("Debes usar la clase disimilarity regression.OPTIONS () para modificar los
- defecto")
("Prueba disimilarity regression.OPTIONS.mostrar () para ver las opciones")
OPTIONS ()
et x[0, :].siz

:, 0].siz

opt.per train val test[3]:
np.sum(opt.per train val test[0:-1] ! 100:
opt.per train val test = [60, 2
("La divisién de los datos no suma 100%. Valor por defecto

0,

N training = 3 * opt.per train val test[0]) // 100
Dset x = np 5 SET, N training])

Dset y = N _training])

set x[:, :] >t x[: 0: N _training]

BEie w8, 81 = /[:, 0: N training]

N validation SET * opt.per train val test([1]) // 100
Vset x = SET, N _validation])

Vset y = np.ze 1 _validation])

Vset x[:, :] = x[:, N training: N training + N validation]
Vset y[:, :] = _yl:, N _training: N _training + N_validation]

, np.ndarray)) (sety val,
( , np.ndarray)) :
("Error: set val no contiene datos y no se ha escogido la divisién "
"automatica en opt.per train val test")
[0, ©,
N validation setx val[0 :].size

=
=
w0

T, N _validation])
validation])
N _SET])

= o
Rl
=
0n

ZH 2z
| 13l
w0~
i
=
=

F
N

(opt.Y, ( , np.ndarray)) :
t Yhat (Dset_y, opt.M)

opt.D dinamica:

Dset x ini = eros([M SET, N SET])
Dset y ini = .7 s([1, N_SET])
Dset x ini[:,

Dset y inif[:,
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>s ([M_SET, 11)

1p.zeros ([N _validation, 2])

cmax - cmin >= tol:

opt.D dinamica:
Dset x[:, :] Dset x ini[:, :]
Dset y[:, :] Dset y inif[:, :]

N

c = 0.5%*(cmin + cmax)

nv_upper
nv_lower

(f"cmin = {cmin}, cmax = {cmax}, c = {c}")
(llll)
set yhat p.zeros([1l, N validation])
s 0, N validation):
xs[:, 0] = Vset x[:, s]
ecp integral, set yhat[O0, s], Is[s, 0], Is[s, 1], , conver, 1 opt, =\
algorithml (Dset x, Dset y, Xs, gamma, c, opt)
conver:

[0, 0, , 0]

Is[s, 1] <
nv_upper
Is[s, 0] >
nv_lower

Vset y[:, s]:
nv_upper + 1
Vset y[:, s]:
nv_lower + 1

s] = {Vset y[:, s] y hat = {set yhat[0, s]
, S = {s}")
nv_lower}, nv upper = {nv_upper}")

(nv_lower/N validation >= opt.tau) (nv_upper/N validation >= opt.tau):
cmax = c

opt.D dinamica:
Dset x[:
Dset yl[:

’
’
’
’

(nv_lower/N validation < opt.tau) (nv_upper/N validation < opt.tau):
cmin = c

c, Is, conver, set yhat

6.3 disimilarity_regression.py

Gracias a esta libreria seremos capaces de predecir con funciones de disimilitud en el ambito de la
regresion. La funcion bésica es regression que nos devuelve una salida o salidas y, para una entrada o
entradas x;. Debemos introducir como argumentos, el set de datos D como setx y sety, la entrada/entradas, el
pardametro y y por supuesto una instancia de la clase OPTIONS. Para esta funcion NO seran Utiles los
siguientes atributos (de OPTIONS) opt.tau, opt.Y, opt.per_train_val_test y opt.M. Podremos variar los pesos

Lo més interesante de esta libreria es la segunda funcion que contiene. Esta permite realizar un testeo
completo con sets de entrenamiento validacidén y test. Tenemos la opcion de normalizar los datos con
opt.Norm, de montar una base de datos dindmica con opt.D_dinamica, y de dibujar todas las gréficas de cada
una de las predicciones. Tan solo seré necesario introducir como argumentos Setx y Sety. Automaticamente se
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hara una reparticion entre sets de entrenamiento, validacion y test (con opt.per_train_val_test) por lo que si
tenemos un set de validacién o de test predefinido debemos afiadirlo a Setx y Sety.

6.3.1 Importaciones Necesarias

numpy np
Optimization.FISTA v5

matplotlib.pyplot plt
time

OPTIONS OPTIONS

OPTIONS pesos similitud

6.3.2 regression

>n esta funcion seremos capaces de predeci la salida o salidas yk referida a la entrada o
S gk

SETy, xk, gamma, H, opt=
(opt, OPTIONS) :
opt == ( ):
(
"Debes usar una instancia de disimilarity regression.OPTIONS () para modificar los
valores por defecto")
("Prueba disimilarity regression.OPTIONS.mostrar () para ver las opciones")
opt = OPTIONS ()

opt.Norm:

min x = np.min (SETX)

max x = np.max(SETx) + 1

A = (SETx - min x) / (max x - min x)
= (xk - min x) / (max x - min x)

min y = Ty)

max y =T ax (SETy)

QRET

set y = (SETy - min y) / (max y - min y)

Inicio = time.time ()
N = A[0, :].size

= A[:, 0].size
tam x = b[0, :].

N]), axis=0)
[1, tam x]), axis=0)

convergencia = 0
y predict = np.zeros([set y[: 0] .size, tam x])

= np.zeros
np.zeros([M + 1,
= np.zeros([M +

"""Set de validacién"""
sum iter = 0
x ini = np.ones([M + 1, 1])
Iter max = 0
=0
max Hw = 0
max Aux = 0
gamma w = gamma * np.ones([1,
i (0, tam x):
0] = r[:, 1i]
opt.pond similitud:
Hw, max Aux = imilitud (F z, opt.w, 10000)
Hgam w, esos_si itud (F R, z, opt.gam w, 10000)
gamma w = gamma * np.ones([1l, N]) @ Hgam w
opt.pond agua pasada:
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max Hw < max Aux:

max Hw = max Aux
[1 opt, convergencia, iter, , x ini] =
opt.max iter, opt.max error)

FISTA.algo Chi Hw, gamma w, x ini,

sum_iter = sum iter + iter
Iter max < iter:
Iter max iter

convergencia:

sol = set y @ 1 opt
y predict[:, 1] =

opt.iter:

(f"Media de iteraciones: {sum iter / tam x}, Maxima
opt.tiempo computo:

(f"Tiempo de cédmputo: {time.time() - Inicio}")

opt.Norm:
y _predict sinnorm y predict * (max y - min y) + min y

y_predict sinnorm y_predict

[y predict sinnorm, convergencia, max Hw, sum iter]

6.3.3 training_validation_test _regression

"""Sets de entrenamiento, validacién y ensayo"""
training validati es eg sion (SETx, SETy,

("Debes usar la clase disimilarity regression.OPTIONS () para modificar los
valores por defecto")
("Prueba disimilarity regression.OPTIONS.mostrar () para ver las opciones")

opt.per train val test)
.per train val test = [
("La divisién de los datos no suma 10
N training = (N _SET * opt.per train val test[0
training set x = SETx[:, 0: N _training]
training set y = SETy[:, 0: N training]

0%. Valor por defecto [60%

) // 100

N validation = (N * opt.per train val test[1]) // 100
validation set x = SETx[:, N training: N training + N _validation]
validation set y = SETy[:, N training: N training + N _validation]

N test = (N_SET * opt.per train val test[2]) // 100
test set x = SETx[:, N _training + N validation: N_training + N _validation + N_test]
test set y = SETy[:, N _training + N validation: N_training + N _validation + N_test]

repetir = 1

gamma = 0

repetir != -1:

H =1 * np.eye(N _training)
gamma = ( ("Dale la gamma: "))
opt.pond similitud pt.pond agua pasada:
("Introduce el pardmetro para ponderar los datos:
("Introduce el pardmetro para ponderar gamma:

opt.D dinamica:
Dset x = np.array(training set x[:,
Dset y = np.array(training set y[:,
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Vset x = np.array([validation set x[:, 0]
Vset y = np. y([validation set y[:, 0]
y val predict = np.zeros([1l, N validation
maxHw = 0

kk 0, N validation):

Vset x[:, validation set x[:, kk]

Vset yl[:, validation set y[:, kk]

1)
1)
1)

y val predict[0, kk], convergencia, auxHw, _ = regression(Dset x, Dset y, Vset x,
gamma, H, opt)
auxHw > maxHw:
maxHw = auxHw
Dset x[:, 0:-1] = Dset x[:, 1:]
Dset y[:, 0:-1] = Dset y[:, 1:]
Dset x[:, -1] = Vset x[:, 0]
Dset y[:, -1] = Vset y[:, 0]
[y val predict, convergencia, maxHw, regression(training set x,
training set y, validation set x, gamma, H, opt)
(f"Max Hw: {maxHw}")
convergencia:
plt.c 'all')
plt. (figsize=(13, 6))
Error absoluto de validacidén: ")
(np.mean (np.c (y_val predict - validation set y)))
rel err = (y val predict - validation set y) / validation set y
(f"Error relativo: (np.mean (np.abs(rel err))*100, 3)}3%")
x = np.arange (0, N training)
y train = plt.plot(x, np.array(training set y[0, :]), 'b-")[0]
x = np.arange(N_training, N_training + N_validation)
ot(x, y val predict[0, :], 'r--")[0]
N training, N training + N validation)
blot (x, validation set y[0, :], 'g-'")[0]

f
("

le("Prediccidén de la evolucidédn del COVID-19")
desde 2020-04-12")
("Hospitalizados por COVID")
d([y_train, y pred, y val], ["Set de datos previos", "Prediccién", "Casos a
predecir"])

("No converge para este numero maximo de iteraciones o este gamma dado")

(" "
("¢:Quieres repetir y probar otra gamma (y/n)? ") == 'y':
repetir =

repetir = -1
np.eye (N training)

opt.D dinamica:
Dset x = np.array(training set x[:, :])
Dset y = np.array(training set yl[:, :1])
Tset x np.array([test set x[:, 0]]
Tset y = np.array([test set y[:, 0]]
y test predict np.zeros([1l, N test
maxHw = 0

kk 0, N test):

= test set x[:, kk]
Tset y[:, 0] = test set yl[:, kk]

)
)
]

)

y test predict[0, kk], convergencia, auxHw, = reg on(Dset x, Dset y, Tset x,
gamma, H, opt)

auxHw > maxHw:

maxHw = auxHw
Dset x[:, 0:-1] = Dset x[:,
Dset y[:, 0:-1] = Dset yl[:,
Dset x[:, -1] = Tset x[:, 0]
Dset yl[: -1] = Tset y[:, 0]

1:]
1:

[y test predict, convergencia, regression(training set x, training set vy,
test set x, gamma, H, opt)
convergencia:
plt.close('all"')
plt.f e(figsize=(10, 10))
("Error absoluto del ensec
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A rang , N _training
t(x, training

') [0]
g-') [0]

6.4 Estimacion_Intervalar_Demanda.py

Este archivo es un ejemplo de uso de la libreria IntervalEstimation. Se hacen predicciones intervalares de
la demanda eléctrica espafiola para una sintonizacion que elijamos con OPTIONS. Es un buen ejemplo de una
base de datos dindmica y del uso de la opcion opt.D_dinamica = True del Algoritmo 2. Como la cantidad de
parametros que debemos sintonizar para las predicciones intervalares es amplia, tenemos la opcién de un
modo Auto. Se elegiran automaticamente los parametros ptimos y*, ap,, a,, entre un rango de valores como se

explica en 4.5.2 Funcion de coste Q,,.

6.4.1 Importaciones Necesarias

opt = OPTIONS ()

SRR

"""Tnicializacién de pardmetros

e.set Yhat ((Demanda total - demanda min)/(demanda max - demanda min), opt.M)
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gamma = 0

opt.iter =
opt.per train val test[3]
opt.D_dinamica =

opt.max error =

opt.max iter =

opt.tau = 0.1

("¢;Automatizar? "))

("Dale la gamma:
("Dale los pe
( "Dale a los pesos de gamma: "))
("Dale a la cmax:
opt.w <= 0:
opt.pond similitud =

opt.pond similitud

"""o oOptimo para un gamma dado en un set de validacién con 50% set 7 50% set validacién"""

= Demanda total[0, 0: dias base datos - 7 - dias vist
= Demanda total[0, 6: dias base datos - 1 - dias vist
= Demanda total[O0, dias_base datos - dias vista
= Demanda total[0, dias vista + 7: dias base datos
setx norm = (se - demanda min) / (demanda max - demanda min)
sety norm 3 - demanda _min) / (demanda max - demanda min)

N
(

setx norm[3, : (Dia semana[0, dias vista + 7: dias base datos]

setx val[0, : Demanda total[0, dias base datos
dias vistal

setx val[l, : Demanda total[0, dias base datos - 1 - dias vista: dias base datos*3 - 1 -
dias vistal

setx val[2, :] = Demanda total[0, dias base datos - dias vista: dias base datos*3 -
dias vistal

sety val[0, :] = Demanda total[0, dias base datos: dias base datos*3]

setx val norm = ] g - demanda min) / (demanda max - demanda min)
sety val norm = ] g - demanda min) / (demanda max - demanda min)
setx val norm[3

z

7(Diafsemana[@, dias base datos: dias base datos * 3] - 1) / 6

.pond similitud =

(f"Comput 2 ((t-1)*100)/4}1%™)
gw GW:
opt.gam w = gw
(f"gamma: {t 2 W : {opt.w}")
c, I val, conver, ie.algorithm2 (setx norm, sety norm, setx val norm,
sety val norm, t, 10, tol, opt)

conver:

AuxQ = np.sum((I val[:, 1] - I val[:, 0])**2 + (sety val norm - set yhat)**2)

AuxQ < minQ:

minQ = AuxQ
final gamma = t
final pesogam =

final ¢ = ¢

(f"En progreso: final gamma: {final gamma}, final pesogam:
final pesogam}, final c: {final c}")

(f"final gamma: {final gamma}, final pesogam: {final pesogam}, final c: {final c}")

gw

c, I val, conver, = ie.algorithm2(setx norm, sety norm, setx val norm, sety val norm,
gamma, cmax, tol, opt)

conver:
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("E1l algoritmo2 no converge para este gamma, cmax o peso dado")

("m")
("")
(f"cmax obtenido: {c}. Prediccién intervalar: ")
max Hw = 0
max iter
sum_iter = 0
porcentaje computo =
time ini = time()
kk (dias base datos*2, dias totales - dias vista):
setx[0, :] = Demanda total[O, kk - dias base datos: kk - 7 - dias vista]
setx[1l, : Demanda total[0, kk dias base datos + 6: kk - 1 - dias vista]

0

setx[2, : Demanda total[0, kk dias base datos + 7: kk - dias vistal]

sety[0, : Demanda total[0, kk dias base datos + dias vista + 7: kK]

xk[0, 0] = Demanda total[0, kk - dias vista]
xk[1, 0] = Demanda total[0, kk - 1]
xk[2, 0] = Demanda total[0, kK]

setx norm = (setx - demanda min) / (demanda max - demanda min)
sety norm = (sety - demanda min) / (demanda max - demanda min)
xk_norm = (xk - demanda min) / (demanda max - demanda min)

setx norm([3, :] = (Dia semana[0O, kk - dias base datos + dias vista +

=

xk norm[3, 0] = (Dia_ semanal[0O, kk + dias vista] - 1) / 6

opt.iter =
_, y hat, I norm[kk + dias vista, 0], I norm[kk + dias vista, 1], , conver, 1 opt, iter
gorithml (setx norm, sety norm, xk norm, gamma, c, opt)
conver:
("No converge para este gamma o peso dado"

sum iter = sum iter + iter
predict norm[0, kk + dias vista] = y hat
porcentaje computo <= 100* (kk - dias base datos*2) / (dias totales - dias vista):
(f"Completo al {porcentaje computo}%")
porcentaje computo = porcentaje computo + 1
kk == (dias_totales - dias base datos)//4:
("25%")
kk == (dias totales - dias base datos)//2:
("50%™) . .
kk == 3*(dias_totales - dias base datos)//4:
("75%")

t total = time() - time ini

conver:
predict = predict norm * (demanda max - demanda min) + demanda min
Is = I norm * (demanda max - demanda min) + demanda min
error abs = np.mean(np.abs(Demanda total[0, dias base datos + dias vista: -1]
predict [0, dias base datos + dias vista: -1]))
set er rel = (Demanda total[0, dias base datos + dias vista: -1] - predict[O,
dias base datos + dias vista: -1]) / predict[0, dias base datos + dias vista: -1]
error rel = (np.mean (np.abs (set _er rel))*100, 3)
opt.iter:
(f"Iteraciones medias: (sum iter/(dias totales - dias base datos -
dias vista), 3)}. Maxima iteracién: {max iter}")
opt.pond similitud:
(f"Maximo peso: {max Hw}")
(f"Error absoluto: {error abs}. Error relativo: {error rel}%. Tiempo para prediccidn
intervalar: {t total}")

(")

= np.arange (0, dias totales)
fig, axs = plt.subplots(2)

"Prediccién intervalar de la demanda eléctrica espafiola")
("Demanda Acumulada (MW) ")

21 ("Dias")

>]1 ("Demanda Acumulada (MW) ")

>el ("Dias")

n 0

Q0 0
XX
n 0 »

real, = axs[0].plot(x, Demanda total[0O, :], marker='o')
estimada, = axs| ot (x[dias base datos*2 + dias vista:], predict[0, dias base datos*2
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+ dias_vista:], marker='x"')

I lower, = axs[0].plot(x[dias base datos*2 + dias vista:], Is[dias base datos*2 +
dias vista:, 0], 'b')

I upper, axs[0] .plot(x[dias base datos*2 + dias vista:], Is[dias base datos*2 +
dias vista:, 1],

axs[1l].plot(x[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108
Demanda total[0, dias_ totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108],
axs[1l].plot(x[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista *
predict [0, dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108], mar
axs[1l].plot(x[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108],
Is[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108, 0], 'b')
axs[1l].plot(x[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108],
Is[dias totales - dias vista * 114: dias totales - dias vista * 108, 1], 'r')

plt.le d([real, estimada, I lower, I upper], ["Demanda real", "Demanda estimada
"Intervalo inferior", "Intervalo superior"])

plt.figure(2)

real, = plt.plot(x[dias_ totales - dias base datos - dias vista
dias vista], Demanda total[0, dias totales - dias base datos - dias v
dias vista], marker='o")

estimada, = plt.plot(x[dias totales - dias base datos - dias vista*3: dias totales
dias vistal], predict[0, dias totales - dias base datos - dias vista*3: dias totales -
dias vista], marker='x")

I lower, = plt.plot(x[dias_totales - dias_base_datos - dias_vista*3: dias_
dias vista], Is[dias totales - dias base datos - dias vista*3: dias totales - dias
'b')

3: diac
P

*
ista*3:

I _upper, = plt.plot(x[dias_totales - dias_base_datos - dias_vista*3:
dias vista], Is[dias_totales - dias base datos - dias vista*3: dias totales
lrl)

plt.title("Prediccidén intervalar de la demanda

plt. : ("Demanda Acumulada (MW) ")

plt.x ("Dias")

plt.le ([real, estimada, I lower, I upper], ["Demanda real", "Demanda estimada",
ntervalo inf or", "Intervalo superior"])

plt.s

plt.plot (Demanda total)
plt. )

6.5 Regresion_Demanda.py

Este codigo toma los mimos datos de demanda eléctrica que el archivo anterior y trata de predecir, usando
la libreria disimilarity_regression.py esta demanda a 7 dias vista. Aunque de serie se prediga a 7 dias vista, el
cbdigo permite que cambiemos este numero. Al igual que para la prediccion intervalar, haremos uso de una
instancia de OPTIONS para configurar los pardmetros que queramos de cara a la prediccion.

6.5.1 Importaciones Necesarias

numpy np
pandas pd
matplotlib.pyplot plt
disimilarity regression vi4

time time

OPTIONS OPTIONS

6.5.2 Cuerpo del Cédigo

demanda nacional = pd.read
demanda nacional.columns = demanda', dia', 'dia semana']

Demanda total = np.array([demanda nacional.demanda]

Dia semana = np.array([demanda nacional.dia semana]

dias totales = Demanda total[O0, :].size

(dias_totales)

dias vista = 7

dias base datos 120

setx = np.zeros([? dias base datos - dias vista -
5([1, dias base datos - dias vista -
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predict norm = np.zeros([1l, dias_ totales])

opt = OPTIONS ()

"""Inicializacién de pardmetros para el algoritmo"""
H = np.eye(dias base datos - dias vista - 7)

demanda max = np.max(Demanda total)
demanda min np.min (Demanda total)
gamma = 0

opt.Norm =

opt.max error = le-3
opt.iter =

conver =

gamma > -1:
opt.tiempo computo =
opt.iter =
gamma = ( ("Dale la
opt.w = ( ("Dale a 1
opt.gam w = ("Dale a s pesos de gamma: "))
(opt.w == 0) (opt.gam w <= 0
opt.pond similitud =

opt.pond similitud =

max Hw = 0
max iter = 0
sum iter = 0
tini = time ()
kkitermax = -1

kk (dias base datos, dias_totales - dias vista):

setx[0, :] = Demanda total [( kk - dias base datos: kk - 7 - dias vista]
setx[1, : Demanda_total kk - dias_base datos 6: kk - 1 - dias vistal

setx[2, : Demanda total[0, kk - dias_base datos + 7: kk - dias_vista]
sety[0, : Demanda total[0, kk - dias base datos + dias vista + 7: kk]

xk[0, 0] = Demanda total[0, kk - dias vista]
xk[1, 0] = Demanda_ total|[

xk [

0, kk - 11
, 0] = Demanda_ total[0, kk]

setx norm = (setx - demanda min) / (demanda max - demanda min)
sety norm = (sety - demanda min) / (demanda max - demanda min)
xk norm = (xk - demanda min) / (demanda max - demanda min)

setx norm([3, :] = (Dia semana[0O, kk - dias base datos + dias vista + 7:
xk norm[3, 0] = (Dia_semana[0, kk + dias vista] - 1) /

predict norm[0, kk + dias vista], conver, aux Hw,
sety norm, xkinorm, gamma, H, opt)
conver:
("No converge para este gamma o peso dado")

aux Hw > max Hw:

max Hw = aux Hw

sum iter = sum iter + iter

iter > max iter:

max iter = iter

kkitermax = kk

kk == (dias totales - dias base datos)//2:

("50%")

opt.iter =
opt.tiempo computo =
tfin = time() - tini
conver:
predict = predict norm * (demanda max - demanda min) + demanda min
error abs = np.mean(np.abs(Demanda total[0, dias base datos + dias vista:] - predict[O,
dias base datos + dias vista:]))
set er rel = (Demanda total[0, dias base datos + dias vista:] - predict[O,
dias base datos + dias vista:]) / predict[0, dias base datos + dias vista:]
error rel = (np.mean (np.abs (set _er rel))*100, 3)
opt.iter:
(f"Iteraciones medias: (sum_iter/(dias totales - dias base datos -
dias vista), 3)}. Maxima iteracidén: {max iter} en {kkitermax}")
opt.pond similitud:
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~or relativo

6.6 Regresion_Covid.py

Este ejemplo es ain mejor para entender las posibilidades de la  funcién
training_validation test regression ya que se puede comparar distintas opciones como base de datos
dinadmica, division de los datos para unos porcentajes dados, probar las opciones de iteraciones medias, tiempo
de computo medio...Como siempre, serd importante crear una instancia de la clase OPTIONS para poder
cambiar todas estas opciones.

6.6.1 Importaciones Necesarias

= 0, limit
"£fil11")

0, limit =
"£F111Y)
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6.7 Fista.py

Esta libreria, junto a 6.8 Fista_Based Restart.py, es la piedra angular de la optimizacién del TFG. Con
ella resolveremos el problema de optimizacion convexa con un enfoque dual. Se divide en dos funciones. La
primera lambda_opt calcula las componentes dptimas de Aﬁk para una 8 dada con las matrices de pesos I, y

H,,. La segunda resuelve el problema de optimizacion planteado en 3.1 Problema a minimizar devolviendo
el 1* para una precision que hayamos definido.

6.7.1 Importaciones Necesarias

numpy

6.7.2 lambda_opt

6.7.3 algorithm




mma, ( , np.ndarray)):
gamma = np.ones([1l, N]) * gamma
convergencia =
iter = 0
"""Precalculamos la inversa de H, R * H inv . Y% (inv(R Hinv R T)) @ (R@1l opt - b) en
inv(R Hinv R T) @ R @ 1 opt -
-R Hinv R T @ b y de aqui reducimos a inv(R Hinv R T) R @ 1 opt - inv(R Hinv R T) b.
Reducimos una multiplicaciéon"""
H inv = np.zeros ([N, N])
k (0, N):
H inv[k, k] =1 / H[k, k]

inv R Hinv R T = np.linalg.inv(R @ H inv @ R.T)
inv R Hinv R T R = inv R Hinv R T @

inv R Hinv R T b = inv R Hinv R T @
"U""ALGORITMO FISTA"™"

b

= np.zeros([M, 1])
1l opt B = np.zeros ([N, 1])
xk 1 = x ini
xk = x ini
wenrrIT) "tv
tk 1 =0

=0
kk (0, max iter):
tk = 0.5 * (1 + np.sqrt(l + 4*tk 1**2))

= xk + ((tk 1 - 1) / tk) * (xk - xk 1)

1 opt B = lambda opt(gamma, R.T @ B, H)

iter = kk

Rlopt b = R @ 1 opt B - b
norm Rlopt b = np.linalg.norm(Rlopt b)

norm Rlopt b < max error:

convergencia =

xk 1 xk

tk 1 tk

xk = + 2*(inv_R Hinv R T R @ 1 opt B - inv R Hinv R T b)
1l opt B.T @ H @ 1 opt B + gamma @ np.abs(l opt B)

[l opt B, convergencia, iter, J, xk]

6.8 Fista_Based_Restart.py

Como hemos visto a lo largo del TFG, el método FISTA puede tener algunos problemas préacticos de
oscilacion. Si identificamos que nuestro problema esta mal condicionado o verificamos que la solucion oscila,
deberiamos importar la libreria de Fista_Based_Restart.py ya que implementa el mismo algoritmo FISTA con
la estrategia de reinicio definida en 3.5.3 Problema préctico Rippling.

6.8.1 Importaciones necesarias
numpy np

math e
time time

6.8.2 Jambda_opt

opt (gamma, c, h):

0] .size




gam = gamma
(clkk, O 3 0] >= -gam):
L[kk, )
c[kk, g
L{kk, O 0.5 - 01) / hlkk, kk]

01) / hl[kk, kk]

da opt(gamma, c, H)
L 2*(inv R Hinv R T R @ 1 opt - inv R Hinv R T D)
delta S, 1 opt

6.8.4 algorithm

H, gamma, x ini, max iter, max error):

, np.ndarray)):
gamma
convergencia
iter = 0
"""Precalculamos la inversa de H, R * H inv * R.T, y (inv(R Hinv R T)) @ (RGl opt - b) en
inv(R Hinv R T) @ d 1 opt -
-R _Hinv R ( y de aqui reducimos a inv(R Hinv R T) R @ 1 opt - inv(R Hinv R T) b.
Reducimos una mu olicacién"""
H inv = np.
k
H inv[k,

inv R Hinv R T = np.linalg.inv(R @ H inv @ R.T)
inv R Hinv R T R = inv R Hinv R T @ R
inv R Hinv R T b = inv R Hinv R T @ b

"""ALGORITMO FISTA"""

11)

muw pT) wow
tk 1 =1
j =0
z0 = x ini
DO FETY) OOT
delta 7, 1 opt z = MaxCotInf(z0, H, R, inv R Hinv R T R, inv R Hinv R T b,
w37y we
pj = np.linalg.norm(R @ 1 opt z - Db)
munog7) v
xk 1 = z0 + delta 7
B = z0 + delta Z
mowoyy we
error acumulado = np.zeros([l, max iter])
t acumulado = np.zeros max iter])
t ini = time()
kk (0, max iter):
TOHO GELI) OO
delta B, 1 opt B = MaxCotInf(B, H, R, inv R Hinv R T R, inv R Hinv R T b, gamma)
R o T
xk = B + delta B
munoyy wwn
tk = 0.5 * (1 + np.sqgrt(l + 4*tk 1%%*2))
mon gy wen
B =xk + ((tk 1 - 1) / tk) * (xk - xk 1)*1
wenw o Xyr) """
np.linalg.norm(R @ 1 opt B - b) <= (pj/e):
j=3+1

deitaiz, 1 opt z MaxCotInf(zj, H, R, inv R Hinv R T R, inv R Hinv R T b, gamms
pj = np.linalg.norm(R @ 1 opt z - L
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xk 1 = zj + delta Z
B =xk 1

xk 1 = xk
tk 1 = tk
iter = kk
error acumulado[0, kk] = np.linalg.norm(R @ 1 opt B - b)
pJ < max error:
convergencia =

t acumulado[0, kk] = time() - t ini
1l opt z.T @ H@ 1 opt z + gamma @ np.abs(l opt z)

[l opt z, convergencia, iter,

6.9 Momentum.py

Este archivo es de laboratorio. Es decir, sirve para poder probar suposiciones sobre FISTA, la relacién
entre las oscilaciones y la variacion del momentum y en definitiva devolver una gréafica con hasta 8 mometums
distintos para un mismo algoritmo y problema.

6.9.1 Importaciones Necesarias

numpy np
matplotlib.pyplot plt
FISTA v5 fista

time time

6.9.2 Cuerpo del Codigo

H, gamma, x ini, max iter, , mod momentum) :

:].size
M R[:, 0].size
convergencia =
iter = 0
"""Precalculamos la inversa de H, R * H inv * R. 4 (inv(R_Hinv R T)) @ (R@1 opt - b) en

T) @ R Q@ 1 opt -

 Hinv R T @ b y de aqui reducimos a inv (R Hinv R T) R @ 1 opt - inv(R Hinv R T) b.
imos una multiplicacidén"""
>ros ([N, NJ)
(0, N):
H inv[k, k] =1 / H[k, k]

inv R Hinv R T = np.linalg.inv(R @ H inv @ R.T)
inv R Hinv R T R = inv R Hinv R T
inv R Hinv R T b = inv R Hinv R T

""YALGORITMO FISTA"""

@ R
@b

= np.zeros([M, 11])
1 opt B = np.zeros([N, 1])
xk 1 = x ini
xk = x ini

"""TITII) Momentum"""
tk 1 = 2.194
gamma w = np.ones([1l, NJ])
error acumulado = np.zeros([l, max iter])
t acumulado = np.zeros([l, max iter])
t ini = time()
kk (0, max iter):
tk = 0.5 * (1 + np.sgrt(l + 4*tk 1**2))
thetak = (tk 1 - 1) / tk
mod momentum == 2:
thetak = 0.5
xk + thetak * (xk - xk 1)*mod momentum

1 opt B = fista.lambda opt(gamma*gamma w, R.T @ B, H)
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iter = kk

Rlopt bAux = np.linalg.norm(R @ 1 opt B - b)
Rlopt b = Rlopt bAux

error acumulado[0, kk] = Rlopt b

tk 1 = tk
xk 1 = xk
xk = B + inv R Hinv R T R @ 1 opt B - inv R Hinv R T b
t acumulado[0, kk] = time() - t ini
[1 opt B, convergencia, iter, error acumulado, t acumulado]

np.array([[...

np.append (b,
(£"N: (N}")

H np.eye(N)*0.5

gamma = 1
max_iter = 1000C
max error = le-¢

max error
max iter =
error acumulado 1 S 3, max iter]
momentum = [2, 1, O. 5 0.3, «

_+ _, error acumuladol[0, ] al ithm . .ze 5 A 1] max iter,
max error, momentum([0])

)
]

[ , + _, error acumulado[l, : algo .zeros([4, 1] max_iter,
max error, momentum([1])

[, , _, error acumulado[2, : algo .zeros([4, 1] max iter,

max error, momentum([2])

[, , , error acumulado[3, : al ithm . . ZEeros A 1] max iter,

max error, momentum([3])

_+ _, error acumulado[4, : algorithm . .ZEeros A 1] max iter,
max error, momentum([4])

[ , , _, error acumuladol[5, : algor 1T .zeros([4 ] max iter,

max error, momentum([5])

[, , _, error acumulado[6, : algo " .zeros([4 ] max iter,

max_error, momentum([6])
/)

1 del mometum')

), max iter)

;, error acumulado
fis, error acumulado
fis, error acumulado

[ ’

[

[
error_acumulado [

[

[

[

0
- l!
2,
Ep
ot (iter fis, error acumulado

(iter fis, error acumulado[5

t (iter fis, error acumulado[6,

’
’

.yscale('log'")
C.ylim([10**-11, 2*10**1])
t.xlabel ("Iteraciones")

.ylabel (" || £ (xk) - fopt]|")
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legend([y0, v1, v2, v3, v4, y5, y6l, ["] ", (mo wtum [1])+" - thetak
(momentum[2] ) +" - thetak (momentum([3])+" - t —ak 1", (momentum[4])+"

thetak 1", (mcmentlm[”])+”7 © thetak 1", "0"])

plt.show()
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