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Resumen

El estudio de los fenémenos criticos y las transiciones de fase de segundo orden es un
area de gran interés en el ambito de la Fisica Estadistica. Aunque se han hecho grandes
avances en las ultimas décadas, existen ciertos fenémenos criticos que todavia no se han
caracterizado completamente como la transicion de mojado critica con interacciones de
corto alcance en tres dimensiones.

En este caso, las fluctuaciones del parametro de orden relevante son las ondas de
capilaridad asociadas a la adsorcién local del liquido por parte de un sustrato. La teoria
de Ornstein y Zernike, propuesta como una extension a la teoria de Ginzburg y Landau,
proporciona un marco adecuado para su estudio siempre y cuando las fluctuaciones no
tengan una influencia destacable sobre todo el sistema.

Sin embargo, encontraremos que cuando nos acercamos a la transiciéon de mojado
critica, las longitudes de correlacion asociadas a estas ondas de capilaridad se vuelven
infinitas, por lo que las fluctuaciones se hacen importantes para todas las escalas de lon-
gitud del sistema. Debemos recurrir entonces al formalismo del grupo de renormalizacion
para poder describir nuestro sistema fisico de manera correcta.

En este trabajo describiremos el fenémeno de la transiciéon de mojado dentro del modelo
interfacial. Estudiaremos como la presencia de un sustrato solido afecta al comportamiento
a la interfaz liquido-vapor. Justificaremos, usando técnicas mateméticas avanzadas de la
Fisica Estadistica, la divergencia de las longitudes de correlacion asociadas a las ondas de
capilaridad cuando el sistema se aproxima a la transiciéon de mojado.

Este trabajo también pretende ser una introduccion al formalismo matematico del gru-
po de renormalizacion. Nuestro principal objetivo sera obtener las ecuaciones diferenciales
fundamentales de esta teoria, que nos proporcionan la forma del potencial de adsorcion
para las distintas escalas de longitud de nuestro sistema.

Distinguiremos dos contribuciones al potencial de adsorcién. Por un lado, el término
local tendra en cuenta el efecto de la pared sobre un punto de la interfaz sin considerar
el efecto del resto de puntos. Por otro lado, un término no local si tendra en cuenta el
efecto de otros puntos de la interfaz en el comportamiento de una posicién dada dentro

de la interfaz.






Capitulo 1

Las transiciones de fase

1.1. Generalidades de las transiciones de fase

De la experimentacién con la Naturaleza, sabemos que un sistema termodinédmico
puede mostrarse en una serie de fases distintas, que exhiben diferentes comportamientos
macroscopicos entre si. Las transiciones entre las diversas fases llevan asociadas una singu-
laridad (pérdida de analiticidad) de las funciones termodinamicas que describen las fases.
En general, las transiciones de fase pueden ser divididas en dos grandes grupos segun el

comportamiento de la entalpia libre de Gibbs [1]:

= Las T.F. de primer orden son aquellas en las que el cambio de estado se hace de
forma discontinua. La primera derivada de la entalpia libre G con respecto a la
temperatura y las fuerzas generalizadas es por ello discontinua. Podemos asociar un
calor latente a la transicion, que caracteriza el hecho de que en el punto de transicion
el sistema absorbe o cede calor. Como esta transferencia no puede hacerse de forma

instantanea, ambas fases coexisten durante una etapa.

= Las T.F. continuas conllevan un cambio de estado continuo. Aqui se agrupan todas
las transiciones con una discontinuidad en una derivada de G' de orden mayor o igual
que dos. No podemos asociarles un calor latente, puesto que no hay coexistencia en

equilibrio de fases. La transicion se produce de forma simultanea en todo el sistema.

Observamos que la mayoria de las transiciones de fase tienen asociadas un punto
critico, es decir, una temperatura bien definida que separa dos fases con comportamientos
macroscopicos muy distintos. Ademas, cada fase puede tener propiedades de simetrias
diferentes. Las T.F. de primer orden pueden involucrar o no una ruptura de la simetria
entre fases, pero las T.F. continuas involucran siempre una ruptura de simetria [I].

En el caso de las T .F. continuas, podemos introducir una nueva variable macroscopica,
el pardmetro de orden, para caracterizar la fase menos simétrica. Su naturaleza matematica
(escalar, vector, tensor...) ha de estar relacionada con el tipo de simetria que se ha roto en
el sistema. Se define de tal forma que sea nulo en la fase més simétrica y distinto de cero

en la menos simétrica. Generalmente la fase con menor temperatura es la menos simétrica,
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debido a que las fuerzas de cohesién se superponen a la vibracion térmica y los atomos
se reorganizan en estados mas ordenados, aunque esto no tiene por qué ser siempre asi.
Ademas, el pardametro de orden puede ser también definido para las transiciones de primer

orden, en cuyo caso mostrara una discontinuidad en el punto de transicion.

1.2. La teoria de Landau

En los anos treinta del siglo XX, L.D. Landau propuso una teoria de campo medio que
relacionaba las simetrias subyacentes en el sistema con el parametro de orden, para el caso
de las transiciones continuas. Bajo la hipotesis de que en el entorno del punto critico el
parametro de orden es una magnitud pequena (préxima a cero), se propone un desarrollo
en serie de la densidad de energia libre de Helmholtz en términos del parametro de orden,
quedandonos solo con los primeros términos del desarrollo. En los sistemas reales, la
energia libre no es una funciéon analitica del parametro de orden en el entorno del punto
critico, por lo que esta teoria no es completamente correcta. Sin embargo, si nos da una
buena idea cualitativa del comportamiento del sistema en las proximidades de T..

Asociado a esta teoria esta el concepto de ezponentes criticos. Sabemos que los sistemas
muestran un comportamiento radicalmente nuevo al pasar el punto critico. Conforme
nos vamos acercando a 7T, desde temperaturas mayores, el sistema anticipa en cierto
modo este hecho haciendo ciertos “arreglos” en su escala microscépica. Estos arreglos
pueden ser fluctuaciones de densidad, magnetizacion... que se hacen mayores conforme mas
nos acercamos a 1.. Para estudiar este comportamiento usamos los exponentes criticos.
Introduciendo la variable €, que mide la proximidad a 7., podemos escribir las funciones
termodindmicas, siguiendo a [I], como:

T-T.

e=—% fle)=A*1+Bev+..) y>0 (1.1)

El exponente critico A para la funcién termodindmica f(g) se define segun:

A = lim 2T E)

e=0 Ine

(1.2)

Si A < 0, entonces la funcién termodindmica f(e) diverge en el punto critico. Si A > 0,

entonces f(g) decae a cero conforme nos acercamos al punto critico. El caso A = 0 es un

2
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caso mas especial que corresponde a una discontinuidad de salto finito o una divergencia
logaritmica justo en T..

Como ejemplo ilustrativo sencillo vamos a considerar la transiciéon paramagnético-
ferromagnético. Consideremos un sélido cristalino cuyos nodos estan ocupados con dtomos
con momento magnético no nulo. Por encima de 7T, (llamada en este caso temperatura de
Curie) los momentos magnéticos estan ordenados aleatoriamente y no se observa imana-
cién neta. Sin embargo, por debajo de T, la energia magnética se hace mas importante
que la térmica, por lo que los momentos magnéticos se ordenan en una direccién deter-
minada y aparece una imanacién espontanea no nula M. En este caso se ha roto una
simetria de tipo rotacional. Por encima de T, el sistema era invariante ante rotaciones,
dado que los momentos magnéticos estaban orientados aleatoriamente. Por debajo de T
hay una direccién preferente marcada por la imanacién. El parametro de orden debe ser
por ello un vector, nulo por encima de 7T, y distinto de cero por debajo. Encontramos que
el parametro de orden de esta transicion es precisamente la magnetizacion M.

La magnetizacion es un vector y por ello cambia de signo ante una inversién espacial.
Sin embargo, la energia libre es un escalar y no cambia de signo ante inversiones espaciales.
Por ello, la simetria impone que el desarrollo de Landau no contenga términos de orden
impar. Sabiendo esto podremos escribir la forma funcional para la densidad de energia
libre (por unidad de area). Llamando m, al médulo de m., (magnetizacién por unidad
de érea, en el caso de equilibrio) y considerando que hay un campo magnético externo

aplicado H, tenemos para la densidad de energia libre que:

R
2 : feq :fo_hmeq—i—_mzq—}_Umﬁq (13)

R
fun = fo=Hommy 5 (e mg,) +U (g e, ;

2

M| 4

Y
S

T,
Figura 1.1: Pardmetro de orden en la transicién ferromagnético-paramagnético. [2]

La teoria de Landau va a darnos los valores de equilibrio de las variables termo-
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dinamicas del problema, esto es, sin tener en cuenta las fluctuaciones. Por ello usamos el
subindice equilibrio en la ecuacion . En dicha expresion f, hace referencia a todas
las contribuciones a la energia libre que no provengan de la magnetizaciéon, y Ry U son
unos parametros fenomenolégicos. R depende de la temperatura y puede ser tomado co-
mo R = R,(T —T,), y U es independiente de la temperatura (U = U,) y se escoge tal
que U, > 0. Con esta forma funcional podemos obtener los exponentes criticos de esta

transicion. El valor de equilibrio de la magnetizaciéon m,, sin campo externo viene dado

por:
af 0 T >1T.
g5 =0 = me(h=0)= —p (1.4)
L - ' —R"g] Lorar,

Como vemos, el comportamiento del parametro del orden en el entorno del punto
critico viene dado segin me, ~ (T. — T')?, donde tenemos el exponente critico 3 = 1/2.
Esto nos permite obtener la expresién para la densidad de energia libre en funcién de los

parametros fenomenologicos:

fo T>T,
feq(h =0) = R(T — T.)? RY(T — T.)? 1 RX(T —T.)?
q fo_ 0( C) +Uo 0( C) :fo_ _ o( C) T<Tc
24U, 1602 16 U,
(1.5)

Conocida esta expresion se puede obtener la capacidad calorifica, sabiendo que:

oF 2F 0 T>T., c,~(T—-T.)™®
Co="| =-To| —ah=0={ | ,
I |y o[y sl T<T. e~ (T-T)"

(1.6)

Como vemos tenemos un salto finito para la capacidad calorifica en el punto de

transicion (recordemos que no se podia definir una C, en el punto critico). Por ello los

exponentes criticos indicados son & = 0 y o/ = 0. En el caso con campo externo h # 0,
pero siendo este un campo débil, tenemos:

af

om

= Rmeq +4Um’, —h=0 = R, (T —T.)+4Um’,—h=0 (1.7

M=Meq
La solucién de esta ecuacién nos da el valor de m, en general, con un h externo

aplicado. Para el caso T' = T, podemos obtener otro exponente critico:

T=T. = 4Uml —h=0 h~|m™'m = §6=3 (1.8)
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Por 1ltimo podemos obtener los exponentes criticos para la susceptibilidad magnética:

Y= (agn;;q)T -~ ailheq =R+ 12Umgq = x= R%—%Um?q (1.9)
Estudiando el comportamiento en el entorno del punto critico tenemos que:
BT =T Tl T ~ (T =T, T>T, =~y=1
v = . (T —To) (1.10)

~(T.—T)" T<T, =+=1

2R, (T —T,) 2R, (T.—T)
1.3. Fluctuaciones a nivel gaussiano

A continuacién vamos a caracterizar las fluctuaciones del parametro de orden en la
teoria de Landau para la cercanias del punto critico, a nivel gaussiano. Como ya hemos
indicado, la teoria de Landau no considera estas fluctuaciones, pero es un buen punto
de partida para tratar de caracterizarlas. Para ello vamos a utilizar la aproximacién de
Ornstein y Zernike, que es una extension para la teoria de Landau. Se propone que la
energia libre F' puede obtenerse como un funcional de la densidad de energia libre f de
Landau (dada como un desarrollo en potencias del pardmetro de orden) més un segundo
término que tiene en cuenta el coste energético de las desviaciones de la uniformidad

espacial, es decir:

FIT,m(r)] = /ddrf(T,m(r)) +/ddrg (Vm(r))® (1.11)

Donde g es un parametro fenomenolégico, y se ha considerado un caso d-dimensional.
La idea clave de esta aproximacion de O-Z es que tiene en cuenta que el parametro de
orden m(r) puede variar en cada punto de su valor de equilibrio m., dado por la teoria
da Landau, y por ello aparece una dependencia espacial. El coste energético de dicha
variacion se tiene en cuenta en el segundo término integral, cuya forma viene de considerar
la aproximacion de primeros vecinos. Por ello esta aproximacion solo sera valida en el caso
de fluctuaciones pequenas (no comparables al tamafio del sistema).

Para caracterizar las fluctuaciones, queremos hallar la distribucién de probabilidades
de la desviacion respecto al valor esperado de equilibrio. De acuerdo con el criterio de
Einstein [3], esta densidad de probabilidad p[m(r)] viene dada por:

plT, m(r)] oc e PAFITm(X)] AF[T,m(r)] = F[T,m(r)] — F(T,me,) B = kBLT (1.12)
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1.3.1. Caso homogéneo

Vamos a empezar considerando el caso concreto en el que las desviaciones son ho-
mogéneas, es decir, tenemos fluctuaciones en el parametro de orden respecto del valor de
equilibrio, pero estas desviaciones son iguales en todos los puntos r del sistema. Esto hace
que el integrando de la segunda integral en sea cero, puesto que el gradiente es cero

al estar todos los puntos sometidos a la misma desviacion. Por ello:
1
F[T,m] = /ddrf(T, m) = F(T,m)=F,+ §Rm2vd+Um4Vd (1.13)

Donde V% es el volumen d-dimensional tomado como referencia para definir la densidad
de energia libre (energia libre por unidad de cada volumen V¢). Nétese que la energfa libre
F(T,m) no depende realmente de dicho volumen, puesto que Rm? y Um* estan definidos
tal que estan divididos por ese volumen, al ser densidades.

Proponiendo un desarrollo en serie de potencias para el funcional de energia libre en

términos de (m — m,,), nos quedamos hasta segundo orden en el caso gaussiano:

_|_8_F ( _ )+182_F
om M Meq 2 Om?

M=Meq M=Meq

F(T,m) = F(me,) c(m—meg)? + ... (1.14)

La primera derivada es nula debido a la condicién de equilibrio. Calculado el término
restante y teniendo en cuenta ((1.10]) encontramos:
1
F(T,m) = F(T,me,) + Q—Vd(m — Mey)? (1.15)
X
Por lo que la densidad de probabilidad de observar una fluctuacion de valor m es:

1 d
AF(T,m) = 2—Vd(m —mey)? = p(T,m) x e~ ax (m=meq)® (1.16)
X

Por 1ltimo, nos queda determinar la constante de proporcionalidad, para lo cual usa-
mos la condicién de normalizacién ((1.17]izquierda). Para resolver esa ecuacién y obtener
C, usamos la integral conocida de la derecha.

+oo svd

1 [ i,
Ce™ 2 MM g = 1 — e 2dt =1 (1.17)
— 0 V2T J -

De tal forma que finalmente obtenemos:

=

——(m — meq)2] (1.18)




CAPITULO 1. 1.3. FLUCTUACIONES A NIVEL GAUSSIANO

1.3.2. Caso inhomogéneo

Supongamos ahora que la variacién de la magnetizacion con respecto al valor en equi-
librio m,, si depende de la posicién dentro del sistema, esto es, m = m(r). Para poder

resolver matematicamente este problema debemos recurrir al desarrollo de Fourier:
1 . .
mir) =g+ 3 S ml@et @ = [ ) - ma)e e (119)
V

El sumatorio no incluye q = 0 (que corresponde a m,,). De ahora en adelante no
indicaremos este hecho pero debemos tener en cuenta que todos los sumatorios en q

omiten ese caso. Para la energia libre, recordemos que:

F = Fm.,) + / ddr%[m(r) e + / a‘rd (Vm(r))? (1.20)

Donde recordemos que x~'(T) viene dada por (1.10)). Para el gradiente tenemos que:

Vm(r) = V(m(r) — me,) =V Zm ') = %Zm(q)iqeiq'r (1.21)

[V (m(r))]? = % (Z q)iqe™ ) (Zm Nig'e'd r) Zm "aq'e'@ta)
(1.22)

Usando esto, la expresion ((1.20]) para la energia libre nos queda:

1 ~ ~ i Ner g ~ ~ i Ner
F = F(meq)+wzm(q)m(q')/ddre (a+d’) _TWZm(q)m(q/)qqx/ddre (a+a’)
q,9 q,q
(1.23)

Se puede demostrar que dichas integrales estan relacionadas con deltas de Kronecker:
/ dYre’T =540V / ddpelatd)r =5 .V (1.24)

Teniendo en cuenta los sumatorios y la deltas, (1.23) se reduce a:

F = F(m,,) ”Zm a)(~ 2@ (@)n(-a)q’ (1.25)

Ahora bien, si tenemos en cuenta el caracter real de m(r), encontramos que:
(-a) = [ (m(r) = mg)e ol = i (q) (1.26)
1%
Y teniendo en cuenta mm(q)m*(q) = |im(q)|> podemos reescribir (T.25) como:

_ 1 1 g o] )= 2 l i 9 2| = 2
F=Flmg) 45 3 |5+ S|l = Fln + 5 3 2+ + S| )
q 9,4=>0
(1.27)
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Hemos restringido el sumatorio a ¢, > 0 para hacer aparecer ese dos, pues la contri-
buciones de ¢, < 0y ¢, > 0 son andlogas usando condiciones de contorno periddicas:
2 2 2
q= (i—jnx, i—jny, i—inz, ) — o =4n? (Z—f%, Z—%, Z—‘%, ) (1.28)
Es necesario, sin embargo, hacer esta restriccion ¢, > 0, debido a que la variable
m(—q) no es independiente de la m(q), pues como hemos visto ambas se relacionan
segin m(—q) = m*(q). Cuando planteemos integrales en m(q), debemos separar las
contribuciones de su parte real e imaginaria segtiin m(q) = m,(q)+im;(q). Para que m,(q)
y m;(q) sean realmente variables independientes de m,(—q) y m;(—q) en la integracion
debemos tomar la restriccion.

Retomamos asi la densidad de probabilidad:
- 5 _ -
plin(q)] o exp [_V > (7 ga?) Im(q))” (1.29)
q,92>0
Para obtener la constante de normalizacién debemos plantear:

¢/ ™ / " s exp [—é S (¢ + ga?) [m2<q>+m?<q>}] —1, (130)

q,9:>0

donde hemos tenido en cuenta que |(q)|* = m2(q)+m2(q). Usando esta integral conocida

(1.31)) podemos determinar la constante C:

e . 1 h+1 B+ gq’]
d h_—o2x? — T — 1.31
/o za'e SRES ( 5 ) = C H & (1.31)

q,9:>0

Finalmente la densidad de probabilidad en este caso inhomogéneo viene dada por:

oI (a)] = ( 11 w> exp [—é > 0 o) (@P| (132

q,4->0 q,4=>0
Mas adelante utilizaremos un resultado similar a este para el cdlculo de la funcion de

correlacion de nuestro problema de mojado.




Capitulo 2
La transiciéon de mojado

2.1. Planteamiento del problema de mojado

Consideremos un recipiente de volumen V' con paredes planas en el cual introducimos
un determinado gas conocido con una temperatura 7'y un potencial quimico u que ejerce
una presion P. Nos vamos a centrar en una de las paredes del contenedor, que denomina-
remos sustrato. Supondremos que el contenedor es lo suficientemente grande como para
que no todos los atomos del gas se vean afectados por la presencia del sustrato, sino solo
aquellos que estén lo convenientemente cerca.

Debido a las interacciones entre los atomos del gas y de la pared, esperamos que se
forme una capa de fase liquida entre el sustrato y el resto del gas. Dicha fase podria
ser en principio sélida en lugar de fluida, pero supondremos que la temperatura T es
tal que la fase es liquida. Entre ambas fases (liquida y vapor) se formard una superficie
que denominaremos interfaz, bien definida desde el punto de vista macroscopico pero
no asi desde el punto de vista microscopico. Lo mismo ocurrird con las superficies de
separacion del sustrato y el gas y del sustrato y el liquido. El resto de atomos del gas, lo
suficientemente alejados de la pared como para no verse afectados por ella formaran lo
que llamaremos bulk, y actuara como un foco para nuestro problema.

La presencia del sustrato constituye la aparicion de un fenémeno de adsorciéon que
puede ser caracterizado fisicamente gracias a la introduccion de la densidad superficial de
exceso I'(T, 1), la cual definiremos aqui siguiendo a [4]. Supongamos que el nimero de
atomos del gas introducido en el contenedor es Np. Sea ny (7, 1) la densidad de atomos del
gas en el bulk (no afectados por el sustrato). Nétese que de acuerdo con las definiciones
dadas, Ny # n,(T,p)V. La igualdad solo se darfa para el caso en que no tuviéramos
paredes. El efecto del sustrato es adsorber algunos atomos del gas para que formen la

capa liquida. Por ello es conveniente introducir

Np —n, (T
(T, 1) = lim =L g "M)V.

V,A—o00 A (21)

Una propiedad muy interesante de esta magnitud es que puede medirse directamente en

el laboratorio, lo cual nos permite realizar representaciones de I'(T, ) frente a pt— p(Teoes)

9
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0 P/P.oer(T). Ademés, cerca de la coexistencia entre el liquido y el gas, la pelicula de
liquido puede verse de forma local como una capa de anchura ¢ en la que la densidad
local es muy préxima a la densidad del liquido en bulk n;(7, ). Esto permite realizar la
aproximacion I'(T, u) ~ € (n(T, ) — ng(T, ).

Las gotas de la fase liquida en equilibrio con su vapor y el sustrato sélido pueden
comportarse de distintas formas segin el caso. Si el sustrato “prefiere” la fase liquida
sobre la gaseosa, entonces la fase liquida se extendera formando una capa uniforme sobre
la superficie del sustrato. Nos referimos a tal situacién como mojado total (o simplemente
mojado), y el &ngulo que caracteriza el estado es § = 0° (ver figura . Solo es posible en
coexistencia de fases. Por otro lado, si esta preferencia de la pared por la fase liquida es
mas débil, entonces el dngulo que formard la gota serd 6 > 0° y decimos que estamos en
mojado parcial. Un cambio de temperatura hace que podamos pasar de una situacién a la

otra, por lo que estamos ante una transicién de fase conocida como transicion de mojado.

vapor

sé6lido

Ty

Figura 2.1: Situaciones de mojado. Izquierda: mojado total. Derecha: mojado parcial.

Supondremos que por encima de una temperatura dada T, las paredes del contenedor
estan mojadas en coexistencia del liquido y el vapor, mientras que para temperaturas
por debajo de Ti, no habra mojado. Notese que necesitamos que haya coexistencia de
fases (entre el liquido y el vapor, y también con el sustrato) para que la pared pueda ser
mojada, puesto que solo se podra formar una capa de liquido con interfaz bien definida
macroscopicamente cuando la fase liquida sea una fase termodindmicamente estable [4].
Repetir este hecho seria redudante, por lo que debemos recordar siempre que hablemos
de mojado en este trabajo que habra implicita una coexistencia de fases.

La transicion de mojado puede darse de distintas formas. Por ejemplo, partamos de un
estado en el que el liquido y el vapor no estdn en coexistencia, por lo que no estamos en
situacién de mojado. Si T es menor que T, entonces la pared permanecera sin ser mojada

conforme nos acerquemos a la coexistencia. Sin embargo, para 17" mayor que 7, sabemos
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CAPITULO 2. 2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE MOJADO

que la pared se moja en coexistencia, formando una capa macroscopica de liquido entre
la pared y el vapor. Por ello, desde la no coexistencia, en el caso T' > T}, diremos que la
anchura de la capa diverge conforme nos acercamos a la coexistencia (desde un punto de
vista microscépico, pues dicha anchura se estd haciendo macroscépica). Esta transicion de
la interfaz desde un estado no mojado hasta un estado mojado a lo largo de un camino en
el que se esta alcanzando la coexistencia es lo que se conoce como transicion de mojado
completa (o simplemente transicién de mojado por abuso del lenguaje).

Sin embargo hay otros caminos termodinamicos posibles que podriamos seguir. Supon-
gamos que empezamos en 1" < T}, en coexistencia liquido-vapor. Dado que estamos por
debajo de T, no habrd mojado aunque estemos en coexistencia. Consideremos que vamos
incrementando la temperatura manteniendo la coexistencia liquido-vapor (ajustando para
ello la presion adecuadamente) hasta superar Ty, y conseguir el estado de mojado. Esto
es lo que se conoce como transicion de mojado critica: hemos pasado desde un estado no
mojado hasta uno mojado a través de un camino en coexistencia. Nétese que en este caso
la anchura ¢ de la capa crece continuamente (para angulos 6 pequenos) hasta divergir en
el estado de mojado (ha llegado a # = 0°) pues ha pasado a ser una capa macroscopica.
Estamos por ello ante una transicién de fase continua.

También es posible que la anchura ¢ sufra un salto discontinuo desde un valor finito
por debajo de Ty, a un valor infinito (macroscépico) por encima de T,. Este caso, siempre
y cuando se haga a través de un camino en coexistencia tendremos lo que se conoce
como transicion de mojado de primer orden. En principio podriamos esperar que este
salto discontinuo se diera también en una situacién de no coexistencia. Aunque como el
liquido no es termodinamicamente estable fuera de coexistencia, el salto discontinuo no
seria de finito (microscopico) a infinito (macroscopico), sino de delgado (microscopico) a
ancho (microscépico). En cualquier caso, el conjunto de discontinuidades en la densidad
superficial de exceso fuera de coexistencia es lo que se conoce como linea de premojado.

Todos estos comportamientos estan representados en los diagramas de fase mostrados
en las figuras y Por un lado, el camino (1) de la figura 2.2|indica el comportamiento
de la adsorcion conforme nos acercamos a la coexistencia cuando T' < Ty,. g representa
el potencial quimico en coexistencia y por ello 1 — o nos da una idea de la proximidad
a la coexistencia. En la misma figura (2) representa la transicién de mojado completa, y

(3) muestra la transicién de mojado critica (en coexistencia).
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CAPITULO 2. LA TRANSICION DE MOJADO

(o)

0 T‘, T (b) ‘C)

O»— b — -

=
o r r
':L 2
1 T 3
| z

H~Ho 2 T T

Figura 2.2: Diagramas de fase para transiciones de mojado continuas.[4]

Por otro lado, el camino (1) de la figura también indica el comportamiento de la
adsorcion conforme nos acercamos a la coexistencia cuando T' < Ty, en este caso para
transiciones de mojado de primer orden. Nétese que es andlogo al caso de las transiciones
continuas. (2) representa el salto en la adsorcién al cruzar la linea de premojado conforme
nos acercamos a la coexistencia, y (3) muestra que el salto es menor cuando cruzamos la
linea de premojado més lejos de la coexistencia, llegando a desaparecer en el punto critico
Tepw. De igual forma, el salto es mayor conforme cruzamos la linea de premojado més
cerca de la coexistencia. Por ultimo (4) nos muestra el comportamiento de la adsorcién
como funcion de la temperatura en coexistencia. El salto discontinuo del pardametro de

orden es caracteristico de las transiciones de fase de primer orden.

(b) (c)
(a) T Top T
° ’

o r r

-

- 3

[ 2 3 2 4
t/ —//
0 Tes

K= Ko T

Figura 2.3: Diagramas de fase para transiciones de mojado de primer orden. [4]
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CAPITULO 2. 2.2. LA TENSION SUPERFICIAL

2.2. La tension superficial

Para el formalismo que vamos a seguir en este trabajo es conveniente introducir algunos
conceptos de la termodindmica convencional. Consideremos que la energia total de nuestro
sistema es Fp. Siendo una magnitud extensiva, podemos considerarla como suma de dos
contribuciones, una del bulk y otra de la interfaz: Fr = E, + E,. Lo mismo puede hacerse
para la entropia Sp = S, + S5 del sistema. Para la teoria de campo medio que usaremos
mas adelante, es particularmente 1til la introduccién de la densidad de energia libre de
Helmholtz (energia libre por unidad de érea), definida como

B, - TS,

fo==

=pul'+0 = o=f,—pul (2.2)

donde hemos introducido o como la tension superficial asociada a una interfaz. Puesto
que tenemos tres interfases en el mojado parcial, tendremos tres tensiones superficiales:
o1 (liquido-vapor), o,, (vapor-pared) y oy, (liquido-pared). Fisicamente pueden ser en-
tendidas como energia asociada al hecho de la existencia de la interfaz por unidad de area
de la interfaz, o lo que es equivalente, fuerza por unidad por longitud, como se muestra
en la figura [2.1} Exigiendo el equilibrio de fuerzas en la direccién horizontal, se obtiene la

conocida como ecuacion de Young-Dupré:
Oup = Oyp + 0y COS 0 (2.3)

Para el caso de mojado total, § = 0° y tenemos o,, = oy, + 05,. Esta expresion
es consistente fisicamente pues nos esta indicando que el coste energético de crear una
pelicula uniformemente distribuida de liquido es igual al coste energético de crear una
interfaz entre el liquido y el vapor y entre el liquido y el sustrato. El caso de mojado
parcial también es consistente. Cuando # > 0°, la ecuaciéon de Young-Dupré nos indica
que o, < 0y, + 05, lo cual implica efectivamente que hay una configuracién con menor
coste energético que la formacion de la pelicula de liquido (la formacion de las gotas).

Nétese que en ningun caso o0,, va a poder exceder la suma oy, + 0, puesto que en
dicho caso habria una configuracién més estable desde el punto de vista termodinamico:
el mojado total, con lo que no podria darse el caso planteado. También cabe destacar que
la ecuacién de Young-Dupré es vélida en todo el rango del coseno —1 < cosf < 1. De
forma genérica, para # = 180° puede formarse una capa uniforme de gas entre el sustrato

sélido y el medio liquido (en ausencia de gravedad), situacién que se conoce como secado
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CAPITULO 2. LA TRANSICION DE MOJADO

total. Para 90° < 0 < 180° tendriamos una situacién de secado parcial. Entre el secado
total y el parcial se da una transicion de fase, igual que entre el mojado total y el parcial,
pero no hay transicién de fase entre el mojado parcial y el secado parcial. En este trabajo
vamos a considerar exclusivamente los casos de mojado aunque un analisis similar puede
llevarse a cabo para los de secado.

Llegados a este punto podemos preguntarnos por qué la transicion de mojado es real-
mente una transicion de fase, y de serlo cudal es su parametro de orden asociado. La tension
superficial viene descrita por el diferencial do = —s,dT — T'du (s, es la entropia asociada
a la interfase por unidad de area). Sabemos que al pasar de una situacién de no mojado
a una situacion de mojado, la anchura de la pelicula de liquido diverge, y consecuente-
mente la adsorciéon también (I' se introduce para la descripcién microscopica, y para el
mojado la interfaz solo estd descrita macroscopicamente). Esto hace que la derivada de
tension superficial respecto al potencial quimico también diverja, llevandonos a la pérdi-
da de analiciticidad que caracteriza las transiciones de fase. Viendo las graficas y
encontramos que el pardmetro de orden asociado es la densidad superficial de exceso I' (o
adsorcion), aunque realmente esta afirmacién no es del todo correcta. Recordemos, segin
lo descrito en el capitulo 1, que el parametro de orden debe ser cero por encima de la
temperatura critica Ty, y distinto de cero por debajo de ella. I" vale infinito por encima
de la temperatura critica. Por ello, el verdadero parametro de orden deberia ser el inverso
de la adsorcién, 1/T". Sin embargo, por abuso del lenguaje decimos que el parametro de
orden de la transicién de mojado es la adsorcién I', como es comtinmente aceptado [4].

El comportamiento de las transiciones de mojado continuas puede ser descrito a través
de sus exponentes criticos, como el ocurre con todas las transiciones de fase continuas.
La divergencia de la adsorciéon al aproximarnos a la coexistencia y el comportamiento de
la tension superficial o,, al aproximarse a su valor maximo para la transicién de mojado

completa pueden ser descritos como I' ~ | — po|?e y 0, — (01 + 01) ~ —|pp — pro]? =,

siendo a, v Beo l0s respectivos exponentes criticos. Para la transicion de mojado critica,
la adsorcién diverge cuando la temperatura sobrepasa el valor critico, por lo que I' ~ [¢|?,

siendo t = (T — Ty,)/T,,. En este caso tenemos

~ =t t<0 ~ P> t<0
Oup — (o1p + 1) = 1 —cosb (2.4)
=0 t>0 =0 t>0

con a y B nuevos exponentes criticos. Usamos el subindice “co” para el caso de las tran-
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CAPITULO 2. 2.3. EL RAZONAMIENTO DE CAHN

siciones en las que nos aproximamos a la coexistencia. La teorfa de Landau (de campo
medio, sin tener en cuenta las fluctuaciones) predice unos valores ideales 5., = 0, e = 1,

f =1y a =0 para estos exponentes criticos [4].

2.3. El razonamiento de Cahn

Otra pregunta natural al introducir el fenémeno de mojado es la necesidad del mismo.
. Por qué se dan las transiciones de mojado en la Naturaleza?. La clave estd en la entropia.
Tomemos la pelicula de liquido, de anchura media ¢, entre el sustrato y el vapor. Dado un
valor de ¢ hay muchas configuraciones microscépicas posibles validas que dan una capa de
dicha anchura ¢. Conforme mayor sea ¢, mayor serd el nimero de configuraciones posibles.
Recordemos que en Fisica Estadistica, el niimero de configuraciones microscépicas esté
relacionado con la entropia, siendo mayor conforme mas configuraciones son posibles. Por
ello el principio de maxima entropia favorece una anchura de la capa ¢ lo mas grande
posible, favoreciendo asi el fenémeno de mojado.

Sin embargo, debemos tener también en cuenta la contribucién de la energia. En caso
de que la energia también favorezca el mojado, entonces claramente este se dard. Pero
si la energia no lo favorece, y la entropia si, entonces tendremos una competicién entre
ambas contribuciones. La pregunta es qué configuraciones favorecen energéticamente el
mojado. Para que pueda darse la transiciéon de mojado, necesitamos que el coste energético
de mantener dos interfases (liquido-vapor y pared-liquido) sea favorable frente al coste
energético de mantener una sola interfaz vapor-pared. El coste energético de la interfaz
liquido-vapor es oy, ~ n?|v,|/2, siendo v, una medida de la fuerza de interacciéon entre
particulas. Esta estimacion se obtiene considerando un medio infinito de fase liquida en
estado de bulk, que se rompe en dos medios semi-infinitos con un determinado coste
energético para romper los enlaces entre particulas. Lo mismo se hace para un medio
infinito de fase en vapor, y el coste energético de juntar ambos trozos seminfinitos (uno
de vapor y otro de liquido) es precisamente n?|v,|/2. El factor 1/2 viene de juntar dos
bloques, y hemos despreciado la densidad de bulk del vapor por ser mucho menor que la
del liquido.

Un analisis similar puede llevarse a cabo para la interfase liquido-pared, obteniendo

o1 ~ Nyl /2 — nynylv,|. En este caso hemos considerado el coste de romper en dos el
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CAPITULO 2. LA TRANSICION DE MOJADO

medio infinito de liquido, y luego la ganancia en energia —n;n,,|v, | por juntar una de esas
mitades con la pared. Aqui n,, es la densidad de la pared y v,, mide la interaccién atractiva
entre las particulas de la pared y las particulas del gas dentro del contenedor. Quedaria
estimar o,,, pero de nuevo como la densidad del gas es muy pequeiia podemos despreciarla.
De este modo tenemos que la estimacién del coste energético para reemplazar la interfaz
vapor-pared por dos interfaces liquido-vapor y liquido-pared es AE =~ n;(n|vy| — M| vy])-
De esta forma vemos que si la interaccion de las particulas con la pared es mas fuerte
que la de las particulas del gas entre si (|v,| > |v,]|) se favorece energéticamente el mojado
por ser AE < 0, mientras que en caso contrario (|v,| < |v,|) no se favorecerfa el mojado
(AE > 0). Ademés, en esta expresién puede verse una fuerte dependencia con la tempe-
ratura, puesto que n; = n;(T). Puesto que la densidad de bulk n;(T") disminuye conforme
crece la temperatura, AF disminuye también con la temperatura. Si AE > 0 para una T’
baja, puede ser que se haga negativo al crecer la temperatura, produciendo asi el mojado.
Este argumento fisico concuerda perfectamente con el llamado razonamiento de Cahn.
En 1977, el cientifico estadounidense John W. Cahn usé la ecuacion de Young-Dupré
para argumentar que debe darse la situacién de mojado conforme nos acercamos
al punto critico liquido-vapor del gas encerrado en el contenedor [5]. Esta premisa puede
razonarse de la siguiente forma: supongamos que las paredes no estan mojadas, por lo
que la ecuaciéon de Young-Dupré nos indica que oy, > o0, — 07,. Conforme nos acercamos
a la temperatura critica T¢ (del gas, no de la transicién de mojado), ambos miembros
de la desigualdad tienden a cero (por encima de la temperatura critica la fase liquida es
indistinguible de la del vapor). Pero cada miembro tiende a cero de una forma determi-
nada. Haciendo uso de una teoria de campo medio, pueden encontrarse los valores de los
exponentes criticos oy, ~ (T. —T)'3 y 0, — 0y, ~ (T. — T)*® [4]. De estas dos expresiones
podemos ver que conforme la diferencia T, — T se va haciendo menor y estamos mas cerca
del mojado, la desigualdad anterior es violada. Por ello debemos estar en la situacion de
mojado en el entorno de un punto critico. Aunque el razonamiento pueda tener algunos
defectos, en general resulta bastante convincente, y justifica también la existencia del
fendmeno de mojado que tratamos aqui. Cabe destacar, sin embargo, que este argumento
no es valido siempre. En concreto, puede ser violado en aquellos sistemas en los que las
interacciones de largo alcance favorecen el mojado, frente al hecho de que las interacciones

de corto alcance no lo favorezcan.
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Capitulo 3
El hamiltoniano interfacial

3.1. El potencial de ligadura

En este capitulo vamos a estudiar la transicion de mojado critica en sistemas con
interacciones de corto alcance. Nuestro objetivo es obtener el hamiltoniano interfacial F
que describe la situacion de la interfaz liquido-vapor en nuestro problema, y que tiene en
cuenta el efecto de la pared del sustrato. Para facilitar el tratamiento matematico, vamos
a usar un lenguaje magnético similar al que se usa en el modelo de Ising:

2(n —n,)
(u — ng)

siendo n.. la densidad en el punto critico. Siguiendo a [6], proponemos el planteamiento del

M — fheoer <> H dfy = —sdT+pdn < dfy, = —sdT+ HAM (3.1)

siguiente funcional para la obtencion de la densidad de energia libre debida a la interfaz:

FAMED = [T AEAMED) - AT M) 4 + SMOP =~ hM(©)  (32)

donde ¢ y hy son constantes relacionadas con la presencia de la interfaz. M (0) es el valor
de la magnetizacién en la superficie del sustrato, y M, es la magnetizacion en el bulk,
cuyo valor se obtiene de la teoria de Landau. Hemos considerado el sustrato en el plano
xy, lo cual hace que por simetria el parametro de orden solo dependa de la coordenada z.
De acuerdo con [4], para el caso concreto en que las variaciones espaciales con respecto al

valor de equilibrio sean solo en la direccion z, (3.2) puede ser expresado en la forma:

(T {IM(2))) = T ()Y V(T, {M(z
AT M) /0 [2(d2)+ (T ()

siendo ¢ una constante positiva y V' un determinado potencial relacionado con la presencia

cb+§M®V—hJﬂ®(3$

del sustrato. Recordando la teorfa de Landau, podriamos proponer V = A(M?(z) —
M)+ B(M*(z) — M;}), con A negativo, para dicho potencial. Sin embargo, para nuestros

objetivos proponemos el siguiente potencial:

B > g (dM(z) 2 K 9 c )
rr e = [ [5 (FR2) + 500 = 32 | x4 5100 - madd (0

(3.4)
Este potencial, conocido como la aproximacion de la doble parabola, encierra la misma

fisica que el anterior de Landau, pero desde un punto de vista matematico es més asequible
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CAPITULO 3. EL HAMILTONIANO INTERFACIAL

trabajar con él. De hecho, podemos obtener los resultados de la teoria de Ginzburg-Landau

aplicando métodos perturbativos sobre los resultados obtenidos con este potencial.

V{M(2)}

AR \/

—M, M, M(z) —M, M M(z)

(a) A(M?(2) — M) + B(M*(2) — My) (b) (£/2)(IM (2)] — M)

Figura 3.1: Aproximacion del potencial de la doble parabola

Para hallar el verdadero perfil M(z) debemos minimizar este funcional (3.4]) con res-
pecto a todos los posibles perfiles que son compatibles con las condiciones de contorno.
Por ello planteamos ¢ fs[{ M (2)}]/dM (y) = 0, obteniendo asi las expresiones

dM(0)
dz

M0~y g ()] - ) o)

|M(2)|

(3.5)

La primera ecuaciéon define una condiciéon de contorno del problema, y la segunda
expresion seria la ecuacion diferencial que rige la estructura del perfil. La otra c.c. del
problema seria que M(z) tienda a —M, cuando z — oo (bulk). Nétese que el andlogo
magnético seria considerar un bulk repleto de espines negativos, y una pared cuyo efecto
es inducir espines positivos. En la interfase del problema (nuestra anterior interfase liquido-
vapor) imponemos la condicién M (z = £) = 0 para este andlogo magnético.

Para resolver la ecuacion diferencial debemos distinguir dos zonas, 0 < z <y ¢ < z.
Por simplicidad vamos a considerar el caso de interés 0 < M(0) < M,. Es conveniente
introducir la llamada longitud de correlacion de bulk como & = W , de tal forma que
las ecuaciones diferenciales a resolver son:

dQM( ) d*M(z)

14
0<z</l= 2

=& 2M(2) =& My £ < 2 = =& °M(2)+&, > M, (3.6)

Noétese que M(z) > 0 cuando 0 < z < £y M(z) < 0 para z > (. La regién z < 0

no tiene sentido fisico en nuestro problema. Para z > /¢, la ecuacion diferencial, con
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CAPITULO 3. 3.1. EL POTENCIAL DE LIGADURA

las condiciones de contorno dadas tiene por solucion M(z) = My(z), siendo My(2) =

—My+ My -exp [(0 — 2)/&)]. Para 0 < z < ¢ tenemos M (z) = M;(z) con

My — Myet/s — M(0) M(0) — My + Mye /%

Mi(z) = My+ 2sonh((/E) -exp [(z — ) /& ]+ 2eenh (0/5,) -exp [(€ — 2) /&)
(3.7)
Introduciendo este perfil en el funcional y resolviendo las integrales
‘ g (dM(2)\® &
1 2
= — (M — M
(3.8)

Az + SM(0)* = by M(0)

g dMy(2)\* & 9
+/€ [5( 2) 5 (aa) - )

obtendriamos el hamiltoniano interfacial en términos de la distancia ¢. Notese que hemos

planteado este problema con ¢ un parametro libre independiente de ¢ y hy. La idea es

obtener el hamiltoniano interfacial en términos de dicha ¢. La solucién de (i3.8]) es:

My, g . )
fs=9—+ s (M(0) — My)* + g&, 2(M(0) — My) Mp—— 7=+
&b 28 1 — e2¢/6 (3.9)
. ) 6—26/51, . 6—24/&, ¢, .
+9&, (M (0) — M) 1 — o205, + 9§, Mbm + §M (0) — hy M(0)

En esta expresién, M (0) tiene una cierta dependencia con ¢ que no conocemos. Deri-

vando la solucién M;(z) y evaluando en z = 0 podemos hallar:

dM(0) M, — Mye'/* — M(0)
dz 2&,senh (£/&)

M(0) — My + Mye /%
2&senh (£/&)

~exp [—0/&] - ~exp [£/&] (3.10)

Usando ahora la condicién de contorno ({3.5)) obtenemos una expresién para M(0) en

términos de ¢ y de los parametros caracteristicos de nuestro problema:

hiy — cM, . 2g M, e /&
- 1 —&- .
c+g&, ! S g
M(0) — M, = , S(1—em%) (3.11)
T —C
1 — ggb—_l ce—20/%
¢+ gfb

Introduciendo esta expresién para M (0) en (3.9) y simplificando, obtenemos finalmente
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la densidad de energia libre en términos de ¢:

, L, 1g& (i — M) i X hy — cM, et/
ST, 0) = g6 M2 + — — 4+ 2961 M, |
ST, ) = 98, " M; 2 ¢ c+g§t 2c 98 Mo g6t e -1 _
9%, c
1 —+ — 6_2Z/Eb
gfb +c
2
1 hl — CMb 6_%/&’ ) 29617_1 —c 8_2€/£b
e .
95 gf{l +c el 95 M c+ gfljl el
9<p ¢ 9<p ¢
14— e—2¢/& 1+ —- e—20/&
9§, +c 9§t
(3.12)
Observamos que esta expresion responde a la forma funcional:
F|T,4{¢
fs = % = 03 + 0y + WI{{}] (3.13)

Donde hemos identificado los primeros sumandos (independientes de ¢) como las tensiones

superficiales asociadas a las interfases liquido-vapor y liquido-pared, respectivamente,
19, " (hy — cMy)? I

2 ¢ e+ 9&, I 2

Ol = g{“b_ljwb2 Tip (3.14)

y el resto de términos constituyen la forma funcional de WI[{/(}], que es el conocido como
potencial de adsorcion (binding potential). Contiene las contribuciones de la pared a
la forma de interfaz liquido-vapor de nuestro problema. Puesto que es una expresion
mateméticamente complicada, podemos simplificarla llamando = = e~%/¢ y proponiendo
un desarrollo para ¢ grandes (z << 1), puesto que a nosotros nos interesa el estudio de

la transicion de mojado. De esta forma aproximamos:

FIT A

s Nowtopta e /o b e (3.15)
siendo
2
hl — CMb hl — CMb é“_l —c
a = 206 My, | ———— b = S — ] - _1M2‘qb— 3.16
ggb b gé—gl +ec ggb 951;1 T+ ggb bc_i_gé-l;l ( )

3.2. La posiciéon de equilibrio de la interfaz

Uno de los resultados més interesantes que pueden obtenerse de W[{/(}] es la energia

libre asociada a la posicién de equilibrio de la pared, que es aquella posicién £, tal que

dWHG]|
T M 0 (3.17)
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La calculamos usando la expresiéon completa en (3.12)). Tras varios cdlculos obtenemos:

z?(a + bx) 1 g6t —c
= — z = e /% H —111
(14+ Hx?)(a + 2bx) 2H 9§, +c

(3.18)

Esta expresion puede reducirse a la ecuacién de segundo grado aHz? — 2bx — a = 0. Nos
quedamos con la solucién correspondiente al signo negativo puesto que la exponencial
debe ser positiva y a < 0 antes de ocurra la transiciéon de mojado. De esta manera:

- 6_67\'/&7 o b - \/ b2 + a2H
B B aH '

T

(3.19)

Esta expresion nos da el valor de la posicion de equilibrio /, en términos de los parametros
caracteristicos de nuestro problema. Sustituyéndola en el potencial de ligadura obtenemos
el hamiltoniano interfacial de equilibrio (aqui ya simplificado):

F(T,¢,)
N

_ 1 (hl — CMb)2
— g& M2+ S~ py g, — ST CHY 3.20
g§b p T B b 14y 2 o_ 951,_1 ( )

Para asegurarnos de que nuestros calculos son correctos, podemos obtener esta misma

fs(Tv ﬁﬁ) =

expresion de otra forma. Recordemos la ecuacién diferencial . El procedimiento que
usamos para obtener las soluciones M;(z) y My(z) permitia a ¢ ser un pardmetro libre
independiente de ¢ y hy, y ello nos permitia plantear . Consideremos ahora que /¢
si estd fijada por las condiciones de contorno y tiene un valor dado, que sigue verificando
M (z = () = 0. Para resolver la ecuacion diferencial en este caso podemos multiplicarla
por dM (z)/dz a ambos lados, y tendiendo en cuenta la regla de la cadena se obtiene

% [g (%ﬁ)) — SM(2) + kM| M(2)] | = 0. (3.21)

Integrando y usando la condicién M (z) =3 — M, obtenemos:

(dﬂi(z)) = - (M) - M7) - %“Mb (1M(2)] - My). (3.22)

Teniendo en cuenta que M?(z) — M? = (|[M(2)| — M) (|[M(2)| + M) y quitando el cua-

drado, obtenemos que nuestra ecuacién diferencial es equivalente a:

dM(z)
dz

=6 ' (1M (2)] — My)]| - (3.23)

El signo + debe ser escogido en cada caso para que el perfil satisfaga las condiciones de

contorno, que hacen que el parametro de orden M (z) sea una funcién mondtona creciente
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AZEN

Figura 3.2: Representacion gréafica de (3.23]) evaluada en z =0

cuando M (0) < —M, y una funcién decreciente en otro caso. La figura [3.2) muestra c6mo
debe ser esta ecuacion diferencial evaluada en z = 0.
Para nuestro caso de interés (M (0) muy préximo a M) tenemos las ecuaciones:

W _ g u ) 0<u) <x, ME g -

dz
(3.24)

M(z) <0

Cuyas soluciones, sujetas a la condicién M (z = ¢) = 0 son:

M(z) <0 Mu(z)=—M, (1—e“2/%)  0< M(z) < My My(z) =M, (1—e=0/&)
(3.25)

De la solucién My (z) (del caso de interés) queda claro el estado de mojado del sistema.
Si M(z = 0) < M,, tenemos un valor finito de ¢ y estamos por lo tanto ante una situacion
de mojado parcial. Conforme nos acercamos a M(z = 0) = M,, ¢ se va haciendo mayor
para poder satisfacer la ecuacién, hasta que diverge. Para M (0) > M, ya estamos en una
situacion de mojado total.

Resolvamos una vez maés la expresion , ahora con esta solucién. Puesto que hemos
fijado ¢ con las c.c., nos va salir directamente el caso de equilibrio. Para 0 < z < ¢
tendremos My (z) (equivale a 0 < M(z) < M,) mientras que para z > { tendremos M/ (2)
(por ser M(z) < 0). La resolucién de la integral nos da en este caso:

£ M(2)) = 96 M} — o6 Me /5 4 SAP(0) — M () (3.26)
Recordando que M (0) = M, — Mye™*/% y usando una vez mas (3.5 tenemos:
FAT, M(2)) = g8 M + S M = b My — = (3.27)

Asi hemos logrado reproducir satisfactoriamente el resultado dado en ((3.20)).
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M(z) M(z)

~N

—Mp, femmmm e

(a) Mojado parcial (b) Mojado total

Figura 3.3: Perfil de la magnetizacion

3.3. Caracterizacién del potencial de adsorcion

Para dar un paso mas en nuestro razonamiento, vamos a permitir ahora variaciones
en la forma de la superficie de la interfaz liquido-vapor. En lugar de ser una superficie

plana, podra tener una cierta geometria dada. Esto nos permite hacer
F = alpS + O'lUS + W[£]8 — F= O'lpS + O'lelv + /W[E]dSlv (328)

El primer término queda igual pues seguimos considerando un sustrato plano. El se-
gundo término sigue siendo exacto pues &y, es una cierta superficie distinta de S pero que
podemos calcular. La aproximacion se encuentra en el tercer término, donde tomamos esa
integral para que el proceso de calculo sea analiticamente més asequible.

Necesitamos coordenadas para poder caracterizar cualquier punto de nuestra interfaz
oscilante. Tomaremos como referencia la proyecciéon de un punto dado en el plano del
sustrato, lo que nos da (x,y). De este modo, las coordenadas (x,y, ¢(x,y)) caracterizan
todos los puntos de la superficie. Teniendo en cuenta el diferencial de superficie dS;, =

1+ (V{)2dady y suponiendo gradientes pequetios |(V{)| << 1 encontramos:

0)? 0)?
fzalp8+aw8+/alv<v2) dmdy+/W[€(x,y)]dxdy+ 4% (V2 dzdy  (3.29)

donde hemos despreciado términos de orden superior. Esta es la expresion que debemos

resolver ahora para obtener el hamiltoniano interfacial F en este nuevo problema. Sin
embargo, resulta un problema un tanto complicado para nuestro potencial de ligadura

(3.12). Por ello vamos a proponer una aproximacion armoénica mas sencilla que va darnos
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una idea fisica cualitativa:
Al — EW)Q
2 )

siendo A una constante con dimensiones de energia entre longitud a la cuarta. La forma

Wl(z,y)] ~ (3.30)

de este funcional no ha sido escogida al azar. Suponiendo que el potencial de ligadura no

varfa mucho de su situacién en equilibrio W[l |, podemos proponer el desarrollo en serie

0 2
Witz y)] ~ Wit + MM . %d gvp[g]

El término en primer orden se cancela por ser la condiciéon de equilibrio. Si identifica-

(0 — €)% +... (3.31)
0=l

mos A como W"[(,], encontramos que resulta util saber resolver problemas con la forma

del potencial (3.30)). Es méas, usando la simplificacién (3.15)) se puede caracterizar

1 2 ” 1 2 3
Wit = _1% A=Wl = -Lg? (3.32)

Wi

Figura 3.4: En azul, la representacién esquematica del potencial de adsorcion (3.12). En

rojo, la caracterizacion de la constante A del potencial armoénico.

3.4. La funcion de correlacion

Recordemos que nuestro problema fundamental es caracterizar las fluctuaciones de
la interfaz con respecto al valor de equilibrio. Para ello, vamos a obtener la funcién de
correlacion G(r,r’) que nos da una idea de la reciprocidad entre dos puntos de la interfaz.

La definicién, teniendo en cuenta que (/(r)) = (¢(r")) = l, es
G(r,x') = (((r)e(r)) — (L(r)){E(r)) = ((C(r) = L) (£(x") = Lx)). (3.33)
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Siguiendo un razonamiento similar al capitulo 1, vamos a trabajar en el dominio de

Fourier para poder resolver este problema. Para ello proponemos:

1 _ _ .
l(r) =l(x,y) =l + S Zﬁqezq'r ly = /(Z(r) — l) e " dxdy, (3.34)

a S
donde de nuevo los sumatorios excluiran a q = 0 por corresponder a /. Recordemos que
debemos tomar la restricciéon g, > 0 (estamos en un caso de interfase bidimensional) para

poder realizar la integraciéon como variables independientes. Por ello separamos

(gy>0) (gy>0)

U(r) = Ly +—Z£e’qr+—24*l Ca)r (3.35)

donde hemos tenido en cuenta Z_q = Zfl. En el resto del trabajo, siempre que usemos
la restriccion lo indicaremos de dicha forma sobre el sumatorio. De este modo, para
(6(r) — £)(L(r") — £;) nos queda la expresion:
(ay>0) (4,>0) 1
Z Z Ll @9 4 5 N 0 Lle T

1 (Qy>0) (qy>0)

tz 2 D lalge @™ +% SN Glgeltaan (3.36)

q q9 q q9
Para poder obtener la funcion de correlaciéon necesitamos conocer la densidad de pro-
babilidad de fluctuaciones que usaremos para hacer la integral. Siguiendo un razonamiento

analogo al expuesto en el capitulo 1, tenemos:

(ay>0) (ay>0)
- 2q° + A -
p|T.4(q)] = | | Bl gw | exp |~ [owa® + A] - ‘€q|2 (3.37)
q

Entre paréntesis se indica la constante de normalizacion. Teniendo en cuenta que
esta exponencial, con una suma en el exponente, puede expresarse como un producto de

exponenciales cada una elevada a un sumando, podemos obtener (G resolviendo:

(gy>0) 2 (gy>0) (ay>0)
Ol +A J J 1 7 7 i(ar+q’r’ —L(o i’
H % / H dlyqdliq S92 Z quq@(q T | et wa*+ )|l +
q q qq’
(ay>0) 9 (qy>0) (gy>0) )
o | 1T 2eg / [T diraia) | Z it et | =Bl dlial’
T
q q
(gy>0) 2 (gy>0) (gy>0)
Blowq® + Al Y 1 7 v i(qr—qr o+ A) |7
I —5— [T dladlia | {5 D lalye’ @) - S ona+ )i’ |
q q qq’
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(a,>0) B o q +.A] (2>0) (2>0) B 2 7|2
v VEw) r'—qr — (o1 A) L
+ H / H dg?”ngzq S2 Z qg a5 lowat )l
qq

(3.38)
Donde debemos tener en cuenta que |57q‘2 = gfq + gfq. Para poder realizar la integral,
debemos descomponer gng/, gflgfl, y gqg";, en sus partes real e imaginaria (el tratamiento

de fqg;/ es analogo al de Zzgq/). Teniendo en cuenta que qu = qu -+ ilz-q y ZZ = Z — ilig

encontramos los siguientes sumandos a promediar:

gq qa = g7‘01£~1“01’ - giqgiq/ + Mqu iq’ T igiqgrq’ (3.39&)
liliy = Ul — lialiqr — iloliqr — ilialrey (3.39D)
gq NZ/ = grqgrq/ + giqgiq’ — ig’/‘qu'q’ =+ Z'gl-qgrq, (339C)

Empecemos considerando los dos tltimos sumandos de cada una de las tres expresiones
en (3.39). Entre otras integrales y expresiones multiplicindose, tenemos términos la forma:
400 +00
/ A0, ol qe~ § T A / dlsqe— SOona™ A — (3.40)
—0 —o0

Obtenemos cero puesto que el integrando es impar en la variable de integracién y
estamos integrando desde —oo hasta +o0o. En otras palabras, los promedios asociados a
estos sumandos van a ser nulos. Lo mismo va a ocurrir con los dos primeros sumandos de

cada una de las expresiones en ([3.39) en el caso ' # q:

oo B 24 A)72 too ,é(g 24 A)7?
/ Alyqlyqe™ 5T A / Alyep bype” 57T T5% = (3.41)

o0 o0

entre otras expresiones multiplicaAndose, debido a que el integrando es también impar. Es
decir, para que los dos primeros sumandos de las tres expresiones en (3.39) no nos den
un promedio nulo, tenemos que considerar el caso de interés q' = q. Nétese que no es
necesario considerar el caso q' = —q debido a que estamos trabajando con la restriccién

¢y > 0. Ahora bien, con q' = q, los promedios asociados a cada uno de los dos primeros

sumandos son idénticos en las tres expresiones (13.39)):

oo B 2 72 oo 8 2 72
/ Al g2 ye S o+, / Qe v A, _

Hoo ~ B 2 72 _+oo ~ o~ B 2 72
:/ dgrqefg(ozvq +A)€Tq/ dgiqgl?qe—g(azuq +A) (3.42)
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(de nuevo entre otras expresiones multiplicindose, idénticas en ambos). Como vemos, las
integrales son idénticas (considérense variables mudas). Para los dos primeros sumandos
en y en , los promedios son idénticos y tienen signos opuestos, por lo que
se cancelan mutuamente. Pero en estos promedios estdn sumando, por lo que el

problema de calcular la funciéon de correlaciéon ha quedado reducido a:

o (>0 5 (@>0)
72 72 iq-(r—r’ o iq-(r—r') /2 72
<§ D (O + ) et )>—§ et L2 (3.43)
qa q

Para el promedio, basta calcular uno de los sumandos y multiplicar por dos, pues dan
promedios iguales como hemos indicado. Para calcular el promedio debemos resolver:

(gy>0)

(Gq) = H 501vq +A] /df (2 e st A /d£ e~ 5O+ AT,

(ay>0) B 2 72 B 2 72
H /‘dgrqle_s(o—lvq/ +-A)Z,rq/ /dgiqle_s(o'lvq’ +‘A)£iq’ (344)

d'#q

Usando la integral conocida ([1.31]) podemos resolver estas integrales, obteniendo:

1
sowa + A (1 o+ H) |3 VIS R
S q'2q (B(o1q® + A))32 (B(owg? + A))Y/2

(qﬁ” V7S V7S 18

L Blowa® + A2 (Blowa® + A2 | ~ 250 + A)
(3.45)

Como vemos, los términos entre paréntesis se cancelan mutuamente. El factor 1/2 de

la solucion se va a cancelar también con el dos considerado por tener la suma de dos

promedios idénticos. Colocando este promedio en ([3.43]), hemos obtenido finalmente:

(qy>0) (!

2 : , S kT gia(r—r’)
Gr,r) = = i (r=r’) = 3.46
(r,r) & ; e BT A 5 d BT A (3.46)

Hemos quitado la restriccion g, > 0 para poder tomar mas comodamente el limite al
continuo » qa J dgD(q), por lo que el dos del numerador desaparece. Recordemos que
la distribucién D(q) en el espacio q es uniforme para condiciones de contorno periédicas,
con lo que D(q) = S/(27)? (caso de interfaz bidimensional) y asi tenemos:

, kgT eiar(r=r’)
G(r,r') = (237)2/dq— (3.47)

ah,qQ + ./4
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3.5. Las ondas de capilaridad

Con el objetivo de obtener informacion de la funcién de correlacion, debemos resolver
la integral dada (3.47)), para lo cual haremos uso de funciones de Green. Como problema

auxiliar, sabemos que las funciones de Green satisfacen ecuaciones de la forma:
VQGgreen(lr —r'[) - UQGgreen(lr —r'|)=—0(r -1 (3.48)

Tomando la transformada de Fourier de una funcién de Green tenemos

Cloreen = / AXGypeen (1 — 1/[Je =), (3.49)

lo cual nos permite escribir (3.48)) como

- - - 1
2 2 /
- G reen G reen — —1 - G reen\|T —T|) = —J——=5. 3.50
q g n g g (l ’) q2 i 772 ( )
Con la transformada inversa tenemos que las funciones de Green son de la forma

dq eiq-(rfr’)
el =)= | G g a2y
Introduciendo n? = A/oy,, podemos identificar (3.47) con

kgT qu'(rir/) kgT
Gl =) = i [ das = "2 G (3.52)

lo cual nos indica que si resolvemos la ecuacion de Green, estamos resolviendo nuestra

integral (Gyreen €s idéntica a G salvo por un factor multiplicativo). Tomando la expresion
del laplaciano en esféricas y teniendo en cuenta que nuestra G no tiene dependencias

angulares por simetria (solo depende de r = |r — r’|) tenemos

1d ( dG) G = —5(r— ). (3.53)

r—
rdr \' dr
Tomando de momento el caso 7 # 0 y con el cambio de variable u = nr nos queda

d dG d?G  dG

Proponiendo la forma funcional G = u®g, esta ecuacién queda como:

_ 1 dg d29 _ dg
Du 2 2) a—1 « a—1 « « ) )
u [a(a — Du""g + 2au T +u _du21 -+ {au g+u Q| T W= 0 (3.55)

Sacando factor comun u® encontramos

d d? d
u® [a(a —Dutg+ Zad—z + ud—ug +au"'g+ ﬁ - ug} =0, (3.56)
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de tal forma que reorganizando tenemos

d%g dg

2 2

v — +u2a+1]— 4+ v —a(a—1) —alg = 0. 3.57

SS+ula+ 15 + [0~ a(a—1) - alg (3.57)
Imponiendo 2a + 1 = 1, vemos que nuestra ecuacion diferencial corresponderia a una

ecuacion diferencial de Bessel modificada, que sabemos tratar mateméaticamente. De este

modo tendriamos o = 0 y nos quedaria una ecuacion modificada de Bessel de orden 0:
g=>0 (3.58)

La solucién general de esta ecuacién viene dada por g(u) = Cylo(u) + CoKo(u), donde
Ip(u) denota las funciones de Bessel modificadas de orden 0 de primera especie, y Ko(u)
hace lo propio con las de segunda especie [7]. El comportamiento de estas funciones es
conocido, y se sabe que Iy(r) crece exponencialmente cuando r — o0o. Esto no tiene
sentido fisico para nuestra funcién de correlaciéon (dos puntos infinitamente alejados no
deben influenciarse mutuamente) por lo que imponemos C; = 0. Por otro lado, Ky(r)
decae exponencialmente a cero cuando r — oo, por lo que si es aceptable desde el punto
de vista fisico y debemos hallar un valor para C,. El problema es que todas las funciones
de segunda especie K,,(r) son singulares justo en r = 0, lo cual es consistente con nuestra
ecuaciéon puesto que habiamos tomado r # 0 para poner un cero en el lugar de la delta de
Dirac en (3.53). Este problema lo trataremos fisicamente méas adelante, pero ahora, con
vistas a obtener la constante Cy, vamos a considerar un circulo infinitesimal de radio € y
drea S. = me?, y vamos a integrar la ecuaciéon de Green en dicho dominio:

/ (V’G —n*G)dr = — /E §(r —r')dr. (3.59)

>

El miembro de la derecha vale 1 puesto que r’ estd contenido en el dominio de integracién.

Figura 3.5: Representacion del dominio de integracion

Por otro lado, teniendo en cuenta la llamada primera identidad de Green [7]:

]{ uw(Vv-n)dsS = /(Vu Vo + uV?v)dr, (3.60)
S

T
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tenemos para nuestro caso bidimensional que

/ (V*G) dr:/ (V(1)-VG+1-V?G) dr:j{ (VG -h)dI, (3.61)

donde 0. denota el contorno de nuestro dominio de integraciéon. Puesto que dI” integra

unicamente en el angulo de polares, tenemos:

dG(r)

]{ (VG - h)dl = 27e (3.62)
LA P
Recapitulando, tenemos para (3.59)) la expresion:
dG
2me déir)) - _ n2/ Gdr = —1. (3.63)
dr r=& SE

Tengamos ahora en cuenta que para obtener C, vamos a usar el limite ¢ — 0. Es
conocido que las funciones modificadas de Bessel de segunda especie como G = Co Ky(nr)
tienen un comportamiento del tipo G o« — In(r) cuando r — 0 (que efectivamente diverge
en r = 0). Por ello no es mala aproximacién tomar

€ 21 2
/ Gdr = —27r/ rinrdr = —27 {6 2118 — %1 0. (3.64)
g 0

Es decir, el término integral de (3.63]) es una correcciéon logaritmica que no contribuye en
el limite ¢ — 0. Es decir, para obtener C; debemos resolver

dG(r)
dr

e = 1. (3.65)

r=¢

Para ello vamos a utilizar estas relaciones conocidas de K, (r):

% (2"Kp(x)) = —2"K,_1(x) K ,(z) = K,(x) n € N. (3.66)

De tal forma que

CQ%(UOKO(U)) C Ky (1) = —Co K (), (3.67)

y asi puede ser expresada como —1 = —27Cyne K7 (ne). Tomando ahora el limite
e — 0 y teniendo en cuenta que las funciones de Bessel modificadas de segunda especie y
orden 1 cumplen el limite lim._,oK;(ne) = 1/n, podemos concluir que Co = 1/27, con lo
que nuestra funcion de correlaciéon queda determinada.

Ahora bien, jqué ocurre justo en el caso r = 07 Las funciones de Bessel modificadas

divergen, no siendo un resultado valido para nuestra funcion de correlacion. Este resultado
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matematico proviene de un mal planteamiento fisico. Anteriormente no hemos considerado
que en un caso realista, r debe estar acotado entre dos ciertos valores a < r < L, donde
a nos da una idea del tamano de las moléculas que componen nuestro gas y L es del
orden de la longitud del sistema. Es decir, el modulo de q esta realmente acotado por
dos valores extremos 7/a (valor maximo) y w/L (valor minimo). Este efecto se tiene en
cuenta introduciendo un pardametro de corte A (un cut-off) en los limites de la integral
con la que hemos planteado la funcién de correlacién. Si L es lo suficientemente grande
(L >> a) no tenemos que preocuparnos de ponerle a Ky(r) un corte inferior A, y con
vistas a hacer los calculos mas sencillos podemos poner cero en el limite inferior. El limite
superior si necesita del parametro A para evitar la singularidad anterior. De este modo
planteamos el calculo de la rugosidad G(r = 0) = (({(r) — £;)?), la funcién de correlacién

evaluada en un mismo punto r = r/, de la forma:

k?BT ]{JBT A q k?BT A2
d = | 1+—1]. (3.68
/ Ao~ 2n0s, /0 PP 2o " n? (3.68)

Tomando para simplificar la aproximacién v/1 + 22 & x, hemos encontrado finalmente la

rugosidad y la funcién de correlacion:

kgT A
G(r) = —Ko(nr) r#0 G(0) = 5”1 (—) (3.69)
21O, U]
La forma que tienen estos resultados nos permite introducir dos nuevas longitudes de
correlacion debidas a las fluctuaciones, que no teniamos previamente en nuestra formula-

cion de campo medio:

Olp

g = nt = 1 & =vVG(0) x In(A) (3.70)

Ambas longitudes de correlacion caracterizan el impacto de las llamadas ondas de capilari-
dad, el efecto de las fluctuaciones sobre nuestra interfaz. En ausencia de ellas, esperariamos
que la interfaz fuera plana, situada a nuestra posiciéon de equilibrio £,. Sin embargo, son
las fluctuaciones debido al promedio sobre el niimero de configuraciones lo que nos hace
tener una ¢ = /(r), con una desviacién en cada punto del valor en equilibrio que predice

la teoria de Landau.
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g
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Figura 3.6: Longitudes de correlacién de las ondas de capilaridad.

Volvamos a nuestro problema de la transiciéon de mojado. Consideremos que estamos
en una situaciéon de mojado parcial, con una anchura de capa en equilibrio ¢, bien definida

microscopicamente. Recordemos que viene dada por la expresion (3.19)):

-1
b—| b2+ a2g§b_+—c
e i/t — g5 tc ~ _ﬂ’ (3.71)
g — ¢ 2b
a—
9§ +e

donde hemos hecho un desarrollo de Taylor de la integral para a << 1. Este mismo
resultado puede obtenerse usando el potencial reducido (3.15) en la condiciéon .
Cuando nos acercamos a la transicion de mojado, la longitud ¢, va creciendo hasta que
diverge (se hace macroscopica). Esto implica e /% — 0, por lo que a su vez se cumple
que a — 0. Recordando la caracterizacién de nuestra constante A del potencial
armonico, vemos que si a — 0 entonces A — 0, lo cual hace el potencial arménico mas
“plano”. Pero esto hace que las nuevas longitudes de correlaciéon que indican el efecto de
las ondas de capilaridad diverjan. Las fluctuaciones no son por ello pequenas, y
la aproximaciéon de Ornstein y Zernike deja de ser véalida. Necesitamos una nueva teoria
que sea capaz de contener el efecto de las fluctuaciones a distintas escalas: el grupo de

renormalizacion.
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Capitulo 4

El grupo de renormalizacién

4.1. Introduccién al grupo de renormalizacién

Como ya hemos indicado, al ir acercandonos a la transiciéon de mojado, las fluctua-
ciones se hacen muy grandes (macrosopicas; comparables al tamano del sistema). La
aproximaciéon de Ornstein y Zernike que hemos usado hasta ahora deja de predecir resul-
tados correctos. Necesitamos una nueva teoria matematica que sea capaz de explicar el
comportamiento de nuestro sistema, y dicha teoria es el grupo de renormalizacién.

En 1971, el profesor K.G. Wilson, de la Universidad Cornell, en Estados Unidos,
publico el primer trabajo donde se aplicaba la teoria de los grupos de renormalizacion
(G.R.) a la Fisica Estadistica. Se trataba de una técnica ya utilizada previamente en la
Teoria Cuantica de Campos, donde solucionaba la divergencia de ciertas magnitudes que
no debian divergir. Su trabajo revolucioné el ambito de los fenémenos criticos, y le valio
el Premio Nobel de Fisica en 1982 [§].

La idea fundamental que hay detras de un G.R. es el hecho fisico de que un mismo
sistema puede mostrar distintos comportamientos a diferentes escalas. Mediante un con-
junto de técnicas matematicas, el G.R. permite relacionar los procesos fisicos que tienen
lugar a distintas escalas de longitud. Debemos tener en cuenta que lo que define la escala
son los posible valores del vector de ondas q. Es decir, el cut-off A esta relacionado con el
tamano de las moléculas. Lo que vamos a hacer es “aumentar” el tamano de las moléculas
reduciendo el valor del cut-off A a uno inferior A.. En el espacio real, esto puede lograrse
reorganizando los conjuntos de espines arriba y abajo (en el andlogo magnético), lo cual
es equivalente en el espacio de momentos (Fourier) a integrar sobre los Zq cuyas q van
desde A, hasta A. De esta forma, el sistema vendré descrito por un nuevo hamiltoniano

interfacial 7' que se relaciona con el anterior F de acuerdo con:
e P = H dlge P, (4.1)

siendo g el modulo de q. Notese que aunque el hamiltoniano interfacial cambie, la energia
libre total no debe cambiar, pues el sistema tiene un valor dado de ella. Por ello propone-

mos tras esta integracion un reescalado, para recobrar el sistema que tenemos realmente.
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De esta forma, el aumento “arbitario” que hemos hecho de las moléculas del sistema
se ajusta a los verdaderos valores fisicos del sistema. Aunque ahora nuevas expresiones
matematicas lo describen, pues hemos cambiado de escala.

Tras el reescalado, surgen unas ecuaciones diferenciales que nos dan la expresion del
potencial de adsorcion para F', a distintas escalas. Asi, el G.R. permite encontrar una
escala en la cual las fluctuaciones de las ondas de capilaridad ya no sean relevantes, y
podamos volver a utilizar las teorias de campo medio y la aproximaciones de O-Z que
hemos venido desarrollando hasta ahora. Esto ocurrira cuando |, que recordemos que
divergia en la transiciéon de mojado, iguale en una determinada escala a &,. Mas alla no
podemos ir, por el mismo motivo por el cual necesitdbamos un corte A: estamos limitados
por el tamano finito real de las moléculas.

En este trabajo vamos a ver simplemente una introduccién a las matematicas que
describen un G.R. Nuestro objetivo sera encontrar las ecuaciones diferenciales que rigen
el comportamiento del potencial de adsorcion a distintas escalas. Para ello, en lugar de usar
nuestro potencial de adsorciéon (3.12), vamos a usar una version ligeramente modificada

del mismo que puede encontrarse en [9]:

_ (Ve)? L NL
F =o0p,S + 01, S + dxdyah,—2 +H+H ", (4.2)

donde hemos separado el potencial de adsorciéon en dos contribuciones: una local y una

no local. El término local

(V;)2 + W) (4.3)

HE = /dxdy {AZL(K)
tiene en cuenta la contribucién energética que la pared induce en un punto r=(z,y) de la
interfaz oscilante, independientemente del resto de puntos. Las expresiones son:

Wi (0) = 26, My(M(0) — Mp)e™"/* — &1 (M(0) — My)*e™/* (4.4)
AXL(0) = & My(M(0) — My)e /%, (4.5)

Noétese la similitud de este Wy (¢) con nuestro potencial simplificado (3.15]). Por otro lado,

el término no local

NL _ 7 7 (Vil(r1))? 7
7‘[1 = drlerJ(x, E) + drlerVIE(rl) : M(l‘, E) + drldr2TA2NL(x, 6)
(4.6)
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tiene en cuenta la interaccion efectiva entre dos puntos ry y ry de la interfaz. x denota el
médulo del vector x = 1 — 1y, ¥ £ se define como £ = (£(ry) + £(r3))/2. Las expresiones

de los términos que aparecen en esa expresion son:

6_ V 332""(22)2/&7 1 a e_ V '7:2""(22)2/517
— J — AENL — 5@ —
2my/x? 4 (20)? 2my /% + (20)?

Estas expresiones las dejamos aqui solo como indicacién, puesto que en la obtencion de las

M = —V, (4.7)

ecuaciones diferenciales vamos a usar J, M y AXY . Cabe destacar que M puede escribirse
de la forma M = xM/z, lo cual nos resultard util mas adelante. M es simplemente
una funcién dada (no confundir con M, el médulo de M). Nétese ademds que antes del
reescalado J© = AEE@L coinciden, pero después del reescalado cada una cambiard de

forma distinta: J® # AEE\?L (t denota la escala).

& ' My(M(0) — M) | — % + E =

+ & 1(M(0) - Mp)? | — — &M

Figura 4.1: Representaciéon esquematica del nuevo potencial de adsorcion. Los tres prime-

ros términos corresponden a la parte local. El dltimo corresponde al término no local.

La forma de proceder en este capitulo sera la siguiente. Comenzaremos aplicando el

formalismo del G.R. al término del hamiltoniano libre en (4.2)), que es:

Vi)?
Ho = /dxdyalv% (4.8)
Esto nos dara lo que se conoce como un punto fijo: el resultado obtenido tras reescalar
es el mismo que antes del reescalado. Es decir, el sistema se comporta igual a distintas
escalas. Después veremos como usar este resultado para hacer los reescalados de la parte
local y no local, respectivamente, y a partir de ellos obtener las ecuaciones diferenciales

acopladas que gobiernan el comportamiento del potencial de adsorcién a distintas escalas.
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4.2. El punto fijo gaussiano

Comenzamos estudiando el reescalado del hamiltoniano libre Hy. De forma analoga a
los célculos ya realizados en este trabajo, proponemos un desarrollo de Fourier para ¢(r)

del tipo (3.34)), y simplificamos la expresién para H:

Ho = Ho(lr) — / 232 <Z€ lyqq e are) > Ho(lr) Olv Zf (] b —oq =

(gy>0)
Oy ~ Oy ~
= Ho(lx) + % Q*|lg|* = Ho(lr) + gl > @iyl (4.9)
q

Ho(l-) es simplemente una constante en energia que podemos despreciar, pues no es
mas que un origen de energias que no nos esta dando informacion sobre las propiedades
del sistema que nos interesan. Nétese ademas que hemos vuelto a imponer la restriccion
¢y > 0 para poder realizar las integraciones, lo cual cancela el dos del denominador.

Planteando ahora (4.1]) con este hamiltoniano:

(gy>0) (qy>0) (gy>0)

/ _ Ol s
—PH —/ [T dlge™ —/ I] dlqexp -85 Z o*|0?] - (4.10)
Ac<g<A Ac<g<A
Teniendo en cuenta que la integracién es solo para los q cuyo médulo cumplan A, < ¢ < A:
(gy>0) (gy>0)
/ ‘7 v 72
e o= | T e ¥ ] / 40, qdliqe 75 9 (Fatlia), (4.11)
q<Ac Ac<g<A
Usando una vez mas ((1.31]) resolvemos:
(gy>0) (Qy>0)
,5;.[’ o Ulv 2|£2‘
e = 4.12
I 112 (112
q<A. Ac <q<A

de tal forma que el nuevo hamiltoniano es:

(qy>0) o) . (9y>0) S
Hy = Z ?quwqyz Z 1n< 5o, ) (4.13)

q<Ac A <g<A

El segundo sumando de es una constante en energia que puede despreciarse.
No olvidemos que nuestro problema esta centrado en el estudio de las fluctuaciones de
la interfaz con respecto al valor de equilibrio, por lo que todos aquellos términos en el
hamiltoniano interfacial que no contengan ¢ (variable de integracién) son constantes de

energia que cambian el origen pero no nos aportan informacién sobre las fluctuaciones.
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Planteamos a continuacion el reescalado. Para ello proponemos r’' = r/b, donde b es
un cierto pardmetro adimensional y las primas hacen referencia a variables reescaladas.
Esta eleccion hace que ' = q - b. Ademads, elegimos el corte A, de la forma A. = A/b, de
tal manera que:

b=A = A=A (4.14)

Para el reescalado de la longitud ¢(r) vamos a proponer, siguiendo a [10]:
O ) =z, )b T d=3 = @, y) = (z,y) (4.15)

donde hemos tenido en cuenta que trabajamos con un sistema tridimensional (con una
interfase bidimensional por ello). Se puede demostrar que la idea de esta proposicion es
hacer que o;, no cambie durante el reescalado. Queremos que el peso de las fluctuaciones
se mantenga igual en todas las escalas, lo cual requiere que oy, no cambie.

Aunque ¢ no cambie en el reescalado, si lo hara /4, segun:

57:1, = /dx'dy' (U2, y) — 0y) e 4 = b_Q/dxdy (C(z,y) — lr) e 4T = b2y (4.16)

Y la superficie S también debe de cambiar. Es decir, tenemos:

Uy =b"ly <= lqy="V1, S'=5b"? <= S=9% (4.17)

De esta manera, el nuevo hamiltoniano (4.13)) queda reescalado como:

(q3,>0) (gy>0)

Ol q/2 ot Ol ~
Ho = Z S/b2b_2b4|€il"2 = Hy = Z gql2|f’q/|2 (4.18)

q'<A; q'<A

La forma funcional de esta parte del hamiltoniano libre es idéntica antes y después
del reescalado. Es decir, haciendo este reescalado obtenemos efectivamente un punto fijo
gaussiano, en el que el sistema se comporta igual a distintas escalas. Veremos cémo usar
este punto fijo gaussiano para el calculo de los promedios en la renormalizacién de los
términos local y no local.

Con vistas a facilitar el tratamiento, vamos a dividir ¢(r) en dos partes, segin ¢(r) =
ls(r) + ls(r), donde l4(r) es la llamada parte lenta (slow) y £;(r) es la llamada parte

rapida (fast), que vienen dadas por:

b(r) = 5 D lge'r U(r) =5 Y Llge " (4.19)
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lo cual nos permite separar el hamiltoniano libre en Hy = HS—FH{; . Ahora bien, recordemos
el hamiltoniano interfacial , que viene dado por F = Hg + H;. Los dos primeros
sumandos en S se desprecian al ser constantes en energia sin /. La parte de interaccion
‘H; se divide a su vez en un término local y uno no local. Para realizar la integraciéon en

los modos rapidos previa al reescalado, debemos plantear:

(qy>0) ~ (QH>0) B f
oBF — / [T dlge P00 = / [[ dlqe?Horiorin, (4.20)

Ac<g<A Ac<g<A
Definimos de esta forma lo que llamaremos la constante de normalizacién e=#%0:

(gy>0) ~ ;
e FFo = H dlge "0, (4.21)

Ac<g<A

Multiplicando y diviendo por ella introducimos la notacion:

/ 19> 4d e A5 =645
—BF' _ ¢ . e—/B}—O — <6_/8(H8+H1)>f 6_/8‘7:0’ (422)

donde (...) s denota la integracion en los modos rapidos. Notese que la constante de nor-
malizacion (4.21)) no tiene dependencia en ¢, puesto que ha sido integrada. Ahora bien,con

vistas a facilitar los calculos y la forma de proceder, vamos a realizar la aproximacion:
(e PHHDY o (1= B(H +Ha))y = L= BU(H +Ha))y e e PP (4.23)
de tal forma que:
I = K 1R F (M) R (424)

Como ya hemos indicado F{ no tiene dependencia en ¢ y puede despreciarse de nuestro
problema basado en la densidad de probabilidad de las ondas de capilaridad (fluctuaciones

de la interfaz). Ademés, H; no tiene dependencia con las ¢ rapidas, por lo que:
F'= (M) +H; (4.25)

En el reescalado, H{ nos dara el hamiltoniano interfacial libre original, por ser un
punto fijo como hemos visto anteriormente. En cuanto a la parte de interaccién, la forma

de proceder para aplicar el grupo de renormalizacién y obtener las ecuaciones diferenciales
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mencionadas sera realizar primero la integracién en los modos rapidos de la forma:

/Hg\fzcyzqoiA dqule_BH(J: ; 1 (gy>0) S s
(Hi)f= I - con  Hy = 5 Z 019" 4] (4.26)
/Hg\qchi/\ dlgeFMo Ae<g<A

y luego realizar el reescalado. Haremos esto con las formas funcionales para la parte local

y la parte no local y asi obtener las ecuaciones diferenciales.

4.3. El término local del hamiltoniano interfacial

Recordemos que la forma funcional de este término viene dada por:
2
HE = / dady [AEL(E) (VO)

En cuanto a ¢y, sabemos que estd acotada entre A, < ¢ < A. Supongamos que es

+We(0) (4.27)

escogida de forma arbitrariamente pequefia como para poder justificar un desarrollo en

serie de potencias de AX(¢) y WL ({) en términos de ¢;. De esta manera:
8AZ(€S)£ N 1 9?AX(L,)
oc T2 or

y andlogo para Wy (£). Nétese que en este caso no podemos resolver las integrales [ dzdy,

AL (0) = AX(L,) + 0 (4.28)

que vamos a ir dejando indicadas. Ademds, en (4.27) hay una parte que va como (V/)?,

y debemos también separar sus contribuciones. Escribiendo el gradiente como:

V=Vl —1)=V (Z gqeiq'r> = quv (e"97) = quiqeiq'r (4.29)
q q q

Debemos tener en cuenta que VI = VI + V/{;, de tal forma que:

Vi, =Y l4iqe@” Vio= Y l4iqe” (4.30)

q<Ac Ac<g<A

En la expresion para el hamiltoniano tenemos el gradiente al cuadrado, por lo que

2 2 2
debemos distinguir (V2€> = (v§5> + (ng) + (V4s)(Vey). Teniendo en cuenta esta

separacion, podemos desarrollar H¥ en términos de serie de potencia de ¢;. Quedédndonos

hasta orden cuadratico encontramos:

DA (L) 102AX(L,) 5] (VEs)?
L i S - 2
HE = /dxdy {Az(es) 2 Oy + 5o 0y 5

+ / dmdyAz(és)(wf F . / dady {AZ(&) + %4 (VE)(VE)+  (4.31b)

+ (4.31a)

2 ol
WL, 10PWi(L)
+/dl’dy |:WL(£s) + ol ff + § 862 g?p (4.31C)
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En estas condiciones plateamos el cdlculo de (HF) ;. Para empezar, vemos que la forma

de calcular los promedios de (4.31a)) y (4.31c]) es muy similar, puesto que (V/s)? no se

ve afectada por la integracién en modos rapidos. Cuando tenemos una constante que no de-
pende de £, su promedio en modos rapidos es ella misma. Por ello: ([ drAX(4,)(VE5)?/2); =
JArAX () (VE)2 /2y ([ deWi(€y)) p = [ drWi(€s).

Después, seguidamente en (4.31a) y (4.31d) tenemos términos de la forma (€y) ; y (€7) .

Para poder calcularlos, debemos hacer la distincién en parte real y parte imaginaria de

l4. Pero para poder hacer eso necesitamos recurrir una vez més a la restricciéon ¢, > 0:

(gy>0) (2y>0)
Z g™ + Z f:eiar (4.32)
A <g<A A <g<A
y> o / 1 (gy>0) o ' /
Z gng,ez(quq)-r_i_? Z gzgz/eﬂ(cﬁq)-r_i_
Ac<q,g' <A Ac<q,q'<A
(ay>0) (gy>0)
F S Gl S e
A <q,q A <q,q'<A

Separando fq = lrq+iliq y gj; — (,q—iliq, vemos que (£;); = 0 debido a ser un integrando
impar en la variable de integracion. El calculo de (6?) s es mds sutil. Hay que separar los

tres sumandos:

- N . S 0 . . 0
{lalar)s = (lrqlrg g +M+M (4.33a)
N N S S 0 . . 0
)i = gl baliar) — (ilbiq); — {iliabrals (4.33b)
- - N S 0 . . 0
<£q£:1'>f = <£Tq£rq’ + giqeiq’)f _M+M (4-33C)
De manera similar a como ya hicimos en la seccién [3.4] tenemos que los dos dltimos su-

mandos de cada una de las tres expresiones (4.33)) se anulan al hacer el promedio debido a

integrandos impares. Lo mismo ocurre para los otros sumandos cuando q' # q. Quedéndo-

nos solo con el caso de interés ' = q, los dos primeros sumandos de (4.33a]) y (4.33b) se

cancelan mutuamente por ser integrales idénticas (considerar variables mudas). Esto no
ocurre, sin embargo, para los dos primeros sumandos de (4.33c), que estan suméandose.
Asi, el calculo de (£3) se reduce a calcular <€~q€~";> 5= Uralrg +ligliq) ; = 2(lrqlrq) s donde
considerando variables mudas basta calcular uno de los promedios y multiplicar por dos

puesto que son integrales idénticas. Ya hemos resuelto integrales similares a las de este
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tipo usando ([1.31]). De este modo tenemos los promedios:

10°A%(L,) (VE,)? 12084, (Ve)? @ 2 1
< / dedys—5m 5 U . dedyy =555~ 2 S o 3

Ac<g<A
)
192Wr (L) > / 12w (e,) ‘Y 9
dady——5-0; dedys 20 N~ 2 (4.35)
< / RIE . o e S B

Noétese que el dos del numerador proviene de la condicién implicita g, > 0. Cuando demos

el paso al continuo e integremos sobre los angulos, obtendremos 7 en lugar de 2.
Pasemos ahora a el promedio de la primera integral en . En este caso el término

10 va como @ sino como (V/{;)?. Aun asi, los calculos para el promedio son muy similares

a los que acabamos de realizar. Comenzamos aplicando la restriccion g, > 0 a V{;:

. (gy>0) . (gy>0)

? 7 i —iq-r
Vi =< D lgqe T + Z Ciqe™ (4.36)

Ac<g<A Ac<q<A

y asi (V{;)? queda en este caso:

1 (2y>0) (9y>0)
- Z / gq qq cilata’) Z £*£* qq’e_i(q+q/)'r+
A <q,q' <A A <q,q' <A
1 (qy>0) o (gy>0)
—i—§ Z Kf,qqeqq Z E* qqqeq —a) (4.37)
Ac<q,q' <A Ac<q q' <A

Todo el razonamiento anterior es analogo en cuanto a la separacion lq = lyq + iliq v
gg = qu — igiq. De nuevo solo queda el caso no nulo ' = q, y calculando las integrales

obtenemos finalmente:
(qy>0)
()2 1 - 2
< / dxdyAz(ﬁs)%> - / dady3AS(6) mq (4.38)
f Ac<g<A e’

Ciertamente, q? se cancela, pero de momento vamos a dejarlo asi indicado hasta que
demos el paso al continuo. Nos queda ahora calcular el promedio del segundo término

integral de (4.31b]), al cual nos referiremos como término cruzado. La idea es demostrar:

< / dudy [Az(es) +8A8Lfs)zf} (Ws)(wf)> 0 (4.39)

f
Esto puede justificarse fisicamente indicando que no esperamos obtener en este caso

local términos que vayan como el gradiente de ¢, pues no hay ninguna direccion privilegiada
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en el caso local (si habrd, sin embargo, términos que vayan como el gradiente de ¢ al
cuadrado). En el caso no local si podra haber términos que vayan como el gradiente de ¢
puesto que si hay una direccién privilegiada (la que une los dos puntos de la interfaz).
Matematicamente también podemos justificar este término nulo. Por un lado, el primer
sumando del término cruzado es un integrando impar en todos los casos q. El segundo

sumando del término cruzado va como ¢V /s, que puede escribirse como:

. (gy>0) . (gy>0)
efwf_ > lqqlye O 4 — Nl le! T T
A.<qq<A A,<qq<A
_ (qy>0) i (gy>0)
0 0% Lila—dq)r Y ! % +q')r
+= > lgd lyeltaa © > Gy lyeitata (4.40)
Ae<q,qg' <A Ac<q,qg' <A

Tomando los promedios, vemos que siempre que q' # q tenemos promedios nulos debidos

a integrandos impares. En el caso q' = q tenemos:

(4.41)

Los dos términos centrales se cancelan mutuamente debido a que son idénticos y llevan
signos contrarios. En cuanto al primer y ultimo promedio, cada uno de ellos se cancela

internamente debido a que son de la forma
. _ PO 0 . - 0
o)s = ralrg—bialia) ¢ + (ilratia)s +M (4.422)
(lale)r = Crqlrg=bralia)s — M M (4.42b)

ya explicada anteriormente. Queda asi probado que el promedio del término cruzado es

nulo. Recapitulando, hemos obtenido como promedio para (H¥); la expresion:

5 (VL,)? 1 W=D ¢
(Hi)r = /dxdy [AE(€ )——— 5 + Wy, (¢, )} + /dxdyéAE(ﬁs)AZ S B0
c<g<A
deayl [FAZE) (V0 o)) KT 2 1 (43
Y917 o 2 a2 S Bowq? '

Ac<g<A
Planteamos ahora el paso al continuo, teniendo que cuenta que la densidad de estados

es D(q) = S/(2m)?, y no olvidando que la integracién en los dngulos nos da 7 debido a la
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restriccion g, > 0, de tal forma que:

(V)2 1 L
Ly _ s -
<mw—/km{MMJ Q—H%%ﬂ+/M®fE%{Ad%w%+
A
1 [O2AX(L,) (VE)?2 OPWi(Ly) 11
= - 4.44
+ / dzdy; [ oz 2 T om } N (4.44)
Resolviendo estas integrales en g obtenemos:
Ly _ (Ves) 1 A2— A2 ]
(M) = /d:z;dy {AE(@) 5+ WLty + dxdyZAE(ﬁs) 5 27T501v+
1 [02AX(L,) (VE,)?  OPWi (L) 1 A
= In|— 4.4
* / drdy; [ oz 2 T op } fon (A) (4.45)

Con este resultado ya estamos en condiciones de plantear el reescalado. Teniendo en

cuenta las definiciones ya dadas r’ = r/b, tenemos:

' NS A2 B2(b2 — 1
/ dr'dy AT (0) <V2€) + / dr'dy WP (0) + / dz'dy’ ALY

47]-60'[11 2
gy () AP (0) (V1) 1y P I(B) PWP ()
4.4
+/ WY o, or 2 ) Y g, oe (4.46)

donde hemos dejado indicado el reescalado de las funciones. Nétese que ¢, pasa a ser
¢ puesto que la condicién ¢ < A, pasa a ser ¢ < A tras el reescalado, y no hace falta

que usemos la notacién prima con ¢ ya que ¢ = £. Siguiendo a [I0], vamos a proponer
kgT

47r§§alv

fluctuaciones. Para w << 1, predomina la energia superficial y esperamos pocas fluctua-

el parametro adimensional w = que es una medida de la importancia de las
ciones. Conforme w crece esperamos que las fluctuaciones vayan cobrando importancia.
Colocaremos este parametro en (4.46|).

Ahora vamos a proponer un reescalado méas especifico: un reescalado diferencial. Propo-
nemos b = 1+t con t << 1. Ademas, solo vamos a quedarnos con términos de hasta orden
t, en primer orden de aproximacién. De esta forma tenemos b* ~ 1 + 2t, b?(b* — 1) ~ 2t,
Inb~tyb?lnb~ t. Introduciendo todo esto en encontramos:

19\2
/ dx'dy'Az@(e)@ + / dz'dy/ (1 + 20)W(0) + / Az’ dy' w2 A ALY (0)+

A% (0) (V'0)? W (1
+ /dx’dy’wf,?t (,%é’ (1 2) + dx’dy'wﬁgta—%() (4.47)
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Recordemos que antes de plantear el G.R. teniamos la expresion (4.27)). Aunque era

sin primas, realmente el nombre de la variable de integracién es indiferente y podemos

escribir (4.27) con primas sin pérdida de generalidad. Igualando (4.47) y (4.27) vamos

a obtener las ecuaciones diferenciales que nos dan Wg) (0) y AEP (¢) para las diferentes

escalas. Teniendo en cuenta:

(t)
/d:r’dy'WL(E) — /dx'dy’Wg)(ﬁ) R~ (/dx’dy’%) t (4.48)

1p\2 1p\2 Az(t) 1p\2
/dx'dy'AEL(f) (V;) — /dx'dy'AZ(Lt)(é) (V;) ~ (/daz’dy'8 8; () (V;) t

Obtenemos al igualar (4.47) y (4.27):

(t) (t) 1p\2
/dzldy/%ﬂ + /dx’dy’aA%:i () (V;) = 2/dx'dy'Wg)(€)+ (4.49)

+wEA? / do'dy ASP (0) + we? / dx’dy’agAai? @ (V;E)Q +wg / dx’dy’—aQVgg (©
El factor ¢ se ha cancelado al ser factor comtn en todos los términos. Separando los
términos con gradiente al cuadrado de los que no lo tienen, encontramos dos expresiones
que resultan ser nuestras dos ecuaciones diferenciales acopladas. Ademas, puesto que noso-
tros solo buscamos relaciones de recursion entre los términos involucrados en el potencial

de adsorcién, podemos escribir como resultado:

oW (o)

W ()
ot

o+ we2A2ASY(0) (4.50)

= 2W(0) + we?

oASY () LePARY(0)

4.4. El término no local del hamiltoniano interfacial

Recordemos la expresion no local del potencial de adsorciéon, que viene dada por (4.6]).
La idea es repetir todo el procedimiento anterior para obtener (HYL);. Se trata de un
procedimiento mateméatico similar. Definiremos £, = [£,(r;) + £4(r3)]/2 y andlogo para

¢s. Haciendo desarrollos de los términos involucrados, y queddndonos tnicamente hasta
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orden cuadrético en £; tenemos la expresion:

_ (w102 (x, L) 2]
dridry | J(x, £, —/ ——_E 4.52
[arite oot + 20, 2 (4520
B 0 _ 2
+/dr1dr2 [Vﬁs(rl)l\/{(m‘,ﬁs) + Vﬁs(rl)aMéxg’ ES)gf + Vész(r )9 Ng(; L )52] + (4.52b)

+/dr1dr2 {fo(rl)M(x,Es) + fo(rl)%éf} (4.52C)

+ / drydry | ASyy(x, 0,) + szggx’gs) ly+ aZAEgng(x’&)% <WS§“))2+ (4.52d)
—l—/drler {AENL(x,Zs) + MZN@—L;M@] (Vls(r1)) (Vs (r1))+ (4.52¢)
/drldrgAENL(m E )W (452f)

Empezando por el primer sumando de (£.52a)) es claro que [ dridrs (J(z,(;)) ;=

f drydryJ(z, ZS) debido a la evaluacion en la parte lenta. Por otro lado, sabiendo que:

(gy>0) iq iq (qy>0) _iqg- _iq-

_ 1 _ [elaTi 4 piare 1 _[eTiATL | pmiaT

ot S () LR ey
Ac<g<A Ac<g<A

es facil ver que debido a integrandos impares se cancelan los promedios del término central

en (4.52a)), el segundo término de (4.52b)), el primer término de (4.52¢)), el segundo de
[@52d) y el primero de ([#.52d), debido a que todos ellos van como ¢; o V{;. Para los

términos que vayan como ﬁfc hay que considerar:

(gy>0) . . -y -0
_ 1 . iq-T1 iqr2 iq’-r iq’ -T2
[ D Ay S, (4.54a)
S Ac<q,qg' <A 2 2
(4y>0) —iq-ry —iq-ro —iq’ry —iq’-ro
- 3 e i + (4.54b)
A <q,q'<A 2 2
q,9
(95>0) iqr] QT —iq’-ry —iq/-ro
= 3 i (L i + (4.54¢)
A <q,q' <A 2 2
q,9
(4y>0) —zq-r1 —iq-r iq’-r iq’r
+e q-r2 etdri +e q T2
f* 4.54d
2 Z () () e
a,9'

De forma similar a la seccién anterior, solo sobrevive en el promedio (4.54¢c) junto a
(4.54d)) en el caso @' = q. Teniendo ademés en cuenta que dicha multiplicacién de expo-

nenciales complejas puede escribirse en forma de senos y cosenos, acabamos obteniendo
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para el promedio del tltimo término en (4.52a)) la expresién:

(4y>0)
PJ(x,ly) =" 2 1 1 cos(q-x)
/ e S S () 59

Un resultado analogo se obtiene con el tercer término de (4.52b)) y el tercero de (4.52d)),

simplemente cambiado las constantes del integrando, debido a que también va como ch.

Para el resto de términos, necesitamos calcular:

B . (gy>0) . (gy>0)
wf(rl)zzwf_ D> qlye ™ —g > qlyeom (4.56)
A <g<A Ac<g<A

De tal forma que para #VLs(r1) nos queda la expresion

(qij>0) - - . (qy>0) o o
s~ o etdri + e'd r2 7 - e T +e iq T
> alglge ( — ) t5 Y dlalye ™ ( : ) _

Ae<q,q' <A Ace<q,q' <A
(9y>0) g g . zq T eiq/'TQ ; (,>0) K* f* —iqr e—iq’~r1 -+ €_iq/'r2
g qlylye _ E qlilre
2 2
A <q,q'<A A <g,¢' <A
(4.57)

Una vez maés, solo el caso ' = q nos dard integrandos que no sean impares y asi
contribuyan al promedio. El primer y tltimo sumando se cancelan al hacer el promedio
de forma similar a . Los dos sumandos centrales se complementan en el promedio.
Usando la expresion para el seno en términos de exponenciales complejas, tenemos que

todos los términos de (4.52)) que vayan como V/{¢(r;) pueden ser escritos en la forma:

(gy>0)
- 81\/[ (x, ?,) 1sen(q-x
</dr1dr2V€f(r1)-M(as,€)> /drldrz E q- = )S ﬂ<q 2) (4.58)
Ac<q<A Id

ueda por calcular € romedio de . . ara ello aebpemaos escripir T Ccomo:
Queda por caleular el promedio de (I52]). Para ello deb ibir (Vey(r1))*

1 (ay>0) (ay>0)
Z (ol qq et —|— Z 6*6*/qqe (ata’) Ty (4.59a)
A <q,q'<A A <q,q' <A
1 (gy>0) (ay>0)
Z ! E*,qqe (a-a)r 4 — o2 Z s quqe (@' —a)rs (4.59b)
A -<q,q' <A Ac<q,q' <A

Haciendo los promedios correspondientes se puede obtener:

=\ (gy>0)
Vil(ry))? - AYnp(z,ly) < 2 2
</dr1dr2%AZNL(x,€s)>f = /drldrg% E —q—2 (4.60)

S Bo
Ae<q<A 6 wq
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Recapitulando, hemos obtenido este resultado para (HY);, quitando la restriccion:

- 0?J(x,ls) 1 1 cos(q-x)
/drldr2J(x,€5)+/dr1drgT Z Sﬁalvq < +T)+

Ac <q <A
(Vily(ry))?

+/dr1dr2V1€S(r1) . M(.T,ZS) -+ /drler AENL<I,ES)+

O*M(z, L) 1 1 1 cos(q-x)
+/ dndes9t ) S S ot (5 )

OM(z,0l,) 1 sen(q - x) AXnp(x, ly) 1 q°
+/dr1dr2 > -t o+ [ drdn, SRS P

S Bo
Aec<g<A Ae<q<A powa

+/dr1dr2 (Vily(r1))? aQAZNf(xvgs) Z l 1 (1 N cos(q - x)> N

2
2 or e Shona® \2 2

OAY N (x,0s) 1 sen(q-x)
i fandn 3 (Witiey) PRl Ll an

Ac<g<A
A continuacién debemos plantear el limite al continuo, de tal forma que:

1 27 zq:r: cos @ —iqx cos 0
Z cos(q - x) _>/ dq/ d9 o 2+€ (4.62)
Ac<q<A S Bowa? aPow

1 sen(q - x) / (Vlgs(rl)) - X iq cos f e—1awcos0 _ giawcosd
l " d
A%;A(vl (x1)) 195 Boi,q? 7 4 x 2(2m)? 2qBoy,

Z q.aM(:c,f) 1 sen(q - x) —>/dq 1 oMz, l,) p—i4T €080 _ iqu cos 0

o 28 Pond S TR YL P Ve

Ac<g<A
donde recordemos que M = xM/z. Para la segunda expresién hemos descompuesto
q = qcost> + qsen@% en el sistema de ejes en que nuestra x =r; — 1y es el eje x, e y es
un vector perpendicular. La contribucién del seno se cancela por ser un integrando impar
en una integral que va de 0 a 27, por lo que indicamos solo el coseno.

Teniendo en cuenta las expresiones conocidas:

1 2 1 2

o | etz st — Jo(qz) o | d0i cos 0e= =0 — £J,(qz)  (4.63)

Obtenemos asi una vez dado el paso al continuo, en términos de funciones de Bessel:

- 0% J(x, by) wé? A P J(x,ls) w& Jo(qz)
/drldrgJ(x,Es) + /drlerTTln <A_c> + drldrgTT/Ac dq q +

' B 2
—|—/dr1dr2w/\4($a€s)+/drldr2(vlgs(;1>) x 0 J\/((l)i2 )wébl (//SC>+

A2 7 2 A ~
+ [ dridr, Vabs(r) %9 M(‘%&) 5 / qu + dI’ﬂQMAZNL(%&)—F
T op2 2 Ja, q 2
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7 A 2 42 7 2
+/dr1drzww§2/ qul(qI)—l—/drler(vl&(rl)) 0 AENE(xafs) w2§b n <£) X
Ac

ol 2 or? A.
(Vily(r1))2 PAS N (2, 0) wEE [N Tolg _ A% — A?
+/dr1dr2 ! 5 D) g[LZ( 2b /AC dqu) + dI‘1dF2AENL($,€s)Wf§ 5 +
) 7 A
Ac

A continuacién debemos plantear el reescalado en términos de b. Aproximando la
integral por su desarrollo en serie (pues el reescalado es diferencial, b = 1+ t) escribimos:

A /
[ aghlee) Bt <1 ) 1)
Ae q A b

/A A dgd(qz) ~ J; (Aba')A (1 - %) (4.65)

Vemos asi que una vez hecho el reescalado 1 — 1/b o t. Por simplicidad escribiremos este

término ya en funcién de ¢. Esto nos lleva a la expresiéon reescalada:

_ 2 7(t) ) 4] Abz b2
/dr’ldr'2b4J(t)(ba:',€) + /dr'ldrg—a T b ’€)w§2 {b n(b) + Jo(Ab')b t] +

02 b 2 2

/ I\ .o~/ B 2 (t) ) 3 N3
+/dr;dr;(v1€(r})) X {b?’M(t)(bx’,é) N ) M(%(be ,E)w&? <b 1121(b) N JO(AZ;x)b t)] N
s

(t) 1 / /\)2 _
+/dr’1dr’2wa—(é_m’€)/&wff(]1(/\bx')b4t+ /dridrngWAZ%)L(bm',f)—l-

. / o', (Vi0(rh))? P ABY) (ba', 0) 2{52111(1)) Jo(Abx’)th}Jr

P ColTy T g
P (el ) .~ (t) )
- / dr/ dr) (Vlg(;})) x aAENaLébx D g2, (Abayt+

(v* —1)

_ 4
+ / ar,dr,AS Y (b2, e)A%ggb 5 (4.66)

Ahora debemos escribir esta expresién en términos de ¢, hasta primer orden. Para ello,
debemos tener en cuenta que b* ~ 1+ 4t, b*lnb ~ ¢, b*t ~ ¢, b® =~ 1 + 3t, b®’Inb ~ t,
Bttt b~ 1+2t 02Inb ~t, b*t ~ty b*(b? — 1) ~ 2t. Otra cuestion importante es
realizar la aproximacion para las funciones reescaladas:

970 (! 1)
ox'

y de forma anéloga para M® (ba', ) y ASY, (ba',0). Términos como 92J® (ba', 0)/O0>

JO ! 0) = JO (&' + 2t 0) =~ T (' 0) + 2 t (4.67)

no tendran expresiones con derivadas en =’ debido a que serian de orden superior en t.
Introducimos asi todos estos cambios en (4.66)) y nos quedamos hasta primer orden en t.
Después, igualamos la expresion obtenida con la forma funcional (4.6) que tenfamos

para el término no local antes de aplicar el G.R., escrita con variables primas sin pérdida
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de generalidad. Recordando las aproximaciones

B B AN (0 p
/dr’ldr'QAENL(xl,E) — /dr’ldrgAE%)L(m’,E) 2 (/dr'ldrgaNa—Lt(x’g)) t, (4.68)

y de forma andloga para J y M , podemos escribir la expresion:

aJO(&,0)  (Vi(r))) - X OMD (2 0) (V)2 0ASY, (/. 0)
/ / ’ 1 1 ’ 1 1 NL ) _
/ drydry [ ) * a/ ot M ot B

L - L0JO(2 0) 92Tt 0 1+ Jo(Az'
:/drler 00, ) PGS T tag (25|

(V) - X ,8M(t)(x’,€) RPMO (& 0)  , (1+ Jo(A)
+/dr1dr2 ; MW (2! 0) + o o wo (——5 +
/ 2 &) (o0 7 2 1y /
N / artar, VT 1o a0 0 g I,@AEg;,(:v,E) L0 AEgég(x,E)w e (1+J;(Aw)) .

+ / dr’ldr2W6—2)Aw§bJ1(Ax) / dr,dr, ANwEAS Y, (o, 0)+

. / vy, (VD) - X DA (b,

— o7 AweRT () (4.69)

Todos los términos llevan una ¢ multiplicando se ha cancelado.

Por ultimo, debemos buscar las relaciones de recursion separando los términos que van
sin gradiente, los que van como V1/(r}) y los que van como (V/{(r}))?. De esta forma,
finalmente hemos obtenido las ecuaciones diferenciales acopladas que nos dan los términos

del potencial de adsorcién a distintas escalas, en el caso no local:

) (z. 0 _ (0 2
0J"(x, () _ 4J(t)($’€) + ma‘] (%g) o J¢ ( >ng 1+ Jo(Ax) i
ot ox 02 2
MO, ) (4.70)
TAwgb LAz) + NwAS) (2, 0)
oM (z,0) _ 3M(t)($ 0+ xa/\/[(t)(x,ﬂ) OPMD (x, é)w 5 1+ Jo(Ax) +
ot ’ ox 02 b 2 (4.71)
ALY, (x,0 '
—i—%Awngl(A@
ALY (x,0) o~ A (2, 0)  PAXY (2,0) ., (14 Jo(Ax)
o AEmeOte——s e e (T

(£.72)
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Conclusiones

En este trabajo hemos llevado a cabo un estudio del fenémeno de mojado critico. Lo
hemos realizado desde dos perspectivas: desde un punto de vista microscépico, proponien-
do desarrollos de Landau, y desde un punto de vista colectivo, estudiando la posicion de
la interfase mesoscopica £. La conexion entre ambos problemas no resulta evidente y va
mas alla de lo que aqui hemos analizado, siendo aiin un reto a estudiar en este area.

Hemos logrado obtener el hamiltoniano interfacial F que describe la interfaz
de nuestro problema, sujeta al efecto del sustrato plano. Hemos obtenido de dos formas
distintas el hamiltoniano interfacial de la posicion de equilibrio /., y hemos logrado
caracterizar el efecto de las ondas de capilaridad que suponen una desviacién con respecto
a estos valores de equilibrio.

Las expresiones matemadticas obtenidas aqui para la funcién de correlaciéon G(r) y la
rugosidad G(0) nos indican que cuando nos aproximamos a la transicién de mojado critica
se produce una divergencia en las longitudes de correlacion caracteristicas de las ondas de
capilaridad, § y £1. Las fluctuaciones cobran importancia en todas las escalas del sistema
y teorias como las de Ginzburg-Landau y Ornstein-Zernike dejan de ser validas. Ya no es
suficiente un andlisis a nivel gaussiano con el potencial de la constante A para describir
el fenémeno, y de esta forma logramos justificar la necesidad de una teoria mas completa,
como lo es el grupo de renormalizacion, para tratar el efecto de las fluctuaciones.

En cuanto al propio grupo del renormalizacion, hemos obtenido satisfactoriamente las
ecuaciones diferenciales para el potencial de adsorcion a distintas escalas en este fendmeno
de mojado, tanto en el caso local como en el no local. Para el caso local recobramos
resultados previos de la literatura [11], asegurando que nuestras conclusiones son correctas.
Asimismo, nuestros resultados concuerdan con los obtenidos en la referencia [12] para el
caso no local cuando se desprecian los términos M y AXyp.

El siguiente paso de nuestro trabajo seria resolver las ecuaciones diferenciales acopladas
obtenidas, hasta la escala en la que poder usar la teoria de campo medio mediante la
condicién £ ~ &. De este modo seremos capaces de resolver el problema desde un punto
de vista tedrico, lo cual justifica el hecho de que el grupo de renormalizacion sea un método

tan potente y 1til en Fisica Estadistica.
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